
8. ÅÄÍÎÌÅÐÍÀ ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÇÀÄÀ×À
ÏÎËÓÁÅÇÊÐÀÉÍÈ ÒÅËÀ Ñ ÅÄÍÈ È ÑÚÙÈ ÒÎÏËÎÔÈÇÈ×ÍÈ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ È ÐÀÇËÈ×ÍÈ ÍÀ×ÀËÍÈ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÈ

8.1. Ïîñòàíîâêà íà ôèçè÷åñêàòà çàäà÷à è ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. Ïðè t = 0
äâå ïîëóáåçêðàéíè åäíîìåðíè òåëà ñ åäíè è ñúùè òîïëîôèçè÷íè õàðàêòåðèñòèêè,
íî ñ ðàçëè÷íè ïîñòîÿííè òåìïåðàòóðè, ñà ïîñòàâåíè â êîíòàêò. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò
ìîäåë, êîéòî îïèñâà ðàçïðåäåëåíèåòî u(x, t) íà òåìïåðàòóðàòà â äâåòå òåëà, å

∂u

∂t
= κ

∂2u

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0, (1)

u(x, 0) =

{
0, x < 0,
u0, x > 0;

(2)

u(−∞, t) = 0 t > 0,
u(+∞, t) = u0, t > 0.

(3)

Â (2) áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà å ïîëîæåíî, ÷å åäíàòà îò íà÷àëíèòå òåìïåðàòóðè
å ðàâíà íà íóëà.

8.2. Ðàçìåðíîñòåí àíàëèç.Ïðåäïîëàãàìå ôèçè÷åñêè çàêîí, êîéòî ñâúðçâà ðàçìåðíèòå
âåëè÷èíè t, x, u, u0,κ . Çà îñíîâíè ðàçìåðíîñòè èçáèðàìå T (âðåìå), L (äúëæèíà)
è Θ (òåìïåðàòóðà). Ðàçìåðíîñòíàòà ìàòðèöà A å

t x u u0 κ

T
L
Θ




1 0 0 0 −1
0 1 0 0 2
0 0 1 1 0


 ,

α1 α2 α3 α4 α5

rank A = 3 . Π− òåîðåìàòà ãàðàíòèðà ñúùåñòâóâàíåòî íà 5 − 3 = 2 áåçðàçìåðíè
âåëè÷èíè π1, π2.

Ñèñòåìàòà çà αi, i = 1, . . . , 5 å:




α1 − α5 = 0
α2 + 2α5 = 0
α3 + α4 = 0

Çà äà íàìåðèì π1, ïîëàãàìå
α3 = 1, α2 = 0;

òîãàâà
α4 = −1, α5 = α1 = 0,

è
π1 =

u

u0

.
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Çà äà íàìåðèì π2 , ïîëàãàìå

α2 = 1, α3 = 0;

òîãàâà
α4 = 0, α5 = α1 = −1

2
,

è
π2 =

x√
κt
.

Çàêîíúò π1 = f(π2) äàâà àâòîìîäåëíàòà ôîðìà íà u(x, t) :

u(x, t) = u0f(
x√
κt

) = u0f(ξ), (4)

ξ =
x√
κt
. (5)

8.3. Çàäà÷àòà çà f(ξ) è íåéíîòî ðåøåíèå. Çàìåñòâàìå (4), (5) â óðàâíåíèåòî
(1):

∂u

∂t
= −ξu0

2t
f ′, (f ′ =

∂f

∂ξ
),

∂u

∂x
=

u0√
κt
f ′,

∂2u

∂x2
=
u0

κt
f
′′
,

è ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî çà f(ξ) :

f
′′

+
ξ

2
f ′ = 0, −∞ < ξ <∞. (6)

Îò (3) è (5) îïðåäåëÿìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

f(−∞) = 0, (7)

f(∞) = 1. (8)

Çà äà ðåøèì àâòîìîäåëíàòà çàäà÷à (6)-(8), èíòåãðèðàìå óðàâíåíèåòî (6) è
ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

∫ f
′′

f ′
dξ = −

∫ ξ

2
dξ, ln f ′ = −ξ

2

4
+ lnC1,

f ′ = C1e
− ξ2

4 , f(ξ) = C1

∫ ξ

C2

e−
z2

4 dz;

Îò óñëîâèåòî (7) íàìèðàìå C2 :

f(−∞) = C1

∫ −∞
C2

e−
z2

4 dz = 0,
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ñëåäîâàòåëíî C2 = −∞. Òîãàâà

f(ξ) = C1

∫ ξ

−∞
e−

z2

4 dz.

Ïðàâèì ñìÿíàòà:

z

2
= s, dz = 2ds : f(ξ) = 2C1

∫ ξ/2

−∞
e−s

2

ds.

Îò óñëîâèåòî (8) íàìèðàìå C1 :

f(∞) = 2C1

∫ ∞
−∞

e−s
2

ds = 1, C1 =
1

2
√
π
,

Àâòîìîäåëíàòà ôóíêöèÿ å

f(ξ) =
1√
π

∫ ξ/2

−∞
e−s

2

ds. (9)

8.4. ßâåí âèä íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå. Îò (4) è (9) íàìèðàìå ÿâíèÿ âèä
íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå:

u(x, t) =
u0√
π

∫ x

2
√κt

−∞
e−s

2

ds.

Ïðàâèì ñìÿíàòà z = −s, ds = −dz :

u(x, t) =
u0√
π

∫ ∞
− x

2
√κt

e−z
2

dz =
u0

2
erfc

(
− x

2
√
κt

)

è îêîí÷àòåëíî

u(x, t) =
u0

2

(
1 + erf

(
x

2
√
κt

))
(10)

Ïî-ãîðå ñìå èçïîëçâàëè ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè:

ôóíêöèÿ íà ãðåøêàòà

erf(z) =
2√
π

∫ z

0
e−t

2

dt,

íåéíîòî äîïúëíåíèå
erfc(z) =

2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt

è ñâîéñòâàòà èì:

erfc(z) = 1− erf(z), erf(−z) = −erf(z).

8.5. Íÿêîè îáîáùåíèÿ. Ëåñíî å äà ñå íàìåðÿò ÿâíèòå àâòîìîäåëíè ðåøåíèÿ íà
êîíòàêòíèòå çàäà÷è ïðè äðóãè íà÷àëíè óñëîâèÿ:
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1. u(x, 0) =

{
0, x < x̄,
u0 x > x̄

: u(x, t) =
u0

2

[
1 + erf

(
x− x̄
2
√
κt

)]

2. u(x, 0) =





0, x < x̄1

u0 x̄1 < x < x̄2

0, x > x̄2

:

u(x, t) =
u0

2

[
erf

(
x− x̄1

2
√
κt

)
− erf

(
x− x̄2

2
√
κt

)]

3. u(x, 0) =

{
u01, x < 0
u02, x > 0

: u(x, t) =
u01 + u02

2
+
u02 − u01

2
erf(

x

2
√
κt

)

9. ÅÄÍÎÌÅÐÍÀ ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÇÀÄÀ×À
ÒÅËÀ Ñ ÐÀÇËÈ×ÍÈ ÒÎÏËÎÔÈÇÈ×ÍÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
È ÐÀÇËÈ×ÍÈ ÍÀ×ÀËÍÈ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÈ

9.1. Ïîñòàíîâêà íà ôèçè÷åñêàòà çàäà÷à è ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. Ïðè t = 0
äâå ïîëóáåçêðàéíè åäíîìåðíè òåëà ñ ðàçëè÷íè òîïëîôèçè÷íè õàðàêòåðèñòèêè è ñ
ðàçëè÷íè ïîñòîÿííè òåìïåðàòóðè (åäíàòà îò êîèòî ðàâíà íà íóëà), ñà ïîñòàâåíè â
êîíòàêò. Çà óäîáñòâî ùå äåôèíèðàìå äâå ðàçëè÷íè íåèçâåñòíè ôóíêöèè u(x, t) :

u1(x, t), −∞ < x < 0, u2(x, t), 0 < x <∞.
Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å íà÷àëíî-ãðàíè÷íà çàäà÷à çà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ

∂u1

∂t
= κ1

∂2u1

∂x2
, −∞ < x < 0, (11)

∂u2

∂t
= κ2

∂2u2

∂x2
, 0 < x <∞, (12)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ
u1(x, 0) = 0, −∞ < x <∞, (13)
u2(x, 0) = u0, 0 < x <∞; (14)

ãðàíè÷íè óñëîâèÿ
u1(−∞, t) = 0, t > 0, (15)
u2(+∞, t) = u0, t > 0, (16)

óñëîâèÿ çà ñïðÿãàíå (èäåàëåí êîíòêò ìåæäó äâåòå òåëà):

u1(0, t) = u2(0, t), t > 0, (17)
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k1
∂u1

∂x
(0, t) = k2

∂u2

∂x
(0, t), t > 0. (18)

9.2. Àíàëèòè÷íî ðåøåíèå. Îçíà÷àâàìå φ(z) = erf(z) è òúðñèì u1(x, t) è
u2(x, t) âúâ âèäà:

u1(x, t) = A1 +B1φ(
x

2
√
κ1t

)

u2(x, t) = A2 +B2φ(
x

2
√
κ2t

)

Îò (15) ïîëó÷àâàìå:

0 = u1(−∞, t) = A1 +B1
2√
π

∫ −∞
0

e−t
2

dt =

= A1 −B1
2√
π

∫ ∞
0

e−t
2

dt = A1 −B1
2√
π

√
π

2
= A1 −B1.

Îò (16):
u0 = u2(+∞, t) = A2 +B2

2√
π

∫ ∞
0

e−t
2

dt = A2 +B2

Îò (17):
u1(0, t) = A1 = u2(0, t) = A2

Îò (18):
k1
∂u

∂x
(0, t) = k1B1φ

′
(

x

2
√
κ1t

) ∣∣∣∣∣
x=0

· 1

2
√
κ1t

=

= k1B1
2√
π
· 1

2
√
κ1t

= k1
1√
πκ1t

B1,

k2
∂u2

∂x
(0, t) = k2B2

2√
π

1

2
√
κ2t

= k2B2
1√
πκ2t

,

Òàêà
k1B1√
κ1

=
k2B2√
κ2

,
B1

B2

=

√
k2ρ2c2√
k1ρ1c1

= β,

B1 = βB2;
B1 +B2 = u0

(1 + β)B2 = u0, B2 =
u0

1 + β
, B1 =

βu0

1 + β
, A1 = A2 = B1 =

βu0

1 + β
.

Îêîí÷àòåëíî íàìèðàìå:

u1(x, t) =
βu0

1 + β

[
1 + erf

(
x

2
√
κ1t

)]
,

u2(x, t) =
u0

1 + β

[
β + erf

(
x

2
√
κ2t

)]
.
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