
13. Îáù ìåòîä íà ïîäîáèåòî. Ëîêàëíè ãðóïè íà Ëè â R3.

Ïîêàçàõìå, ÷å ×ÄÓ îò âòîðè ðåä, êîåòî å èíâàðèàíòíî îòíîñíî åäíîïàðàìåòðè÷íàòà
ãðóïà íà ðàçòÿãàíå, ìîæå äà ñå ñâåäå äî ÎÄÓ. Åñòåñòâåíî å äà î÷àêâàìå,
÷å òàêàâà ïðîöåäóðà áè äîâåëà äî óñïåõ ïðè ïî-îáùè ãðóïè îò òðàíñôîðìàöèè
êàòî òðàíñëàöèè, ðîòàöèè è äðóãè ãåîìåòðè÷íè ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Åäèí ïðèìåð. Íåêà ε å ðåàëåí ïàðàìåòúð, äåôèíèðàí â èíòåðâàë,
ñúäúðæàù ε = 0. Åäíîïàðàìåòðè÷íîòî ñåìåéñòâî òðàíñôîðìàöèè îò R3

â R3

x̄ = x cos ε− t sin ε
t̄ = t cos ε+ x sin ε
ū = u+ ε

(1)

å ðîòàöèÿ íà úãúë ε â tx ðàâíèíàòà è òðàíñëàöèÿ ñ ε â u íàïðàâëåíèå.
Òîãàâà òî÷êàòà (x, t, u) ñå äâèæè ïî âåðòèêàëíà ñïèðàëà îêîëî îñòà u â
R3.

Ïðè ε = 0 ñå ïîëó÷àâà èäåíòèòåòúò: x̄ = x, t̄ = t, ū = u;
Àêî çàìåñòèì ε ñ −ε, ïîëó÷àâàìå îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà (1):

(x̄, t̄, ū) ñå èçîáðàçÿâà â (x, t, u);
Ïðèëàãàíåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà (1) ñ ε1, ïîñëåäâàíà îò òðàíñôîðìàöèÿòà

(1) ñ ε2 å åêâèâàëåíòíî íà ïðèëàãàíåòî íà òðàíñôîðìàöèÿ (1) ñ ε1 + ε2.
Ðàçâèâàéêè äåñíèòå ÷àñòè íà (1) â Òåéëîðîâ ðåä ïðè ε � 1 îêîëî

ε = 0 :

cos ε = 1− ε2

2!
+ · · · , sin ε = ε− ε3

3!
+ · · · ,

ïîëó÷àâàìå

x̄ = x− tε+ o(ε)
t̄ = t+ xε+ o(ε)
ū = u+ ε

(2)

Òàêà íàðå÷åíàòà èíôèíèòåçèìàëíàòà òðàíñôîðìàöèÿ (2) å ïðèáëèæåíèå
íà (1) çà ìàëêè ε.Êîåôèöèåíòèòå−t, x, 1 íà ε â (2) ñå íàðè÷àò ãåíåðàòîðè
íà ãðóïàòà. Òå äåôèíèðàò â R3 âåêòîðíî ïîëå 〈−t, x, 1〉, êîåòî íà âñÿêà
òî÷êà îò R3 ñúïîñòàâÿ âåêòîð, ïîêàçâàù íàïðàâëåíèåòî íà äâèæåíèå íà
òàçè òî÷êà ïîä äåéñòâèåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà (1). Èíòåãðàëíèòå êðèâè
íà âåêòîðíîòî ïîëå, äåôèíèðàíè îò ãåíåðàòîðèòå, ñà ñïèðàëèòå, ïî êîèòî
òðàíñôîðìàöèÿòà (1) äâèæè òî÷êèòå.
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Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà îáùà åäíîïàðàìåòðè÷íà ôàìèëèÿ îò òðàíñôîðìàöèè
Tε, äåôèíèðàíà ñ óðàâíåíèÿòà:

Tε :
x̄ = Φ(x, t, ε) (3a)
t̄ = Ψ(x, t, ε) (3b)
ū = Ω(x, t, u, ε) (3c)

(3)

êúäåòî ε å ðåàëåí ïàðàìåòúð, îïðåäåëåí â îòâîðåí èíòåðâàë, ñúäúðæàù
íóëàòà, à Φ,Ψ,Ω ñà àíàëèòè÷íè ôóíêöèè â äåôèíèöèîííèòå ñè îáëàñòè.
Çà ∀ε, Tε : R3 → R3.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ïðè ε = 0 òðàíñôîðìàöèÿòà (3) äåôèíèðà èäåíòè÷íàòà
òðàíñôîðìàöèÿ, çàäàäåíà ÷ðåç

x̄ = Φ(x, t, 0) = x
t̄ = Ψ(x, t, 0) = t
ū = Ω(x, t, u, 0) = u

Ïðåäïîëàãàìå îùå:
� çà ε1 è ε2 äîñòàòú÷íî ìàëêè ∃ε3 â èíòåðâàëà |ε| < ε0 òàêîâà, ÷å

Tε2Tε1 = Tε3 .
� çà ∀ε äîñòàòú÷íî ìàëêî ∃ε1 òàêîâà, ÷å TεTε1 = Tε1Tε = I. Tε1 = T−1

ε .

Tε, äåôèíèðàíà ÷ðåç (3), å ëîêàëíà ãðóïà òðàíñôîðìàöèè íà Ëè.
Ðàçâèâàìå äåñíèòå ÷àñòè íà (3) â Òåéëîðîâ ðåä ïî ε, íàïðèìåð

x̄ = Φ(x, t, ε) = Φ(x, t, 0) +
∂

∂ε
Φ(x, t, 0)ε+ o(ε),

= x+ εξ(x, t) + o(ε)

êúäåòî
ξ(x, t) ≡ ∂

∂ε
Φ(x, t, 0)(4)

Òàêà ïîëó÷àâàìå èíôèíèòåçèìàëíàòà òðàíñôîðìàöèÿ

x̄ = x+ εξ(x, t) + o(ε)
t̄ = t+ ετ(x, t) + o(ε)
ū = u+ εω(x, t, u) + o(ε)

(5)

êúäåòî
τ(x, t) ≡ ∂

∂ε
Ψ(x, t, 0), ω(x, t, u) ≡ ∂

∂ε
Ω(x, t, u, 0)(6)
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ξ, τ, ω ñå íàðè÷àò ãåíåðàòîðè íà ãðóïàòà òðàíñôîðìàöèè (3).

Èíâàðèàíòíè ×ÄÓ

Íåêà
F (x, t, u, p, q) = 0, (x, t) ∈ D(7)

p ≡ ux, q = ut.

å ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä.

Äåôèíèöèÿ 1.×ÄÓ (7) å èíâàðèàíòíî îòíîñíî ëîêàëíàòà ãðóïà
òðàíñôîðìàöèè íà Ëè (3) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∂

∂ε
F (x̄, t̄, ū, p̄, q̄)|ε=0 = kF (x, t, u, p, q),(8)

p̄ ≡ ūx̄, q̄ ≡ ūt̄

çà íÿêàêâà êîíñòàíòà k. Àêî k = 0, ×ÄÓ ñå íàðè÷à àáñîëþòíî èíâàðèàíòíî.

Êàòî ñå ïðåñìåòíå (8), ìîæå äà ñå ïîëó÷è óñëîâèå çà èíâàðèàíòíîñò
â òåðìèíèòå íà ãåíåðàòîðèòå íà ãðóïàòà òðàíñôîðìàöèè íà Ëè.

Èçâúðøâàéêè äèôåðåíöèðàíåòî, ïîëó÷àâàìå

Fxξ + Ftτ + Fuω + Fp

(
∂p̄

∂ε

)

ε=0

+ Fq

(
∂q̄

∂ε

)

ε=0

= kF,(9)

êúäåòî ξ, τ, ω ñà ãåíåðàòîðèòå, çàäàäåíè ÷ðåç (4) è (6).
Îñòàâà äà ñå ïðåñìåòíàò

π = π(x, t, u, p, q) ≡
(
∂p̄

∂ε

)

ε=0

, χ = χ(x, t, u, p, q) ≡
(
∂q̄

∂ε

)

ε=0

,(10)

çà êîåòî òðÿáâà äà ñå çíàå êàê ñå òðàíñôîðìèðàò ux è ut ïîä äåéñòâèåòî
íà ãðóïàòà.

Òåîðåìà 1. Àêî u = g(x, t), òî ïðè òðàíñôîðìàöèÿòà Tε, çàäàäåíà
÷ðåç (3), ïðîèçâîäíèòå íà ū = ḡ(x̄, t̄) ñà

p̄ ≡ ḡx̄(x̄, t̄) =
t̄tDxΩ− t̄xDtΩ

det J
(11)
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q̄ ≡ ḡt̄(x̄, t̄) =
−x̄tDxΩ + x̄xDtΩ

det J
(12)

êúäåòî
DxΩ ≡ Ωx + gxΩu, DtΩ ≡ Ωt + gtΩu,

à J å ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà òðàíñôîðìàöèÿòà

x̄ = Φ(x, t, ε), t̄ = Ψ(x, t, ε) :

J ≡
(
x̄x x̄t
t̄x t̄t

)
.

Äåñíèòå ÷àñòè íà (11) è (12) ñå ïðåñìÿòàò çà x = x(x̄, t̄) è t = t(x̄, t̄).

Òåîðåìà 2. Âåëè÷èíèòå π è χ äåôèíèðàíè â (10), ñà

π = ωx + pωu − pξx − qτx
χ = ωt + qωu − pξt − qτx(13)

êúäåòî ξ, τ è ω ñà ãåíåðàòîðèòå íà (3).

Àâòîìîäåëíè ðåøåíèÿ

Çà âñÿêî ôèêñèðàíî ε, Tε èçîáðàçÿâà ïîâúðõíèíàòà ñ óðàâíåíèå

u = g(x, t), (x, t) ∈ D
â xtu ïðîñòðàíñòâîòî â ïîâúðõíèíà

ū = ḡ(x̄, t̄), (x̄, t̄) ∈ D

â x̄t̄ū ïðîñòðàíñòâîòî, êúäåòî

D̄ = {(x̄, t̄)|x̄ = Φ(x, t, ε), t̄ = Ψ(x, t, ε), (x, t) ∈ D}.

Çà äà îïðåäåëèì ḡ, îáðúùàìå òðàíñôîðìàöèÿòà

x̄ = Φ(x, t, ε) t̄ = Ψ(x, t, ε)

â D, çà äà ïîëó÷èì

x = x(x̄, t̄) t = t(x̄, t̄).
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Òîãàâà ḡ ñå îïðåäåëÿ îò

ḡ(x̄, t̄) ≡ Ω(x(x̄, t̄), t(x̄, t̄), g(x(x̄, t̄), t(x̄, t̄)), ε)(14)

Àêî u = g(x, t) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

F (x, t, u, p, q) = 0(15)

òî ū = g(x̄, t̄) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

F (x̄, t̄, ū, p̄, q̄) = 0.

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ū = ḡ(x̄, t̄) ñúùî å ðåøåíèå íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå,
íî èçîáùî g(x̄, t̄) 6= ḡ(x̄, t̄).

Àâòîìîäåëíèòå ðåøåíèÿ ñà èçìåæäó èíâàðèàíòíèòå ïîâúðõíèíè
u = g(x, t), çà êîèòî

g(x̄, t̄) = ḡ(x̄, t̄).

Ïðèëàãàéêè (14), îïðåäåëÿìå ïðîèçâîäíàòà îòíîñíî ε ïðè ε = 0 è
ïîëó÷àâàìå óñëîâèåòî çà èíâàðèàíòíà ïîâúðõíèíà:

gx(x, t)Φε(x, t, 0) + gt(x, t)Ψε(x, t, 0) = Ωε(x, t, g, 0)

èëè
ξ(x, t)gx + τ(x, t)gt = ω(x, t, g)(16)

Òîâà å óðàâíåíèå îò I ðåä îòíîñíî g.

Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ñèñòåìà å

dx

ξ(x, t)
=

dt

τ(x, t)
=

dg

ω(x, t, g)
(17)

Ïúðâàòà äâîéêà óðàâíåíèÿ

dx

ξ(x, t)
=

dt

τ(x, t)

îïðåäåëÿ åäèí ïðúâ èíòåãðàë (àâòîìîäåëíàòà ïðîìåíëèâà)

s ≡ s(x, t) = const(18)
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Îïðåäåëÿìå x = X(s, t) îò (18), èíòåãðèðàìå äâîéêàòà

dt

τ(X(s, t), t)
=

dg

ω(X(s, t), t, g)

è ïîëó÷àâàìå äðóã ïðúâ èíòåãðàë

w(s, t, g) = const(19)
Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà (16) å

F (s, w(s, t, g)) = 0,(20)
îò êîåòî îïðåäåëÿìå g è ñëåäîâàòåëíî êàíäèäàòèòå çà àâòîìîäåëíè ðåøåíèÿ.
Ïðîöåäèðàéêè êàêòî â ñëó÷àÿ íà ãðóïàòà òðàíñôîðìàöèè íà ðàçòÿãàíå,
çàìåñòâàìå ïîëó÷åíèÿ èçðàç â èçõîäíîòî óðàâíåíèå (15) è ãî ñâåæäàìå
äî ÎÄÓ îò I ðåä îòíîñíî àâòîìîäåëíàòà ôóíêöèÿ. Ùå èëþñòðèðàìå òàçè
ïðîöåäóðà ñ åäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 2. Íåëèíåéíîòî õèïåðáîëè÷íî óðàâíåíèå îò I ðeä

ut + uux = 0(21)

å àáñîëþòíî èíâàðèàíòíî îòíîñíî ãðóïàòà íà Ëè ñ ãåíåðàòîðè (ïðîâåðåòå!)

ξ = 2x+ 2, τ = t+ 1, ω = u.

Óñëîâèåòî (16) å
(2x+ 2)ux + (t+ 1)ut = u(22)

(èçïîëçâàìå u âìåñòî g). Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ñèñòåìà å

dx

2(x+ 1)
=

dt

t+ 1
=
du

u
.

Äâàòà ïúðâè èíòåãðàëà ñà ñúîòâåòíî

s ≡ (t+ 1)2

x+ 1
= const,(23)

u

t+ 1
= const.
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Îáùîòî ðåøåíèå íà (22) å

F
(
s,

u

t+ 1

)
= 0, F ïðîèçâîëíà

èëè
u = (t+ 1)f(s), f ïðîèçâîëíà.(24)

Óðàâíåíèåòî (24), â êîåòî s å àâòîìîäåëíàòà ïðîìåíëèâà, äåôèíèðà
èíâàðèàíòíèòå ïîâúðõíèíè è êàíäèäàòèòå çà àâòîìîäåëíè ðåøåíèÿ. Çàìåñòâàìå
(24) â ×ÄÓ (21) è ïîëó÷àâàìå ÎÄÓ îòíîñíî f(s)

2sf ′ + f − s2ff ′ = 0.

Ñúñ ñóáñòèòóöèÿòà g = sf ïîëó÷àâàìå

2− g
g(1− g)

dg =
ds

s

è èíòåãðèðàìå
g2

g − 1
= cs, c constant.

Òîãàâà
f(s) =

c

2
±
√
c2

4
− c

s
,

è

u(x, t) = (t+ 1)


 c

2
±
√√√√c2

4
− c(x+ 1)

(t+ 1)2


 .
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