
10. Èíâàðèàíòíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
Èíâàðèàíòíè ðåøåíèÿ.

Íåêà
F (x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) = 0, (x, t) ∈ D(1)

å ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä çà ôóíêöèÿòà u =
u(x, t).

Ðàçãëåæäàìå åäíîïàðàìåòðè÷íîòî ñåìåéñòâî îò òðàíñôîðìàöèè íà
ðàçòÿãàíå

x̄ = εax, t̄ = εbt, ū = εcu,(2)
êúäåòî a, b, c ñà ôèêñèðàíè ðåàëíè êîíñòàíòè, ε å ðåàëåí ïàðàìåòúð ñúñ
ñòîéíîñòè â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I , ñúäúðæàù ε = 1.

Äà îçíà÷èì òðàíñôîðìàöèÿòà (2) ñ Tε, Tε : R3 → R3 çà ∀ε ∈ I.
Ñåìåéñòâîòî Tε ñúäúðæà èäåíòè÷íàòà òðàíñôîðìàöèÿ T1 â R3 ïðè ε = 1,
à êîìïîçèöèîííîòî ïðàâèëî Tε1Tε2 = Tε1ε2 å â ñèëà çà âñè÷êè ε1 è ε2.
Îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà Tε å Tε−1 . Ñëåäîâàòåëíî (2) å ëîêàëíà ãðóïà
òðàíñôîðìàöèè íà Ëè âúðõó R3 ñ èäåíòèòåò ïðè ε = 1.

Òúé êàòî äèñêóòèðàìå òåçè òðàíñôîðìàöèè çà ðåøåíèÿòà u(x, t) íà
(1), äà ðàçãëåäàìå ðåçóëòàòà îò ïðèëàãàíåòî íà Tε ïðè ôèêñèðàíî ε êúì
ïîâúðõíèíà â R3, äåôèíèðàíà ÷ðåç

u = φ(x, t), (x, t) ∈ D.(3)

Ïîâúðõíèíàòà (3) ñå ïðåîáðàçóâà â ïîâúðõíèíà φ̄ â x̄t̄ū , äåôèíèðàíà
÷ðåç

ū = φ̄(x̄, t̄), (x̄, t̄) ∈ D̄,(4)
êúäåòî D̄ = {(x̄, t̄)|x̄ = εax, t̄ = εbt, (x, t) ∈ D} è φ̄ å äåôèíèðàíà ÷ðåç

φ̄(x̄, t̄) = εcφ(ε−ax̄, ε−bt̄).(5)

Çà äà ïîëó÷èì (5), íèå ïðèëîæèõìå òðàíñôîðìàöèÿòà (2) êúì ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êè (x, t, φ(x, t)). Â íîâèòå ïðîìåíëèâè çàïèñâàìå ñëåäíîòî ÷àñòíî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

F (x̄, t̄, ū, ūx̄, ūt̄, ūx̄x̄, ūx̄t̄, ūt̄t̄) = 0, (x̄, t̄) ∈ D̄(6)

(ñúñ ñúùèÿ îïåðàòîð F ). Î÷åâèäíî å, ÷å àêî u = φ(x, t) å ðåøåíèå íà (1),
òî φ(x̄, t̄) å ðåøåíèå íà (6), ïîíåæå ïðîñòî ñìå ïðåèìåíóâàëè ïðîìåíëèâèòå.
Äà îòáåëåæèì, ÷å èçîáùî φ̄(x̄, t̄) å ðàçëè÷íà îò φ(x̄, t̄).
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Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå òðàíñôîðìàöèÿòà

x̄ = εx, t̄ = ε2t, ū = ε3u

è íåêà φ(x, t) = x2−t2. Òîãàâà φ(x̄, t̄) = x̄2− t̄2, à îò (5) φ̄(x̄, t̄) = ε3(ε−2x̄2−
ε−4t̄2) = εx̄2 − t̄2/ε.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî u = φ(x, t) å ðåøåíèå íà (1), òî ū = φ̄(x̄, t̄)
íå å îáåçàòåëíî ðåøåíèå (6). Íî àêî ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
(1) å èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà (2), òî ū = φ̄(x̄, t̄) ùå áúäå
ðåøåíèå íà (6).

Äåôèíèöèÿ 1.×àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1) å (ñ òî÷íîñò
äî êîíñòàíòà) èíâàðèàíòíî îòíîñíî åäíîïàðàìåòðè÷íîòî ñåìåéñòâî
îò òðàíñôîðìàöèè Tε, äåôèíèðàíè â (2) òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

F (x̄, t̄, ū, ūx̄, ūt̄, ūx̄x̄, ūx̄t̄, ūt̄t̄) = A(ε)F (x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt)(7)

çà ∀ε ∈ I, è çà íÿêàêâà ôóíêöèÿ A ñ A(1) = 1. Àêî A(ε) ≡ 1, (1) ñå
íàðè÷à àáñîëþòíî èíâàðèàíòíî.

Ïðèìåð 2. Äà ñå íàìåðè òðàíñôîðìàöèÿòà íà ðàçòÿãàíå, ïðè êîÿòî
óðàâíåíèåòî

utt − uxx = 0(8)
å èíâàðèàíòíî. Íåêà

x̄ = εax, t̄ = εbt, ū = εcu,

Òîãàâà
ūt̄t̄ − ūx̄x̄ = εc−2butt − εc−2auxx.

Àêî a = b, òî
ūt̄t̄ − ūx̄x̄ = εc−2a(utt − uxx),

ñëåäîâàòåëíî A(ε) = εc−2a è âúëíîâîòî óðàâíåíèå (8) å èíâàðèàíòíî
îòíîñíî (2) çà a = b ïðè ïðîèçâîëíè a è c .

Òåîðåìà 1. Àêî ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1) å (ñ òî÷íîñò
äî êîíñòàíòà) èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà (2) è àêî φ(x, t)
å ðåøåíèå íà (1), òî φ̄(x̄, t̄), äåôèíèðàíî ÷ðåç (5) å ðåøåíèå íà ÷àñòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (6).
Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò Äåôèíèöèÿ 1 è ðàâåíñòâî (7).

Ïðèìåð 3. Äà èçáåðåì a = b = 1, c = 2. â Ïðèìåð 2. Ñëåäîâàòåëíî
óðàâíåíèåòî (8) å àáñîëþòíî èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà x̄ =
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εx, t̄ = εt, ū = ε2u. Ðåøåíèåòî φ(x, t) = sin(x− t) íà (8) ñå òðàíñôîðìèðà
â φ̄(x̄, t̄) = ε2 sin((x̄− t̄)/ε), êîåòî å ðåøåíèå íà ūt̄t̄ − ūx̄x̄ = 0. Íî φ(x̄, t̄) =
sin(x̄ − t̄) è ñëåäîâàòåëíî φ̄(x̄, t̄) 6= φ(x̄, t̄). Îáà÷å ðåøåíèåòî g(x, t) =
(x− t)2, ñå òðàíñôîðìèðà â ḡ(x̄, t̄) = ε2( x̄

ε
− t̄

ε
)2 = (x̄− t̄)2, êîåòî ñúâïàäà ñ

g(x̄, t̄).Êàçâàìå, ÷å ðåøåíèåòî φ(x, t) íå å èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà
(2), à g(x, t) å èíâàðèàíòíî.

Äåôèíèöèÿ 2. Åäíî ðåøåíèå u = φ(x, t), (x, t) ∈ D íà (1) å èíâàðèàíòíî
ðåøåíèå îòíîñíî Tε (èëè èíâàðèàíòíà ïîâúðõíèíà), òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî

φ(x̄, t̄) = φ̄(x̄, t̄).(9)
Àâòîìîäåëíèòå ðåøåíèÿ íà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà

èçìåæäó èíâàðèàíòíèòå ðåøåíèÿ. Îò (9) ìîæå äà ñå èçâåäå óñëîâèå,
êîåòî äà ñå èçïîëçâà çà íàìèðàíå íà èíâàðèàíòíèòå ðåøåíèÿ. Â òåðìèíèòå
íà ïúðâîíà÷àëíèòå ïðîìåíëèâè (9) å åêâèâàëåíòíî íà

φ(εax, εbt) = εcφ(x, t).(10)

Ïîíåæå (10) å âÿðíî çà ∀ε ∈ I, òî ìîæåì äà ãî äèôåðåíöèðàìå ïî ε è
ïîñëå äà ïîëîæèì ε = 1. Ïîëó÷àâàìå ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò ïúðâè ðåä

axφx + btφt = cφ.(11)
Óðàâíåíèåòî (11) ñå íàðè÷à óñëîâèå çà èíâàðèàíòíàòà ïîâúðõíèíà (çà
èíâàðèàíòíîòî ðåøåíèå). Çà äà íàìåðèì îáùèÿ âèä íà Φ ìîæåì äà
èçïîëçâàìå ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòèêèòå. Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ñèñòåìà çà
óðàâíåíèåòî å

dx

ax
=
dt

bt
=
dφ

cφ
.

Èíòåãðèðàéêè ïúðâîòî îò äâåòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå

xbt−a = constant.

Èíòåãðèðàéêè âòîðîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå

φt−c/b = constant.

Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà (11) å

ψ(φt−c/b, xbt−a) = 0

3



çà íÿêàêâà ôóíêöèÿ ψ. Âåäíàãà ñëåäâà, ÷å èíâàðèàíòíèòå ïîâúðõíèíè
ñà

φ(x, t) = tc/bf(
xb

ta
),(12)

êúäåòî f å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ. Ðàâåíñòâîòî (12) äåôèíèðà ôîðìàòà
íà âúçìîæíèòå àâòîìîäåëíè ðåøåíèÿ, ïîðîäåíè îò èíâàðèàíòíîñòòà íà
óðàâíåíèåòî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèèòå (2). Àâòîìîäåëíàòà ïðîìåíëèâà
å:

s =
xb

ta

è ñëåäîâàòåëíî (12) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

u = φ(x, t) = tc/bf(s).

Îñòàâà äà ïîêàæåì , ÷å ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1) ñå òðàíñôîðìèðà
â îáèêíîâåíà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ÷ðåç (12).

Òåîðåìà 2. Àêî ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1) å (ñ òî÷íîñò
äî êîíñòàíòà) èíâàðèàíòíî îòíîñíî (2), òî ïîëàãàíåòî

u = tc/bf(s),(13)

êúäåòî
s =

xb

ta
(14)

â (1) âîäè äî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà f îò âèäà

H(s, f, f ′, f ′′) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ãî íàïðàâèì çà ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò ïúðâè ðåä îò âèäà:

F (x, t, u, p, q) = 0,(15)
êúäåòî p = ux è q = ut. Òîãàâà ùîì (15) å èíâàðèàíòíî îòíîñíî (2), òî

F (x̄, t̄, ū, p̄, q̄) = A(ε)F (x, t, u, p, q),(16)

êúäåòî A å íÿêàêâà ôóíêöèÿ, p̄ = ūx̄ è q̄ = ūt̄. Èìàìå

p̄ = ūx̄ =
∂ū

∂x̄
=
∂ū

∂u

∂u

∂x

∂x

∂x̄
= εc−ap
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è
q̄ = ūt̄ =

∂ū

∂t̄
=
∂ū

∂u

∂u

∂t

∂t

∂t̄
= εc−bq.

Äèôåðåíöèðàìå (16) ïî ε è ïîëàãàìå ε = 1, êîåòî âîäè äî ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä çà ôóíêöèÿòà F :

axFx + btFt + cuFu + (c− a)pFp + (c− b)qFq = A′(1)F.

Òîâà óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ðåøè ñ ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòèêèòå. Õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ñèñòåìà å

dx

ax
=
dt

bt
=
du

cu
=

dp

(c− a)p
=

dq

(c− b)q =
dF

A′(1)F
.

Ïåòòå íåçàâèñèìè ïúðâè èíòåãðàëà ñà

xb

ta
, ut−c/b, pt(a−c)/b, qt1−c/b, F t−A

′(1)/b.

Ñëåäîâàòåëíî

F = tA
′(1)/bG(s, ut−c/b, pt(a−c)/b, qt1−c/b)(17)

çà íÿêàêâà ôóíêöèÿ G. Òîãàâà u ñå çàäàâà ÷ðåç (13), à çà p è q ïîëó÷àâàìå

p = ux = t
c
bf ′(s)

ds

dx
= t

c
b t−abxb−1f ′(s) = btc/b−axb−1f ′(s)

è

q = ut =
c

b
t
c
b
−1f(s) + t

c
bf ′(s)xb(−a)t−a−1 =

c

b
tc/b−1f(s)− axbtc/b−a−1f ′(s).

Êàòî çàìåñòèì u, p è q â (17), óðàâíåíèåòî (15) ïðèåìà âèäà

G(s, f(s), bs1−1/bf ′(s),
c

b
f(s)− asf ′(s)) = 0,(18)

êîåòî å óðàâíåíèå îò âèäà H(s, f, f ′) = 0 .
Çàáåëåæêà - â (18) òðÿáâà b 6= 0. Àêî b = 0, òî ïîñëåäíèòå ÷åòèðè

ïúðâè èíòåãðàëà òðÿáâà äà ñå èçðàçÿò â òåðìèíèòå íà x, à íå íà t.
Ïðèìåð 4. Ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîïëèíàòà â íåëèíåéíà åäíîìåðíà

ñðåäà. Ïðè x > 0 òåìïåðàòóðàòà u(x, t) íà ñðåäàòà ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíàòà
íåëèíåéíà ãðàíè÷íà çàäà÷à

uut − uxx = 0, x > 0, t > 0(19)
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u(x, 0) = 0, x > 0(20)
lim
x→∞u(x, t) = 0, t > 0(21)

è
ux(0, t) = −Q, t > 0,(22)

êúäåòî Q > 0 å ôèêñèðàíà êîíñòàíòà. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàäà÷àòà (19)-
(22) å îáåçðàçìåðåíà. Óñëîâèÿòà (20) è (21) ñà ñúîòâåòíî íà÷àëíî óñëîâèå
è ãðàíè÷íî óñëîâèå íà áåçêðàéíîñò. Ãðàíè÷íîòî óñëîâèå (22) îçíà÷àâà,
÷å â òî÷êàòà x = 0 ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò ñå îòäåëÿ òîïëèííà åíåðãèÿ; äà
îòáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîäíàòà ux å ïðîïîðöèîíàëíà íà ïîòîêà. ×àñòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (19) ìîäåëèðà ñèòóàöèÿ, â êîÿòî ñïåöèôè÷íàòà
òîïëîåìêîñò íà ñðåäàòà ñå ïîâèøàâà ñ òåìïåðàòóðàòà.

Ðàçãëåæäàìå òðàíñôîðìàöèÿòà íà ðàçòÿãàíå

x̄ = εax, t̄ = εbt, ū = εcu.

Òîãàâà
ūūt̄ − ūx̄x̄ = ε2c−buut − εc−2auxx = ε2c−b(uut − uxx)

ïðè óñëîâèå 2c − b = c − 2a èëè c = b − 2a. Ñëåäîâàòåëíî ÷àñòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà

x̄ = εax, t̄ = εbt, ū = εb−2au.

Óñëîâèåòî çà èíâàðèàíòíîñò íà ïîâúðõíèíàòà å

axux + btut = (b− 2a)u.

Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ñèñòåìà å
dx

ax
=
dt

bt
=

du

(b− 2a)u
,

à ïúðâèòå èíòåãðàëè ñà xb/ta è ut2a/b−1. Òîãàâà àêî s = xb/ta, èíâàðèàíòíèòå
ïîâúðõíèíè ñå çàäàâàò ÷ðåç

u(x, t) = t1−2a/bf(xb/ta).

Äî ñåãà íå èçáèðàõìå êîíêðåòíè ñòîéíîñòè çà a, b, è c çàðàäè íà÷àëíèòå è
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, êîèòî ùå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ. Îò
ãðàíè÷íîòî óñëîâèå (22) èìàìå, ÷å ux(x, t) = −Q çà x = 0 èëè

t1−(2a/b)−abxb−1f ′(xb/ta) = −Q , x = 0.
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Ïðè b = 1 ïîëó÷àâàìå

t1−3af ′(x/ta) = −Q , x = 0.

Íî ëÿâàòà ñòðàíà íå ìîæå äà çàâèñè îò t è ñëåäîâàòåëíî a = 1
3
. Òàêà

óñëîâèåòî çà ïîòîêà â x = 0 íàïúëíî îïðåäåëè ñòîéíîñòèòå íà a, b, è c.
È òàêà, òðàíñôîðìàöèÿòà íà ðàçòÿãàíå å

x̄ = ε1/3x, t̄ = εt, ū = ε1/3u.

Àâòîìîäåëíàòà ïðîìåíëèâà å

s = x/(
√

3t1/3),(23)

(óìíîæèëè ñìå ñ êîíñòàíòàòà
√

3, çà äà îïðîñòèì èç÷èñëåíèÿòà) è åäíî
âúçìîæíî àâòîìîäåëíî ðåøåíèå å

u(x, t) = t1/3f(s)(24)

Ñëåä çàìåñòâàíå íà (24) â ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (19), ïîëó÷àâàìå
îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà ôóíêöèÿòà f

f ′′ − f(f − sf ′) = 0, 0 < s <∞.(25)

Óñëîâèåòî çà ïîòîêà (22) ïðè x = 0 âîäè äî

f ′(0) = −
√

3Q.(26)

Îñòàíà äà ïðîâåðèì óñëîâèÿòà (20) è (21). Äà îòáåëåæèì ÷å ïðè t → 0
èìàìå s→ +∞ çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà x. Ñëåäîâàòåëíî (20) ñòàâà

lim
t→0
x>0

u(x, t) = lim
s→+∞ t

1/3f(s) = lim
s→+∞
x>0

x√
3s
f(s) = 0,

à îòòàì
lim

s→+∞ f(s) = 0.(27)

Óñëîâèåòî (21) ñòàâà

lim
x→∞
t>0

u(x, t) = lim
x→∞
t>0

t1/3f(s) = 0,
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êîåòî âîäè îòíîâî äî óñëîâèå (27). Î÷åâèäíî òðèòå óñëîâèÿ (20), (21) è
(22) ñå îáåäèíÿâàò â äâå -(22) è (23) çà f. Òîçè âèä îáåäèíåíèå ñå ïîëó÷è,
çàùîòî f óäîâëåòâîðÿâà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè
ðåä. Òàêà íèå ïðèêëþ÷èõìå ñ îïðîñòÿâàíåòî; ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (19)-(22)
áåøå ñâåäåíà äî ðåøàâàíåòî íà îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
(25) ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ (26) è (27). Òîãàâà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè ñ ôîðìóëàòà (24).

Îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, äî êîåòî ñâåäîõìå íåëèíåéíàòà
äèôóçèîííà çàäà÷à (19), íå ìîæå äà ñå ðåøè àíàëèòè÷íî. Åäíà âúçìîæíîñò
å ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (25), (26),(27) äà áúäå ðåøàâàíà ñ ïîäõîäÿù ÷èñëåí
ìåòîä.

Äðóã âúçìîæåí ïîäõîä å äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå äà ñå ñâåäå
äî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä â òàêà íàðå÷åíèòå ïðîìåíëèâè íà Ëè, êàòî
ñå âúçïîëçâàìå îò íåãîâàòà èíâàðèàíòíîñò ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî êîéòî
ïîäõîäèõìå è ïðè ÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

11. Èíâàðèàíòíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
Äåôèíèöèÿ. Îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä,

çàïèñàíî âúâ âèäà
f ′′ −G(s, f, f ′) = 0(28)

ñå íàðè÷à èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà íà ðàçòÿãàíå

s̄ = εs, f̄ = εbf, ε ∈ I,(29)

àêî
d2f̄

ds̄2
−G(s̄, f̄ , df̄/ds̄) = A(ε)(f ′′ −G(s, f, f ′))(30)

çà íÿêàêâà ôóíêöèÿ A çà ∀ε ∈ I.
Òåîðåìà. Àêî îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

(28) å ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà èíâàðèàíòíî îòíîñíî òðàíñôîðìàöèÿòà
íà ðàçòÿãàíå, äåôèíèðàíà ÷ðåç (29), òîãàâà (28) ìîæå äà áúäå ñâåäåíî
äî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä îò âèäà

dv

du
=
H(u, v)− (b− 1)v

v − bu ,(31)

êúäåòî u = φ(s, f) è v = ψ(s, f, f ′) ñà ïúðâè èíòåãðàëè íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ñèñòåìà

ds

s
=
df

bf
=

df ′

(b− 1)f ′
(32)
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è H å íÿêàêâà ôèêñèðàíà ôóíêöèÿ, çàâèñåùà îò G. u è v ñå íàðè÷àò
ïðîìåíëèâè íà Ëè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ïîäîáíî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà
Òåîðåìà 2. îò Ëåêöèÿ 10. Ïîíåæå

d2f̄

ds̄2
−G(s̄, f̄ , df̄/ds̄) = εb−2f ′′ −G(εs, εbf, εb−1f ′),

çà èíâàðèàíòíîñò å íåîáõîäèìî

ε2−bG(εs, εbf, εb−1f ′) = G(s, f, f ′)

çà ∀ε ∈ I.Äèôåðåíöèðàìå ïî ε è çà ε = 1 ïîëó÷àâàìå ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå çà G

sGs + bfGf + (b− 1)f ′Gf ′ = (b− 2)G.

Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ñèñòåìà å

ds

s
=
df

bf
=

df ′

(b− 1)f ′
=

dG

(b− 2)G

ñ ïúðâè èíòåãðàëè
u ≡ f

sb
, v ≡ f ′

sb−1
,

G

sb−2
.

Ñëåäîâàòåëíî
G = sb−2H(u, v)

çà íÿêàêâà ôóíêöèÿH (äà îòáåëåæèì, ÷åH å èçâåñòíà, àêîG å èçâåñòíà).
Ïî-íàòàòúøíè èç÷èñëåíèÿ íà du è dv ïîêàçâàò, ÷å (31) å â ñèëà âèíàãè,
êîãàòî å â ñèëà (28).

Ïðèìåð.Äà ðàçãëåäàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à çà f(s), ïîëó÷åíà âÏðèìåð
4 íà Ëåêöèÿ 10. è çàäàäåíà ÷ðåç (25)-(27)

f ′′ − f(f − sf ′) = 0, 0 < s <∞(33)

f ′(0) = −
√

3Q(34)
lim
s→∞ f(s) = 0.(35)

Àêî íàïðàâèì ðàçòÿãàùàòà òðàíñôîðìàöèÿ

s̄ = εs, f̄ = εbf,
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òî
d2f̄

ds̄2
− f̄(f̄ − s̄df̄

ds̄
) = εb−2f ′′ − ε2bf(f − sf ′).

Çà èíâàðèàíòíîñò å íåîáõîäèìî b − 2 = 2b èëè b = −2. Ñïîðåä Òåîðåìà
3 ïðîìåíëèâèòå íà Ëè u è v ñà

u = s2f, v = s3f ′.(36)

Òîãàâà
du

ds
=
v

s
+

2u

s
,

dv

ds
=
u2

s
− uv

s
+

3v

s
è ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä å

dv

du
=
u2 − uv + 3v

v + 2u
.

Âñúùíîñò (36) íå å íàé-äîáðèÿò èçáîð íà ïðîìåíëèâè íà Ëè . Òåîðåìà 3
ïðåäïîëàãà ñàìî, ÷å ñìå ãè èçáðàëè êàòî ïúðâè èíòåãðàëè íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ñèñòåìà (32). Èçáîðúò

u1 = s2f = u, v1 = s2(f − sf ′) = u− v(37)

âîäè äî ïî-ïðîñòîòî óðàâíåíèå

dv1

du1

=
v1(2− u1)

3u1 − v1

.(38)

Ñâåäîõìå îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä (33)
äî îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä (38) â ðàâíèíàòà
uv (íàðè÷àíà ðàâíèíà íà Ëè) ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâèòå u è v äåôèíèðàíè
÷ðåç (36) èëè(37).
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