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Óïðàæíåíèå 3

Ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò.

Çàäà÷à 1. Äà ñå íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå è ñúîòâåòíèòå ëèíèè íà íèâî íà
ôóíêöèèòå

(a) f(x, y) = sinx− sin y;

(á) f(x, y) =
(
1− x2

) (
1− y2

)
.

Çàäà÷à 2. Êàòî íà÷åðòàåòå ïîäõîäÿùè ãðàôèêè, îáÿñíåòå çàùî ñëåäíèòå
ãðàíèöè íå ñúùåñòâóâàò.

(a) lim(x,y)→(0,0)
x2−y2

x2+y2 ,

(á) lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2 .

Äîêàæåòå ãî àíàëèòè÷íî.

Çàäà÷à 3. Íàïðàâåòå ïðåäïîëîæåíèå çà ñòîéíîñòòà íà

lim
(x,y)→(0,0)

3x2y

x2 + y2
.

Êàòî èçïîëçâàòå ε− δ äåôèíèöèÿòà, ãî äîêàæåòå.

Çàäà÷à 4. Äà ñå ëèíåàðèçèðà ôóíêöèÿòà f(x, y) = ln(x−2y) îêîëî ò.P(3,1,0)
è äà ñå âèçóàëèçèðà ïîâúðõíèíàòà çàåäíî ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà. Äà ñå
íà÷åðòàÿò ëèíèèòå íà íèâî íà ïîâúðõíèíàòà è ðàâíèíàòà â äîñòàòú÷íî ìàë-
êà îêîëíîñò íà òî÷êàòà, òàêà ÷å òå äà ñòàíàò âèçóàëíî íåðàçëè÷èìè.

Çàäà÷à 5. Ñëåäíèòå òðè ãðàôèêè âèçóàëèçèðàò äàäåíà ôóíêöèÿ è äâåòå �è
÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Ïðåöåíåòå êîÿ îò ãðàôèêèòå êîÿ å.
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Çàäà÷à 6. Ñïîðåä çàêîíà íà Íþòîí çà ãðàâèòàöèÿòà, ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà
ìåæäó äâà îáåêòà ñ ìàñà m, ðàçïîëîæåíà â òî÷êàòà (x, y, z) è M , ðàçïîëî-
æåíà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, å ðàâíà íà

F(x, y, z) = −GMm

‖r‖3
r,

êúäåòî r = xi + yj + zk è ‖r‖ å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâàòà îáåêòà, a G å
ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà. Ïîêàæåòå, ÷å F å ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿòà
f(x, y, z) = −GMm

‖r‖ .

Çàäà÷à 7. Óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ â îïåðàòîðåí âèä å ∆u = 0, êúäåòî ∆
å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ. Â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè â 2D å èçïúëíåíî ∆ =
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 èëè îùå ∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0. Ïîêàæåòå, ÷å ïðè ñìÿíà â ïîëÿðíè

êîîðäèíàòè (r, θ), ò.å. x = r cos θ, y = r sin θ, óðàâíåíèåòî å

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0.

Çàäà÷à 8. Â äàäåíà îáëàñò Ω ⊂ R2 èìà îðãàíèçìè ñ êîíöåíòðàöèÿ u. Àêî
îðãàíèçìèòå â ñðåäàòà ñå äâèæàò ñâîáîäíî, òî ìîæåì äà ìîäåëèðàìå ïðî-
öåñà ñ äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+D

∂2u

∂y2
.

Íàëîæåòå ïîäõîäÿùî ãðàíè÷íî óñëîâèå, îïèñâàùî èçîëèðàíà ñèñòåìà
(òîåñò ïðè êîÿòî îðãàíèçìèòå íå ìîãàò äà íàïóñêàò îáëàñòòà). Èçïîëçâàéòå
âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ NDSolve â Mathematica è âèçóàëèçèðàéòå êîíöåíòðà-
öèÿòà âúâ âñåêè ìîìåíò t, êàòî îáëàñòòà Ω âçåìåòå äà áúäå êðúã ñ öåíòúð
(10,10) è ðàäèóñ 10.
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