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Ãëàâà 1

Âåêòîðåí aíàëèç

1.1 Âåêòîðíè ôóíêöèè íà åäèí ñêàëàðåí àðãó-

ìåíò

Âåëè÷èíèòå, êîèòî èçñëåäâàìå, ñå èçìåíÿò, êàêòî âúâ âðåìåòî, òàêà è â
ïðîñòðàíñòâîòî. ×åñòî îáà÷å íÿêîè îò ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðîìåíëèâè, êîè-
òî îïèñâàò äàäåíà âåëè÷èíà, ìîãàò äà áúäàò ïðåíåáðåãíàòè âúç îñíîâà íà
íÿêàêâè ïðåäïîëîæåíèÿ.
Âåêòîðíèòå ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè ìîãàò äà îïèñâàò:

• êðèâè â ðàâíèíàòà èëè â ïðîñòðàíñòâîòî;

• íÿêîëêî âåëè÷èíè, êîèòî çàåäíî îïèñâàò ôèçè÷åñêà ñèñòåìà;

• òðàåêòîðèÿòà, êîÿòî îïèñâà äâèæåíèåòî íà åäíà ÷àñòèöà â ïðîñòðàí-
ñòâîòî;

• âåêòîðíè âåëè÷èíè, êîèòî ñå èçìåíÿò âúâ âðåìåòî (íàïðèìåð ñèëà,
ñêîðîñò è ò.í.).

Ïúðâîòî ïðèëîæåíèå íà âåêòîðíè ôóíêöèè íà ñêàëàðåí àðãóìåíò, êîåòî ùå
ðàçãëåäàìå, å çàäà÷àòà çà îïèñâàíå íà êðèâè â ðàâíèíàòà.

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà r(t) = (t cos t, t sin t, t)T . Êàòî èçïîëçâàòå
Wolfram Mathematica, âèçóàëèçèðàéòå êðèâàòà çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî t òàêà,
÷å äà ñå âèäè ÿñíî ïîâåäåíèåòî íà êðèâàòà, ïðåñìåòíåòå r′(t), ïîñòðîéòå
ðàäèóñ-âåêòîðà r(t), äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð r′(t) è åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí
âåêòîð t çà äàäåíîòî t.

Ðåøåíèå. Èçïîëçâàìå ñèñòåìàòà Wolfram Mathematica.
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Clear@rD;

r@t_D = 8t Cos@tD, t Sin@tD, t<;

plot = ParametricPlot3D@r@tD, 8t, 0, 50<D;

Manipulate@
Show@plot,

Graphics3D@Arrow@880, 0, 0<, r@tD<DD,

Graphics3D@Arrow@8r@tD, r’@tD + r@tD<DD,

Graphics3D@Arrow@8r@tD, r’@tD � Norm@r’@tDD + r@tD<DDD,

8t, 0, 50, 1<
D

Íàïðèìåð çà t = 27 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Àíèìàöèÿ ìîæå äà áúäå íàìåðåíà âúâ ôàéëà Óïðàæíåíèå1.nb.

Çàäà÷à 2. Êðèâèòå íà Áåçèå ñà ïîëèíîìèàëíè êðèâè, êîèòî ÷åñòî ñå èç-
ïîëçâàò â êîìïþòúðíàòà ãðàôèêà, àíèìàöèÿ, ìîäåëèðàíå íà äâèæåíèåòî íà
äàäåí îáåêò è ò.í. Êðèâàòà íà Áåçèå îò òðåòà ñòåïåí èìà ñëåäíèÿ âèä:

B(t) = P0(1− t)3 + 3P1(1− t)2t+ 3P2(1− t)t2 + P3t
3, t ∈ [0, 1], (1.1)

êúäåòî P0,P1,P2,P3 ñà òàêà íàðå÷åíèòå êîíòðîëíè òî÷êè.

(a) Íà÷åðòàéòå êðèâàòà íà Áåçèå îò òðåòà ñòåïåí çà êîíòðîëíèòå òî÷êè
(1,1), (2,2), (3,2), (4,1). Íàðèñóâàéòå êîíòðîëíèÿ ïîëèãîí, ïîëó÷åí ïðè
ñâúðçâàíå íà êîíòðîëíèòå òî÷êè.

(á) Äîêàæåòå êîëèíåàðíîñòòà íà âåêòîðèòå
#          »

P0P1,
#          »

P2P3 ñúîòâåòíî ñ äî-
ïèðàòåëíèòå âåêòîðè B′(0) è B′(1).

(â) Èçáåðåòå ÷åòèðèòå êîíòðîëíè òî÷êè òàêà, ÷å äà îáðàçóâàòå áóêâàòà
"Ñ".
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(ã) Èçïîëçâàéòå ïîäòî÷êà (â) è íàðèñóâàéòå äâå êðèâè íà Áåçèå òàêà, ÷å
çàåäíî ñ êîíòðîëíèòå ñè òî÷êè äà îáðàçóâàò áóêâàòà "S". Íàïðàâåòå
ïðîâåðêà çà ãëàäêîñò ìåæäó äâåòå êðèâè íà Áåçèå.

Ðåøåíèå. Ùå êîìåíòèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ÷åòèðèòå ïîäòî÷êè.

(a) Êóáè÷íèòå êðèâè íà Áåçèå, êàêòî îòáåëÿçàõìå, ñà ïîëèíîìèàëíè 2D
êðèâè, êàòî âñÿêà îò äâåòå êîìïîíåíòè íà B(t) å ïîëèíîì îò òðåòà
ñòåïåí. Â ïðåäñòàâÿíåòî (1.1) çà áàçèñ ñà èçïîëçâàíè ïîëèíîìèòå íà
Áåðíùàéí �

(
n
k

)
tk(1 − t)n−k. Âèçóàëèçèðàìå ðåçóëòàòà â Mathematica

è ïîëó÷àâàìå

Ôèãóðà 1.1: Êóáè÷íà êðèâà íà Áåçèå çà êîíòðîëíèòå òî÷êè P0,P1,P2,P3.

(á) Îò ôèã. 1.1 ìîæåì äà âèäèì, ÷å êðèâàòà íà Áåçèå ñå îïðåäåëÿ îò
êîíòðîëíèÿ ñè ïîëèãîí, êàòî ìèíàâà ïðåç ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà ñè
êîíòðîëíà òî÷êà. Èçãëåæäà, ÷å ïúðâàòà è âòîðàòà êîíòðîëíà òî÷êà
îïðåäåëÿò äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà â ò.P0.Ùå äîêàæåì êîëèíåàð-
íîñòòà íà âåêòîðèòå

#          »

P0P1,
#          »

P2P3 ñúîòâåòíî ñ äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè
B′(0) è B′(1). Çà ïðîèçâîäíàòà íà êóáè÷íàòà êðèâà íà Áåçèå ïîëó÷à-
âàìå

B′(t) = 3(1− t2)(P1 −P0) + 6t(1− t)(P2 −P1) + 3t2(P3 −P2). (1.2)

Çàìåñòâàéêè çà t = 0 è t = 1, ïîëó÷àâàìå êîëèíåàðíîñòòà íà äîïèðà-
òåëíèòå âåêòîðè è âåêòîðèòå P0P1 è P2P3.

(â) Çà äà ïîëó÷èì áóêâàòà �Ñ�, èçáèðàìå êîíòðîëíè òî÷êè, àíàëîãè÷íî
íà êîíòðîëíèòå òî÷êè â ïîäòî÷êà (a). Íà ôèã. 1.2 ìîæåì äà âèäèì
âèçóàëèçàöèÿòà íà áóêâàòà.

(ã) Çà äà îñèãóðèì ãëàäêîñò ìåæäó êðèâèòå íà Áåçèå ïðè îáðàçóâàíåòî
íà áóêâàòà �S� ùå èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî (1.2), êàòî ïîèñêàìå B′1(1)
|| B′2(0), êúäåòî B1(t) è B2(t) ñà êóáè÷íè êðèâè íà Áåçèå ñúîòâåòíî
çà P0,P1,P2,P3 è P3,P4,P5,P6. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà ñú-
ùåñòâóâàíåòî íà ïàðàìåòúð λ, çà êîéòî B′1(1) = λB′2(0). Çàìåñòâàéêè,
ïîëó÷àâàìå óñëîâèåòî

P3 −P2 = λ(P4 −P3).
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Ôèãóðà 1.2: Ïðèëîæåíèå íà êóáè÷íèòå êðèâè íà Áåçèå.

Ïàðàìåòðè÷íèòå êðèâè ñëóæàò çà îïèñâàíå íà ôîðìàòà íà ðàçëè÷íè
îáåêòè. Ïðåäñòàâÿíåòî íà ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà îáà÷å ÷åñòî çàâèñè îò ôè-
çè÷íèòå çàêîíè, ñ êîèòî òÿ ñå îïðåäåëÿ. Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå âèçóàëè-
çèðàìå êðèâàòà, êîÿòî îïèñâà ôîðìàòà íà îñåâîñèìåòðè÷íà êàïêa.

Ôèãóðà 1.3: Ìîäåëèðàíå íà ôîðìàòà íà îñåâîñèìåòðè÷íà êàïêà.

Òÿ òðÿáâà äà áúäå ðåøåíèå íà ñëåäíàòà ñèñòåìà äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ.
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Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

dr

ds
= cos θ,

dz

ds
= sin θ,

dθ

ds
=

2

b
− sin θ

r
+ εgBz,

r(0) = z(0) = θ(0) = 0,

(1.3)

êúäåòî r è z çàäàâàò ïðîñòðàíñòâåíèòå êîîðäèíàòè íà êðèâàòà â ðàâíèíàòà
Orz (âèæ ôèãóðà 1.3), s å åñòåñòâåíèÿò ïàðàìåòúð íà êðèâàòà (ò.å. äúëæèíà-
òà íà êðèâàòà îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà äî òî÷êàòà (r(s), z(s)),
θ e úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà ñêëþ÷âà ñ Or, b å ðàäèóñúò íà
êðèâèíà âúâ âúðõà íà êàïêàòà, à B (÷èñëî íà Áîíä) îïðåäåëÿ ôèçè÷íèòå
õàðàêòåðèñòèêè íà êàïêàòà. ×èñëîòî εg ïîêàçâà íàêúäå å íàñî÷åíà ñèëàòà
íà òåæåñòòà ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà (àêî εg = −1 ñèëàòà íà òåæåñò-
òà å íàñî÷åíà îáðàòíî íà ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà Oz, à ïðè εg = 1, ñèëàòà
íà òåæåñòòà å â ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà Oz).
Çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ÎÄÓ èçïîëçâàéòå ñëåäíèòå ïàðàìåòðè:

1

b
=

10

13
, εg = −1, B = 2.4.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå â ñèñòåìàòà èìà îñîáå-
íîñò ïðè s = 0, òúé êàòî r(0) = 0 ó÷àñòâà â çíàìåíàòåëÿ â äÿñíàòà ñòðàíà.
Êàòî ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà íà äÿñíàòà ñòðàíà ïðè s→ 0, ìîæåì äà äåôè-
íèðàìå

dθ

ds

∣∣∣∣
s=0

=
1

b
.

Çàáåëåæêà: Äà ñå âèçóàëèçèðà êðèâàòà äî äîñòèãàíå íà ðàäèóñà íà êàïèëÿ-
ðà, ò.å. äî r(t) = 1.

Ðåøåíèå. Çà äà ðåøèì ãîðíàòà ñèñòåìà, èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ â
Mathematica NDSolve è ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:
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Out[29]=

-1.0 -0.5 0.5 1.0
r

0.1

0.2

0.3

z

Âå÷å ïîêàçàõìå ïðèëîæåíèåòî íà âåêòîðíè ôóíêöèè íà ñêàëàðíè ïðî-
ìåíëèâè çà îïèñâàíå íà êðèâè â ðàâíèíàòà. Ñåãà ùå âèäèì ïðèìåð çà òîâà
êàê ìîæåì äà ïðåäñòàâèì åäíà ôèçè÷åñêà ñèñòåìà ñ òÿõíà ïîìîù. Çà öåë-
òà ùå ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà õèùíèê-æåðòâà îò ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà,
êîÿòî ñå ìîäåëèðà ñ îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè èç-
ìåíåíèåòî íà ïîïóëàöèèòå íà õèùíèöèòå è æåðòâèòå â äàäåíà åêîñèñòåìà.

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðè âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ u = (N(t), P (t))T , êîÿòî å
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− P aN

b+N
,

dP

dt
= −cP + λP

aN

b+N
(2)

ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè:

(i) r = 1, K = 3, b = 1, a = 3, λ = 1, c = 2, P0 = 3, X0 = 5;

(ii) r = 1, K = 10, b = 1, a = 3, λ = 1, c = 2, P0 = 3, X0 = 5.

Çà òàçè öåë:

(a) âèçóàëèçèðàéòå ðåøåíèåòî çà âñÿêo åäíî îò íåèçâåñòíèòå P (t) è N(t)
ïî îòíîøåíèå íà âðåìåòî t;
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(á) âèçóàëèçèðàéòå ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà u(t) = (N(t), P (t))T .

Çàáåëåæêà: Ñèñòåìàòà (2) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà âúâ âèäà

d

dt

(
N
P

)
=

(
rN
(
1− N

K

)
− P aN

b+N

−cP + λP aN
b+N

)
.

×åòèðèòå ÷ëåíà â äåñíèòå ñòðàíè íà óðàâíåíèÿòà îòðàçÿâàò ñëåäíèòå
äîïóñêàíèÿ:

• Ëîãèñòè÷åí ðàñòåæ íà ïîïóëàöèÿòà íà æåðòâèòå â îòñúñòâèåòî íà
õèùíèöè

(
rN
(
1− N

K

))
;

• Êîíñóìàöèÿòà íà åäèíèöà õèùíèê å îãðàíè÷åíà. Â ñëó÷àÿ ñå èçïîëçâà
ôóíêöèÿòà íà Õîëèíã îò òèï II, aN

b+N ;

• Ðàñòåæúò íà õèùíèöèòå å ïðîïîðöèîíàëåí íà òÿõíàòà êîíñóìàöèÿòà
ñ êîåôèöèåíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò λ;

• Ñìúðòíîñòòà íà õèøíèöèòå å êîíñòàíòà íà åäèíèöà õèùíèê.

Ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà çà äâàòà ðàçëè÷íè èçáîðà íà ïàðàìåòðèòå (i), (ii)
îïèñâàò äâå ðàçëè÷íè ïîâåäåíèÿ â çàâèñèìîñò îò èçáîðà íà êàïàöèòåòà íà
åêîñèñòåìàòà K. Âèçóàëèçàöèÿ íà ðåøåíèåòî ìîæåì äà íàïðàâèì êàòî íà-
÷åðòàåì ãðàôèêèòå íà N(t) è P (t) ñïðÿìî âðåìåòî:

(à) Ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå çà èçáîð íà ïàðàìåòðèòå (i).

(á) Óñòîé÷èâî ðåøåíèå çà èçáîð íà ïàðàìåòðèòå (ii).

èëè íà÷åðòàåì ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà, îòãîâàðÿùà íà ðåøåíèåòî

u(t) =
(
N(t), P (t)

)T
âúðõó ðàâíèíàòà ONP :
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1.0

1.5

2.0
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3.0

3.5
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0.5

1.0
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2.0

2.5

3.0

Ôèãóðà 1.5: Ïàðàìåòðè÷íè êðèâè îïèñâàùè ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà�
ïåðèîäè÷íî (âëÿâî) è óñòîé÷èâî (âäÿñíî).

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé äâåòå ïîïóëàöèè ñúùåñòâóâàò âçàèìíî, êàòî òåõíèòå
÷èñëåíîñòè ïåðèîäè÷íî îñöèëèðàò. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñèñòåìàòà äîñòèãà
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå, ò.å. ñëåä äîñòàòú÷íî äúëúã ïåðèîä îò âðåìå äâåòå
ïîïóëàöèè äîñòèãàò îïðåäåëåíè ÷èñëåíîñòè, êîèòî òåîðåòè÷íî ìîãàò äà ñå
ïîääúðæàò íåîïðåäåëåí ïåðèîä îò âðåìå. Ðàçáèðà ñå, íà ïðàêòèêà òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å ÷èñëåíîñòèòå ùå ôëóêòóèðàò (ò.å. ùå ñà íàëè÷íè �ìàëêè� èçìå-
íåíèÿ) îêîëî òåçè ðàâíîâåñèÿ.

1.2 Äâèæåíèå íà ÷àñòèöà. Íþòîíîâà ìåõàíè-

êà. Êðèâèíà

Îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî îïèñâàò äâèæåíèåòî íà åäíà ÷àñòèöà, ñà íåé-
íàòà ïîçèöèÿ, ñêîðîñò è óñêîðåíèå. Â íàñòîÿùîòî óïðàæíåíèå ùå îïèøåì
äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöè â ïðîñòðàíñòâîòî, ïîäëîæåíè íà ðàçëè÷íè ñèëè. Çà
òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí. Êîãàòî ðåøàâàìå çàäà-
÷è îò Íþòîíîâàòà ìåõàíèêà, ùå ñëåäâàìå íÿêîëêî îñíîâíè ïîñëåäîâàòåëíè
ñòúïêè:

• Íàïðàâåòå ñêèöà íà ìîäåëà, íàðèñóâàéòå âñè÷êè ñèëè êàòî âåêòîðè,
äåéñòâàùè âúðõó îáåêòà;

• Äåôèíèðàéòå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, â êîÿòî äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöàòà
ùå áúäå óäîáíî çà ìîäåëèðàíå;

• Íàìåðåòå ðåçóëòàíòíàòà ñèëà, êàòî ðàçãëåäàòå âñÿêà ñèëà ïîêîìïî-
íåíòíî;

• Íàëîæåòå îãðàíè÷åíèÿòà êúì çàäà÷àòà (íà÷àëíè, ãðàíè÷íè óñëîâèÿ
èëè äðóãè ñúîáðàæåíèÿ).

Çàäà÷à 5. Èçâåäåòå ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, îïèñâàù äâèæåíèåòî íà áëîê-
÷å ñ ìàñà m ïî íàêëîíåíà ðàâíèíà ñ è áåç íàëè÷èåòî íà ñèëà íà òðèåíå Ff .
Çàáåëåæêà: Óñòàíîâåíî å åêñïåðèìåíòàëíî, ÷å ãîëåìèíàòà íà Ff å ïðîïîð-
öèîíàëíà íà ãîëåìèíàòà íà FN , ò.å. |Ff | = µk|FN |, êúäåòî µk å êîåôèöèåíò
íà òðèåíå è çàâèñè îò òðèåùèòå ñå ïîâúðõíîñòè.

(a) Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà áåç íàëè÷èå íà ñèëà íà òðèåíå. Â òîçè ñëó-
÷àé íà íàøåòî áëîê÷å ùå äåéñòâàò ñàìî ñèëàòà íà òåæåñòòà è íîðìàë-
íàòà ðåàêöèÿ íà îïîðàòà. Íåêà íàïðàâèì ñêèöà êúì çàäà÷àòà:

9



Ïðåäè äà èçâåäåì ìîäåëà, ùå äåôèíèðàìå êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí: Ox ùå ñî÷è íàäîëó ïî ïîâúðõíîñòòà íà íàêëîíà, à Oy
ùå áúäå ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ïîâúðõíîñòòà íà íàêëîíà. Ðàçëàãàéêè ñè-

ëèòå ïîêîìïîíåíòíî èìàìå: FN =
(
0, FN,y

)T
è Fg =

(
mg sin θ,−mg cos θ

)T
.

Îòòóê ðåçóëòàíòíàòà ñèëà å F = Fg + FN =
(
mg sin θ,−mg cos θ +

FN,y
)T

=
(
mg sin θ, 0

)T
. Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàõìå ôàêòà,

÷å íîðìàëíàòà ðåàêöèÿ íà îïîðàòà òî÷íî êîìïåíñèðà y-êîìïîíåíòàòà
íà ñèëàòà íà òåæåñòòà.
Èçïîëçâàéêè âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí F = ma ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

a = (g sin θ, 0)
T
.

Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíîòî âåêòîðíî óðàâíåíèå çà ñêî-
ðîñòòà v:

d

dt

(
vx
vy

)
=

(
g sin θ

0

)
.

Çà äà çàòâîðèì ñèñòåìàòà, òðÿáâà äà íàëîæèì íà÷àëíè óñëîâèÿ vx(0) =
vx,0 è vy(0) = vy,0. Àêî ïðèåìåì íàïðèìåð, ÷å â íà÷àëåí ìîìåíò ñêî-

ðîñòòà íà áëîê÷åòî å áèëà íóëà, òî
(
vx(0), vy(0)

)T
= 0.

(á) Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî íà áëîê÷åòî äåéñòâà è äîïúë-
íèòåëíà ñèëà íà òðèåíå. Ñèëàòà íà òðèåíå ùå äåéñòâà â îáðàòíà íà
äâèæåíèåòî ïîñîêà.
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Àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíàòà ïîäòî÷êà, íî äîáàâÿéêè ñèëàòà íà òðèåíå,

çà êîÿòî Ff =
(
− Ff,x, 0

)T
, ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà:

d

dt

(
vx
vy

)
=

(
g sin θ − Ff,x/m

0

)
=

(
g sin θ − µkFN,y/m

0

)
=

(
g sin θ − µkg cos θ

0

)
.

Çàäà÷à 6. Ñíàðÿä å èçñòðåëÿí ïîä úãúë α îò äàäåíà òî÷êà ñ íà÷àëíà ñêî-
ðîñò v0. Èçïîëçâàéêè ìîäåëà, èçâåäåí íà ëåêöèè, íàïðàâåòå ñèìóëàöèÿ ïðè
v0 = 20 m/s è α = π/6, êàòî ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà ñå ïðåíåáðåãíå/ñå
âçåìå ïðåäâèä. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñúïðîòèâåëíèåòî íà âúçäóõà ñå ïðåíåáðåã-
âà, íàìåðåòå:

• êàêâà å íàé-âèñîêàòà òî÷êà, êîÿòî ñíàðÿäúò å äîñòèãíàë;

• ñëåä êîëêî âðåìå è íà êîëêî ìåòðà îò íà÷àëîòî ùå ïàäíå ñíàðÿäà.

Çàäà÷àòà äà ñå ðåøè ñ è áåç íàëè÷èåòî íà ñèëà íà ñúïðîòèâëåíèå íà âúçäóõà,
àêî ãîëåìèíàòà íà ñèëàòà íà ñúïðîâèâëåíèå å ðàâíà íà 0.01||v(t)||2.

Ðåøåíèå. Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà áåç íàëè÷èå íà ñúïðîòèâëåíèå. Êàêòî
çíàåì (âèæ ëåêöèÿ 2), ñêîðîñòòà è ïîçèöèÿòà íà ñíàðÿäà, ñà ñúîòâåòíî:

v = v0 − gt̂j (1.4)

r(t) = x(t)̂i + y(t)̂j = ‖v0‖t cos α̂i +

(
‖v0‖t sinα− 1

2
gt2
)
ĵ. (1.5)

Äà îçíà÷èì ‖v0‖ =: v0. Òîãàâà óðàâíåíèåòî (1.4) å åêâèâàëåíòíî íà(
vx
vy

)
=

(
v0 cosα

v0 sinα− gt

)
. (1.6)

(a) Çà äà îïðåäåëèì ìàêñèìàëíàòà âèñî÷èíà íà ñíàðÿäà, òðÿáâà äà å èç-
ïúëíåíî vy = 0. Îò ïîñëåäíîòî îïðåäåëÿìå tmax = v0 sinα

g . Ñëåäîâà-

òåëíî ìàêñèìàëíàòà âèñî÷èíà íà ñíàðÿäà ùå áúäå ymax = y(tmax).
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(á) Çà äà îïðåäåëèì ñëåä êîëêî âðåìå ùå ïàäíå ñíàðÿäúò, òðÿáâà äà íà-
ìåðèì âðåìåòî t 6= 0, çà êîåòî âòîðàòà êîìïîíåíòà íà âåêòîðà r(t) å 0,
ò.å.

‖v0‖t sinα− 1

2
gt2 = 0.

Îò ãîðíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå, ÷å tmax = 2‖v0‖ sinα
g .

(â) Çà àíèìèðàíå íà äâèæåíèåòî íà ñíàðÿäà èçïîëçâàìå ñèñòåìàòàWolfram
Mathematica. Íàïðèìåð çà t = 0.6 ïîëó÷àâàìå

10 20 30 40

5

10

15

20

0.6

(ã) Îò ëåêöèè çíàåì, ÷å äâèæåíèåòî íà ñíàðÿäà ïðè îò÷èòàíå íà ñúïðî-
òèâëåíèåòî ìîæå äà ñå îïèøå ñ äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

dv

dt
(t) = g − 0.01‖v‖2

m

v

‖v‖
. (1.7)

Çà äà íàìåðèì ðåøåíèåòî v(t), ïîçèöèÿòà íà ñíàðÿäà r(t) è äà âèçóàëè-
çèðàìå äâèæåíèåòî íà ñíàðÿäà èçïîëçâàìå îòíîâî ñèñòåìàòà Wolfram
Mathematica. Ïðèìåðíî ðåøåíèå ìîæå äà íàìåðèòå âÓïðàæíåíèå2.nb.
Íàïðèìåð â ìîìåíò t = 0.6 èìàìå

10 20 30 40
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10

15

20

14.1871

Â òîçè ñëó÷àé â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî äâèæåíèåòî
íà ñíàðÿäà, åäèíèÿò ÷ëåí ñúäúðæà ìàñàòà íà ñíàðÿäà m. Çà ãîðíà-
òà âèçóàëèçàöèÿ å èçïîëçâàíî m = 0.5. Çàðàäè äåéñòâèåòî íà ñèëàòà
íà ñúïðîòèâëåíèå, ñíàðÿäúò ñå äâèæè ïî-ìàëêî âðåìå è èçìèíàâà ïî-
ìàëêî ðàçñòîÿíèå. Àêî m å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, òîãàâà ñèëàòà íà ñúï-
ðîòèâëåíèå ùå áúäå ïðåíåáðåæèìà è ñíàðÿäúò ùå èçìèíå íà ïðàêòèêà
ñúùî òîëêîâà ãîëÿìî ðàçñòîÿíèå, êàêòî áåç íàëè÷èå íà ñèëà íà ñúï-
ðîòèâëåíèå.
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Çàäà÷à 7. ×àñòèöà ñ ìàñà m âèñè íà ïðóæèíà, çàêà÷åíà âåðòèêàëíî çà
äàäåíà îïîðà. Èçïîëçâàéòå èçâåäåíèÿ ìîäåë íà ëåêöèè è:

(à) îïðåäåëåòå çà êîÿ íà÷àëíà ïîçèöèÿ íà ÷àñòèöàòà ïðóæèíàòà ñèñòåìàòà
ùå áúäå â ðàâíîâåñèå;

(á) âèçóàëèçèðàéòå ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ïðè ïðå-
íåáðåãâàíå íà ñèëàòà íà ñúïðîòèâëåíèå, íà÷àëíè óñëîâèÿ x(0) = 0.07
è x′(0) = 0 è ïàðàìåòðè m = 60 g è k = 14.2 kg/s2.

Çàáåëåæêà: Çà ñèëàòà íà ñúïðîòèâëåíèå íà âúçäóõà å èçâåñòíî, ÷å Fdrag =
−λdxdt = −λv, êàòî çà ãîëåìè ñêîðîñòè Fdrag = −λ(dxdt )2 = −λv2.

Ðåøåíèå. Îò ëåêöèè çíàåì, ÷å äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöàòà ñå îïèñâà ñ äèôå-
ðåíöèëàíîòî óðàâíåíèå:

mẍ = mg − kx.

Â ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåë ñìå èçáðàëè ñèëàòà íà òåæåñòòà äà áúäå åäíîïîñî÷íà
ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà x.

(à) Çà äà îïðåäåëèì íà÷àëíîòî ïîëîæåíèå íà ÷àñòèöàòà òàêà, ÷å ñèñòåìà-
òà äà áúäå â ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå, å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì çà êîÿ
ñòîéíîñò íà x óñêîðåíèåòî íà ÷àñòèöàòà å 0. Èìàìå

mg − kx0 = 0 x0 =
mg

k
,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å àêî ÷àñòèöàòà å ñ íà÷àëíî ïîëîæåíèå x0 = mg
k ≈

0.415m, òî ñèñòåìàòà ùå áúäå â ïîêîé.

(á) Îòíîâî èçïîëçâàìå ñèñòåìàòà Mathematica, çà äà íàìåðèì è âèçóàëè-
çèðàìå ðåøåíèåòî (âæ. Óïðàæíåíèå2.nb). Çà t = 35.1 ïîëó÷àâàìå

-0.4 -0.2 0.2 0.4

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

35.1

Áåç íàëè÷èå íà ñèëà íà ñúïðîòèâëåíèå, ÷àñòèöàòà îñöèëèðà îêîëî ðàâ-
íîâåñíîòî ïîëîæåíèå íà ïðóæèíàòà íåîãðàíè÷åíî âðåìå.
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×åñòî ïðè èçãðàæäàíå íà æåëåçîïúòíè ëèíèè å íåîáõîäèìî äà ñå ñâúð-
æàò äâà ó÷àñòúêà ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å óñêîðåíèåòî íà âëàêà, êîéòî ùå ìèíå
ïî ëèíèÿòà äà áúäå íåïðåêúñíàòî. Êàêòî çíàåì (âèæ ëåêöèèòå) âñÿêî óñêî-
ðåíèå ìîæå äà ñå ðàçëîæè ïî òàíãåíöèàëíî è íîðìàëíî íàïðàâëåíèå:

dv

dt
= ν′T + κν2N,

êúäåòî ν = ‖v(t)‖ è v(t) å ñêîðîñòòà íà îáåêòà, ÷èåòî äâèæåíèå ðàçãëåæäà-
ìå.
Ãîðíîòî óðàâíåíèå îùå ïîêàçâà, ÷å íåçàâèñèìî êàê åäèí îáåêò ñå äâèæè,
óñêîðåíèåòî ìó âèíàãè ëåæè â äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà, îïðåäåëåíà îò T è
N.
Ïîñëåäíîòî å îñîáåíî óäîáíî ïðè äâèæåíèå âúðõó êðèâîëèíåéíà òðàåêòî-
ðèÿ. Îò íåãî ñëåäâà, ÷å çà äà áúäå óñêîðåíèåòî íåïðåêúñíàòî, òî âñÿêà åäíà
îò êîìïîíåíòèòå ìó òðÿáâà äà áúäå íåïðåêúñíàòà èëè èíà÷å � äà èìà íåïðå-
êúñíàòà êðèâèíà. Êðèâèíàòà â äàäåíà òî÷êà å ìÿðêà çà òîâà êîëêî �êðèâà�
ìîæå äà áúäå åäíà êðèâà. Ïî äåôèíèöèÿ êðèâèíàòà íà åäíà êðèâà ñå çàäàâà
êàòî

κ =

∣∣∣∣dTds
∣∣∣∣ =
|T′(t)|
|r′(t)|

(1.8)

Àêî â äàäåíà òî÷êà �ïîñòàâèì� îêðúæíîñò ñúñ ñúùàòà êðèâèíà, êàêòî íà
íàøàòà êðèâà, òî ðàäèóñúò �è ùå íàðè÷àìå ðàäèóñ íà êðèâèíà.
Îò ãîðíîòî ïðåäñòàâÿíå ñëåäâà, ÷å çà äà áúäå íåïðåêúñíàòî óñêîðåíèåòî
íà âëàêà, òî òðÿáâà íåãîâàòà êðèâèíà äà áúäå íåïðåêúñíàòà. Òàêàâà êðèâà,
êîèòî ñâúðçâà äâàòà ó÷àñòúêà ùå íàðè÷àìå transfer curve. Íåêà ñåãà ðàçã-
ëåäàìå ñëåäâàùàòà çàäà÷à.

Çàäà÷à 8. Èçâåäåòå ôîðìóëàòà çà êðèâèíàòà íà ðàâíèííà êðèâà, çàäàäåíà
ñ y = f(x) è íàìåðåòå ïîëèíîì îò ïåòà ñòåïåí, êîéòî äà ñëóæè êàòî tranfer
curve ìåæäó ïðàâèòå y = 0 ïðè x ≤ 0 è y = x ïðè x ≥ 1.

Ðåøåíèå. Êàêòî îòáåëÿçàõìå çà êðèâèíàòà íà êðèâàòà îïèñàíà ñ r(x) =
(x, f(x))T . e â ñèëà (1.8). Çà íàøàòà ðàâíèííà êðèâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå
óðàâíåíèÿ:

T(x) =

(
1√

1 + f ′2(x)
,

f ′(x)√
1 + f ′2(x)

)T
dT

dx
=

(
−f ′(x)f ′′(x)(
1 + f ′2(x)

)3/2 , f ′′(x)

(1 + f ′2(x))3/2

)T
dr

dx
= (1, f ′(x))T

∣∣T′(x)
∣∣ =

√
f ′′2(x) (1 + f ′2(x))(

1 + f ′2(x)
)3 =

|f ′′(x)|
1 + f ′2(x)∣∣r′(x)

∣∣ =
√

1 + f ′2(x)

(1.9)

Çàìåñòâàìå â (1.8) è ïîëó÷àâàìå, ÷å çà ðàâíèííàòà êðèâà å â ñèëà:

κ(x) =
|f ′′(x)|(

1 + f ′2(x)
)3/2 . (1.10)
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Íåêà îçíà÷èì òúðñåíèÿò ïîëèíîì ñ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 +

a5x
5. Çà äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî ïîëèíîìà òðÿáâà äà èçáåðåì íåãîâèòå

êîåôèöèåíòè. Î÷åâèäíî, çà äà áúäå íåïðåêúñíàòà êðèâèíàòà íà ïîëèíîìà â
òî÷êèòå x = 0 è x = 1, òî êðèâèíàòà â òî÷êèòå òðÿáâà äà å ðàâíà ñúîòâåòíî
íà êðèâèíàòà íà ïðàâèòå. Êàêòî çíàåì, êðèâèíàòà íà ïðàâà å 0, îòêúäåòî
ñëåäâà, ÷å êðèâèíàòà íà ïîëèíîìà â òî÷êèòå 0 è 1 òðÿáâà äà èìà ñòîéíîñò
0. Îò äðóãà ñòðàíà ñòîéíîñòòà íà ïîëèíîìà è ïðàâèòå â òî÷êèòå 0 è 1,
êàêòî è íà òåõíèòå ïðîèçâîäíè, òðÿáâà äà áúäå ðàâíà, çà äà áúäå êðèâàòà
â òåçè òî÷êè íåïðåêúñíàòà è ãëàäêà. Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà çàäà÷à çà
Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ:

p(0) = 0, p(1) = 1, p′(0) = 0, p′(1) = 1, p′′(0) = 0, p′′(1) = 0,

èëè åêâèâàëåíòíàòà ñèñòåìà

a0 = 0

a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1

a1 = 0

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1

a2 = 0

a2 + a3 + a4 + a5 = 0

Ðåøàâàéêè ãîðíàòà ñèñòåìà ïî îòíîøåíèå íà êîåôèöèåíòèòå a0, a1, a2, a3, a4, a5,
íàìèðàìå ïîëèíîìà îò 5-òà ñòåïåí:

p(x) = 6x3 − 8x4 + 3x5.

Ôèãóðà 1.6: Ãðàôèêà íà ïîëèíîìà p(x).

1.3 Ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò

Â ðåàëíèÿ ñâÿò ôèçè÷íèòå âåëè÷èíè, êîèòî ðàçãëåæäàìå, ÷åñòî ñà ôóíê-
öèè íà äâå èëè òðè ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè. Â òîâà óïðàæíåíèå ùå
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ðàçãëåäàìå ñàìî ôóíêöèè íà äâå ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè, çàðàäè ïî-
ëåñíàòà èì âèçóàëèçàöèÿ. Äâà îñíîâíè íà÷èíà äà ñå âèçóàëèçèðà ôóíêöèÿ
å êàòî ñå íà÷åðòàå íåéíàòà ãðàôèêà êàòî ìíîæåñòâî îò òî÷êè (x, y, f(x, y)),
êúäåòî (x, y) ïðèíàäëåæàò íà äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî íà f èëè êàòî ñå
íàðèñóâàò òàêà íàðå÷åíèòå ëèíèè íà íèâî. Ëèíèèòå íà íèâî ñà êðèâè îò äå-
ôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî, çà êîèòî ôóíêöèÿòà èìà åäíà è ñúùà ñòîéíîñò,
ò.å. êðèâèòå, çà êîèòî f(x, y) = k (ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè, çà êîèòî
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà èìà âèñî÷èíà k). Íåêà âèçóàëèçèðàìå ãðàôèêèòå
íà äâå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 9. Äà ñå íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå è ñúîòâåòíèòå ëèíèè íà íèâî íà
ôóíêöèèòå

(a) f(x, y) = sinx− sin y;

(á) f(x, y) =
(
1− x2

) (
1− y2

)
.

Ðåøåíèå. Â Mathematica çà âèçóàëèçèðàíå íà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè
ìîãàò äà ñå èçïîçâàò âãðàäåíèòå ôóíêöèè Plot3D è ContourPlot. Âèçóàëè-
çèðàìå äâåòå ãðàôèêè è ïîëó÷àâàìå
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Ôèãóðà 1.7: Ãðàôèêà è ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x) = sinx− sin y.
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Ôèãóðà 1.8: Ãðàôèêà è ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x) =
(
1− x2

) (
1− y2

)
Îò ãðàôèêèòå íà ôèã.1.7 è ôèã.1.8 âèæäàìå, ÷å êîãàòî ãðàôèêàòà íà

ôóíêöèÿòà å �ñòðúìíà�, ëèíèèòå íà íèâî ñà ìíîãî áëèçêè, à êîãàòî ãðàôè-
êàòà ðàñòå ïî-áàâíî ëèíèèòå íà íèâî ñà íà ïî-ãîëÿìî ðàçñòîÿíèå åäíà îò
äðóãà.

Ñëåä êàòî ðàçãëåäàõìå äâàòà îñíîâíè íà÷èíà çà âèçóàëèçèðàíå íà ãðà-
ôèêà, íåêà ñåãà âúâåäåì ïîíÿòèåòî ãðàíèöà. Çà ðàçëèêà îò ãðàíèöèòå íà
ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, êúäåòî åäíà ñòîéíîñò ñå äîñòèãà îòãîðå èëè
îòäîëó (ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà), â òîçè ñëó÷àé òî÷êàòà (a, b) ìîæå äà áúäå
äîñòèãíàòà ïî áåçáðîé ìíîãî ðàçëè÷íè ïúòèùà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ñúùåñò-
âóâàò äâà ðàçëè÷íè ïúòÿ, ïî êîèòî ôóíêöèÿòà ïðèåìà ðàçëè÷íè ãðàíè÷íè
ñòîéíîñòè, òî ãðàíèöàòà íå ñúùåñòâóâà. Çà äà ïîêàæåì, ÷å çà äàäåíà ôóí-
êöèÿ ãðàíèöà íå ñúùåñòâóâà, ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 1. Àêî f(x, y) → L1, (x, y) → (a, b), (x, y) ∈ C1 è f(x, y) → L2,
(x, y) → (a, b), (x, y) ∈ C2, êúäåòî L1 6= L2, òî òîãàâà lim(x,y)→(a,b) f(x, y)
íå ñúùåñòâóâà.

Çàäà÷à 10. Ïîêàæåòå, ÷å ãðàíèöèòå íå ñúùåñòâóâàò.

(a) lim(x,y)→(0,0)
x2−y2
x2+y2

(á) lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2 .

Ðåøåíèå. Çà äà ïîêàæåì, ÷å ãðàíèöèòå íå ñúùåñòâóâàò, ùå íàìåðèì äâà
ðàçëè÷íè ïúòÿ, ñúäúðæàùè ò.(0, 0), ïî êîèòî ôóíêöèÿòà ïðèåìà ðàçëè÷íè
ñòîéíîñòè.

(a) Íåêà f(x, y) = x2−y2
x2+y2 . Ôèêñèðàìå y = 0 è äîñòèãàìå ò.(0, 0) ïî îñòà Ox.

Èìàìå

lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

x2

x2
= 1,∀x 6= 0.

Ñåãà äà ôèêñèðàìå x = 0 è äà ñå äâèæèì ïî Oy. Ïîëó÷àâàìå

lim
y→0

f(0, y) = lim
y→0
−y

2

y2
= −1,∀y 6= 0.
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Ïîëó÷èõìå, ÷å ôóíêöèÿòà ïðèåìà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè ïî äâå ðàçëè÷-
íè êðèâè, ïðèáëèæàâàéêè ïî òÿõ ò.(0, 0), ñëåäîâàòåëíî òÿ íå ñúùåñò-
âóâà.
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Ôèãóðà 1.9: Ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2−y2
x2+y2

Êàêòî âèæäàìå îò ãðàôèêàòà, òî÷êàòà (0,0) ñå äîñòèãà ïî ðàçëè÷íè
ëèíèè íà íèâî, êîåòî ïîòâúðæäàâà, ÷å ôóíêöèÿòà íÿìà ãðàíèöà â òàçè
òî÷êà.

(á) Àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíàòà ïîäòî÷êà ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

f(x, 0) = lim
y→0

f(0, y) = 0.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ïðàâàòà y = x. Òîãàâà

lim
x2

x2 + y2
=

1

2
6= 0.

Îòíîâî ïîëó÷èõìå ðàçëè÷íè ãðàíèöè ïî äâà ïúòÿ, ñúäúðæàùè ò.(0,0),
îòêúäåòî ãðàíèöàòà íå ñúùåñòâóâà. Àíàëîãè÷íî íà ãîðíèÿ ïðèìåð,
ìîæåì äà ïîòâúðäèì, ÷å ãðàíèöàòà íå ñúùåñòâóâà, êàòî ðàçãëåäàìå
ãðàôèêàòà
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Ôèãóðà 1.10: Ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy
x2+y2

Â ñëåäâàùàòà çàäà÷àòà ùå äàäåì õèïîòåçà çà ñòîéíîñòòà íà äàäåíà ãðà-
íèöà è ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà, çà äà äîêàæåì, ÷å òÿ ñúùåñòâóâà.

Çàäà÷à 11. Íàïðàâåòå õèïîòåçà çà ñòîéíîñòòà íà

lim
(x,y)→(0,0)

3x2y

x2 + y2

è èçïîëçâàéòå ε− δ äåôèíèöèÿòà, çà äà ÿ äîêàæåòå.

Ðåøåíèå. Íåêà f(x, y) = 3x2y
x2+y2 . Òúé êàòî

lim
x→0

f(x, 0) = lim
y→0

f(0, y) = 0

ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å àêî ãðàíèöàòà ∃, òî òÿ å 0. Íàèñòèíà, àêî ðàçã-
ëåäàìå ãðàôèêàòà

19



-20 -10 0 10 20

-20

-10

0

10

20

Ôèãóðà 1.11: Ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy
x2+y2

ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (0,0) ôóíêöèÿòà ïðèåìà
åäíà è ñúùà ñòîéíîñò.
Ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà çà ãðàíèöà. Èñêàìå äà ïîêàæåì, ÷å

∀ε > 0,∃δ = δ(ε)

òàêîâà, ÷å ùîì

0 <
√
x2 + y2 < δ, òî |f(x, y)− 0| < ε.

Ôèêñèðàìå ε > 0. Èñêàìå äà íàìåðèì δ, çà êîåòî
∣∣∣ 3x2y
x2+y2 − 0

∣∣∣ < ε. Ïîñëåäíîòî
å åêâèâàëåíòíî íà∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ < ε⇔ 3x2|y|
x2 + y2

< ε⇔ 3|y| < 3
√
y2 ≤ 3

√
x2 + y2 < ε.

Àêî èçáåðåì
√
x2 + y2 < δ

3 , òî |f(x)− 0| < 3 ε3 = ε.

Åñòåñòâåíî å, ñëåä êàòî âå÷å ñìå ðàçãëåäàëè ïîíÿòèåòî ãðàíèöà, äà âúâå-
äåì è ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà. Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâèòå x è y.

Äåôèíèöèÿ 1. Ãðàíèöèòå ∂f
∂x = lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
è

∂f
∂y = lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h
(àêî òå ñúùåñòâóâàò) ùå íàðè÷àìå ÷àñòíè

ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f(x, y) ñúîòâåòíî ïî x è ïî y.

Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà çà äâåòå ïðîèçâîäíè,
çà äà îïðåäåëèì êàê ñà ñâúðçàíè òåõíèòå ãðàôèêè ñ òàçè íà ôóíêöèÿòà
f(x, y).
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Çàäà÷à 12. Ñëåäíèòå òðè ãðàôèêè âèçóàëèçèðàò äàäåíà ôóíêöèÿ è äâåòå
�è ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Ïðåöåíåòå êîÿ îò ãðàôèêèòå êîÿ å.

Ôèãóðà 1.12

Ôèãóðà 1.13
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Ôèãóðà 1.14

Ðåøåíèå. Íåêà ïúðâî îïðåäåëèì êîÿ îò òðèòå å ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
f(x, y). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òÿ å ãðàôèêàòà íà ôèã. 1.12. Íåêà ôèêñèðàìå
y = −2. Oò ãðàôèêàòà ñå âèæäà, ÷å ïðè x ∈ [−2, 0] ôóíêöèÿòà íàðàñòâà
è ñëåä òîâà â èíòåðâàëà [0, 2] íàìàëÿâà. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïðè ôèêñèðàíî
y = −2 ïðîèçâîäíàòà ïî x â òðÿáâà äà ïðèåìà ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè â
èíòåðâàëà [−2, 0] è îòðèöàòåëíè â èíòåðâàëà [0, 2]. Îòòóê ìîæå äà ïðåäïî-
ëîæèì, ÷å ãðàôèêàòà íà f ′x å âñúùíîñò òàçè íà 1.13. Çà äà ñìå ñèãóðíè,
÷å òîâà å òàêà, ùå ïðîâåðèì äàëè ãðàôèêàòà íà f ′y ñúîòâåòñòâà íà ïúðâàòà
ãðàôèêà. Íåêà íà ôèã. 1.12 ôèêñèðàìå x = 2. Â òîçè ñëó÷àé ñå âèæäà, ÷å
êðèâàòà, îòãîâàðÿùà íà x = 2, íàðàñòâà. Â òàêúâ ñëó÷àé ïðîèçâîäíàòà f ′y
çà x = 2 òðÿáâà äà áúäå ïîëîæèòåëíà çà âñÿêî y â èíòåðâàëà [−2, 2], êîåòî
îòãîâàðÿ è íà ñëó÷ààÿ âúâ ôèã. 1.12.

Åäíà îò îñíîâíèòå èäåè íà àíàëèçà íà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà
å, ÷å àêî ñå ïðèáëèæèì äîñòàòú÷íî áëèçî äî ãðàôèêàòà íà åäíà ôóíêöèÿ
â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà, òî ôóíêöèÿòà è íåéíàòà äîïèðàòåëíà ñòàâàò
íåðàçëè÷èìè. Àíàëîãè÷íî, çà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè, ùå çàáåëåæèì,
÷å ïîâúðõíèíàòà â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà ìîæå äà áúäå ïðèáëèæåíà
ñ ðàâíèíà, ò.å. ñ ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Êàêòî çíàåì (âèæ
ëåêöèèòå) ëèíåéíà àïðîêñèìàöèÿ íà ôóíêöèÿòà f(x, y) â ò.(x0, y0) ìîæåì
äà çàäàäåì êàòî

f(x, y) = f(x0, y0) +

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

) ∣∣∣∣
(x0,y0)

· (x− x0, y − y0)
T

+O(|2|). (1.11)
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Çàäà÷à 13. Äà ñå ëèíåàðèçèðà ôóíêöèÿòà f(x, y) = ln(x−2y) îêîëî ò.P(3,1,0)
è äà ñå âèçóàëèçèðà ïîâúðõíèíàòà çàåäíî ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà.

Ðåøåíèå. Äà ïðåñìåòíåì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè, âçåòè â òî÷êàòà P . Èìàìå

∂f

∂x

∣∣
(3,1)

=
1

x− 2y

∣∣
(3,1)

= 1,

∂f

∂y

∣∣
(3,1)

=
−2

x− 2y

∣∣
(3,1)

= −2.

Çàìåñòâàéêè â (1.11), ïîëó÷àâàìå ëèíåàðèçàöèÿòà

f(x, y) = (1,−2)(x− 3, y − 3)T = x− 2y − 1.

Èçïîëçâàìå ñèñòåìàòà Mathematica, çà äà âèçóàëèçèðàìå ëèíåàðèçàöèÿòà
íà ôóíêöèÿòà

Àêî ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà è ëèíåàðèçàöèÿòà â ìíîãî ìàëêà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà P , íà ïðàêòèêà òå ùå ñòàíàò íåðàçëè÷èìè.

×àñòíèòå ïðîèçâîäíè äàâàò íàêëîíà íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà, êî-
ÿòî ñå ïîëó÷àâà ïðè ïðåñè÷àíåòî íà z = f(x, y) è âåðòèêàëíà ðàâíèíà ïðè
ôèêñèðàíî y è x ñúîòâåòíî. Çà äà ðàçáåðåì êàê ñå èçìåíÿ ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà z = f(x, y) â ïðîèçâîëíà ïîñîêà, ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ïðîèç-
âîäíà ïî ïîñîêà.

Äåôèíèöèÿ 2. Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) ïî ïîñîêà íà åäèíè÷íèÿ
âåêòîð u = (a, b)T ùå íàðè÷àìå ãðàíèöàòà

Duf =
∂f

∂u
= lim
h→0

f(x+ ha, y + hb)− f(x, y)

h
. (1.12)

Çà äà ïðåñìåòÿòàìå ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà íà åäíà ôóíêöèÿ, øå èçïîë-
çâàìå ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 2. Çà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f ïî ïîñîêà íà åäèíè÷åí
âåêòîð u å â ñèëà

∂f

∂u
= ∇f · u. (1.13)

Çàäà÷à 14. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x, y) = 4x2 +y2 è ðàâíèíà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà íà ðàâíèíàòà Oxy, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå P (2, 1) è Q(3, 2). Íàìåðåòå
êàêúâ å íàêëîíúò íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà C, ïîëó÷åíà ïðè ïðåñè÷à-
íåòî íà ïîâúðõíèíàòà z = f(x, y) è ðàâíèíàòà â ò. (2,1,17).
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Ðåøåíèå. Çà äà íàìåðèì íàêëîíà íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (2,1,17), íå-
êà çàáåëåæèì, ÷å àðãóìåíòèòå ñå èçìåíÿò ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðà PQ.
Òîãàâà òðÿáâà äà íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà íà åäèíè÷åí âåêòîð ñ
íà÷àëî P , åäíîïîñî÷åí ñ PQ. Èìàìå

∂f

∂u
(2, 1) = ∇f(2, 1) · u = (16, 2) ·

(√
2

2
,

√
2

2

)
= 9
√

2.

Çàäà÷à 15. Ñïîðåä çàêîíà íà Íþòîí çà ãðàâèòàöèÿòà, ãðàâèòàöèîííàòà
ñèëà ìåæäó äâà îáåêòà ñ ìàñà m, ðàçïîëîæåíà â òî÷êàòà (x, y, z) è M , ðàç-
ïîëîæåíà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, å ðàâíà íà

F(x, y, z) = −GMm

‖r‖3
r,

êúäåòî r = xi + yj + zk è ‖r‖ å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâàòà îáåêòà, a G å
ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà. Ïîêàæåòå, ÷å F å ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿòà
f(x, y, z) = GMm

‖r‖ .

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x, y, z) = GMm
‖r‖ = GMm√

x2+y2+z2
. Ãðà-

äèåíòúò íà ôóíêöèÿòà f e ∇f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z

)T
. Íåêà ïðåñìåòíåì âñÿêà îò

íåãîâèòå êîìïîíåíòè ïîîòäåëíî. Èìàìå

∂f

∂x
= − GMm(√

x2 + y2 + z2
)3x = −GMm

‖r‖3
x,

∂f

∂y
= − GMm(√

x2 + y2 + z2
)3 y = −GMm

‖r‖3
y,

∂f

∂z
= − GMm(√

x2 + y2 + z2
)3 z = −GMm

‖r‖3
z, .

Ïîëó÷àâàìå

∇f =

(
−GMm

‖r‖3
x,−GMm

‖r‖3
y,−GMm

‖r‖3
z

)
= −GMm

‖r‖3
(x, y, z) = −GMm

‖r‖3
r.

1.4 Âåêòîðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò

Â íàñòîÿùîòî óïðàæíåíèå ùå èëþñòðèðàìå ðàáîòàòà ñ âåêòîðíè ôóíêöèè.
Ùå ðàçãëåäàìå òðè âàæíè ïðèëîæåíèÿ íà âåêòîðíèòå ôóíêöèè � âåêòîðíî
ïîëå, îïèñâàùî ïîòîêà íà âåùåñòâî, ñèëîâî ïîëå è âåêòîðíî ïîëå, îïèñâàùî
ñêîðîñòòà íà äàäåí ôëóèä âúâ âñÿêà òî÷êà îò äàäåíà êðàéíîìåðíà îáëàñò.

Çàäà÷à 16. Âèçóàëèçèðàéòå ãðàäèåíòíîòî ïîëå, êîåòî îïèñâà äèôóçèîí-
íèÿ ïîòîê â óðàâíåíèåòî îò òèï ðåàêöèÿ-äèôóçèÿ îò ïðåäíîòî óïðàæíåíèå.
Îïðåäåëåòå äèâåðãåíöèÿòà â äàäåíà òî÷êà, êàòî ñå íàðèñóâà êðúã÷å îêîëî
òî÷êàòà. Íàðèñóâàéòå ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà îïèñâàùà òîïëèíàòà.
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Ðåøåíèå. Çà äà èçðàçèì äèôóçèîííèÿ ïîòîê, íè èíòåðåñóâà

∇u =
(
∂u
∂x ,

∂u
∂y

)T
, êúäåòî u îïèñâà êîíöåíòðàöèÿòà íà âåùåñòâî â äàäåíàòà

îáëàñò Ω. Èçïîëçâàìå ðåøåíèåòî îò ïðåäõîäíàòà çàäà÷à, çà äà íàìåèðì
ãðàäèåíòà íà u è âèçóàëèçèðàìå âåêòîðíîòî ïîëå. Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà
ìîæå äà âèäèòå â Óïðàæíåíèå4.nb.

Çàäà÷à 17. Íåêà ñà äàäåíè åëåêòðè÷åí çàðÿä Q, êîéòî ñå íàìèðà â íà-
÷àëîòî íà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, è åëåêòðè÷åí çàðÿä q, êîéòî ñå
íàìèðà â òî÷êà x = (x, y)T . Ñïîðåä çàêîíà íà Êóëîí, åëåêòðè÷íàòà ñèëà
F(x), êîÿòî çàðÿäúò Q îêàçâà íà q ñå çàäàâà ñ

F(x) =
εqQ

‖x‖3
x,

êúäåòî ε å êîíñòàíòàòà íà Êóëîí, ε ≈ 9× 109Nm2/C2.
Âèçóàëèçèðàéòå ñèëîâîòî ïîëå, êîåòî ñå ïîðàæäà îò ñèëàòà F, êàòî ñå èç-
ïîëçâàò ïàðàìåòðèòå q = −1.6 × 10−19C, Q = 5 × 10−19C. Äà ñå íàïðà-
âè àíèìàöèÿ íà äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöà â ñèëîâîòî ïîëå, àêî òÿ èìà ìàñà
m = 9×109 kg, íà÷àëíà ïîçèöèÿ x = (10, 15)T è íà÷àëíà ñêîðîñò v = (0, 0)T .
Êàêâà å äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå?

Ðåøåíèå. Çà äà îïèøåì äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöàòà, ùå èçïîëçâàìå âòîðèÿ
çàêîí íà Íþòîí. Èìàìå

∂2x

dt2
=

F

m
=

εqQ

m‖x‖3
x,

x(0) = (0, 0)T ,

v(0) = x′(0) = (0, 0)T .

Ùå èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ â Mathematica NDSolve, çà äà íàìå-
ðèì ðåøåíèåòî íà ãîðíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à è ùå âèçóàëèçèðàìå òðà-
åêòîðèÿòà íà ÷àñòèöàòà âúâ âñåêè ìîìåíò îò âðåìå, äîêàòî íå äîñòèãíå äî
çàðÿäà, êîéòî ÿ ïðèâëè÷à, è ñå íàìèðà â öåíòúðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.
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Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå ðàçãëåäàìå âåêòîðíà ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà
ñêîðîñòòà íà äàäåí ôëóèä.

Çàäà÷à 18. Ðàçãëåäàéòå Stokes_�ow_in_a_channel.nb, â êîéòî ñà ðåøåíè
óðàâíåíèÿòà íà Ñòîêñ çà ñèìóëèðàíå íà ñòàöèîíàðåí ïîòîê â ñòåñíÿâàù ñå
êàíàë, êîéòî èìà ñëåäíàòà ãåîìåòðèÿ:

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Êàòî èçïîëçâàòå ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè:

(a) âèçóàëèçèðàéòå ïîëåòî íà ñêîðîñòòà íà ïîòîêà;

(á) âèçóàëèçèðàéòå íàëÿãàíåòî â êàíàëà.

Îïðåäåëåòå êàêâè ñà ìàòåìàòè÷åñêèòå îáåêòè, êîèòî îïèñâàò äâåòå âåëè÷è-
íè.

Ðåøåíèå. Ñëåä ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ íà Ñòîêñ, êàòî ðåçóëòàò
ïîëó÷àâàìå ïîëåòî íà ñêîðîñòòà íà ïîòîêà (xvel(x, y), yvel(x, y))

T
è íàëÿ-

ãàíåòî â êàíàëà, îïèñàíî îò ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò. Çà
äà âèçóàëèçèðàìå ïîòîêà, ùå èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà VectorPlot, à çà äà âè-
çóàëèçèðàìå íàëÿãàíåòî ùå èçïîëçâàíå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ ContourPlot â
ñèñòåìàòà Mathematica.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0
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Ôèãóðà 1.15: Âåêòîðíîòî ïîëå íà ñòàöèîíàðíèÿ ïîòîê íà Ñòîêñ.
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Ôèãóðà 1.16: Íàëÿãàíåòî êàòî ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò.
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1.5 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Ïðèëîæåíèå íà

òåîðåìàòà íà Ãðèéí

Â òîâà óïðàæíåíèå ùå ðàçãëåäàìå îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêèÿ èíòåãðàë íà
Ðèìàí � êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë. Êàêòî çíàåì (âèæ ëåêöèÿ 5), êðèâî-
ëèíåéíèÿ èíòåãðàë ñå ðàçëè÷àâà îò åäèíè÷íèÿ èíòåãðàë ïî èíòåðâàëà íà
èíòåãðèðàíå � âìåñòî äà èíòåãðèðàìå âúðõó èíòåðâàë, èíòåãðèðàìå âúð-
õó äàäåíà êðèâà C, îáèêíîâåíî çàäàäåíà àíàëèòè÷íî ñ âåêòîðíà ôóíêöèÿ
r(t) = x(t)i + y(t)j, t ∈ [a, b].
Ùå çàïî÷íåì ñúñ çàäà÷à çà íàìèðàíåòî íà äúëæèíà íà êðèâà, çàäàäåíà
ïàðàìåòðè÷íî.

Çàäà÷à 19. ×àñòèöà ñå äâèæè ïî òðàåêòîðèÿ, îïðåäåëåíà îò

r(t) = (t− sin t) i + (1− cos t) j, t ∈ [0, 2Pi].

Ïðåñìåòíåòå èçìèíàòèÿ îò íåÿ ïúò.

Ðåøåíèå. Çà äà ïðåñìåòíåì äúëæèíàòà íà êðèâàòà, ùå ñúáåðåì áåçêðàéíî
ìàëêèòå äúëæèíè ds ïî êðèâàòà C, ò.å.

L =

∫
C

ds.

Çà äà ïðåñìåòíåì êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë, ùå èçïîëçâàìå ïàðàìåòðèçàöè-
ÿòà íà êðèâàòà. Èìàìå

L =

∫
C

ds =

∫ 2π

0

√
ẋ2 + ẏ2dt =

∫ 2π

0

√
(1− sin t)2 + sin2 tdt =

=

∫ 2π

0

√
2− 2 sin tdt =

∫ 2π

0

2 sin
t

2
dt = 8.

Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå èçïîëçâàìå êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè, çà äà
ïðåñìåòíåì êîëè÷åñòâîòî ïîòîê ìèíàâàùî ïðåç ãðàíèöà íà çàòâîðåíà îá-
ëàñò çà åäèíèöà âðåìå.

Çàäà÷à 20. Äàäåíà å îáëàñòòà Ω ñ ãëàäêà ãðàíèöà ∂Ω. Ïîòîêúò íà âåùåñ-
òâî â Ω ñå çàäàâà ñ F. Îïðåäåëåòå êàê ìîæåì äà íàìåðèì êîëè÷åñòâîòî
âåùåñòâî, ìèíàâàùî ïðåç ∂Ω çà åäèíèöà âðåìå. Àêî ãðàíèöàòà íà îáëàñò-
òà ñå çàäàâà ïàðàìåòðè÷íî ñ r(t) = (cos t, sin t)

T
è F(x, y) = (2x + y, x)T ,

ïðåñìåòíåòå òîâà êîëè÷åñòâî.

Äà ðàçãëåäàìå ïîòîêà, êîéòî èçëèçà ïðåç áåçêðàéíî ìàëêà äúëæèíà îò
ãðàíèöàòà ∂Ω.
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Äà ïðåäñòàâèì âåêòîðà F ÷ðåç ëîêàëíèòå áàçèñíè âåêòîðè � n è T. Êàêòî
ìîæåì äà âèäèì îò ôèãóðàòà, êîìïîíåíòàòà íà ïîòîêà ïî òàíãåíöèàëíî
íàïðàâëåíèå å ÷àñòòà îò ïîòîêà, êîÿòî ùå îñòàíå â îáëàñòòà Ω. Ñëåäîâàòåëíî
ñå èíòåðåñóâàìå îò òàçè ÷àñò îò ïîòîêà, êîÿòî å â íîðìàëíî íàïðàëåíèå,
êîåòî å ïðîåêöèÿòà íà F âúðõó n, ò.å. F · n. Òúé êàòî ãîðíîòî å ïîòîêà,
ïðåñìåòíàò çà åäèíèöà äúëæèíà, îñòàâà äà ãî óìíîæèì ïî äúëæèíàòà ds è
äà ñóìèðàìå âúðõó öÿëàòà ãðàíèöà, ïîëó÷èõìå:∫

∂Ω

F · n ds.

Ãîðíèÿò èíòåãðàë ìîæåì äà ïðåñìåòíåì äèðåêòíî èëè äà èçïîëçâàìå
òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè:∫

∂Ω

F · n ds =

∫∫
Ω

divFdΩ (1.14)

Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà ïî äâàòà íà÷èíà.

Èìàìå

F = (2 cos t+ sin t, cos t)
T

;

r(t) = (cos t, sin t)
T

;

r′(t) = (− sin t, cos t)
T

;

Çà äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà
∫
∂Ω

F · n ds ùå îïðåäåëèì âúíøíàòà íîðìàëà
ïî ãðàíèöàòà

n =

(
y′(t)

‖r′(t)‖
,− x′(t)

‖r′(t)‖

)T
;

n = (cos t, sin t)
T
.

Çàìåñòâàìå â ëÿâàòà ÷àñò íà (1.14)
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∫
∂Ω

F · n ds =

∫ 2π

0

(2 cos t+ sin t, cos t) · (cos t, sin t) ‖r′(t)‖dt =

=

∫ 2π

0

(2 cos t+ sin t, cos t) · (cos t, sin t) dt =

=

∫ 2π

0

(
2 cos2 t+ 2 sin t cos t

)
dt = 2π.

Íåêà ñåãà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà êàòî èçïîëçâàìå äÿñíàòà ÷àñò íà (1.14).

∫∫
Ω

divFdΩ =

∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dΩ

=

∫∫
Ω

2dΩ = 2

∫∫
Ω

1dΩ = 2π,

êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å äâîéíèÿò èíòåãðàë
∫∫

Ω
1dΩ äàâà ëèöåòî íà êðúãà ñ

ðàäèóñ 1 è öåíòúð (0,0).

Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå ðàçãëåäàìå åäíî îò îñíîâíèòå ïðèëîæåíèÿ íà
òåîðåìàòà íà Ãðèéí � çà ïðåñìÿòàíå íà ëèöà. Íåêà C è F = (P (x, y), Q(x, y))

T

ñà êðèâà è âåêòîðíà ôóíêöèÿ, êîèòî èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà îò òåîðåìàòà íà
Ãðèéí. Òîãàâà å èçïúëíåíî∫

C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dA.

Ëèöåòî íà çàòâîðåíà îáëàñò ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñ äâîåí èíòåãðàë îò 1
èëè

AreaD =

∫∫
D

1dA.

Íåêà D å îáëàñòòà çàòâîðåíà îò êðèâàòà C. Òîãàâà çà äà íàìåðèì ëèöåòî
íà D â ãîðíàòà ôîðìóëà ìîæåì äà èçáåðåì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ äà
èìà ñòîéíîñò 1. Íÿêîëêî èçáîðà çà ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) ñà

• P (x, y) = 0, Q(x, y) = x;

• P (x, y) = −y, Q(x, y) = 0;

• P (x, y) = − 1
2y, Q(x, y) = 1

2x.

Çàìåñòâàéêè âúâ ôîðìóëàòà íà Ãðèéí ïîëó÷àâàìå

AreaD =

∫
C

xdy = −
∫
C

ydx =
1

2

∫
C

xdy − ydx (1.15)

Ñåãà ùå èçïîëçâàìå ïîëó÷åíîòî â (1.15), çà äà ïðåñìåòíåì ïðèáëèæåíî ëè-
öåòî íà êðèâà.
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Çàäà÷à 21. Äàäåíà å êðèâàòà

0.1 0.2 0.3 0.4
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Èçïîëçâàéòå Green's_theorem_applications.nb è ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæå-
íî ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòà

Ðåøåíèå. Çà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà ëèöåòî íà ôèãóðàòà,
çàãðàäåíà îò êðèâàòà, ùå âçåìåì êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå îò ãðàôèêàòà è
ùå ãè çàìåñòèì âúâ ôîðìóëàòà

Area =

∫
C

xdy,

êàòî ñóìèðàìå çà âñÿêà òî÷êà ñòîéíîñòòà íà xdy. Ïîäðîáíî ðåøåíèå íà
çàäà÷àòà ùå íàìåðèòå â notebook-a êúì óïðàæíåíèåòî.

Çàäà÷à 22. Ðàçãëåäàéòå â Y outube êëèï÷åòà çà linear (rolling) planimeter.
Ïðåñìåòíåòå ïúòÿ, èçìèíàò îò êîëåëîòî íà ïëàíèìåòúðà, è îïðåäåëåòå êàê
ìîæå äà ñå èçïîëçâà òîé çà ïðåñìÿòàíå íà ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò ïðîñòà ïî ÷àñòè ãëàäêà çàòâîðåíà êðèâà.

Ðåøåíèå. Ëèíåéíèÿò ïëàíèìåòúð å óñòðîéñòâî ñ ïîìîùòà, íà êîåòî ìîãàò
äà ñå èçìåðâàò ëèöà íà 2D ôèãóðè. Ñúùíîñòòà íà ðàáîòàòà ñ ïëàíèìåòúð
ñå ñúñòîè â îáõîæäàíå íà ãðàíèöàòà íà ôèãóðàòà â ïîñîêà îáðàòíà íà ÷à-
ñîâíèêîâàòà ñòðåëêà, êàòî òîâà îáõîæäàíå çàâúðøâà â ãðàíè÷íàòà òî÷êà,
îò êîÿòî å çàïî÷íàëî.
Ïðèìåð çà ëèíååí ïëàíèìåòúð ìîæå äà âèäèòå íà

https://www.youtube.com/watch?v=qThV6gTaYMI

https://www.youtube.com/watch?v=pvGuGaImTek.

Ëèíåéíèÿò ïëàíèìåòúð ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî îñíîâíè åëåìåíòà:
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Êîãàòî ëèíåéíèÿò ïëàíèìåòúð ñå äâèæè, êîëåëîòî, êîåòî ñå íàìèðà âúðõó
ðàìîòî ìó è å ðàçïîëîæåíî ïåðïåíäèêóëàðíî íà íåãî, ñå âúðòè è ïúòÿ, êîé-
òî èçìèíàâà, ñå çàïèñâà. Êîãàòî ëèíåéíèÿ ïëàíèìåòúð ñå äâèæè óñïîðåäíî
íà îñòà íà êîëåëîòî, äâèæåíèå íå ñå îò÷èòà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîãàòî ïëà-
íèìåòúðúò èçìåðâà äâèæåíèåòî íà êîëåëîòî, òî îò÷èòà ñàìî êîìïîíåíòàòà
â ïîñîêà ïåðïåíäèêóëÿðíà íà íåãîâîòî ðàìî. Îêàçâà ñå, ÷å âñúùíîñò ëèöåòî
íà ôèãóðàòà å ïðîïîðöèîíàëíî íà èçìèíàòèÿ îò êîëåëîòî ïúò ñ êîåôèöè-
åíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò äúëæèíàòà íà ðàìîòî íà ïëàíèìåòúðà L. Â ñèëà
å ñëåäíîòî òâúðäåíèå

Ëèöå íà îáëàñòòà D = L× îáù ïúò èçìèíàò îò êîëåëîòî.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíîòî òâúðäåíèå ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà Ãðèéí.
Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà íàìåðèòå âúâ ôàéëà As the planimeter's wheel
turns, Tanya Leise â ñåêöèÿòà Rolling planimeter.
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