
Òåîðåòè÷íè îñíîâè íà èíäóñòðèàëíàòà ìàòåìàòèêà

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è, ÷àñò 2

1 Âåêòîðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò/âåêòîðíè ïîëåòà

Çàäà÷à 1. Êîÿ îò ñëåäíèòå êàðòèíêè íà êîå âåêòîðíî ïîëå ñúîòâåòñòâà:

• F(x, y) = (x,−y);

• F(x, y) = yi + (x− y)j;

• F(x, y) = (y, y + 2);

• F(x, y) = cos(x+ y)i + xj?

Çàäà÷à 2. Êîÿ îò ñëåäíèòå êàðòèíêè íà êîå âåêòîðíî ïîëå ñúîòâåòñòâà:



• F(x, y, z) = i + 2j + 3k;

• F(x, y, z) = i + 2j + zk;

• F(x, y, z) = xi + yj + 3k;

• F(x, y, z) = xi + yj + zk?

Çàäà÷à 3. Êîÿ îò ñëåäíèòå êàðòèíêè îòãîâàðÿ íà ãðàäèåíòíîòî ïîëå íà âñÿêà îò çàäàäå-
íèòå ôóíêöèè:

• f(x, y) = x2 + y2;

• f(x, y) = x(x+ y);

• f(x, y) = (x+ y)2
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• f(x, y) = sin
√
x2 + y2?

Çàäà÷à 4. ×àñòèöà ñå äâèæè â ïîëå îò ñêîðîñòè

F(x, y) = (xy − 2, y2 − 10).

Àêî â ìîìåíòà îò âðåìå t = 1 òÿ ñå íàìèðà â òî÷êàòà (1, 3), äàéòå ïðèáëèçèòåëíîòî �è
ïîëîæåíèå â ìîìåíòà t = 1.05.

Çàäà÷à 5. Âñÿêî îò ñëåäíèòå âåêòîðíè ïîëåòà F, èçîáðàçåíè â ðàâíèíàòà xy èìà ñúùèÿ
âèä âúâ âñÿêà óñïîðåäíà ðàâíèíà (ò.å. íå çàâèñè îò z).

Îïðåäåëåòå:

• Êàêúâ å çíàêúò íà ∇ · F? Îáîñíîâåòå ñå.

• Íàêúäå ñî÷è ∇× F? Îáîñíîâåòå ñå.

Çàäà÷à 6. Íåêà f å ñêàëàðíî ïîëå, à F å âåêòîðíî ïîëå. Êîè îò ñëåäíèòå èçðàçè èìàò
ñìèñúë? Çà òåçè, êîèòî èìàò, ïîñî÷åòå äàëè ðåçóëòàòúò å âåêòîð èëè ñêàëàð:

• ∇ × f ;

• ∇ × (∇f);

• grad(div F);

• div(curl(gradf));

• (∇f)× (∇ · F).

Çàäà÷à 7. Òúíêà ìåòàëíà ïëàñòèíà, íàìèðàùà ñå â ðàâíèíàòà Oxy, èìà òåìïåðàòóðà
T (x, y) â òî÷êàòà (x, y). Ëèíèèòå íà íèâî íà T ñå íàðè÷àò èçîòåðìè. Ñêèöèðàéòå íÿêîëêî
èçîòåðìè, àêî ôóíêöèÿòà, ìîäåëèðàùà òåìïåðàòóðàòà, å

T (x, y) =
100

1 + x2 + 2y2
.

Íàïðàâåòå ñêèöà íà äèôóçèîííèÿ ïîòîê.

Çàäà÷à 8. Íåêà V (x, y) îïèñâà åëåêòðè÷íèÿ ïîòåíöèàë â òî÷êàòà (x, y) â ðàâíèíàòà Oxy.
Ëèíèèòå íà íèâî íà V ñå íàðè÷àò åêâèïîòåíöèàëíè ëèíèè. Íàðèñóâàéòå íÿêîëêî åêâèïî-
òåíöèàëíè ëèíèè, àêî

V (x, y) =
c√

r2 − x2 − y2
,

êúäåòî c å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Ñêèöèðàéòå åëåêòðè÷íîòî ïîëå.
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Çàäà÷à 9. Ïîêàæåòå, ÷å àêî g(s, t) = f(s2 − t2, t2 − s2) è f e äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ,
òîãàâà g óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

t
∂g

∂s
+ s

∂g

∂t
= 0.

Çàäà÷à 10. Âúâ ôëóèäíàòà äèíàìèêà, òîêîâèòå ëèíèè, îïðåäåëåíè îò äàäåíî âåêòîðíî
ïîëå, ñà òðàåêòîðèèòå, îáõîæäàíè îò ÷àñòèöà, çà êîÿòî äàäåíîòî âåêòîðíî ïîëå å ïîëå íà
ñêîðîñòèòå.

• Êàòî èçïîëçâàòå Mathematica, èçîáðàçåòå âåêòîðíîòî ïîëå F(x, y) = xi− yj. Èçïîëç-
âàéòå ÷åðòåæà, çà äà ñêèöèðàòå íÿêîëêî òîêîâè ëèíèè.

• Íàïðàâåòå ïðåäïîëîæåíèå êàêâî å îáùîòî óðàâíåíèå íà òîêîâèòå ëèíèè.

• Àêî âñÿêà îò òîêîâèòå ëèíèè å ïàðàìåòðèçèðàíà ÷ðåç

x = x(t), y = y(t),

îáÿñíåòå çàùî òåçè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿâàò

dx

dt
= x,

dy

dt
= −y.

Âçåìàéêè ïðåäâèä ïîñëåäíîòî, ðåøåòå óðàâíåíèÿòà, çà äà ïîëó÷èòå òîêîâàòà ëèíèÿ,
ìèíàâàùà ïðåç (1, 1).

Çàäà÷à 11. Ñêèöèðàéòå âåêòîðíîòî ïîëå

F(x, y) = i + xj

çàåäíî ñ íÿêîëêî òîêîâè ëèíèè. Êàêâà ôîðìà èçãëåæäà äà èìàò òîêîâèòå ëèíèè? Àêî
ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà äàäåíà òîêîâà ëèíèÿ ñà x = x(t), y = y(t), êàêâè ÎÄÓ óäîâ-
ëåòâîðÿâàò òåçè ôóíêöèè? Ïîêàæåòå, ÷å dy/dx = x. Ðåøåòå äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 12. Àêî ñêîðîñòòà íà äàäåí ôëóèä å çàäàäåíà ñ

v = (ax+ by)i + (cx+ dy)j,

íàìåðåòå óñëîâèÿ çà a, b, c, d, òàêà ÷å

∇ · v = 0, ∇× v = 0.

Ïðîâåðåòå, ÷å â òîçè ñëó÷àé

v =
1

2
∇(ax2 + 2bxy − ay2).

Êàêâî ìîæå äà êàæåòå òîãàâà çà âåêòîðíîòî ïîëå v.

Çàäà÷à 13. Äà ñå ïðîâåðè, ÷å çà âåêòîðíîòî ïîëå

v =< 3xz2,−yz, x+ 2z >

å â ñèëà
∇× (∇× v) = ∇(∇ · v)−∆v,

êúäåòî ∆ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ.

Çàäà÷à 14. Ïðîâåðåòå, ÷å ∆v = ∇(∇ · v)−∇× (∇× v), çà âåêòîðíîòî ïîëå

v = x2y(xi + yj + zk).

.
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Çàäà÷à 15. Ïîêàæåòå, ÷å âñÿêî âåêòîðíî ïîëå îò âèäà

F(x, y, z) = f(x)i + g(y)j + h(z)k,

êúäåòî f, g, h ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè, å áåçâèõðîâî, ò.å. ∇× F = 0. Äàéòå ôèçè÷íà
èíòåðïðåòàöèÿ çà òîâà ïîíÿòèå.

Çàäà÷à 16. Ïîêàæåòå, ÷å âñÿêî âåêòîðíî ïîëå îò âèäà

F(x, y, z) = f(y, z)i + g(x, z)j + h(x, y)k,

êúäåòî f, g, h ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè, å íåñâèâàåìî, ò.å. ∇ · F = 0. Äàéòå ôèçè÷íà
èíòåðïðåòàöèÿ çà òîâà ïîíÿòèå.

Çàäà÷à 17. Óðàâíåíèÿòà íà Maxwell, êîèòî ñâúðçâàò åëåêòðè÷íîòî ïîëå E è ìàãíèòíîòî
ïîëå H, ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïîëîæåíèÿ ñà

∇ ·E = 0,

∇ ·H = 0,

∇×E = −1

c

∂H

∂t
,

∇×H =
1

c

∂E

∂t
,

êúäåòî c å ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà. Äîêàæåòå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

• ∇ × (∇×E) = − 1

c2

∂2E

∂t2
;

• ∇ × (∇×H) = − 1

c2

∂2H

∂t2
;

• ∇2E =
1

c2

∂2E

∂t2
.

Çàäà÷à 18. Äà ñå èìïëåìåíòèðà ìåòîäúò íà Íþòîí çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè ñèñòåìè.

Çàäà÷à 19. Äà ñå íàìåðè ëèíåàðèçàöèÿòà íà àíàëèòè÷íî çàäàäåíèòå íåëèíåéíè âåêòîðíè
ïîëåòà îò íàñòîÿùàòà òåìà.

2 Óðàâíåíèÿ íà òîïëî- è ìàñî-ïðåíîñ

Çàäà÷à 20. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

∂u

∂t
= ∇ · (uα∇u) + f.

Äàéòå âúçìîæíà ôèçè÷åñêà èíòåðïðåòàöèÿ íà òîâà óðàâíåíèå. Çàïèøåòå â êîîðäèíàòíà
ôîðìà:

• â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè â 3D;

• â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè â 2D;

• â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè â 3D.

Çàäà÷à 21. Êàòî èçïîëçâàòå ñèñòåìàòà Mathematica, ðåøåòå óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà
âúðõó êðúã ñ ðàäèóñ 1 è óñëîâèÿ çà èäåàëíî èçîëèðàíà ãðàíèöà. Èçïîëçâàéòå ðàçëè÷íè
íà÷àëíè óñëîâèÿ è ïðîâåðåòå, ÷å âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå òîïëèííàòà åíåðãèÿ â ñèñòåìàòà
ñå çàïàçâà.

Çàäà÷à 22. Ôîðìóëèðàéòå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà òîïëèíà â ïðà-
âîúãúëíà îáëàñò âñëåäñòâèå íà äèôóçèÿ è êîíâåêòèâåí ïîòîê, íàñî÷åí â ïîñîêàòà íà i è
èìàù êîíñòàíòíà ñêîðîñò c. Ãðàíèöàòà å èäåàëíî èçîëèðàíà. Ñúñòàâåòå è èìïëåìåíòèðàéòå
÷èñëåíà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à. Íàïðàâåòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè
çà ðàçëè÷íè íà÷àëíè óñëîâèÿ. Çàïàçâà ëè ñå òîïëèííàòà åíåðãèÿ â òîçè ñëó÷àé?
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3 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Îñíîâíè òåîðåìè íà èíòåãðàëíî-
òî ñìÿòàíå.

Çàäà÷à 23. Òîêúò ñå äåôèíèðà êàòî ïðåìèíàëèÿ ïðåç ïðîâîäíèêà çàðÿä Q çà åäèíèöà
âðåìå. Êàòî èìàòå ïðåäâèä òîâà, äàéòå ìàòåìàòè÷åñêà äåôèíèöèÿ çà I(t). Äàéòå ôèçè÷íà
èíòåðïðåòàöèÿ íà ∫ 10

5
I(t)dt.

Çàäà÷à 24. Àêî x ñå èçìåðâà â ìåòðè, à f(x) � â Íþòîíè, òî â êàêâî ñå èçìåðâà∫ 100

0
f(x)dx?

Îáîñíîâåòå ñå.

Çàäà÷à 25. Àêî x ñå èçìåðâà â ìåòðè, à a(x) � â êèëîãðàìè íà ìåòúð, â êàêâî ñå èçìåðâà
da/dx? À ∫ 8

2
a(x)dx?

Îáîñíîâåòå ñå.

Çàäà÷à 26. Ëèíåéíàòà ïëúòíîñò íà òåë, êîÿòî èìà ñëåäíàòà ôîðìà:

å ρ(s) = 9 + 2
√
s, èçìåðåíà â kg/m, êúäåòî s å äúëæèíàòà îò íà÷àëîòî íà òåëòà (íà÷àëîòî

íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà). Êàòî èçïîëçâàòå ôèãóðàòà, îïðåäåëåòå ïðèáëèçèòåëíî êàêâà
å ìàñàòà �è.

Çàäà÷à 27. Âåêòîðíîòî ïîëå F, êðèâàòà C è òî÷êàòà P ñà èçîáðàçåíè ïî-äîëó:

Êàêúâ å çíàêúò íà
∫
C F · dr? Êàêúâ å çíàêúò íà div F(P )? Îáîñíîâåòå ñå.

Çàäà÷à 28. Íàìåðåòå ðàáîòàòà, èçâúðøåíà îò ñèëîâîòî ïîëå F =
2

x2 + y2
i+

1

x2 + y2
j ïðè

äâèæåíèå îò òî÷êàòà (-1/2, 1/2) äî òî÷êàòà (1,
√

3) ïî òðàåêòîðèÿòà, èçîáàðàçåíà ïî-äîëó:
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Çàäà÷à 29. Ïðåñìåòíåòå
∫
C(2x+ y)dx+ xydy âúðõó êðèâàòà C:

Çàäà÷à 30. Ïðåñìåòíåòå
∮
C(x2 + y2)dx− 2xydy âúðõó ñëåäíàòà çàòâîðåíà êðèâà:

Çàäà÷à 31. Ïðåñìåòíåòå
∮
C(x2 − y2)ds, êúäåòî C ñå çàäàâà ñ

x = 5 cos t, y = 5 sin t, 0 ≤ t ≤ 2π

Çàäà÷à 32. Íà ôèãóðàòà å ïîêàçàíà êðèâà C è ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f , ÷èéòî
ãðàäèåíò å íåïðåêúñíàò. Íàìåðåòå

∫
C ∇f · dr.
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Çàäà÷à 33. Ïîêàæåòå, ÷å àêî âåêòîðíîòî ïîëå F = P i+Qj+Rk å êîíñåðâàòèâíî è P,Q,R
èìàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, òîãàâà

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,
∂P

∂z
=
∂R

∂x
.

Çàäà÷à 34. Ïðåñìåòíåòå ∫
C
F · dr,

êúäåòî F(x, y) = (1+xy)exyi+x2exyj, êúäåòî êðèâàòà C å îïðåäåëåíà îò r(t) = cos ti+2 sin tj,
0 ≤ t ≤ π/2.

Çàäà÷à 35. Ïîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëúò íå çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ èçáîð íà êðèâàòà C:∫
C

2xe−ydx+ (2y − x2e−y)dy,

êúäåòî C å êîÿ äà å êðèâà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå (1, 0) è (2, 1).

Çàäà÷à 36. ×àñòèöà çàïî÷âà äâèæåíèåòî ñè îò òî÷êàòà (−2, 0) è ñå äâèæè ïî îñòà x äî
òî÷êàòà (2, 0), ñëåä êîåòî ñå äâèæè ïî ïîëó-îêðúæíîñòòà y =

√
4− x2 äî íà÷àëíàòà òî÷êà.

Íàìåðåòå ðàáîòàòà, êîÿòî èçâúðøâà ïðè òîâà äâèæåíèå ñèëîâîòî ïîëå

F(x, y) = (x, x3 + 3xy2).

Çàäà÷à 37. Íåêà F = ∇f , êúäåòî f(x, y) = sin(x − 2y). Íàìåðåòå êðèâè C1 è C2 òàêèâà,
÷å ∫

C1

F · dr = 0,

∫
C2

F · dr = 1.

Çàäà÷à 38. Äà ñå ïðåñìåòíå∫
C

(y + e
√
x)dx+ (2x+ cos y2)dy,

êúäåòî C å ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà, çàêëþ÷åíà îò ïàðàáîëèòå y = x2 è x = y2.

Çàäà÷à 39. Êàòî èçïîëçâàòå òåîðåìàòà íà Green, äîêàæåòå ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå ïîä èíòåãðàëà çà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî f(x, y) = 1:∫∫

R
dxdy =

∫∫
S

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv.
Â ïîñëåäíîòî R å îáëàñò â ðàâíèíàòà xy, êîÿòî îòãîâàðÿ íà îáëàñò S â ðàâíèíàòà uv �
îáðàç ïîä äåéñòâèåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà

x = g(u, v), y = h(u, v).

Çàäà÷à 40. Íåêà Ω è ∂Ω óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà çà äèâåðãåíöèÿòà, à
ñêàëàðíèòå ôóíêöèè è êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðíèòå ïîëåòà ñà ïîíå äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìè. Äîêàæåòå ñëåäíèòå òúæäåñòâà:

•
∫∫
∂Ω a · ndS = 0, êúäåòî a å êîíñòàíòåí âåêòîð;

• V (Ω) = 1
3

∫∫
∂Ω F · ndS, êúäåòî F(x, y, z) = xi + yj + zk;

•
∫∫
∂Ω curl F · ndS = 0;

•
∫∫
∂Ω(f∇g) · ndS =

∫∫∫
Ω(f∇2g +∇f · ∇g)dV ;

•
∫∫
∂Ω(f∇g − g∇f) · ndS =

∫∫∫
Ω(f∇2g − g∇2f)dV ;
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