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Ãëàâà 1

Âåêòîðåí aíàëèç

1.1 Âåêòîðíè ôóíêöèè íà åäèí ñêàëàðåí àðãó-

ìåíò

1.1.1 Ïðåäâàðèòåëíè çàäà÷è

1. Ñâúðæåòå ãðàôèêèòå íà ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ x = f(t) è y =
f(t) â (a)− (d) è ïàðàìåòðè÷íèòå êðèâè I-IV:
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2. Ñâúðæåòå ïàðàìàòåðè÷íèòå óðàâíåíèÿ ñ ãðàôèêèòå I-VI áåç äà èçïîë-
çâàòå ãðàôè÷íè èíñòðóìåíòè:

(à) x = t4 − t+ 1 y = t2;

(á) x = t2 − 2t, y =
√
t;

(â) x = sin 2t, y = sin(t+ sin 2t);

(ã) x = cos 5t, y = sin 2t;

(ä) x = t+ sin 4t, y = t2 + cos 3t;

(å) x = sin 2t
4+t2 , y = cos 2t

4+t2
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3. Íàðèñóâàéòå ãðàôèêèòå íà êðèâèòå òàêà, ÷å äà ñå âèäÿò âñè÷êè âàæíè
íåùà, ñâúðçàíè ñ ïîâåäåíèåòî èì.

(à) r(t) =
(
t4 − 2t3 − 2t2

)
i+
(
t3 − t

)
j;

(á) r(t) =
(
t4 + 4t3 − 8t2

)
i+
(
2t2 − t

)
j.

4. Íàìåðåòå óðàâíåíèå íà äîïèðàòåëíàòà â äàäåíàòà òî÷êà.

(à) r(t) = t cos i+ t sin tj, t = π;

(á) r(t) = sin3 θi+ cos3 θj, θ = π/6;

5. Íàìåðåòå óðàâíåíèå íà äîïèðàòåëíàòà/äîïèðàòåëíèòå:

(à) r(t) = 6 sin ti+
(
t2 + t

)
j â (0,0);

(á) r(t) = (cos t+ cos 2t) i+ (sin t+ sin 2t) j â (-1,1).

6. Äà ñå íàìåðÿò dy
dx è d2y

dx2 è äà ñå îïðåäåëè çà êîè ñòîéíîñòè íà t å
èçïúêíàëà/âäëúáíàòà:

(à) r(t) = (t2 + 1)i+ (t2 + t)j;

(á) r(t) = cos 2ti+ cos tj, 0 < t < π.

7. Â êîè òî÷êè äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà r(t) = a cos3 θi + a sin3 θj,
êúäåòî a å ïàðàìåòúð, èìà íàêëîí 1/-1?

8. Íàìåðòå êîìïîíåíòàòà íà b =
(
1, 1, 2

)T
âúðõó a =

(
− 2, 3, 1

)T
.
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9. Êîëè÷êà ñå èçäúðïâà íà ðàçñòîÿíèå 100 ì ïî õîðèçîíòàëåí ïúò ñ êîí-
ñòàíòíà ñèëà F = 70N . Íàìåðåòå èçâúðøåíàòà ðàáîòà.

10. Ñèëà, çàäàäåíà ñ âåêòîðà F = 3i+4j+5k, äâèæè ÷àñòèöà îò ò. P (2, 1, 0)
äî ò. Q(4, 6, 2) Íàìåðåòå èçâúðøåíàòà ðàáîòà.

11. Íàìåðåòå ïðîåêöèÿòà è êîìïîíåíòàòà íà b âúðõó a

(à) a = (−5, 12)T , b = (4, 6)T ;

(á) a = (−2, 3,−6)T , b = (5,−1, 4)T ;
(â) a = i+ j+ k, b = i− j+ k.

12. Ïîêàæåòå, ÷å âåêòîðúò orthab = b−projab å îðòîãîíàëåí íà a.

13. Ïðåñìåòíåòå a× b è ïðîâåðåòå, ÷å å îðòîãîíàëåí íà a è b.

(à) a =
(
6, 0,−2

)T
, b =

(
0, 8, 0

)T
;

(á) a = j+ 7k, b = 2i− j+ 4k;

(â) a = ti+ cos tj+ sin tk, b = i− sin tj+ cos tk.

14. Îïðåäåëåòå äàëè u× v ñî÷è â ñòðàíèöàòà èëè îò íåÿ.

15. Íàìåðåòå íîðìàëåí âåêòîð êúì ðàâíèíàòà 2x+3y+4z = 12 â ò. (2,4,-1).

16. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà r(t). Ñêèöèðàéòå êðèâàòà, ïðåñìåòíåòå r′(t), ñêè-
öèðàéòå ðàäèóñ-âåêòîðà r(t) è äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð r′(t) çà äàäåíîòî
t. Íàìåðåòå åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåêòîð T(t).

(à) r(t) =
(
t− 2, t2 + 1

)T
, t = −1;

(á) r(t) = eti+ e−tj, t = 0.
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1.1.2 Îñíîâíè çàäà÷è

1. Íåêà ïîçèöèÿòà íà ÷àñòèöà ñå îïèñâà îò x1 = 3 sin t, y1 = 2 cos t,
0 ≤ t ≤ 2π, à íà äðóãà ÷àñòèöà îò x2 = −3 + cos t, y2 = 1 + sin t,
0 ≤ t ≤ 2π.

(à) Íàðèñóâàéòå ãðàôèêèòå íà äâåòå òðàåêòîðèè.

(á) Íÿêîè îò ïðåñå÷íèòå òî÷êè òî÷êè íà ñáëúñêâàíå ëè ñà?

(â) Ïðîìåíÿ ëè ñå íåùî, àêî x2 = cos t, y2 = 1 + sin t, 0 ≤ t ≤ 2π?

2. Êðèâà å îïðåäåëíà îò r(t) = t2i+ (t3 − 3t)j.

(à) Ïîêàæåòå, ÷å êðèâàòà èìà äâå äîïèðàòåëíè â ò. (3,0) è íàìåðåòå
òåõíèòå óðàâíåíèÿ.

(á) Íàìåðåòå òî÷êèòå, êúäåòî äîïèðàòåëíèòå ñà õîðèçîíòàëíè èëè
âåðòèêàëíè.

(â) Îïðåäåëåòå êúäå êðèâàòà å èçïúêíàëà/âäëúáíàòà.

(ã) Ñêèöèðàéòå êðèâàòà íà ðúêà.

(ä) Ïîñòðîéòå ãðàôèêàòà è ñðàâíåòå çàêëþ÷åíèÿòà ñè.

3. Êðèâà å çàäàäåíà êàòî r(t) = C(t)i + S(t)j (Cornu's spiral), êúäåòî

C(t) =
∫ t
0
cos(πu2/2)du, S(t) =

∫ t
0
sin(πu2/2)du è C è S ñà òàêà íàðå÷å-

íèòå ôóíêöèè íà Ôðåíåë.

(à) Íàðèñóâàéòå ãðàôèêà. Êàêâî ñå ñëó÷âà ïðè t→∞, t→ −∞?

(á) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà êðèâàòà îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà äî òî÷êàòà, îòãîâàðÿùà íà ïàðàìåòúðà t.

4. Äîêàæåòå, ÷å â äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà a · b =
∑n
i=1 aibi, n =

2, 3.

5. Äîêàæåòå, ÷å äèðåêöèîííèòå êîñèíóñè íà äàäåí âåêòîð, ò.å. êîñèíóñèòå
íà íàñî÷åíèòå úãëè α, β, γ, êîèòî âåêòîðúò a ñêëþ÷âà ñ îñèòå x, y, z,
ñà êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà a

|a| .

6. Â êîè ñëó÷àè compab = compba è â êîè projab = projba?

7. Ïîêàæåòå, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êàòà P1(x1, y1) è ïðàâàòà

ax+ by + c = 0 å |ax1+by1+c|√
a2+b2

.

8. Äîêàæåòå åêâèâàëåíòíîñòòà íà äâåòå äåôèíèöèè çà a× b.

9. Äà ñå äîêàæàò ñâîéñòâàòà

(à) a × b = −b × a, (ca) × b = c(a × b), a · (b × c) = (a × b) · c,
a× (b× c) = (a× c)b− (a · b)c

10. Ñâúðæåòå ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ ñ ãðàôèêèòå. Îáîñíîâåòå èçáîðà
ñè.

(à) x = t cos t, y = t, z = t sin t, t ≥ 0;

(á) x = cos t, y = sin t, z = 1/(1 + t2);
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(â) x = t, y = 1/(1 + t2), z = t2;

(ã) x = cos t, y = sin t, z = cos 2t;

(ä) x = cos 8t, y = sin 8t, z = e0.8t, t ≥ 0;

(å) x = cos2 t, y = sin2 t, z = t.

11. Íåêà u è v èìàò ãðàíèöà ïðè t→ a. Äîêàæåòå, ÷å

(à) limt→a
[
u(t) · v(t)

]
= limt→a u(t) · limt→a v(t);

(á) limt→a
[
u(t)× v(t)

]
= limt→a u(t)× limt→a v(t).

12. Äîêàæåòå, ÷å

(à) d
dt

[
u(t) · v(t)

]
= u′(t) · v(t) + u(t) · v′(t);

(á) d
dt

[
u(t)× v(t)

]
= u′(t)× v(t) + u(t)× v′(t)

Çàáåëåæêà: Çà 11 è 12 e äîñòàòú÷íî äà ñå äîêàæå çà u,v ∈ R3.

13. Íàìåðåòå úãúëà íà ïðåñè÷àíå íà êðèâèòå r1(t) = (t, t2, t3)T è r2(t) =
(sin t, sin 2t, t)T ñ òî÷íîñò äî íàé-áëèçêèÿ ãðàäóñ.

14. Íàìåðåòå ôîðìóëà çà d
dt

[
u(t) · (v(t)×w(t))

]
.

15. Ïîêàæåòå, ÷å êðèâàòà ñ âåêòîðíî óðàâíåíèå r(t) = (a1t
2+b1t+c1, a2t

2+
b2t + c2, a3t

2 + b3t + c3)
T ëåæè â ðàâíèíà è íàìåðåòå óðàâíåíèåòî íà

òàçè ðàâíèíà.

16. Äà ñå íàïðàâè àíèìàöèÿ íà ïîñòðîÿâàíåòî íà öèêëîèäà x = r(θ −
sin θ), y = r(1− cos θ), θ ∈ R, îïèñâàíà îò ôèêñèðàíàòà òî÷êà P âúðõó
îêðúæíîñò, òúðêàëÿùà ñå íàäÿñíî.
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17. Äà ñå íàïðàâè àíèìàöèÿ ñ ïîëèíîìè íà Òåéëúð îò íàðàñòâàùè ñòåïåíè
è ôóíöêèÿòà f(x) = sinx.

18. Ïðî÷åòåòå ñëåäíàòà ñòàòèÿ â Wikipedia: Vector space model. Èçïîëç-
âàéòå èíôîðìàöèÿòà òàì, çà äà ñå ðåàëèçèðà ïðîñòà òúðñà÷êà âúðõó
êîëåêöèÿ îò 10 äîêóìåíòà, ñúäúðææàùè 30 äóìè. Äà ñå ïðåñìåòíå
è èíòåðïðåòèðà AAT è ATA, êúäåòî ñòúëáîâåòå íà A îòãîâàðÿò íà
äîêóìåíòèòå.

1.2 Äâèæåíèå íà ÷àñòèöà. Ñòàòèêà. Âòîðè çà-

êîí íà Íþòîí. Äâèæåíèå ïî îêðúæíîñò

1.2.1 Ïðåäâàðèòåëíè çàäà÷è

1. ×àñòèöà ñå äâèæè ïî òðàåêòîðèÿòà r(t) =
(
t2, t2, t3

)T
. Íàìåðåòå òàí-

ãåíöèàëíàòà è íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà íà ñêîðîñòòà.

2. Íà ôèãóðàòà ôóíêöèÿòà r(t) îïèñâà òðàåêòîðèÿòà íà ÷àñòèöà.

(à) Íàðèñóâàéòå âåêòîð, êîéòî îïèñâà ñðåäíàòà ñêîðîñò çà 2 ≤ t ≤
2.4.

(á) Íàðèñóâàéòå âåêòîð, êîéòî îïèñâà ñðåäíàòà ñêîðîñò çà 1.5 ≤ t ≤
2.

(â) Íàðèñóâàéòå àïðîêñèìàöèÿ íà âåêòîðà v(2). Íàìåðåòå ñêîðîñòòà
íà ÷àñòèöàòà çà t = 2.

3. Íàìåðåòå ôóíêöèÿòà, êîÿòî îïèñâà äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöàòà, è íàðè-
ñóâàéòå íåéíàòà òðàåêòîðèÿ, àêî:

(à) a(t) = 2ti+ sin tj+ cos 2tk, v(0) = i, r(0) = j.

(á) a(t) = ti+ etj+ e−tk, v(0) = k, r(0) = j+ k.

4. Ñèëà ñ ãîëåìèíà 20N äåéñòâà ïðàâî íàãîðå îò ðàâíèíàòà xy íà ÷àñòèöà
ñ ìàñà m = 4kg. ×àñòèöàòà çàïî÷âà äà ñå äâèæè ñ íà÷àëíà ñêîðîñò
v(0) = i− j. Íàìåðåòå âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà äâèæåíèåòî
íà ÷àñòèöàòà, è íåéíàòà ñêîðîñò âúâ âðåìå t.
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1.2.2 Îñíîâíè çàäà÷è

1. Ïðèíöèïúò íà Àðõèìåä ãëàñè, ÷å âúðõó îáåêò, ÷àñòè÷íî èëè èçöÿëî
ïîòîïåí âúâ ôëóèä, äåéñòâà ñèëà, ðàâíà íà òåãëîòî íà ôëóèäà, èçìåñ-
òåí îò îáåêòà. Íà îáåêò ñ ïëúòíîñò ρo, ïîòîïåí âúâ ôëóèä ñ ïëúòíîñò

ρf , äåéñòâà ñèëà F = ρfg
∫ 0

−hA(y)dy, êúäåòî A(y) å ëèöåòî íà íàïðå÷íî
ñå÷åíèå (âèæ ôèãóðàòà êúì çàäà÷àòà).

(à) Ïîêàæåòå, ÷å ÷àñòòà îò îáåìà íà òÿëîòî, íàìèðàùà ñå íàä ïîâúð-
õíîñòòà íà âîäàòà (â %), å 100

ρf−ρ0
ρf

.

(á) ρice = 917kg/m3, ρseawater = 1030kg/m3. Êàêâà ÷àñò îò îáåìà íà
àéñáåðãà íà ôèãóðàòà å íàä âîäàòà?

Óïúòâàíå: Òåãëîòî íà òÿëîòî ñå çàäàâà ñ

W = ρg

∫ L−h

−h
A(y)dy.

2. Ñïîðåä çàêîíà íà Íþòîí çà ãðàâèòàöèÿòà Fearth grav = mgR2

(x+R)2 , êúäåòî

x = x(t) å ðàçñòîÿíèåòî îò ïîâúðõíîñòòà äî îáåêòà â ìîìåíò t è R å
ðàäèóñúò íà Çåìÿòà.

(à) Íåêà ðàêåòà å èçñòðåëÿíà âåðòèêàëíî íàãîðå ñ íà÷àëíà ñêîðîñò
v0 è h e ìàêñèìàëíàòà âèñî÷èíà, êîÿòî òÿ ìîæå äà äîñòèãíå. Ïî-

êàæåòå, ÷å v0 =
√

2gRh
R+h .

Óïúòâàíå: Îò ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
èìàìå m(dv/dt) = mv(dv/dx).

(á) Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöàòà ve = limh→∞ v0. Êîíñòàíòàòà ve ñå íàðè÷à
�escape velocity� çà Çåìÿòà.

(â) Àêî R = 3960 mi è g = 32ft/s2, íàìåðåòå ve.

3. Îáåêò ñ ìàñà m ñå äâèæè õîðèçîíòàëíî â ðåçèñòèâíà ñðåäà. Íåêà
v(0) = v0, s(0) = s0. Êàêâî å ðàçñòîÿíèåòî, êîåòî îáåêòúò èçìèíàâà,
àêî f(v) = −kv è f(v) = −kv2?

4. Êîå å ïî-áúðçî � äà îòèâàø íàãîðå èëè äà ñëèçàø íàäîëó?
Òîïêà ñ ìàñà m å èçñòðåëÿíà âåðòèêàëíî íàãîðå îò ïîâúðõíîñòòà íà
Çåìÿòà ñ ïîëîæèòåëíà íà÷àëíà ñêîðîñò v0. Àêî íà òîïêàòà äåéñòâàò
ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà è ëèíåéíî/êâàäðàòè÷íî ñúïðîòèâëåíèå íà âúç-
äóõà, êîå å ïî-áúðçî?
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5. Àêî èãíîðèðàìå ñèëàòà íà ñúïðîòèâëåíèå íà âúçäóõà, íÿìà ðàçëèêà
ìåæäó ñêîðîñòòà íà ëåêè è òåæêè ñâîáîäíî ïàäàùè îáåêòè. Íàìåðåòå
dv
dm , àêî èìàìå ëèíåéíî ñúïðîòèâëåíèå íà âúçäóõà.

6. Ïîêàæåòå, ÷å çà ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà r(t) = x(t)i+ y(t)j å â ñèëà

κ =
|ẋÿ − ẍẏ|(
ẋ2 + ẏ2

)3/2 .
7. Íàìåðåòå êðèâèíàòà íà ïàðàáîëàòà y = x2 â ò.(1, 1). Êúäå êðèâèíàòà

å íàé-ãîëÿìà? (Ïðåäè äà ïðåñìåòíåòå íàïðàâåòå õèïîòåçà.)

8. Ïðåñìåòíåòå êðèâèíàòà íà öèêëîèäàòà r(θ) = (θ − sin θ)i+ (1− cos θ)j
íà âúðõà íà íÿêîÿ îò äúãèòå �è.

9. Òåãëèëêà ñ òåãëî 100lb âèñè, çàêà÷åíà íà äâå æèöè. Íàìåðåòå ñèëèòå
íà îïúí íà æèöèòå è òÿõíàòà ãîëåìèíà.

10. Äà ñå íàìåðè êðèâèíàòà íà r(t) = (t, t2, t3)T â ò. (0,0,0).

11. Äà ñå äîêàæå, ÷å κ(t) = |r′(t)×r′′(t)|
|r′(t)|3 .

12. Ïîñòðîéòå ãðàôèêàòà íà r(t) = (sin 3t, sin 2t, sin 3t)T . Â êîëêî òî÷êè
èçãëåæäà, ÷å κ(t) äîñòèãà ëîêàëåí è ãëîáàëåí ìàêñèìóì? Ïðåñìåòíåòå
κ(t) (èçïîëçâàéòå ñèñòåìàòàMathematica) è ñðàâíåòå âàøàòà õèïîòåçà.

13. Äàäåíà å êðèâàòà C.

• Ïîñî÷åòå êîÿ å ïî-ãîëÿìà � êðèâèíàòà â ò. P èëè êðèâèíàòà â ò.
Q?

• Íàìåðåòå êðèâèíàòà â ò. P è â ò. Q, êàòî íàðèñóâàòå äîïèðàòåë-
íèòå îêðúæíîñòè êúì êðèâàòà â òî÷êèòå.
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14. Ïîêàæåòå, ÷å àêî ÷àñòèöà ñå äâèæè ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò, òîãàâà v è a
ñà îðòîãîíàëíè.

1.3 Ñêàëàðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò

1.3.1 Ïðåäâàðèòåëíè çàäà÷è

1. Ñêèöèðàéòå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèèòå

(à) f(x, y) =
√
2x− y;

(á) f(x, y) =
√
y +

√
25− x2 − y2;

(â) f(x, y) = arcsin(x2 + y2 − 2).

2. Íà÷åðòàéòå ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå

(à) f(x, y) = 1 + y;

(á) f(x, y) = 10− 4x− 5y;

(â) f(x, y) = e−y;

(ã) f(x, y) =
√
4x2 + y2.

3. Ñêèöèðàéòå íà ðúêà ëèíèèòå íà íèâî çà ôóíêöèÿòà, ÷èÿòî ãðàôèêà å

4. Íà ãðàôèêàòà ñà ïîêàçàíè ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíöèÿòà f . Èçïîëç-
âàéòå ãè, çà äà îïðåäåëèòå f(−3, 3) è f(3,−3). Êàêâî ìîæå äà êàæåòå
çà ôîðìàòà íà íåéíàòà ãðàôèêà?
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5. Ñâúðæåòå ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà ãðàôèêà è ëèíèèòå �è íà íèâî. Îáîñíî-
âåòå ñå.

(à) z = sinxy;

(á) z = sin(x− y);
(â) z = (1− sinx2)(1− sin y2);

(ã) z = ex cos y;

(ä) z = sinx− sin y;

(å) z = x−y
1+x2+y2 .
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6. Íà÷åðòàéòå ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà

(à) f(x, y) = yex;

(á) f(x, y) = y secx.

7. ÈçïîëçâàéòåMathematica è îáÿñíåòå çàùî ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèòå íå
ñúùåñòâóâàò.

(à) lim(x,y)→(0,0)
2x2+3xy+4y2

3x2+5y2 ;

(á) lim(x,y)→(0,0)
xy3

x2+y6 .

8. Íàìåðåòå ∂z
∂x è ∂z

∂y , àêî z å äåôèíèðàíà íåÿâíî êàòî

(à) x3 + y3 + z3 + 6xyz = 1;

(á) ez = xyz;

(â) yz + x ln y = z2.

9. Íà÷åðòàéòå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â äàäå-
íàòà òî÷êà. Ïðèáëèæåòå äâåòå ãðàôèêè, äîêàòî ñòàíàò íåðàçëè÷èìè.

(à) z = x2 + xy + 3y2, (1, 1, 5);

(á) z = arctan(xy2), (1, 1, π/4).

10. Íàìåðåòå ∂z
∂s è ∂z

∂t

(à) z = x2y3, x = s cos t, y = s sin t;

(á) z = er cos θ, r = st, θ =
√
s2 + t2;

(â) z = tan(uv ), u = 2s+ 3t, v = 2s− 2t.

11. Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå u = xety, x = α2β, y = β2γ è t = γ2α. Íàìåðåòå
∂u
∂α ,

∂u
∂β è ∂u

∂γ çà α = −1, β = 2, γ = 1
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12. Íà ôèãóðàòà ñà äàäåíè ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà T (x, y), êîÿ-
òî îïèñâà òåìïåðàòóðàòà â Êàëèôîðíèÿ è Íåâàäà â 15:00÷. Íàìåðåòå
ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà íà ôóíêöèÿòà â Ðèíî, â ñåâåðîèçòî÷íà ïîñîêà.

13. Íàìåðåòå ãðàäèåíòà íà ôóíöêèÿòà f . Íàìåðåòå ãðàäèåíòà â òî÷êàòà
P . Íàìåðåòå ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà P ïî
ïîñîêà íà âåêòîðà u.

(à) f(x, y) = sin(2x+ 3y), P (−6, 4), u = 1
2

(√
3i− j

)
;

(á) f(x, y, z) = x2yz − xyz3, P (2,−1, 1), u =
(
0, 45 ,−

3
5

)T
;

(â) f(x, y) = y2exyz, P (0, 1,−1), u =
(

3
14 ,

4
13 ,

12
13

)T
;

14. Èçïîëçâàéòå ôèãóðàòà, çà äà îïðåäåëèòå ãåîìåòðè÷íî íà ãðàôèêàòà
df
du (2, 2)

1.3.2 Îñíîâíè çàäà÷è

1. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
0, y ≤ 0 èëè y ≥ x4

1, 0 ≤ y ≤ x4.

(à) Ïîêàæåòå, ÷å f(x, y) → 0 ïðè (x, y) → (0, 0), êúäåòî (x, y) ïðè-
íàäëåæè íà âñÿêà ïðàâà îò âèäà y = mxa, çà a < 4.

(á) Ïîêàæåòå, ÷å âúïðåêè ïîäòî÷êà (à) ôóíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà (0, 0).
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(â) Íàìåðåòå äâå êðèâè ñúäúðæàùè (0, 0), çà êîèòî ôóíêöèÿòà å ïðå-
êúñíàòà.

2. Ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2y3

2x2+y2 èìà ñèíãóëÿðíîñò â (0, 0). Îòñòðàíèìà ëè
å òàçè ñèíãóëÿðíîñò? Àêî äà � ïîñî÷åòå êàê.

3. Îïðåäåëåòå çíàöèòå íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f â ñúîòâåòíèòå òî÷êè,
àêî ãðàôèêàòà �è å

(à) fx(1, 2), fy(1, 2);

(á) fx(−1, 2), fy(1, 2);

(â) fxx(−1, 2), fyy(−1, 2);
(ã) fxy(1, 2), fxy(−1, 2);

4. Íà ÷åðòåæà ñà äàäåíè ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f . Èçïîëçâàéòå
ãè, çà äà îïðåäåëèòå fx(2, 1) è fy(2, 1)

5. Íà ÷åðòåæà ñà äàäåíè ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f . Îïðåäåëåòå
çíàöèòå íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè fx, fy, fxx, fxy, fyy.
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6. Àêî u = x4y+y2z3, êúäåòî x = rset, y = rs2e−t è z = r2s sin t, íàìåðåòå
ñòîéíîñòòà íà ∂u

∂s çà r = 2, s = 1 è t = 0.

7. Àêî z = f(x, y) èìà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä è

x = r2 + s2, y = 2rs, òî íàìåðåòå ∂z
∂r è ∂2z

∂r2 .

8. Ïðîäóêöèÿòà íà ïøåíèöà W ïðåç äàäåíà ãîäèíà çàâèñè îò ñðåäíàòà
òåìïåðàòóðà T è ãîäèøíîòî êîëè÷åñòâî âàëåæè R. Ó÷åíè ñà óñòàíîâè-
ëè, ÷å T ñå ïîâèøàâà ñúñ ñêîðîñò 15◦/ãîäèíà, a êîëè÷åñòâîòî âàëåæè
íàìàëÿâà ñúñ ñêîðîñò 0.1cm/ãîäèíà. Îñâåí òîâà å çà íàñòîÿùàòà ïðî-
äóêöèÿ å â ñèëà ∂W

∂T = −2, ∂W∂R = 8.

(a) Êàêâî å çíà÷åíèåòî íà çíàêà íà äâåòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè?

(á) Íàìåðåòå ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà W â ìîìåíòà.

9. Âñè÷êè ôóíêöèè â óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ñà äèôåðåíöèðóåìè.

(a) Àêî z = f(x, y), x = r cos θ, y = r sin θ, ïîêàæåòå ÷å(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

=

(
∂z

∂r

)2

+
1

r2

(
∂z

∂θ

)2

;

(á) Àêî u = f(x, y), x = es cos t, y = es sin t, ïîêàæåòå ÷å(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= e−2s

[(
∂u

∂s

)2

+

(
∂u

∂t

)2
]
;

10. Äîêàæåòå, ÷å ∇f å îðòîãîíàëåí íà ëèíèèòå íà íèâî/ïîâúðõíèíàòà íà
íèâî â òî÷êà çà ôóíêöèÿ íà 2/3 ïðîìåíëèâè.

11. Êàòî èçïîëçâàòå äîêàçàíîòî â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à, íàìåðåòå íîðìàëåí
âåêòîð êúì ðàâíèíàòà

ax+ by + cz + d = 0.

12. Òåìïåðàòóðàòà T âúâ âñÿêà òî÷êà â ìåòàëíà òîïêà å îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëíà íà ðàçñòîÿíèåòî íà òî÷êàòà îò öåíòúðà íà òîïêàòà, êîéòî ùå
ñ÷èòàìå çà íà÷àëî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Òåìïåðàòóðàòà â òî÷êà-
òà ñ êîîðäèíàòè (1,2,2) e 120◦.

16



(a) Íàìåðåòå ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà T â òî÷êàòà (1,2,2) ïî ïîñîêà
íà òî÷êàòà (2,1,3);

(á) Ïîêàæåòå, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà ïîñîêàòà íà íàé-áúðçî íàðàñòâàíå
ñî÷è êúì öåíòúðà íà òîïêàòà.

13. Íåêà f å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, êîÿòî èìà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè è ñà äàäåíè òî÷êèòå A(1, 3), B(3, 3), C(1, 7), D(6, 15). Àêî
ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà íà âåêòîðèòå AB è AC, âçåòè â òî÷êàòà A,
ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà 3 è 26, òî íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà íà
âåêòîðà AD â òî÷êàòà À.

14. Äîêàæåòå ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà îïåðàòîðà ∇ :

• ∇(au+ bv) = a∇u+ b∇v;
• ∇(uv) = u∇v + v∇u;
• ∇(uv ) =

v∇u−u∇v
v2 ;

• ∇un = nun−1∇u.

15. Âòîðàòà ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð u ñå çàäàâa ñ
d
du

(
df
du

)
= d2f

du2 . Ïîêàæåòå, ÷å

d2f

du2
= fxxa

2 + 2fxyab+ fyyb
2,

êúäåòî u = (a, b)T . Íàìåðåòå âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà f(x, y) = xe2y ïî
ïîñîêà íà v = (4, 6)T .

16. Áèîëîçè ñà îòêðèëè, ÷å àêî àêóëà çàñå÷å íàëè÷èåòî íà êðúâ âúâ âî-
äàòà, òî òÿ ùå ñå äâèæè ïî ïîñîêà íà íàé-áúðçî íàðàñòâàíå íà êîëè-
÷åñòâîòî êðúâ. Åêñïåðèìåíòàëíî å óñòàíîâåíî, ÷å êîíöåíòðàöèÿòà íà
êðúâ ñå ïðèáëèæàâà ñ ôóíêöèÿòà

c(x, y) = e−(x
2+2y2)/104 ,

êúäåòî x, y ñå èçìåðâàò â ìåòðè â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà,
çà êîÿòî èçòî÷íèêà íà êðúâ å â öåíòúðà �è.

(a) Îïðåäåëåòå ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà c è ñêèöèðàéòå íÿ-
êîëêî îò òÿõ çàåäíî ñ ïðèìåðåí ïúò íà àêóëàòà äî èçòî÷íèêà;

(á) Íåêà àêóëà ñå íàìèðà â òî÷êàòà (x0, y0), êîãàòî çàñè÷à íàëè÷èåòî
íà êðúâ. Íàìåðåòå óðàâåíåíèåòî, êîåòî îïèñâà ïúòÿ íà àêóëàòà.

17


	 a
	     
	 
	 

	  . .    .   
	 
	 

	    
	 
	 



