
Пораждащи функции

За да дефинираме пораждаща функция е необходима следната

Теорема. Нека S = S(q1, . . . , qn, v1, . . . , vn) е произволна диференци-
руема функция, за която :

det

(
∂2S

∂qi∂vj

)
6= 0.

Тогава смяната на променливите (p, q)→ (u, v), където

pi :=
∂S

∂qi

, uj := − ∂S

∂vj

за i, j = 1, . . . , n е канонична.
Във векторен запис (p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn)),

p =
∂S

∂q
, u = −∂S

∂v
.

Доказателство. По условие, диференциалът на пораждащата функ-
ция S има вида

dS =
n∑

i=1

[(
∂S

∂qi

)
dqi +

(
∂S

∂vi

)
dvi

]
=

n∑
i=1

(pidqi − uidvi)(1)

Като приложим свойствата на външното произведение към равен-
ството (1) получаваме:

d2S = d(dS) = d

n∑
i=1

(
pidqi − uidvi

)
=

n∑
i=1

(
dpi ∧ dqi − dui ∧ dvi

)
= 0,

т.е. имаме
n∑

i=1

(
dpi ∧ dqi − dui ∧ dvi

)
= 0,

1



което е точно дефиницията за канонична смяна.
Остава да покажем, че S е смяна на променливите. Наистина, тъй

като
det

(
∂2S

∂q∂v

)
6= 0,

то условията за прилагане на теоремата за неявните функции са налице
за уравнението

p =
∂S(q, v)

∂q

и може да изразим v = v(p, q) като функция на p и q.
Така изразеното v = v(p, q) заместваме в

u = −∂S(q, v)

∂v
= F (q, v) = F (q, v(p, q)) = u(p, q)

и получаваме u като функция на p и q .

u = u(p, q).

Теоремата е доказана.
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