
Канонични смени на променливите

Дефиниция 1. Смяната на променливите

(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) → (u1, . . . , un, v1, . . . , vn)

е канонична, ако

dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn = du1 ∧ dv1 + · · ·+ dun ∧ dvn.

Забележка. Със символа ∧ е означено външното произведение.
Дефиниция 2. Смяната на променливите

(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) → (u1, . . . , un, v1, . . . , vn)

е канонична, ако:

n∑
i=1

(ui,pj
.vi,pk

− ui,pk
.vi,pj

) = 0, ∀ j < k,(1)

n∑
i=1

(ui,pj
.vi,qk

− ui,pk
.vi,qj

) = δjk, ∀ j ≤ k,(2)

n∑
i=1

(ui,qj
.vi,qk

− ui,qk
.vi,qj

) = 0, ∀ j < k ,(3)

където ui,pj
:=

∂ui

∂pj

; vi,pk
:=

∂vi

∂pk

, . . . са съкратени означения за частните производни.

Ще докажем еквивалентността на горните две дефиниции като разгледаме по-
простия случай n = 1 и общия случай n > 1.

A. Нека n=1. Разглеждаме u = u(p, q), v = v(p, q). Тогава

du =
∂u

∂p
dp +

∂u

∂q
dq,

dv =
∂v

∂p
dp +

∂v

∂q
dq,

където сме означили up :=
∂u

∂p
, vp :=

∂v

∂p
, . . . Използвайки свойствата на външното

произведение:

dp ∧ dp = 0,

dp ∧ dq = −dq ∧ dp,
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получаваме

du ∧ dv = (updp + uqdq) ∧ (vpdp + vqdq)

= upvpdp ∧ dp + upvqdp ∧ dq + uqvpdq ∧ dp + uqvqdq ∧ dq

= (upvq − uqvp)dp ∧ dq .

И тъй като смяната е канонична, то равенството dp∧dq = du∧dv е изпълнено тогава
и само тогава, когато upvq − uqvp = 1.

B. Нека n>1. Разглеждаме u и v като функции на 2n променливи:

ui = ui(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn), vi = vi(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) .

Тогава

dui =
n∑

i,j=1

(∂ui

∂pj

dpj +
∂ui

∂qj

dqj

)
, dvi =

n∑
i,k=1

( ∂vi

∂pk

dpk +
∂vi

∂qk

dqk

)
.

Пресмятаме сумата
n∑

i=1

dui ∧ dvi =
n∑

i,j=1

(
∂ui

∂pj

dpj +
∂ui

∂qj

dqj

)
∧

n∑
i,k=1

(
∂vi

∂pk

dpk +
∂vi

∂qk

dqk

)

=
n∑

i,j,k=1

ui,qj
vi,pk

dqj ∧ dpk +
n∑

i,j,k=1

ui,pj
vi,qk

dpj ∧ dqk

+
n∑

i,j,k=1

ui,pj
vi,pk

dpj ∧ dpk +
n∑

i,j,k=1

ui,qj
vi,qk

dqj ∧ dqk.

Търсим условията, за които
∑n

i=1 dui ∧ dvi =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi . За целта приравняваме
последните две събираеми на нула:

n∑
i,j,k=1

ui,pj
vi,pk

dpj ∧ dpk = 0 ⇐⇒
n∑

i=1

(ui,pj
vi,pk

− ui,pk
vi,pj

) = 0, ∀ j < k,

n∑
i,j,k=1

ui,qj
vi,qk

dqj ∧ dqk = 0 ⇐⇒
n∑

i=1

(ui,qj
vi,qk

− ui,qk
vi,qj

) = 0, ∀ j < k .

Получихме условия (1) и (3).
След това, в първото събираемо правим смяна k → j, j → k и го събираме с

второто:
n∑

i,j,k=1

(
ui,qj

vi,pk
dqj ∧ dpk + ui,pj

vi,qk
dpj ∧ dqk

)
=

n∑
i,j,k=1

(ui,pj
vi,qk

− ui,qk
vi,pj

) dpj ∧ dqk.

Забелязваме, че равенството
∑n

i=1 dui ∧ dvi =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi e в сила тогава и само
тогава, когато заедно с (1) и (3) е изпълнено и

n∑
i=1

(ui,pj
vi,qk

− ui,qk
vi,pj

) = δjk , ∀ j ≤ k ,

2



което e точно условието (2).
С това еквивалентността на двете дефиниции е доказана.

Теорема 1. Нека H(p, q) е хамилтониан и (p, q) → (u, v) e смяна на променливите,
за която H̃(u, v) := H(p(u, v), q(u, v)). Тогава хамилтоновите системи∣∣∣∣∣∣∣∣

ṗi = −∂H(p, q)

∂qi

q̇i =
∂H(p, q)

∂pi

(4)

и ∣∣∣∣∣∣∣∣
u̇i = −∂H̃(u, v)

∂vi

v̇i =
∂H̃(u, v)

∂ui

(5)

са еквивалентни тогава и само тогава, когато смяната е канонична.
Доказателство. Ще разгледаме случая n = 1. Нека

p = p(u(p, q), v(p, q)),(6)

q = q(u(p, q), v(p, q)).(7)

Диференцирайки (6) по p и q, получаваме

puup + pvvp = 1 , puuq + pvvq = 0 .

Оттук следва, че

pu =
vq

upvq − uqvp

, pv = − uq

upvq − uqvp

.

Аналогично за (7) получаваме

quup + qvvp = 0 , quuq + qvvq = 1 ,

откъдето следва, че

qu =
vp

upvq − uqvp

, qv = − up

upvq − uqvp

.

Означаваме upvq − uqvp с D.

Нека D = 1. Тогава смяната е канонична съгласно дефиниция 2. Системите (4)
и (5) са еквивалентни, защото qu = vp, qv = −up, pu = vq, pv = −uq.

Нека (4) и (5) са еквивалентни. От (5) следва, че:

u̇ = upṗ + uq q̇ = −upHq + uqHp ,

v̇ = vpṗ + vq q̇ = vpHq + vqHp .

3



От друга страна

u̇ = −∂H̃(u, v)

∂v
= −∂H(p(u, v), q(u, v))

∂v
= Hppv −Hqqv,

v̇ =
∂H̃(u, v)

∂u
=

∂H(p(u, v), q(u, v))

∂u
= Hppu −Hqqu,

защото H̃(u, v) := H(p(u, v), q(u, v)). Оттук получаваме, че

uq = −pv, up = −qv, vq = pu, vp = −qu,

което е изпълнено за D = 1.
Теоремата е доказана.

В хода на доказателството на теоремата получихме и трета, еквивалентна на
първите две, дефиниция за каноничност на смяна на променливите, а именно: кано-
нична е тази смяна, която запазва каноничния вид на уравненията на Хамилтон.

Дефиниция 3. Нека (p, q) → (I, ϕ) e канонична смяна, такава че H = H̃(I),
където p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn), I = (I1, . . . , In), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). В този
случай I1, . . . , In се наричат променливи действие, а ϕ1, . . . , ϕn - променливи ъгъл.

Ако сме успели да пресметнем променливи действие-ъгъл, то уравненията на
Хамилтон се интегрират лесно:

İk = −∂H̃(I)

∂ϕk

= 0,

ϕ̇k =
∂H̃(I)

∂Ik

= ωk(I),

където с ωk сме означили k–тата "честота". Очевидно

Ik = константа,

ϕk = ωk(t− t0) = (линейна по времето t функция).
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