
Уравнения на Хамилтон

На Хамилтон дължим редуцирането на система от n уравнения от
втори ред спрямо обобщените координати на друга по-проста и по-удобна
система от 2n обикновени диференциални уравнения от първи ред, на-
речена канонична.

Да разгледаме функцията H(p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn), която ще на-
ричаме диференцируема функция или още функция на Хамилтон, къде-
то p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn са две групи от n реални променливи. Функ-
цията на Хамилтон се нарича още "хамилтониан".

Уравнения на Хамилтон наричаме системата

ṗi = −∂H
∂qi

q̇i = ∂H
∂pi

, i = 1, 2, . . . , n. (1)

Двойките (p1, q1), (p2, q2), . . . , (pn, qn) се наричат спрегнати променливи.
Ще покажем извеждането на системата (1). Нека си въведем функ-

цията

H =
n∑

k=1

q̇kpk − T + U,

където T = mV 2

2
е кинетичната енергия, U = mgh е потенциалната енер-

гия, q̇k са обобщени скорости, а pk са обобщени импулси. Използваме,
че

pk =
∂T

∂q̇k

.

Тогава H може да се запише във вида H = T + U , което всъщност е
пълната енергия.

За виртуалните премествания δqk функцията на Хамилтон ще бъде

δH =
n∑

k=1

pkδq̇k +
n∑

k=1

q̇kδpk −
n∑

k=1

∂T

∂qk

δqk −
n∑

k=1

∂T

∂q̇k

δq̇k +
n∑

k=1

∂U

∂qk

δqk. (2)
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Поради

pk =
∂T

∂qk

,

за (2) получаваме

δH =
n∑

k=1

q̇kδpk −
n∑

k=1

(
∂T

∂qk

− ∂U

∂qk

)
δqk. (3)

От друга страна, тъй като функцията на Хамилтон H е функция на p
и q, т.е. H = H(p, q), където p = (p1, p2, . . . , pn), q = (q1, q2, . . . , qn), тогава
имаме

δH =
n∑

k=1

∂H

∂qk

δqk +
n∑

k=1

∂H

∂pk

δpk. (4)

Тъй като δpk и δqk са произволни от сравнението на (3) и (4) получа-
ваме

n∑
k=1

q̇kδpk −
n∑

k=1

(
∂T

∂qk

− ∂U

∂qk

)
δqk =

n∑
k=1

∂H

∂qk

δqk +
n∑

k=1

∂H

∂pk

δpk,

или
n∑

k=1

(
q̇k −

∂H

∂pk

)
δpk −

n∑
k=1

(
∂T

∂qk

− ∂U

∂qk

+
∂H

∂qk

)
δqk = 0.

Оттук получаваме

q̇k −
∂H

∂pk

= 0,
∂T

∂qk

− ∂U

∂qk

+
∂H

∂qk

= 0,

но
∂T

∂qk

− ∂U

∂qk

= ṗk,

откъдето

ṗk = −∂H

∂qk

, q̇k =
∂H

∂pk

.

Да разгледаме пример за приложението на уравненията на Хамилтон
при задачата на Кеплер.

Знаем, че закона на Кеплер има вида:

m(ẍ, ÿ, z̈) = − γm(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
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където γ = mAGr, а mA = m2
s

(ms+mI)2
е масата на фиктивната планета I∗,

Gr е гравитационна константа, чиято стойност е 6, 67241.10−8. Тогава

H =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− γm√

x2 + y2 + z2
=

1

2m
(p2

1 + p2
2 + p2

3)−
γm√

q2
1 + q2

2 + q2
3

,

където 
p1 = mẋ q1 = x
p2 = mẏ q2 = y
p3 = mż q3 = z

 , (5)

и уравненията на Хамилтон придобиват вида

ṗi = −∂H
∂qi

= − γmqi

(q̇1
2+q̇2

2+q̇3
2)

3
2

q̇i = ∂H
∂pi

= pi

m

.

Приравняваме системата с (5) и получаваме

ẍ = − γmx

(q̇1
2+q̇2

2+q̇3
2)

3
2

ẋ = mẋ
m

.

Правим по аналогичен начин същото за y и z, като получаваме ре-
зултата от задачата на Кеплер. Следователно уравненията на Хамилтон
са еквивалентни на уравненията от задачата на Кеплер.
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На графиката А е центърът на тежестта.
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