
Lekci� 7

Fakti ot teori� na qislata

7.1 Algoritъm na Evklid

Na�-golemi�t obw delitel na dve notricatelni celi qisla presm�tame s pomowta
na algoritъma na Evklid. Neka a ≥ b ≥ 0. Ide�ta na algoritъma e slednata: ako
b = 0, imame gcd(a, 0) = a. V protiven sluqa� moжem da razdelim a na b s ostatъk

a = bq + r, 0 ≤ r < b,

i da zabeleжim, qe gcd(a, b) = gcd(b, r). taka zadaqata za namirane na gcd(a, b) se
sveжda do po-malkata zadaqa za namirane na gcd(b, r). Tazi ide� e razvita v slednata
teorema.

Teorema 7.1. Neka a, b sa celi qisla, za koito a ≥ b ≥ 0. Definirame qislata
r0, r1, . . . , rl+1 i q1, . . . , ql, l ≥ 0, kakto sledva:

a = r0,

b = r1,

r0 = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1,

...

ri−1 = riqi + ri+1, 0 < ri+1 < ri
...

rl−2 = rl−1ql−1 + rl, 0 < rl < rl−1

rl−1 = rlql, rl+1 = 0.

Po definici�, l = 0 ako b = 0 i l > 0 v protiven sluqa�. Togava rl = gcd(a, b). Osven
tova, ako b > 0 log b/ logφ+ 1, kъdeto φ = (+

√
5)/2.

Dokazatelstvo. Za pъrvoto tvъrdenie e dostatъqno da zabeleжim, qe

gcd(a, b) = gcd(r0, r1) = . . . = gcd(rl−1, rl) = gcd(rl, rl+1) = gcd(rl, o) = rl.
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Za vtorata qast da dopusnem, qe b > 0 i l > 0. Ako l = 1 tvъrdenieto oqevidno
e v�rno. Da priemem, qe l > 1. Tvъrdim, qe za i = 0, 1, . . . , l − 1 imame rl−i ≥ φi.
Tvъrdenieto we e dokazano kato poloжim i = l− 1 ilogaritmuvame ot dvete strani.

Za i = 0 i i = 1 imame rl ≥ 1 = φ0 i rl−1 ≥ rl + 1 ≥ 2 ≥ φ1. Za i = 2, . . . , l − 1
izpolzvame indukci� i fakta, qe φ2 = φ+ 1. Imame

rl−i ≥ rl−(i−1) + rl−(i−2) ≥ φi−1 + φi−2 = φi−2(1 + φ) = φi,

koeto dokazva teoremata.

Teorema 7.2. Vremeto za izpъlnenie na algoritъma na Evklid e O(len(a) len(b)).

Dokazatelstvo. Neka b > 0. Vremeto za izpъlnenie e O(τ), kъdeto τ =
∑l

i=1 len(ri) len(qi).
Tъ� kato ri ≤ b za i = 1, . . . , l, imame

τ ≤ len(b)

l
∑

i=1

len(qi) ≤ len(b)

l
∑

i=1

(log2 qi + 1) = len(b)(l + log2(

l
∏

i=1

qi)).

Da otbeleжim, qe

a = r0 ≥ r1q1 ≥ r2q2q1 ≥ . . . ≥ rlql . . . q1 ≥ ql . . . q1.

Osven tova l ≤ log b/ logφ+ 1. Kombinira�ki tova s poluqenoto po-gore, poluqavame

τ ≤ len(b)(log b/ logφ+ 1 + log2 a) = O(len(a) len(b)),

koeto dokazva teoremata.

Neka a i b sa neotricatelni celi qisla i neka d = gcd(a, b). Izvestno e, qe
sъwestvuvat celi qisla s i t, takiva qe as+ bt = d. Qislata s i t mogat da bъdat
presmetnati s rezxireni� algoritъm na Evklid.

Teorema 7.3. Neka a, b, r0, r1, . . . , rl+1 i q1, . . . , ql sa kato v Teorema 7.1. Definirame
celite qisla s0, s1, . . . , sl+1 i t0, t1, . . . , tl+1 kakto sledva

s0 := 1, s1 := 0; t0 := 0, t1 := 1,

iza i = 1, . . . , l
si+1 = si−1 − siqi, ti+1 = ti−1 − tiqi.

Togava

(i) za i = 0, . . . , l + 1 e izpъlneno sia+ tib = ri; po-specialno sla+ tlb = gcd(a, b).

(ii) za i = 0, . . . , l e izpъlneno siti+1 − tisi+1 = (−1)i;

(iii) i = 0, . . . , l + 1 e izpъlneno gcd(si, ti) = 1;

(iv) za i = 0, . . . , l e izpъlneno titi+1 ≤ 0 i |ti| ≤ |ti+1|; za i = 0, . . . , l e izpъlneno sisi+1 ≤ 0
i |si| ≤ |si+1|;

(v) za i = 1, . . . , l + 1 e izpъlneno ri−1|ti| ≤ a i ri−1|si| ≤ b.
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Dokazatelstvo. (i) Indukci� po i. Za i = 0, 1 tvъdenieto e �sno. Za i = 1, . . . , l imame

sia+ tib = (si−2 − si−1qi−1)a+ (ti−2 − ti−1qi−1)b

= (si−2a+ ti−2b)− (si−1a+ ti−1b)qi

= ri−2 − ri−1qi−1 ( po indukci� )

= ri.

(ii) Otnovo indukci� po i:

siti+1 − tisi+1 = si(ti−1 − tiqi)− ti(si−1 − siqi)

= −(si−1ti − ti−1si)

= −(−1)i−1 = (−1)i.

(iii) sledva ot (ii).
(iv) I dvete tvъrdeni� se dokazvat s indukci� po i. Tvъrdenieto, vkl�qvawo ti

e v�rno za i = 0; za i = 1, . . . , l imame ti+1 = ti−1 − tiqi i tъ� kato po indukcionnoto
dopuskane ti−1 i ti imat protivopoloжni znaci i |ti| ≥ |ti−1| sledva, qe |ti+1| =
|ti−1 + |ti|qi ≥ |ti| i znakъt na ti+1 e protivopolжen na tozi na ti. Dokazatelstvoto na
tvъrdenieto za qislata si e sъwoto s razlikata, qe indukci�ta zapoqva ot i = 1.

(v) Ot uravneni�ta

si−1a+ ti−1b = ri−1,

sia+ tib = ri

poluqavame
a = |tiri−1 − ti−1ri| ≥ |ti|ri−1,

ot koeto sledva neravenstvoto, vkl�qvawo ti Neravenstvoto, vkl�qvawo si sledva
po podoben naqin ot gornata sistema.

Teorema 7.4. Vremeto za izpъlnenie na razxireni� algoritъm na Evklid e O(len(a) len(b)).

Dokazatelstvo. We dopusnem, qe b > 0. Dostatъqno e da analizirame cenata za
presm�tane na redicite {si} i {ti}. Da razgledame redicata {ti}. Centa za prsmy-

ataneto í e O(τ), kъdeto τ =
∑l

i=1 len(ti) len(qi). Imame t1 = 1 i ot Teorema 7.3(v)
sledva, qe |ti| ≤ a za i = 2, . . . , l. Kakto v dokazatelstvoto na Teorema 7.2 poluqavame

τ ≤ len(q1) + len(a)

l
∑

i=2

len(qi)

≤ len(q1) + len(a)(l − 1 + log2(

l
∏

i=1

qi))

= O(len(a) len(b),

kato izpolzvahme, qe
∏l

i=2 qi ≤ b. Analogiqen argument pokazva, qe vsiqki si mogat
da bъdat presmetnati za vreme O(len(a) len(b)), a vsъwnost i za vreme O(len(b)2).
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7.2 Sravneni�

Neka a, b,m ∈ Z, m 6= 0. Kazvame, qe a e sravnimo s b po modul m, ako m deli b − a.
Tova zapisvame kato a ≡ b (mod m). �sno e, qe ako a ≡ b (mod m), to sъwestvuva
c�lo qislo c, za koeto a = b + cm. Osvn tova za vs�ko c�lo qislo a sъwestvuva
edinstveno c�lo qislo b, za koeto a ≡ b (mod m) i 0 ≤ b < m. Tova qislo oznaqavame
s b = a mod m. Sledvawoto tvъrdenie pokazva, qe za fiksirano m relaci�ta ≡
vъrhu Z e relaci� na ekvivalentnost.

Teorema 7.5. Neka m > 0 e c�lo qislo. Za vsiqki a, b, c ∈ Z e v sila:

(i) a ≡ a (mod m);

(ii) ot a ≡ b (mod m) sledva b ≡ a (mod m);

(iii) ot a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m) sledva a ≡ c (mod m).

Vaжno svo�stvo na sravneni�t e dobrata im sъglasuvanost s operaciite sъbi-
rane i umnoжenie.

Teorema 7.6. Za vsiqki celi poloжitelni celi qisla m i vsiqki a, a′b, b′ ∈ Z, ot
a ≡ a′ (mod m) i b ≡ b′ (mod m) sledva

a± b ≡ a′′ ± b′ (mod m),

i

a · b ≡ a′ · b′ (mod m).

Neka m > 0 e c�lo qislo i neka a ∈ Z. Kazvame, qe a′ e multiplikativen obraten
po modul m, ako aa′ ≡ 1 (mod m). Ne e trudno da se pokaжe, qe a ima multip-
likativen obraten togava i samo togava, kogato gcd(a,m) = 1. Ot tova nabl�denie
sledva i zakon za sъkrawavane na dvete strani na sravnenie.

Teorema 7.7. Neka a,m, x, x′ ∈ Z kato m > 0. Ako a e vzaimnoprosto s m, to ax ≡ ax′

(mod m) togava i samo togava, kogato x ≡ x′ (mod m). Po-obwo, ako d = gcd(a,m), to
ax ≡ ax′ (mod m) togava i samo togava, kogato x ≡ x′ (mod m/d).

Sega we razgledame vъprosa za rexavane na line�ni sravneni�, t.e. sravneni� ot
vida ax ≡ b (mod m). Da raz�snim kakvo razbirame pod razliqni rexeni� na edno
sravnenie. Na�-obwo, neka f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod m) i neka (a1, . . . , an) erexenie
na tova sravnenie: f(a1, . . . , an) ≡ 0 (mod m). Ako (b1, . . . , bn) e n-orka,z a ko�to
bi ≡ ai (mod m) za i = 1, . . . , n, to f(b1, . . . , bn) ≡ 0 (mod m). Takiva rexeni� nariqame
ekvivalentni i n�ma da sqitame za razliqni.

Teorema 7.8. Neka a i m > 0 sa celi qisla. Sravnenieto ax ≡ b (mod m) ima rexenie
togava i samo togava, kogato d = gcd(a,m) deli b. Ako d deli m sravnenieto ima
toqno d rexeni�. Ako x0 e edno rexenie, to vsiqki ostanali rexeni� se zadavat s

x0 + k · m
d
.
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Dokazatelstvo. Neka x0 e rexneie na sravnenieto ax ≡ b (mod m). Togava ax0 − b =
my0 za n�kakvo c�lo qislo y0, ili, ax0 −my0 = b. Tъ� kato m deli l�vata strana,
to m deli d.

Obratno, neka d deli b. Sъwestvuvat celi qisla x′0 i y′0, za koito ax′0 −my′0 = d.
Da poloжim b′ = b/d i da umnoжim dvete strani na poslednoto ravenstvo po b′:
a(x′0b

′)− db′ = m(y0b
′). Sega x0 = x′0b

′ e rexenie na ax ≡ b (mod m).
Da predpoloжim, qe x0 i x1 sa rexeni�. Ot ax0 ≡ b (mod m) i ax1 ≡ b (mod m)

poluqavame a(x1 − x0) ≡ 0 (mod m). Taka m deli a(x1 − x0) i m′ = m/d deli x1 −
x0, t.e. x1 = x0 + km′ za n�kakvo c�lo qislo k. Ne e trudno da se proveri, qe
qislata x0, x0 +m′, . . . , x0 + (d − 1)m′ sa neekvivalentni rexeni�. Ako x1 = x0 + km′

e n�kakvo rexenie, to moжem da zapixem k = rd+ s, 0 ≤ s < d, i x1 = (x0 + sm′) + rm.
Sledovatelno x1 e ekvivalentno na x0 + sm′.

Sledstvie 7.9. Ako a i m sa vzaimnoprosti, to ax ≡ b (mod m) ima toqno edno
rexenie. V qastnost, ako p e prosto qislo i a 6≡ 0 (mod p), to sravnenieto ax ≡ b
(mod m) ima toqno edno rexenie.

Sledstvie 7.10. Ako p prosto qislo i p ne deli c�loto qislo a, to ap−1 ≡ 1 (mod p).

Dokazatelstvo. Razgleжdame sravneni�ta ax ≡ b (mod p) za b = 1, . . . , p−1. Vs�ko ot
tezi sravneni� ima edinstveno rexenie xb i tezi rexeni� sa dve po dve razliqni:
ako dopusnem, qe ax0 ≡ b (mod p) i ax0 ≡ c (mod p), to (a − b)x0 (mod p) i a ≡ b
(mod p). Sega umnoжvame poqlenno sravneni�ta axb ≡ b (mod p) za b = 1, . . . , p − 1 i
poluqavame

ap−1 · (p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p),

i tъ� kato gcd(p, (p− 1)!) = 1, poluqavame ap−1 ≡ 1 (mod p).

Poluqenite rezultati mogat da bъdat interpretirani v terminite na prъstena
Zm = Z/(m). Taka elemntъt a ∈ Z

∗
m = Zm \ {0} e edinica (ima multiplikativen

obraten) togava i samo togava, kogato gcd(a,m) = 1. V Z
∗
m ima toqno ϕ(m) edinici.

Zm e pole togava i samo togava, kogato m e prosto qislo.

Sledstvie 7.11. Ako gcd(a,m) = 1, to aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Teorema 7.12. (Kita�ska teorema za ostatъcite) Neka m = m1m2 . . .mt, kъdeto
gcd(mi,mj) = 1 za i 6= j. Neka b1, b2, . . . , bt sa celi qisla i da razgledame sistemata
ot sravneni�

x ≡ b1 (mod m1), x ≡ b2 (mod m2), . . . , x ≡ mt (mod mt).

tazi sistema vinagi ima rexenie i vseki dve rexeni� se razliqavat s kratno na m.

Dokazatelstvo. Da poloжim ni = m/mi za i = 1, . . . , t. �sno , qe gcd(mi, ni) = 1.
Zatova sъwestvuvat celi qisla si, ti, za koito rimi+sini = 1. Ako poloжim ei = sini.
Togava ei ≡ 1 (mod mi) i ei ≡ 0 (mod mj) za j 6= i. Neposredstveno se prover�va, qe

x0 =
∑t

i=1 biei e rexenie na sistemata.
Da predpoloжim, qe x1 e drugo rexenie. Togava x1−x0 ≡ 0 (mod mi) za i = 1, . . . , t.

S drugi dumi, vs�ko ot qislata mi deli x− 1− x0 i tъ� kato po uslovie tezi qisla
sa vzaimnoprosti, to x1 − x0 se eli i na m = m1 . . .mt.
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Poslednata teorema dopuska obobweni�. Neka S = R1 ⊕ . . .⊕ Rt e direktna suma
na prъsteni. Operaciite v r se zadavat s

(r′1, . . . , r
′
t) + (r′′1 , . . . , r

′′
t ) = (r′1 + r′′1 , . . . , r

′
t + r′′t ),

(r′1, . . . , r
′
t)(r

′′
1 , . . . , r

′′
t ) = (r′1r

′′
1 , . . . , r

′
tr

′′
t ),

kъdeto r′i, r
′′
i ∈ Ri. Nulata i edinicata na S sa sъotvetno (0, . . . , 0) i (1, . . . , 1). Gru-

pata ot obratimite elementi na S po otnoxenie na umnoжenieto oznaqavame s S×.
�no, qe

S× = R×
1 ×R×

2 × . . .×R×
t .

Neka m1, . . . ,mt sa vzaimnoprosti celi qisla i neka ψi : Z → Zmi
e estestveni�t

homomorfizъm. Razgleжdame izobraжenie

ψ :

{

Z → Zm1
⊕ Zm2

⊕ . . .⊕ Zmt

ψ(n) → (ψ1(n), ψ2(n), . . . , ψt(n)).

�sno e, qe ψ(n) = (ψ1(b1), . . . , ψ1(bt)) togava i samo togava, kogato ψi(n) = bi za vsiqki
i, t.e. n ≡ bi (mod mi). Kite�skata teorema za ostatъcite garantira, qe takova n
sъwestvuva. Sledovatelno ψ e epimorfizъm. ravenstvoto ψ(n) = 0 e izpъlneno
togava i samo togava, kogat m = m1 . . .mt deli n. Sledovatelno kerψ = (m). Ot
teoremata za homomorfizmite poluqavame slednata teorema.

Teorema 7.13. Neka m = m1 . . .mt, gcd(mi,mj) = 1, sa celi qisla. Izobraжenieto

ψ : Zm = Z/(m) → Zm1
⊕ . . .⊕ Zmt

e izomorfizъm. Po-specialno

Z
×
m

∼= Z
×
m1

× . . .× Z
×
mt
.

Ako m = pα1

1 pα2

2 . . . pαt

t e razlaganeto na m na prosti mnoжiteli,to ot teorema 7.13
poluqavame:

Zm
∼= Zp

α1

1

⊕ Zp
α2

2

⊕ . . .⊕ Zp
αt

t

,

Z
×
m

∼= Z
×
p
α1

1

× Z
×
p
α2

2

× . . .× Z
×
p
αt

t

.

7.3 Struktura na grupata Z
∗
m

Teorema 7.14. Grupata Z
×
p e cikliqna.

Pъrvo dokazatelstvo. Za vseki delitel d na p− 1 oznaqavame s ψ(p) bro� na elemen-
tite v Z

×
p ot red d. Elementite, udovletvor�vawi xd = 1 v Z

×
p obrazuvat podgrupa

ot red d. Taka imame
∑

c|d ψ(c) = d.

Prilaga�ki formulata za obrъwane na Mьobius poluqavame ψ(d) =
∑

c|d µ(c)d/c.

D�snata qast na tova ravenstvo e ravna na ϕ(d). V qastnost ψ(p − 1) = ϕ(p− 1) > 1
za p > 2. taka pokazahme, qe v grupata ima elementi ot red p − 1 (vsъwnost bro�t
im e ϕ(p− 1)).
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Vtoro dokazatelstvo. Neka p − 1 = qα1

1 qα2

2 . . . qαt

t e razlaganeto na p − 1 na prosti
mnoжiteli. razgleжdame sravneni�ta

(1) xq
αi−1

i ≡ 1 (mod p) i (2) xq
αi

i ≡ 1 (mod p).

Vs�ko rexenie na (1) e rexenie na (2) i (2) ima poveqe rexeni� ot (1). Neka gi e
rexenie na (2), koeto ne e rexenie na (1), t.e. elemtъt gi poraжda v Z

×
p podgrupa ot

red qαi

i . Ottuk sledva, qe g+ g1g2 . . . gt poraжda podgrupa ot red qα1

1 qα2

2 . . . qαt

t = p− 1.

Treto dokazatelstvo. Po teoretiko-grpovi sъobraжeni� ψ(d) ≤ ϕ(d) za vs�ko d
del�wo p−1. Sumite

∑

d|p−1 ψ(d) i
∑

d|p−1 ϕ(d) sa ravni na p−1, otkъdeto ψ(d) = ϕ(d)

za vsiqki deliteli d na p− 1. Ottuk ψ(p− 1) > 1 za p > 2.

C�loto qislo a nariqame primitiven koren po modul p, ako a poraжda grupata
Z
×
p . Ekvivalentno, a e primitiven koren po modul p, ako p − 1 e na�-malkoto c�lo

polzohitelno qislo, za koeto ap−1 ≡ 1 (mod p). Ne sъwestvuva prost naqin za nami-
rane na primitivni koreni po modul zadadeno prosto qislo. Znamenitata hipoteza
na Artin tvъrdi, qe ako a > 1 ne e toqen kvadrat, to sъwestvuvat bezbro� nogo
prost qisla, po modul koito a e primitiven koren.

Ponqtieto primitiven koren se obobwava po oqeviden naqin. Neka a,m ∈ Z. We
kazvame, qe a e primitiven koren po modul m, ako klasъt ot ostatъci a poraжda
Z
×
m. Tova e ekvivalentno na iziskvaneto a i m da sa vzaimno prosti i ϕ(m) da e

na�-malkoto c�lo poloжitelno qislo,za koeto aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Kazvame, qe a e
ot red e po modul m, ako e ena�-malkoto c�lo poloжitelno qislo, za koeto ae ≡ 1
(mod m). S drugi dumi, tova oznaqava, qe e e redъt na a v Z

×
m.

V obwi� sluqa� Z
×
m ne e cikliqna grupa. (Naprimer Z

×
8 ne e cikliqna: 32 =

5=72 = 1 (mod 8). Taka v ne� n�ma element ot red 4.)
Sega we obobwim Teorema 7.14. Pri tova se okazva, qe tr�bva da razgleжdame

prostoto qislo 2 otdelno ot neqetnite prosti qisla. We formulirame n�kolko
neobhodimi pomowni rezultati.

Lema 7.15. Neka p e prosto qislo i 1 ≤ k ≤ p− 1. Togava

(

p

k

)

se deli na k.

Lema 7.16. Ako l ≥ 1 i a ≡ b (mod pl), to ap ≡ bp (mod pl+1).

Lema 7.17. Ako l ≥ 2 i p 6= 2, to (1 + ap)p
l−2 ≡ 1 + apl−1 (mod pl) za vsiqki a ∈ Z.

Teorema 7.18. Ako p e neqetno prosto qislo, a l ∈ Z
+, to grupata Z

×
pl e cikliqna.

Dokazatelstvo. Neka g ∈ Z e primitiven koren po modul p. Togava g + p sъwo e
primitivn koren po modul p. Ako gp−1 ≡ 1 (mod p2), to

(g + p)p−1 ≡ gp−1 + (p− 1)gp−2p ≡ 1 + (p− 1)gp−2p (mod p2).

Tъ� kato p2 ne deli (p− 1)gp−2p, moжem da predpolagame, qe g e takъv primitiven
koren za ko�to gp−1 6≡ 1 (mod p2).

Tvъrdim, qe takъv element g we e primitiven koren po modul pl. Za dokazatel-
stvo na tova e dostatъqno da pokaжem, qe ako gn ≡ 1 (mod m), to ϕ(pl) = pl−1(p−1)|n.



108 Fakti ot teori� na qislata

Neka gp−1 = 1 + ap, kъdeto p ne deli a. Sъglasno Lema 7.17 pl−1 e redъt na
elementa 1 + ap po modul pl. Tъ� kato (1 + ap)n ≡ 1 (mod pl), to pl−1|n.

Neka n = pl−1n′. Togava

gn = (gp
l−1

)n
′ ≡ gn

′

(mod p)

i zatova gn
′ ≡ 1 (mod p). Tъ� kato g e primitiven koren po modul p, to p − 1 deli

n′. S tova dokazahme, qe pl−1(p− 1) deli n.

Teorema 7.19. Qisloto 2l ne priteжava primitivni koreni za l ≥ 3. Za vs�ko l ≥ 3
mnoжestvoto {(−1)a5b | a = 0, 1, 0 ≤ b2l−2} e pъlna sistema ot ostatъci po modul 2l.
Ottuk sledva, qe za l ≥ 3 grupata Z

×
2l

e direktno proizvedenie na cikliqna grupa ot

red 2 i cikliqna grupa ot red 2l−2.

Sledstvie 7.20. Qisloto m ima primitivni koreni togava i samo togava, kogato
to e ot vida 2, 4, pa ili 2pa, kъdeto p e neqetno prosto qislo.

Neka m,n ∈ Z
+, a ∈ Z i gcd(a,m) = 1. We kazvame, qe a e n-ti stepenen ostatъk

po modul m, ako sravnenieto xn ≡ a (mod m) ima rexenie.

Teorema 7.21. Ako m ∈ Z
+ ima primitivni koreni i gcd(a,m) = 1, a e n-ti stepenen

ostatъk po modul m togava i samo togava, kogato

aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m), kъdeto d = gcd(n, ϕ(m)).

Dokazatelstvo. Neka g e primitiven koren po modul m i a ≡ gb (mod m), x ≡ gy

(mod m). Togava sravnenieto xn ≡ a (mod m) e ekvivalentno na sravnenieto gny ≡ gb

(mod m), koeto na svo� red e ekvivalentno na ny ≡ b (mod ϕ(m)). Poslednoto sravne-
nie ima rexenie togav i samo togava, kogato d deli b. Osven tova, ako sravnenieto
ima edno rexenie, to to ima toqno d rexeni�.

Ako d deli b, to aϕ(m)/d ≡ gbϕ(m)/d ≡ 1 (mod m). Obratno, ako aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m),
to gbϕ(m)/d ≡ 1 (mod m); sledovatelno ϕ(m) deli bϕ(m)/d, t.e. d deli b.

Teorema 7.22. Neka a e neqetno qislo, e ≥ 3 i da razgledame sravnenieto xn ≡ a
(mod 2e). Ako n e neqetno qislo rexenie vinagi sъwestvuva i e edinstveno. Ako n

e qetno rexenie sъwestvuva togava i samo togava, kogato a ≡ 1 (mod 4), a2
e−2/d ≡ 1

(mod 2e), kъdeto d = gcd(n, 2e−2). Ako sъwestvuva pone edno rexenie, to sъwestvuvat
toqno 2d rexeni�.

Teorema 7.23. Neka p e neqetno prosto qislo, p 6 |a i p 6 |n.Togava, ako sravnenieto
xn ≡ a (mod p) e rezareximo, to razreximo e i sravnenieto xn ≡ a (mod pe) za vsiqki
e ≥ 1. vsiqki tezi sravneni� imat edin i sъwi bro� rexeni�.

Teorema 7.24. Neka 2l e na�-visokata stepen na 2, ko�to deli n. Neka a e neqetno
i neka xn ≡ a (mod 22l+1) e razreximo. Togava xn ≡ a (mod 2e) za vsiqki e ≥ 2l + 1.
Osven tova vsiqki tezi sravneni� imat edin i sъwi bro� rexeni�.
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7.4 Kvadratiqen zakon za reciproqnost

Neka gcd(a,m) = 1. Qisloto a se nariqa kvadratiqen ostatъk po modul m, ako srav-
nenieto x2 ≡ a (mod m) e razreximo. V protiven sluqa� a se nariqa kvadratiqen
neostatъk.

Teorema 7.25. Nekam = 2epe11 . . . pett e razlaganeto na qislotom na prosti mnoжiteli
i da pred predpoloжim, qe gcd(a,m) = 1. Sravnenieto x2 ≡ a (mod m) e razreximo
togava i samo togava sa izpъlneni slednite uslovi�:

(i) ako e = 2, to a ≡ 1 (mod 4);

ako e ≥ 3, to a ≡ 1 (mod 8).

(ii) za vs�ko i e v sila a(pi−1)/2 ≡ 1 (mod pi).

Tazi teorema sveжda vъprosa za kvadratiqnite ostatъci do sъotvetni� vъpros
za prosti moduli. Navs�kъde po-natatъk p we e prosto qislo.

Simvolъt (a/p) ime sto�nost 1, ako a e kvadratiqen ostatъk po modul p; sto�nost
−1, ako a e kvadratiqen neostatъk po modul p i nula, ako p deli a. Tozi simvol se
nariqa simvol na Lьoжandr i e izkl�qitelno udoben instrument pri izsledvane na
kvadratiqnite ostatъci. Slednite svo�stav na simvola na Lьoжandr sa oqevidni.

Lema 7.26. Neka p e prosto qislo, a a i b sa celi qisla. Togava

(i) a(p−1)/2 ≡ (a/p) (mod p);

(ii) (ab/p) = (a/p)(b/p);

(iii) ⁀ako a ≡ b (mod p), to (a/p) = (b/p);

(iv) bro�t na kvadratiqnite ostatъci po modul p e raven na bro� na kvadratiqnte
neostatъpo sъwi� modul;

(v) (−1/p) = (−1)(p−1)/2.

Rezultatъot t. (v) moжe da bъde formuliran i po sledni� naqin: sravnenieto
x2 ≡ −1 (mod p) ima rexenie togava i samo togava, kogato p e ot vida 4k + 1. Tozi
fakt pozvol�va da se dokaжe, qe sъwestvuvat bezbo� mnogo prosti qisla ot vida
4k + 1. Da dopusnem, qe sъwestvuvat kraen bro� prosti qisl ot tozi vid i tova sa
p1, . . . , pm. Da razgledame qisloto (2p1 . . . pm)2 + 1. Neka p e prost delitel na tova
qislo. Togava −1 e kvadratiqen ostatъk po modul p i to ima vida 4k + 1. No ot
druga strana p ne e sred qislata pi, tъ� kato (2p1 . . . pm)2 + 1 dava ostatъk 1 pri
delene na pi, protivoreqie.

Tozi rezultat vodi do sledni� po-obw vъpros: neka a e c�lo qislo; za kakvi
prosti qisla p qisloto a e kvadratiqen ostatъk po modul p? We izpolzvame druga
harakterizaci� na simvola (a/p), poluqena ot Gaus.

Da razgledame mnoжestvoto S = {−(p− 1)/2, . . . ,−1, 1, . . . , (p− 1)/2}. To se nariqa
mnoжestvo ot na�-malki ostatъci po modul p. Ako a e c�lo qislo, koeto ne se
deli na p, we oznaqavame s µ bro� na tezi nai-malki ostatъci izmeжdu qislata
a, 2a, . . . , ((p− 1)/2)a, koito sa otricatelni.
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Lema 7.27.

(

a

p

)

= (−1)µ.

Dokazatelstvo. Da oznaqim s ±ml, ml > 0, na�-malki� ostatъk ko�to dava la po
modul p. Kogato l prob�gva sto�nosti meжdu 1 i (p−1)/2, to µ e bro� na poluqenite
pri tova znaci minus. Neka l i k sa celi qisla, za koito 1 ≤ l < k ≤ (p−1)/2. lesno se
prover�va, qe ml 6= mk. aistina, ako dopusnem, qe ml = mk, to la ≡ ±lk mod p i l±k ≡
0 (mod p), koeto e nevъzmoжno. Ottuk sledva, qe mnoжestvata {1, 2, . . . , (p − 1)/2} i
{m1,m2, . . . ,m(p−1)/2}. Umnoжava�ki poqlenno sravneni�ta

1 · aa ≡ ±m1(p), 2 · aa ≡ ±m2(p), . . . ,
p− 1

2
a ≡ ±m(p−1)/2(p),

poluqavame
(

p− 1

2

)

!a(p−1)/2 ≡ (−1)µ
(

p− 1

2

)

! (mod p).

Sledovatelno a(p−1)/2 ≡ (−1)µ (mod p) i ostave da priloжim Lema 7.26(i).

Primer 7.28. Izpolzva�ki lemata na Gaus lesno moжem da dokaжem, qe
(

2

p

)

= (−1)(p
2−1)/8.

Tozi fakt moжe da se izpolzva za da dokaжem sъwestvuvaneto na bezbro� mnogo
prosti qisla ot vida 8k + 7. Dostatъqno e daopusnem, qe bro�t na tezi qisla e
kraen (da reqem tova sa p1, . . . , pm i da zabeleжim, qe qisloto (4p1p2 . . . pm)2 − 2 ima
prost delitel ot vida 8k + 7.

Teorema 7.29. (kvadratiqen zakon za reciproqnost) Neka p i q sa neqetni prosti
qisla. Togava

(i) (−1/p) = (−1)(p−1)/2;

(ii) (2/p) = (−1)(p
2−1)/8;

(iii) (p/q)(q/p) = (−1)(p−1)(q−1)/2.

Dokazatelstvo. Pъrvoto dokazatelstvo e dadeno ot Gaus, ko�to prez жivota si
namira osem razliqni dokazatelstva na tazi teorema. We izloжim dokazatelstvoto
na A�zenwa�n, koeto moжe da bъde namereno i v [29].

Da razgledame funkci�ta f(z) = e2πiz − e−2πiz = 2i sin 2πz. T� udovletvor�va
tъжdestvata f(z + 1) = f(z) i f(−z) = −f(z). Edinstvenite í realni nuli sa vsiqki
poluceli qisla, t.e. ako r ∈ R, 2r /∈ Z, to f(r 6= 0.

Fakt 1. Ako n > 0 e neqetno qislo, to

xn − yn =

n−1
∏

k=0

(ζkx− ζ−ky)), ζ = e2πi/n.

Fakt 2. Ako n > 0 e neqtno qislo, to

f(nz)

f(z)
=

(n−1)/2
∏

k=1

f

(

z +
k

n

)

f

(

z − k

n

)

.
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Da skicirame dokazatelstvo. V tъжdestvoto ot fakt 1 polagame x = e2πiz, y =
e−2πiz i poluqavame

f(nz) +

n−1
∏

i=0

f

(

z +
k

n

)

.

Imame f(z + k/n) = f(z + k/n− 1) = f(z − (n − k)/n). Ako k prob�gva sto�nostite ot
(n+ 1)/2 do n− 1, to n− k prob�gva sto�nostite ot (n− 1)/2 do 1. Taka poluqavame

f(nz)

f(z)
=

(n−1)/2
∏

k=1

f

(

z +
k

n

) n−1
∏

k=(n+1)/2

f

(

z +
k

n

)

=

(n−1)/2
∏

k=1

f

(

z +
k

n

) n−1
∏

k=(n+1)/2

f

(

z − n− k

n

)

=

(n−1)/2
∏

k=1

f

(

z +
k

n

)

f

(

z − k

n

)

Fakt 3. Neka p e neqetno prosto qislo, a ∈ Z kato p ne deli a. Togava

(p−1)/2
∏

i=1

f

(

la

p

)

=

(

a

p

) (p−1)/2
∏

i=1

f

(

l

p

)

.

Kakto v lemata na Gaus, neka la ≡ ±ml (mod p), kъdeto 1 ≤ ml ≤ (p − 1)/2. Taka
razlikata na la/p i ±ml/p e c�lo qislo. Tova oznaqava, qe

f(la/p) = f(±ml/p) = ±f(ml/p).

Rezulatatъt se poluqava kato umnoжim levite i desnite strani pri l men�wo se ot
1 do (p− 1)/2 i priloжim lemata na Gaus.

Sega preminavame kъm dokazatelstvoto na sami� zakon za reciproqnost. Neka p
i q sa neqetni prosti qisla. Ot fakt 3 imame

f(la/p) = f(±ml/p) = ±f(ml/p).

Sъglasno fakt 2

f(ql/p)

f(l/p)
=

(q−1)/2
∏

m=1

f

(

l

p
+
m

q

)

f

(

l

p
− m

q

)

.

Obedin�va�ki tezi dve tъжdestva poluqavame

(

q

p

)

=

(q−1)/2
∏

m=1

(p−1)/2
∏

l=1

f

(

l

p
+
m

q

)

f

(

l

p
− m

q

)

.

Po sъwi� naqin poluqavame

(

p

q

)

=

(q−1)/2
∏

m=1

(p−1)/2
∏

l=1

f

(

m

q
+
l

p

)

f

(

m

q
− l

p

)

.
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Tъ� kato f(m/q − l/p) = −f(l/p−m/q) ot gornite dve ravenstva sledva, qe

(−1)((p−1)/2)((q−1)/2)

(

q

p

)

=

(

p

q

)

,

a ottuk i жelanoto
(

p

q

)(

q

p

)

= (−1)((p−1)/2)((q−1)/2).

Sledvawata teorema e edna ekvivalentna formulirovka na zakona za recipro-
qnost.

Teorema 7.30. Neka p i q sa razliqni neqetni prosti qisla i neka a ≥ 1 e c�lo qislo.
Togava slednite tvъrdeni� sa ekvivalentni:

(i) (p/q)(q/p) = (−1)((p−1)/2)((q−1)/2).

(ii) Ako p ≡ ±q (mod 4a) i p ne deli a, to (a/p) = (b/p).

7.5 Simvol na �kobi

Neka b e neqetno poloжitelno c�lo qislo i neka b = p1p2 . . . pm, kъdeto pi sa prosti
qisla (ne nepremnno razliqni). Simvolъt (a/b), definiran s formulata

(a

b

)

=

(

a

p1

)(

a

p2

)

. . .

(

a

pm

)

.

se nariqa simvol na �kobi.
Svo�stvata na simvola na �kobi sa blizki do tezi na simvola na Lьoжandr. We

otbleжim, qe moжe da se sluqi (a/b) = 1 bez a da e kvadratiqen ostatъk po modul
b. Vse pak v�rno e, qe ako (a/b) = −1, to a ne e kvadratiqen ostatъk po modul b.

Lema 7.31. V sila sa sravneni�ta

(i) ako a1 ≡ a2 (mod b) to (a1/b) = (a2/b);

(ii) (a1a2/b) = (a1/b)(a2/b);

(iii) (a/b1b2) = (a/b1)(a/b2).

Teorema 7.32. V sila sa slednite ravenstva:

(i) (−1/b) = (−1)(b−1)/2;

(ii) (2/b) = (−1)(b
2−1)/8;

(iii) ako qislata a i b sa neqetni i poloжitelni, to

(a

b

)

(

b

a

)

= (−1)(a−1)(b−1)/2.

Tazi teorema e izvъnredno polezna, tъ� kato t� pozvol�va efektvnoto presm�tane
na (a/n) bez da znaem razlaganeto na n na prosti mnoжiteli.


