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ograniqim vъrhu izsledvaneto na edin tehen period. Praktiqeski interest pred-
stavl�vat redici s gol�m period. V izloжenieto po-dolu sledvame podhoda na
Lidl-Niederreiter, ko�to se otliqava malko ot podhoda na Golomb.

Neka a = (ai) e periodiqna redica na d F2 s minimalen period r. Pri zadaena
m-orka b = (b1, b2, . . . , bm) ∈ F2 oqakvame qisloto

Za(b) := |{t | 0 ≤ t ≤ r − 1, (at, at+1, . . . , at+m−1) = b}|.

da bъde nezavisimo ot b za vsiqki dъlжini m, za koito tova ima smisъl. (t.e. r
tr�bva da e gol�mo v sravnenie s m). Po-natatъk, ako sravn�vame sluqa�na red-
ica a = (ai) s ne�na xiftvana versi� a

′ = (ai + h), oqakvame priblizitelno raven
bro� sъvpadeni� i nesъvpadeni�, tъ� kato vs�ka ot dvo�kite (0, 0), (), 1), (1, 0), (1, 1)
tr�bva da se po�v�va s vero�tnost priblizitelno 1/4. Za izmervane na stepenta
na razliqie na edna redica a s ne�nata xiftvana versi� vъveжdame funkci�ta
avtokorelaci� Ca(h), ko�to definirame qrez

ca(h) =
r∑

i=0

−1(−1)ak−ak+h . (4.17)

We kazvame, qe redicata a s period r e psevdosluqa�na, ako sa izpъlneni slednite
tri uslovi� (postulati na Golomb:

(G1) |Za(0)− Za(1)| ≤ 1;

(G2) |Za(b)−Za(b
′)| ≤ 1 za vseki dve dvoiqni m-orki b i b

′, s dъlжina 2 ≤ m ≤ log2 r;

(G3) Ca(h) = const za vs�ko h 6≡ 0 (mod r).

We dokaжem, qe PN-redicite nad F2 udovletvor�vat postulatite (G1)–(G3).

4.5 Algoritъm na Berlekemp-Massey

Neka a = (ai)
N−1
i=0 e kra�na redica s dъlжina N ili bezkra�na redica (v takъv sluqa�

pixem N = ∞) nad Fq. Za vs�ko estestveno qislo k ≤ N oznaqavame s Λk(a) lineen
registъr s minimalna dъlжina, generiraw redica s

(k), ko�to sъvpada v pъrvite si
k elementa s a. Harakteristiqni� polinom na Λk(a) we oznaqavame s mk(a) kato
degmk(a) = Lk(a). Redicata L = (Lk(a)) nariqame profil na line�nata sloжnost
na a. Line�na sloжnost L(a) na redicata a nariqame maximalnata stoinost na
Lk(a), ako redicata (Lk(a) e ograniqena i ∞ v protiven sluqa�. Sledovatelno,
L(a) = ∞ togava i samo togava, kogato a e bezkra�na neperiodiqna redica.7 Osven
tova L(a) = LN (a) ako a e kra�na s dъlжina N .

Primer 4.26. Neka a = (0, 0, . . . , 0, λ), λ 6= 0, e redica s kra�na dъlжina N nad Fq.
Togava

Lk(a) =

{
1 za k = 1, . . . , N − 1;
N za k = N.

(4.18)

Lema 4.27. Neka a e redica s dъlжina N nad Fq. Togava

7Line�na sloжnost moжe da bъde definirana i kato stepenta na minimalni� polinom na a.



64 Line�ni rekurentni redici

(a) Lk−1(a) ≤ Lk(a) ≤ k za vs�ko k ≤ N ;

(b) L(a) = Lr+s(a) ako a e periodiqna s period r i predperiod s.

V obwi�t sluqa� e mnogo po-trudno da se presmetne profilъt na line�nata
sloжnost, otkolkoto samo line�nata sloжnost. V tozi razdel we opixem efektiven
algoritъm za rexavane na tazi zadaqa. We zapoqnem s edna lema, ko�to pred-
stavl�va i samosto�telen interes.

Lema 4.28. Neka a i b sa dve redici s dъlжina N nad Fq. Togava

Lk(a + b) ≤ Lk(a) + Lk(b), (4.19)

za vs�ko k ≤ N .

Dokazatelstvo. Neka Λk(a) i Λk(b) sa dva line�ni xift-registъra, koito poraжdat
redici, sъvpadawi sъotvetno s a i b v pъrvite im k elementa. Neka fa(x) i fb(x)

sa sъotvetnite harakteristiqni polinomi. Oznaqavame s Neka s
(k)
a i s

(k)
b

redicite,
porodeni sъotvetno ot registrite Λk(a) i Λk(b). Sъglasno Teorema 4.1 sъwestvuvat
polinomi ga(x) i gb(x), udovletvor�vawi

sa(x) =
ga(x)

f∗

a(x)
, deg ga(x) < Lk(a),

sb(x) =
gb(x)

f∗

b
(x)

, deg gb(x) < Lk(b),

(4.20)

kъdeto sa(x) i sb(x) sa formalnite stepenni redove, asociirani s redicite s
(k)
a i

s
(k)
b

. Oqevidno imame

sa(x) + sb(x) =
ga(x)f

∗

b
(x) + gb(x)f

∗

a
(x)

f∗

a
(x)f∗

b
(x)

deg (ga(x)f
∗

b
(x) + gb(x)f

∗

a
(x)) < deg (f∗

a
(x)f∗

b
(x)) .

(4.21)

Redicata s
(k)
a + s

(k)
b

sъvpada v pъrvite si k komponenti s a + b i moжe da bъde
poluqena ot lineen registъr s harakteristiqen polinom fa(x)fb(x). Tova dokazva
tvъrdenieto, tъ� kato deg fafb = Lk(a) + Lk(b).

Algoritъmъt na Berlekamp–Massey poqiva na sledni� fundamentalen rezultat.

Teorema 4.29. Neka a e redica s dъlжina N nad Fq, a k – estestveno qislo, za koeto
k+1 ≤ N . Neka po-natatъk s = s

(k) e redica, ko�to sъvpada s a v pъrvite k elementa
a0, a1, . . . , ak−1 i ko�to e generirana ot lineen xift-registъr Λk(a) s dъlжina Lk(a).
Togava

Lk+1(a) =

{
Lk(a) ako sk = ak;
max {Lk(a), k + 1− Lk(a)} ako sk 6= ak.

(4.22)

Dokazatelstvo. Sъglasno Lema 4.28 Lk+1(a) ≥ Lk(a) i pъrvata qast na teoremata
e oqevidna.
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Da dopusnem, qe sk 6= ak i da poloжim λ = sk − ak 6= 0. Neka b e redicata
(0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k

, λ). T� sъvpada v pъrvite k + 1 pozicii s redicata s− a. Ot Lema 4.28 i

Primer 4.26, poluqavame

k + 1 = Lk+1(b) = Lk+1(s− a) ≤ Lk+1(s) + Lk+1(−a) = Lk(a) + Lk+1(a).

Tuk neglasno izpolzvahme fakta, qe redicite a i −a imat edin i sъw profil na
line�nata sloжnost. Sledovatelno, Lk+1(a) ≥ k + 1− Lk(a), otkъdeto

Lk+1(a) ≥ max {Lk(a), k + 1− Lk(a)} . (4.23)

Ostava da pokaжem, qe neravenstvoto v (4.23) se dostiga ravenstvo. Dostatъqno
e da postroim lineen xift-registъr Λk+1(a) s dъlжina max {Lk(a), k + 1− Lk(a)},
ko�to generira pъrvite k + 1 elementa na a.

Da predpoloжim, qe sme konstruirali line�ni registri Λi(a) s dъlжini Li(a),
generirawi pъrvite i elementa na a za i = 1, 2, . . . , k. We sqitame, qe za tezi reg-
istri e izpъlneno

Li+1(a) = max {Li(a), i+ 1− Li(a)}

za vsiqki i ≤ k− 1, za koito Λi(a) 6= Λi+1(a). Da oznaqim harakteristiqni� polinom
na Λi(a) s

fi(x) = xLi(a) − c
(i)
Li(a)−1x

Li(a)−1 − . . .− c
(i)
1 x− c

(i)
0 . (4.24)

Tozi polinom se stroi trivialno za i = 1 kato poloжim L0(a) = 0, L1(a) = 1 i
f1(x) = x− 1.

Neka k ≥ 1 i da oznaqim s m na�-golemi� indeks i ≤ k−1, za ko�to Li(a) < Li+1(a).
Polagame

n = Lm+1(a), r = Lm(a),

t.e.

n = Lk(a) = Lk−1(a) = . . . = Lm+1(a) > Lm(a) = r

i

n = max{r,m+ 1− r} = m+ 1− r (poneжe n 6= r).

Po definici�,

n−1∑

i=0

c
(k)
i ai+j =

{
an+j za j = 0, 1, . . . , k − n− 1,
sk za j = k − n,

(4.25)

i
r−1∑

i=0

c
(m)
i ai+j =

{
ar+j za j = 0, 1, . . . ,m− r − 1,
tm za j = m− r,

(4.26)

kъdeto tm 6= am, tъ� kato Λm+1(a) 6= λm(a). Da poloжim µ = tm − am i da poloжim

fk+1(x) = xM−nfk(x) − λµ−1xM−k+m−rfm(x), (4.27)
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kъdeto M = max{n, k − m + r} = max{n, (k + 1) − (m + 1 − r)} = max{n, k + 1 − n}.
Polinomъt fk+1(x) se razpisva vъv vida

fk+1(x) = xM − c
(k)
n−1x

M1 − . . .− c
(k)
1 xM−n+1 − c

(k)
0 xM−n

− λµ−1(xM−k+m − c
(m)
r−1x

M−k+m−1 − . . .− c
(m)
1 xM−k+m−r+1 + c

(m)
0 xM−k+m−r). (4.28)

Qrez direktno proesm�tane moжem da proverim, qe lineen registъr s harakter-
istiqen polinom fk+1(x) i naqalno sъsto�nie (a0, a1, . . . , aM−1) poraжda pъrvite
k + 1 elementa na a. Lineen registъr s dъlжina M , harakteristiqen polinom
λµ−1xM−k+m−rfm(x) i naqalno sъsto�nie (a0, a1, . . . , aM−1) generira redicata

bj = λµ−1

(

−aM−k+m+j +

r−1∑

i=0

c
(m)
i aM−k+m−r+i+j

)

,

Oqevidno,

bj =

{
0 za j = 0, 1, . . . , k −M − 1,
λ za j = k −M,

dokato xM−nfk(x) poraжda redicata

uj =

n−1∑

i=0

cki aM+j−n+i =

{
aM+j za j = 0, 1, . . . , k −M − 1,
sk za j = k −M.

Lesno se prover�va, qe Λk+1(a) s harakteristiqen polinom fk+1(x) generira pъrvite
k + 1 elementa na a.

Teorema 4.29 predstavl�va teoretiqna osnova za algoritъma na Berlekemp-

Massey. Tozi algoritъm opredel� lineen registъr ΛN (a) ot minimalna vъzmoжna
dъlжina, ko�to generira zadadena kra�na redica a nad Fq s dъlжina N .

Algoritъm na Berlekamp-Massey

Neka a = (ai)
N−1
i=0 e redica s dъlжina N nad Fq. Sledni�t algoritъm presm�ta

celite qisla Lk(a) i polinomite

fk(x) = xLk(a) − c
(k)
Lk(a)−1x

Lk(a)−1 − . . .− c
(k)
1 x− c

(k)
0 ,

za vs�ko k ≤ N . Ako redicata zapoqva sъs s nuli, naqalnite uslovi� sa

Ls = 0, Ls+1 = 1, fs = 1, fs+1 = x− 1.

for k = 1 to N

δk = −ak +
∑Lk−1

i=0 c
(k)
i ak−Lk+i

if δk = 0
then fk+1 = fk;Lk+1 = Lk

else m = max{i | Li < Li+1}
Lk+1 = max{Lk, k + 1− Lk}
fk+1 = xLk+1−Lkfk(x) − δkδ

−1
m xLk+1−k+m−Lmfm(x)

end{if}
end{for}
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Primer 4.30. We demonstrirame algoritъma v sluqa�, kogato q = 2. Sega ne e nuжno
da razliqavame znacite + i −; osven tova δk = 0 ili 1 i definici�ta na fk+1 po-gore
se uprost�va do

fk+1(x) = fk(x) + xk−mfm(x).

Da razgledame redicata a = (1 1 0 1 0 1 1 1 0 1). Algoritъmъt izpъln�va slednite
stъpki.

L0 = 0, f0 = 1
L1 = 1, f1 = x+ 1

k = 1 δ1 = a1 +
∑0

i=0 1 · 1 = 1 + 1 = 0
L2 = 1, f2 = f1 = x+ 1

k = 2 δ2 = a2 +
∑0

i=0 1 · 1 = 0 + 1 = 1 6= 0
m = max{i : Li < Li+1} = 0
L3 = max{L2, 3− L2} = 2
M = max{L2, 2− 0 + 0} = 2
f3 = x · f2 + f0 = x(x + 1) + 1 = x2 + x+ 1
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k = 3 δ3 = a3 +
∑1

i=0 c
(3)
i · a1+i = 1 + 1 · 1 + 1 · 0 = 0

L4 = 2, f4 = f3 = x2x+ 1

k = 4 δ4 = 0 + 1 · 1 + 1 · 0 = 1 6= 0
m = max{i : Li < Li+1} = 2
L5 = max{L4, 5− L4} = 3
M = max{L4, 4− 2 + 1} = max{2, 3, } = 3
f5 = x · f4 + f2 = x(x2 + x+ 1) + x+ 1 = x3 + x2 + 1

k = 5 δ5 = 0 + 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 0 = 1 6= 0
m = 4
L6 = max{L5, 6− L5} = 3
M = max{3, 3} = 3
f6 = f5 + f4 = (x3 + x2 + 1) + (x2 + x+ 1) = x3 + x

k = 6 δ5 = 0 + 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 = 1 6= 0
m = 4
L7 = max{L6, 7− L6} = 4
M = max{3, 4} = 4
f7 = xf6 + f4 = x(x3 + x) + (x2 + x+ 1) = x4 + x+ 1

k = 7 δ7 = 0
L8 = L7 = 4
f8 = f7 = x4 + x+ 1

k = 8 δ8 6= 0
m = 6
L9 = max{4, 9− 4} = 5
M = max{4, 5} = 5
f9 = xF8 + f6 = x(x4 + x+ 1) + x3 + x = x5 + x3 + x2

k = 9 δ9 = 1 6= 0
m = 8(L8 = 4)
L10 = max{L9, 10− L9} = 5
M = max{5, 9− 8 + 4} = 5
f10 = f9 + f8 = (x5 + x3 + x2) + (x4 + x+ 1) = x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

Zadaqa. Da se postroi lineen registъr s minimalna dъlжina, generiraw kra�nata
redica (ai)

9
i=0 = (0110000111).

4.6 Potoqni xifri


