
Lekci� 4

Rekurentni redici i potoqni
xifri

V tazi glava we razgledame line�ni rekurentni redici. Te sa vaжni za krip-
tografi�ta s tova, qe te sa izkl�qitelno lesni za generirane i analiz. We raz-
gleжdamee line�ni rekurentni redici nad F = GF(q) za proizvolno q, aa na otdelni
mesta i za proizvolno pole F , makar za praktikata ot izkl�qitelen interes da e
sluqa� q = 2.

Line�ni rekurentni redici mogat da se generirat ot ustro�stva, nareqeni line�ni
registri s obratna vrъzka (linear feedback shift registers). Edno takova ustro�stvo,
rabotewo nad pole s q elementa e predstaveno na figurata po-dolu. V sluqa� to
e s dъlжina n, t.e. sъstoi se ot n kletki, vs�ka ot koito pazi sto�nost ot poleto
F . Registъrъt raboti na diskretni taktove, pri koeto na vsyeki takt sъdъrжani-
eto na kletkite se izmestva vl�vo. Sъdъrжanieto na na�-l�vata kletka otiva na
izhoda, a na�-d�snata kletka priema nova sto�nost, ko�to e line�na kombinaci� na
sъdъrжanieto na vsiqki kletki.

. . .S0 S1 Sm−2 Sm−1

cn cn−1 c2 c1

c0S0 + c1S1 + . . .+ cm−2Sm−2 + cm−1Sm−1

Ako diskretnite momenti oznaqim s t = 0, 1, 2, . . ., a Si(t) oznaqava sъdъrжanieto
na i-tata kletka, to rabotata na registъra se opisva ot ravenstvata

Si(t+ 1) = Si+1(t), i = 0, 1, . . . , n− 2,

Sn−1(t+ 1) = c1Sn−1(t) + c2Sn−2(t) + . . .+ c0S0(t)
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Ako v naqalni� moment registъrъt sъdъrжa vektora (a0, a1, . . . , an−1), to to� oqe-
vidno we generira redica (ai), udovletlor�vawa uravnenieto

an+t = c1an+t−1 + c2an+t−2 + . . .+ cnat.

�sno e, qe redicite, generirani ot line�ni registri sa toqno line�nite rekurentni
redici i v tazi glava we izsledvame tehnite svo�stva.

4.1 Osnovni rezultati za line�ni rekurentni redici

We zapoqnem s izloжenieto na n�koi rezultati, koito sa v sila za line�ni rekurentni
redici nad proizvolno pole.

Neka n e estestveno qislo, a c0, c1, . . . , cn−1 sa elementi ot proizvolno pole F .
Edna redica a = (ak)k≥0, udovletvor�vawa uravnenie ot vida

ak+n =

n−1
∑

i=0

ciak+i, k ≥ 0, (4.1)

nariqame line�na rekurentna redica (ot red n) nad F . Samoto uravnenie (4.1)
nariqame line�no rekurentno uravnenie ot red n. Pъrvite n qlena na redicata
a � opredel�t ednoznaqno i se nariqat ne�ni naqalni sto�nosti.

Vs�ka line�na rekurentna redica a moжe da bъde porodena s pomowta na fiz-
iqesko ustro�stvo nareqeno lineeen registъr s obratna vrъzka (linear feedback shift-
register (LFSR)). Shematiqno edin lineen registъr s obratna vrъzka e izobrazen na
Figura ??. To� se sъstoi ot n kletki Dj, j = 0, 1, . . . , n− 1, vs�ka ot koito sъdъrжa
element ot F, n multiplikatora, i n− 1 sumatora. Registъrъt raboti v diskretni
momenti ot vreme. Za udobstvo we sqitame, qe to� zapoqvai rabota v momenta t = 0.
V naqaloto na rabotata vs�ka kletka Dj sъdъrжa n�kakъv element aj ot F. Ako
sъdъrжanieto na Dj v momenta t oznaqim s Dj(t), to sled izvъrxvane na edin takt,
t.e. v momenta t+1, sъdъrжanieto na kletkite na registъra se zadava s ravenstvata:

Dj(t+ 1) = Dj+1(t), j = 0, 1, . . . , n− 2;

Dn−1(t+ 1) =

n−1
∑

i=0

ciDi(t).

[PICTURE: LFSR (L-N, vol.2, p.497)]

�sno e, qe sled k takta sъdъrжanieto na Dj we bъde ak+j. Vektorъt a
(k) =

(ak, ak+1, . . . , ak+n−1) nariqame vektor na k-toto sъsto�nie na redicata a ili vъtrexno
sъsto�nie na registъra na k-ti� takt. Vektora a

(0) nariqame vektor na naqalnoto
sъsto�nie.
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S vs�ka line�na rekurentna redica a nad F, udovletvor�vawa uravnenieto (4.1)
asociirame matrica A ot red n nad F :
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


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

. (4.2)

Lesno se prover�va, qe za vs�ko t = 0, 1, . . . e izpъlneno a
(t+1) = a

(t)A, otkъdeto

a
(t) = a

(0)At. (4.3)

Neka a e line�na rekurentna redica, udovletvor�vawa uravnenieto (4.1). Posled-
noto moжe da bъde zapisino vъv vida

ak+n − cn−1ak+n−1 − cn−2an+k−2 − . . .− c0ak = 0, k ≥ 0, (4.4)

Polinomъt

f(x) = xn − cn−1x
n−1 − . . .− c1x− c0 (4.5)

se nariqa harakteristiqen polinom za redicata a. To� zavisi edinstveno ot rekurent-
noto uravnenie (4.1). Ako A e matricata, opredelena v (4.4), to f(x) sъvpada s
harakteristiqni� polinom na A, t.e. f(x) = det(xI−A). Ot druga strana A moжe da
bъde razgleжdana kato sъprovoжdawa matrica na normirani� polinom f(x). Neka
f∗(x) = xdeg ff( 1x) e reciproqni� polinom za f(x). V sluqaite, kogato f(0) 6= 0 ste-
penta na f∗(x) sъvpada sъs stepenta na f(x). Po-natatъk we razgleжdame redici s
harakteristiqni polinomi izpъln�vawi tova uslovie.1

Harakteristiqni�t polinom f , reciproqni� mu f∗ i asociiranata matrica A
opisvat v ednakva stepen line�nata rekurentna redica (ai), zadadena s uravnenieto
(4.1). Tezi obekti ne zavis�t ot naqalnite uslovi�. Taka pri zadaden harakter-
istiqen polinom sъwestvuva seme�stvo ot line�ni rekurentni redici, koito se
poluqavat pri zadavane na razliqni naqalni uslovi�.

Sega we prestavim edna vaжna harakterizaci� na line�nite rekurentni redici
nad pole F. Za tazi cel s vs�ka redica a = (ak) nad poleto F, svъrzvame formalen
stepenen red:

a(x) =

∞
∑

i=0

aix
i ∈ F[[x]].

V sila e sledni� fundamentalen rezultat, igraew centralna rol� v po-natatъxnoto
izloжenie.

1Tova ne e ograniqenie na obwnostta, tъ� kato redica s harakteristiqen polinom f , za ko�to
f(0) = 0 sъvpada (ot n�koe m�sto natatъk) s redica, imawa harakteristiqen polinom f ′ ot po-
niska stepen, za kjoito f ′(0) 6= 0.
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Teorema 4.1. Neka a = (ak) e redica nad poleto F i neka a(x) ∈ F[[x]] e asociirani�t
s ne� formalen stepenen red. Redicata a e line�na rekurentna redica s harakteris-
tiqen polinom f ∈ F[x], deg f < n, togava i samo togava, kogato sъwestvuva polinom
g(x) ∈ F[x] s deg g < deg f , za ko�to

a(x) =
g(x)

f∗(x)
. (4.6)

Sъotvetstvieto meжdu redicite a s harakteristiqen polinom f i polinomite g e
biektivno.

Dokazatelstvo. Neka f(x) = xn − cn−1x
n−1 − . . . − c1x − c0. We zapixem f(x) i g(x)

kato elementi na F[[x]]:

f∗(x) = −
∞
∑

k=0

c∗kx
k, g(x) =

∞
∑

k=0

bkx
k.

�sno e, qe c∗0 = −1 i c∗k = 0 za k > n. Uravnenieto

a(x)f∗(x) = g(x) (4.7)

nad F[[x]] opredel� ednoznaqno g(x):

bj = −
j
∑

i=0

c∗i aj−i j ≥ 0. (4.8)

Polaga�ki j = l + n v (4.8), poluqavame

bl+n = −
l+n
∑

i=0

c∗i al+n−i =

n
∑

i=0

cn−ial+n−i =

n
∑

i=0

cial+i. (4.9)

Ako a udovletvor�va line�no rekurentno uravnenie s harakteristiqen polinom f ,
to bk = 0 za k ≥ n. Sledovatelno deg g < n. Obratno, neka deg g < n. Togava bk = 0
za vs�ko k ≥ n. Redъt a(x) se opredel� qrez (4.7) ili, ekvivalentno, qrez (4.8). V
matriqen zapis (4.8) sepredstaveno kato

(b0, . . . , bn−1) = (a0, . . . , an−1)
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
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Tova ravenstvo opredel� ednoznaqno ak, tъ� kato matricata vd�sno e neosobena.
Pri k ≥ n imame bk = 0 i uslovieto (4.8) se sveжda do rekurentnata vrъzka (4.4).
Poluqenata redica e edinstvena, otkъdeto sledva i ednoznaqnostta meжdu redicite
s harakteristiqen polinom f i polinomite g ot stepen po-malka ot deg f .
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Sledstvie 4.2. Neka a = (ak) e redica nad F i neka a(x) ∈ F[[x]] e asociirani�t s
a formalen stepenen red. Redicata a e line�na rekurentna redica togava i samo
togava, kogato a(x) prinadleжi na F(x) – poleto ot racionalni funkcii nad F.

Dokazatelstvo. Neobhodimostta na uslovieto sledva ot Teorema 4.1. Obratno, neka
priemem, qe a(x) ∈ F(x), t.e.

a(x) =
g(x)

f∗(x)
,

za n�kakъv polinom f , za ko�to gcd(f∗, g) = 1. Sъwestvuvat polinomi u i v, za koito
uf∗ + vg = 1. Zamestvame g = af∗ i poluqavame (u + va)f∗ = 1. Sledovatelno f∗

e obratim vъv F[[x]] i ima svoboden qlen c∗0 6= 0. Bez ograniqenie na obwnostta
f∗(x) = −∑∞

k=0 c
∗
kx

k, kъdeto c∗0 = −1 i za poqti vsiqki k, c∗k = 0. Da poloжim
n = max(deg f∗, 1 + deg g). Prilaga�ki owe vednъж Teorema 4.1, poluqavame, qe a(x)
e asociiran s line�na rekurentna redica s harakteristiqen polinom f .

Primer 4.3. Da vzemem za primer redicata na Fibonacci. T� se zadava qrez rekurent-
noto uravnenie ak = ak−1+ak−2 i naqalnite uslovi� a0 = a1 = 1. Harakteristiqni�t
polinom e f(x) = x2 − x− 1 i stepenni�t red moжe da bъde zapisan kato

a(x) =
1

1− x− x2
.

Razviva�ki tozi red, poluqavame oqakvani� rezultat

1 + x+ 2x2 + 3x3 + 5x4 + 8x5 + 13x6 + 21x7 + 34x8 + 55x9 + . . . .

Do momenta ne otbel�zvahme oqevidni� fakt, qe line�na rekurentna redica moжe
da udovletvor�va poveqe ot edna rekurentna vrъzka. Kato trivialen primer we
posoqim nulevata redica, ko�to moжe da bъde poluqena ot proizvolna rekurentna
vrъzka s naqalni sto�nosti (0, 0, . . . , 0). Drug primer e redicata na Fibonacci, ko�to
moжe da bъde poluqena ot rekurentnoto uravnenie ak = ak−1+ak−3+ak−4 pri naqalno
uslovie (1, 1, 2, 3).

Teorema 4.4. Neka a = (ak) e line�na rekurentna redica nad poleto F i neka a(x) ∈
F[[x]] e formalni�t stepenen red, asociiran s a. Sъwestvuva edinstven polinom f0
sъs starxi koeficient 1, za ko�to e izpъlneno uslovieto: a udovletvor�va line�no
rekurentno uravnenie s harakteristiqen polinom f togava i samo togava, kogato f e
kraten na f0.

Dokazatelstvo. Neka f e harakteristiqen polinom za n�kakvo rekurentno uravne-
nie, udovletvor�vano ot a. Sъglasno Teorema 4.1 sъwestvuva polinom g, za ko�to
e v sila a(x) = g/f∗. Da poloжim d(x) = gcd(f∗, g). Togava f∗ = df∗

0 i g = dg0.
Tvъrdim, qe f0 e tъrseni�t polinom.

Vseki polinom hf0, kraten na f0, sъotvetstva na line�no rekurentno uravnenie,
koeto poraжda a. Naistina ot Teorema 4.1 imame

h∗g0
h∗f∗

0

=
g0
f∗
0

=
dg0
df∗

0

=
g

f∗
= a(x).

Obratno, neka f1 e harakteristiqen polinom za line�no rekurentno urevnenie, po-
raжdawo a. Sъwestvuva polinom g1, za ko�to a(x) = g1/f

∗
1 . Sledovatelno, g1f

∗
0 =

g0f
∗
1 , otkъdeto f0 deli f1 (f∗

0 i g0 sa vzaimno prosti).
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Sledstvie 4.5. Neka a = (ak) e line�na rekurentna redica nad poleto F i neka a(x) ∈
F[[x]] e formalni� stepenen red, asociiran s a. Sъwestvuva edinstven polinom m
sъs starxi koeficient 1, za ko�to e izpъlneno uslovieto: a udovletvor�va line�no
rekurentno uravnenie s harakteristiqen polinom f togava i samo togava, kogato f e
kraten na m.

Ednoznaqno opredeleni�t polinom v Sledstvie 4.5, nariqame minimalen polinom
za redicata a. Priemame, qe minimalni�t polinom na nulevata redica ak = 0,
k ≥ 0), e raven na 1. Vsiqki drugi line�ni rekurentni redici imat minimalen
polinom m(x) ot nenuleva stepen. Bihme mogli da definirame minimalen polinom
na line�na rekurentna redica kato harakteristiqni� polinom, poluqen ot line�no
rekurentno uravnenie ot minimalen red, koeto se udovletvor�va ot sъotvetnata
redica. V Razdel 4.5 we opixem efektiven algoritъm za opredel�ne na minimalni�
polinom na dadena redica.

Sledvawata teorema dava prost kriteri�, po ko�to moжem da opredelim dali
harakteristiqni� polinom na rekurentna redica, zadadena s n�kakvo line� rekurentno
uravnenie e minimalni� polinom za tazi redica.

Teorema 4.6. Neka a = (ak) e line�na rekurentna redica nad poleto F s harakteris-
tiqen polinom f ot stepen n. Polinomъt f e minimalen za a togava i samo togava,
kogato vektorite a

(0),a(1), . . . ,a(n−1) sa line�no nezavisimi.

Dokazatelstvo. Neka f e minimalen polinom i da dopusnem, qe

λ0a
(0) + λ1a

(1) + . . .+ λn−1a
(n−1) = 0.

Umnoжavame dvete strani na gornoto ravenstvo s At i poluqavame

λ0a
(t) + λ1a

(t+1) + . . .+ λn−1a
(t+n−1) = 0.

Po-specialno,

λ0at + λ1at+1 + . . .+ λn−1at+n−1 = 0, t ≥ 0.

Tova e rekurentno uravnenie ot red ne po-gol�m ot n− 1, v protivoreqie s defini-
rawoto svo�stvo na minimalni� polinom. Obratno, vektorite a

(0),a(1), . . . ,a(n−1) ne
mogat da bъdat line�no zavisimi, ako minimalni�t polinom e ot stepen < n.

Primer 4.7. Redicata (0, 1, 1, 1, . . .) udovletvor�va line�no rekurentno uravnenie ot
vtori red ak = ak−1 ............. ???

Teorema 4.8. Dadeno e rekurentnoto uravnenie

ak+n =

n−1
∑

i=0

ciak+i, k ≥ n, (4.10)

ot red n s harakteristiqen polinom

f(x) = xn − cn−1x
n−1 − . . .− c1x− c0 (4.11)
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nad kra�noto pole F. Ako α1, . . . , αt sa razliqnite koreni na f (v n�kakvo razxirenie
E na F), to redicata s = (sk) sъs

sk = λ1α
k
1 + . . .+ λtα

k
t (k ∈ N0) (4.12)

e rexenie na (4.10) nad E (za proizvolni λ1, . . . , λt ∈ E). Rexeni�ta, zadadeni s (4.12)
obrazuvat line�no prostranstvo s razmernost t nad E.

Dokazatelstvo. Redicite ot vida (4.12) obrazuvat line�no prostranstvo. Sle-
dovatelno dostatъqno e da dokaжem tvъrdenieto v specialni� sluqa� t = 1, λ1 = 1.
Da poloжim α = α1. Togava

0 = f(α) = αn −
n
∑

i=1

ciα
i,

otkъdeto

αn+t =

n
∑

i=1

ciα
n+t−i

za vs�ko t ≥ 0. S tova proverihme, qe redicata (ai) naistina e rexenie. Razmernos-
tta na line�noto prostranstvo, porodeno ot redicite ot vida (4.12) ne nadminava
t. Sega e dostatъqno da dokaжem, qe redicite (αi

1), . . . , (α
i
t) sa line�no nezavisimi.

Ako dopusnem, qe
λ1α

k
1 + λ2α

k
2 + . . .+ λtα

k
t = 0

za vs�ko k ≥ 0, to (λ1, . . . , λt) e rexenie na sistemata

x1α
k
1 + x2α

k
2 + . . .+ xtα

k
t = 0, k = 0, . . . , t− 1.

Matricata ot koeficientite e matrica na Vandermond i tъ� kato korenite α1, . . . , αt

sa razliqni, to sistemata ima edinstveno trivialnoto rexenie λ1 = . . . = λt = 0.

Sledstvie 4.9. Ako line�noto rekurentno uravnenie (4.10) s harakteristiqen poli-
nom f ima razliqni koreni α1, . . . , αn v poleto si na razlagane E, to vsiqki rexeni�
na (4.10) na E sa ot vida (4.12) s t = n.

Primer 4.10. Rekurentnoto uravnenie za qislata na Fibonacci an = an−1 + an−2 ima
harakteristiqen polinom f(x) = x2 − x − 1. Koreni na f sa α1,2 = (1 ±

√
5)/2 i

sledovatelno vsiqki redici udovletvor�vawi imat an = an−1 + an−2 vida

sk = λ1

(

1 +
√
5

2

)k

+ λ2

(

1−
√
5

2

)k

.

Za klasiqeskite qisla na Fibonacci se poluqava λ1 = 1/
√
5, λ2 = −1/

√
5.

4.2 Periodiqni redici

Redicata a nariqame periodiqna ako sъwestvuvat estestveni qisla r > 0 i k0 > 0,
qe ak+r = ak za vsiqki k ≥ k0. Qisloto r nariqame period na a. Na�-malki�t ot
vsiqki vъzmoжni periodi nariqame minimalen period z a.
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Lema 4.11. Vseki period na periodiqna redica se deli na minimalni� ì period.

Dokazatelstvoto na tozi fakt e oqevidno. Redica a s minimalen period r
nariqame strogo periodiqna, ako ak+r = ak za vs�ko k = 0, 1, . . ..

Lema 4.12. Redicata a = (ai) e strogo periodiqna togava i samo togava, kogato
sъwestvuva takova c�lo qislo r > 0, za koeto ak+r = ak za vs�ko k = 0, 1, . . ..

Dokazatelstvo. Neobhodimostta e oqevidna. Obratno, ako uslovieto na lemata se
izpъln�va, to a e periodiqna. Sledovatelno t� ima minimalen period r0 kato
ravenstvoto ak+r0 = ak se izpъln�va za vs�ko k ≥ k0, k0 ∈ N. Neka k e proizvolno
estestveno qislo i da izberem m ≥ k0, za koeto m ≡ k (mod r). Togava ak+r0 =
am+r0 = am = ak, otkъdeto sledva, qe a e strogo periodiqna.

Neka a = (ai) e periodiqna redica s minimalen period r. Na�-malkoto neotri-
catelno k0, za koeto e izpъlneno ak+r = ak za vs�ko k ≥ k0, nariqame predperiod na
a. �sno e, qe edna periodiqna redica e strogo periodiqna togava i samo togava,
kogato predperiodъt ì e 0.

Vs�ka periodiqna redica udovletvor�va n�kakvo line�no rekurentno uravnenie
i e sledovatelno line�na rekurentna redica.

Teorema 4.13. Neka a = (ai) e redica nad poleto F i neka a(x) ∈ F [[x]] e svъrzani�t s
ne� formalen stepenen red. Redicata (a) e periodiqna togava i samo togava, kogato
(1− xr)a(x) e polinom nad F.

Dokazatelstvo. Neka a e periodiqna s period r: ak+r = ak za k ≥ N . Tova moжe da
bъde zapisano kato

a(x) = (a0 + . . .+ aN−1x
N−1) + xN (aN + . . .+ aN+r−1x

N+r−1)(1 + xr + x2r + . . .).

Izpolzva�ki tъжdestvoto 1 + xr + x2r + . . . = (1− x)−1 poluqavame

(1 − xr)a(x) = (a0 + . . .+ aN−1x
N−1)(1 − xr) + xN (aN + . . .+ aN+r−1x

N+r−1),

otkъdeto sledva, qe (1 − x)ra(x) ∈ F [x]. Obratno, neka (1− x)ra(x) e polinom nad F .
Togava moжem da zapixem

(1− x)ra(x) = g(x) = (1− xr)u(x) + v(x), 0 ≤ deg v(x) < r,

otkъdeto
a(x) = u(x) + v(x)(1 + xr + x2r + . . .),

koeto pokazva, qe ak+r = ak za vs�ko k ≥ deg u+ 1.

Sledstvie 4.14. Vs�ka periodiqna redica nad pole e line�na rekurentna redica.

Dokazatelstvo. Teorema 4.13 i Sledstvie 4.2.

Sledstvie 4.15. Neka a = (ai) e strogo periodiqna redica s period r nad poleto F, a
a(x) ∈ F [[x]] e svъrzani�t s ne� formalen stepenen red. Togava v sila e polinomnoto
tъжdestvo

f∗(x)s(x) = (1− xr)g(x),
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kъdeto f(x) = cnx
n − cn−1x

n−1 − . . .− c0, a polinomite s(x) i g(x) sa definirani qrez

s(x) = a0 + a1x+ . . .+ ar−1x
r−1,

g(x) =

n−1
∑

j=0

(

j
∑

i=0

cn−iaj−i)x
j .

Dokazatelstvo. Teorema 4.1 i revenstvoto

a(x) = s(x)(1 + xr + x2r + . . .) = s(x)(1 − xr)−1.

Teorema 4.16. Neka a e strogo periodiqna line�na rekurentna redica ot red n s
harakteristiqen polinom f nad poleto F . Plinomъt f e minimalen polinom za a

togava i samo togava, kogato koi da e n posledovatelni vektora na sъsto�nieto sa
line�no nezavisimi.

4.3 Line�ni rekurentni redici nad kra�ni poleta

V tozi razdel we razgleжdame line�ni rekurentni redici nad fiksirano kra�no
pole F = Fq.

Edna line�na rekurentna redica ot red n e vinagi periodiqna kato minimal-
ni�t ì period r udovletvor�va neravenstvoto r ≤ qn − 1. Poveqe �snota otnosno
dъlжinata na perioda vnas� slednata lema.

Lema 4.17. Neka a e line�na rekurentna redica nad F = Fq s minimalen polinom
m(x), degm(x) = n. Togava a e periodiqna redica s minimalen peirod r1 = qn − 1.

Dokazatelstvo. Redicata a udovletvor�va line�no rekurentno uravnenie ot red n
i neka A e asociiranata s nego matrica. Togava vektorite na sъsto�ni�ta a

(t) mogat
da bъdat poluqeni ot a

(0) sъglasno formulata (4.3). Moжem da predpoloжim, qe
niko� vektor na sъsto�nie ne e 0, tъ� kato v takъv sluqa� redicata e s period 1.
Vъzmoжnite vektori na sъsto�nie sa qn − 1 na bro�, sledovatelno za n�koi celi
qisla 0 ≤ s < t ≤ qn − 1 e izpъlneno a

(s) = a
(t). Ot (4.3) sledva, qe a

(s+k) = a
(t+k) za

k ≥ 0, t.e. a e periodiqna s perido r = t− s ≤ qn − 1.

Sledstvie 4.18. Klasъt na periodiqnite redici nad kra�no pole F sъvpada s klasa
na line�nite rekurentni redici nad F .

Makar line�nite rekurentni redici nad kra�no pole da sa vinagi periodiqni,
to te ne sa zadъlжitelno strogo periodiqni, kakto pokazva trivialni�t primer
an+2 = an+1 s naqalno uslovie (0, 1). Sledvawi�t rezultat dava dostatъqno uslovie
za tova edna line�na rekurentna redica nad kra�no pole da bъde strogo periodiqna.

Teorema 4.19. Neka a e line�na rekurentna redica nad kra�noto pole F = Fq s harak-
teristiqen polinom f(x) = xn−cn−1x

n−1−. . .−c0. Ako c0 6= 0, to a e strogo periodiqna
s minimalen period r ≤ qn − 1. Osven tova asociiranata s a matrica A e obratima
r deli reda na A.



60 Line�ni rekurentni redici

Dokazatelstvo. Matricata A obratima, tъ� kato detA = ±c0 6= 0 (4.2). Ot (4.3)
imame

a
(t) = a

(0)At = a
(0)At+s = a(t+s),

za vs�ko t ≥ 0, kъdeto s e redъt na A. Taka a e periodiqna s period s. Ostanalata
qast ot teoremata sledva neposredstveno ot Lema 4.11 i Lema 4.17.

Ot Teorema 4.19 sledva v qastnost, qe minimalni�t period na a deli |GL(n,Fq)| =
q(n

2−n)/2(qn − 1) . . . (q − 1). 2

Redica d, udovletvor�vawa line�no rekurentno uravnenie ot vida (4.1) s naqalno
sъsto�nie (0, 0, . . . , 1), nariqame redica, porodena ot impuls (za dadenoto uravnevnie)
ili impulsna redica.

Teorema 4.20. Neka d = (di) e redica nad F = Fq, porodena ot impuls, i udovletvor�vawa
uravnenieto (4.1). Neka A e matricata, asociirana s redicata d. Togava za sveki dva

vektora d
(s) i d

(t)

d
(s) = d

(t) ⇐⇒ At = As. (4.13)

Minimalni�t period na ko� da e redica, udovletvor�vawa (4.1), deli minimalni�
period na d.

Dokazatelstvo. Za vs�ko t ≥ 0 e v sila d
(t) = d

(0)At. Sledovatelno As = At

vleqe d
(s) = d

(t). Obratno, ako d
(s) = d

(t), to d
(s+k) = d

(t+k) za vs�ko k ≥ 0.
Izpolzva�ki (4.3) zakl�qavame, qe d

(k)As = d
(k)At za vs�ko k ≥ 0. Tъ� kato vek-

torite d
(0), . . . ,d(n−1) sa oqevidno line�no nezavisimi, to As = At.

Da oznaqim s r minimalni� period, a s k0 –redperioda na d. Za vs�ko k ≥
k0 imame dk+r = dk i d

(k+r) = d
(k). Sъglasno (4.13) Ak+r = Ak za vs�ko k ≥ k0.

Sledovatelno za vs�ka redica a, udovletvor�vawa (??), ravenstvoto a
(k+r) = a

(k) e
izpъlneno za vs�ko k ≥ k0. Tova oznaqava, qe r e period za a i Lema 4.11 zavъrxva
dokazatelstvoto.

Teorema 4.21. Neka d = (di) e impulsna redica nad F = Fq, udovletvor�vawa line�noto
rekurentno uravnenie (4.1) s harakteristiqen polinom f , c0 6= 0, i s asociirana ma-
trica A. Togava d e periodiqna s minimalen period r raven na reda na A. Ravenstvoto
r = qn − 1 e v sila togava i samo togava, kogato f e primitiven polinom.

Dokazatelstvo. Sъglasno Teorema ?? d e periodiqna s period r, del�w reda na
A. Sledovatelno d

(r) = d
(0), Ar = I i r e toqno raven na reda na A. No redъt na

edna matrica A e qn − 1 toqno kogato t� e podobna na sъprovoжdawata matrica na
primitiven polinom ot stepen n nad F .3 4 Tova dokazva teoremata.

Ot Teorema 4.21 sledva v qastnost, qe za vs�ka stepen na prosto qislo q i
vs�ko estestveno qislo n sъwestvuva line�na rekurentna rdica nad Fq s period
qn − 1, udovletvor�vawa line�no rekurentno uravnenie ot red n. Takava redica
nariqame psevdoxumova redica, PN-redica ili redica s maksimalen period. Impul-
snite redici, udovletvor�vawi line�no rekurentno uravnenie s primitiven harak-
teristiqen polinom sa s toqnost do cokliqno izmestvane edinstvenite PN-redici.

2Vъzmoжnite redove na obratimi (n× n)-matrici nad Fq sa opredeleni ot Niven v [40].
3Da se dokaжe!!
4Da se dokaжe qe f∗ e primitiven togava i samo togav, kogato f e primitiven (Teorema 1.5.8

v �ngnikel).
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Dve redici a = (ai) i b = (bi) nariqame cikliqno ekvivalentni, ako sъwestvuva
takova c�lo qislo r, qe bk+r = ak za vs�ko k ≥ 0. V sila e sledni� rezultat.

Teorema 4.22. Neka a = (ai) e PN -redica nad F = Fq, udovletvor�vawa line�noto
rekurentno uravnenie (4.1) s harakteristiqen polinom f i asociirana matrica A.
Togava f e primitiven polinom i a e cikliqno ekvivalentna na impulsna redica za
dadenoto line�no rekurentno uravnenie. Osven tova vs�ka redica, udovletvor�vawa
(4.1), razliqna ot nulevata redica 0, e cikliqno ekvivalentna na a.

Dokazatelstvo. Vektorite na sъsto�ni�ta na a prob�gvat vsiqki nenulevi vektori
s dъlжina n nad F . V qastnost vektorъt (0, 0, . . . , 1) vektor na sъsto�nie za a.

Sega we razgledame zadaqata za opredel�ne na vsiqki redici, udovletvor�vawi
dadeno line�no rekurentno uravnenie. V sluqa�, kogato harakteristiqni�t poli-
nom f e primitiven, tozi vъpros se rexava ot Teorema 4.21. Da razgledame sluqa�,
kogato f e nerazloжim. We otbeleжim, qe ako deg f = n, to sъwestvuvat toqno n ra-
zliqni redici, udovletvor�vawi line�no rekurentno uravnenie s harakteristiqen
polinom f .

Teorema 4.23. Dadeno e line�noto rekurentno uravnenie (4.1) ot red n nad F = Fq s
c0 6= 0, imawo nerazloжim harakteristiqen polinom f . Neka α e koren an f v n�kakvo
razxirenie E na F . Vs�ka redica s = (sk), udovletvor�vawa uravnenieto (4.1), ima
vida

sk = TrE/F (θα
k), k ≥ 0, (4.14)

kъdeto θ e proizvolen element ot E. Elementъt θ se opredel� ednoznaqno ot redi-
cata s. S izkl�qenie na nulevata redica 0, redicite s sa periodiqni s minimalen
period r = ord f i se razbivat na (qn − 1)/r klasa na ekvivalentnost (po otnoxenie
na cikliqnata ekvivalentnot) s po r redici vseki.

Dokazatelstvo. Pъrvo da otbeleжim, qe vsiqki qlenove na redicite ot vida (4.14)
sa elementi na F . Sъglasno Teorema Appendix 5 E e pole na razlagane za f i negovi
koreni sa elementite α, αq , . . . , αqn−1

. Ot Teorema 4.8 i Sledstvie 4.9 zakl�qavame,
qe vsiqki rexeni� na (4.1) nad E obrazuvat line�no prostranstvo s razmernost n
nad E i vs�ko rexenie moжe da bъde zapisano po edinstven naqin vъv vida

sk = λ0α
k + λ1α

kq + . . .+ λn−1α
kqn−1

, k ≥ 0, (4.15)

za n�kakvi λ0, . . . , λn−1 ∈ E. Ako izberem

λ0 = θ, λ1 = θq, . . . , λn−1 = θq
n−1

.

poluqavame redicata s = sθ, definirana v (4.14). S tova poluqavame qn razliqni
redici sθ, udovletvor�vawi (4.1) i pъrvata qast na teoremata e dokazana.

Sъglasno Teorema 4.19 redicite sθ sa periodiqni. Izpolzva�ki predstav�neto
(??) poluqavame

sk+r = sk ⇐⇒ TrE/F (θα
k+r) = TrE/F (θα

k) ⇐⇒ TrE/F (θα
k(1− αr)) = 0.

5vж. Teorema 1.2.3 v �ngnikel
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Poslednoto e v sila za vsiqki k ≥ 0 togava i samo togava, kogato αr = 1 ili θ = 0.
Taka minimalni�t period na sθ s θ 6= 0 e redъt na α, t.e. redъt na f . Ostanalata
qast na teoremata e oqevidna.

Teorema 4.23 se obobwava bezproblemno za sluqa�, kogato f ima razliqni ko-
reni, t.e. fe proizvedenie na razliqni nerazloжimi mnogoqleni nad F sъs starxi
koeficient edinica.

Teorema 4.24. Dadeno e line�noto rekurentno uravnenie (4.1) ot red n nad F = Fq

s c0 6= 0. Neka harakteristiqni� polinom na (4.1) e ot vida f = f1 . . . fm, kъdeto fi
sa razliqni nerazloжimi polinomi ot stepen ni sъstarxi koeficient 1. Neka αi e
koren na fi v razxirenieto Ei = Fqni , i = 1, . . . ,m. Vs�ka redica, udovletvor�vawa
(4.1) se predstav� po edinstven naqin vъv vida

sk = TrE1/F (θ1α
k
1) + . . .+TrEm/F (θmαk

m), k ≥ 0, (4.16)

kъdeto θ1, . . . , θm sa proizvolni elementi sъotvetno ot razxireni�ta E1, . . . , Em. S
Izkl�qenie na nulevata redica 0, sъotvetstvawa na θ1 = . . . = θm = 0, redicata
s = s(θ1, . . . , θm) e periodiqna s minimalen period r, koito e na�-malko obwo kratno
na redovete ord fi za onezi i, za koito θi 6= 0.

Sledstvie 4.25. Minimalni�t period na impulsna redica, udovletvor�vawa line�noto
rekurentno uravnenie ot Teorema 4.24, e lcm{ord fi | i = 1, . . . ,m}.

Zadaqa. teorema 6.3.12 ot �ngnikel.

4.4 Dvoiqni psevdosluqa�ni redici

V mnogo kriptografski priloжeni� vъznikva nuжdata ot dvoiqni sluqa�ni redici.
Taka naprimer edin naqin za ta�no predavane na sъobweni� e sledni�: trans-
formirame sъobwenieto, koeto we predavame v niz m ot nuli i edinici i kъm
nego dobav�me (pobitovo) sluqa�na dvoiqna redica s skoeto poluqavame xifrira-
noto sъobwenie c = m + s. Razboira se, imame sъwo m = c + m, koeto oznaqava,
qe poluqatel�t moжe da vъzstanovi izpratenoto sъobwenie, dobav��ki kъm krip-
toteksta c redicata s. Ako s e sluqa�na redica 6, to poluqenata kriptosistema a
bezuslovno sigurna [47]. Za sъжalenie t� ne e tvъrde praktiqna, tъ� kato iziskva
generirane, predavane i sъhranenie na mnogo dъlgi sluqa�ni dvoiqni redici. Taka
nie se zadovol�vame s izpolzvaneto na takava deterministiqno generirana redica,
ko�to moжe da garantira dostatъqno sigurnost. Poluqenata kriptografska sistema
nariqame potoqen xifъr (stream cipher).

Naxata zadaqa se sveжda do deterministiqno generirane na dъlgi redici (za
predpoqitane ot malko vhodni danni), koito izglezdat kato sluqa�ni redici. Tova
oznaqava, qe te povtar�t statistiqeskoto povedenie, koeto oqakvame ot sluqa�nite
redici. Svo�stvata, koito obiknoveno iziskvame, sa formulirani za prъv pъt
ot Golomb [23, 24] i se nariqat postulati na Golomb. Svo�stvoto periodiqnost
podqertava nesluqa�ni� harakter na razgleжdanite redici, zatova e smisleno da se

6kakvoto i da oznaqava tova
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ograniqim vъrhu izsledvaneto na edin tehen period. Praktiqeski interest pred-
stavl�vat redici s gol�m period. V izloжenieto po-dolu sledvame podhoda na
Lidl-Niederreiter, ko�to se otliqava malko ot podhoda na Golomb.

Neka a = (ai) e periodiqna redica na d F2 s minimalen period r. Pri zadaena
m-orka b = (b1, b2, . . . , bm) ∈ F2 oqakvame qisloto

Za(b) := |{t | 0 ≤ t ≤ r − 1, (at, at+1, . . . , at+m−1) = b}|.

da bъde nezavisimo ot b za vsiqki dъlжini m, za koito tova ima smisъl. (t.e. r
tr�bva da e gol�mo v sravnenie s m). Po-natatъk, ako sravn�vame sluqa�na red-
ica a = (ai) s ne�na xiftvana versi� a

′ = (ai + h), oqakvame priblizitelno raven
bro� sъvpadeni� i nesъvpadeni�, tъ� kato vs�ka ot dvo�kite (0, 0), (), 1), (1, 0), (1, 1)
tr�bva da se po�v�va s vero�tnost priblizitelno 1/4. Za izmervane na stepenta
na razliqie na edna redica a s ne�nata xiftvana versi� vъveжdame funkci�ta
avtokorelaci� Ca(h), ko�to definirame qrez

ca(h) =
r
∑

i=0

−1(−1)ak−ak+h . (4.17)

We kazvame, qe redicata a s period r e psevdosluqa�na, ako sa izpъlneni slednite
tri uslovi� (postulati na Golomb:

(G1) |Za(0)− Za(1)| ≤ 1;

(G2) |Za(b)−Za(b
′)| ≤ 1 za vseki dve dvoiqni m-orki b i b

′, s dъlжina 2 ≤ m ≤ log2 r;

(G3) Ca(h) = const za vs�ko h 6≡ 0 (mod r).

We dokaжem, qe PN-redicite nad F2 udovletvor�vat postulatite (G1)–(G3).

4.5 Algoritъm na Berlekemp-Massey

Neka a = (ai)
N−1
i=0 e kra�na redica s dъlжina N ili bezkra�na redica (v takъv sluqa�

pixem N = ∞) nad Fq. Za vs�ko estestveno qislo k ≤ N oznaqavame s Λk(a) lineen
registъr s minimalna dъlжina, generiraw redica s

(k), ko�to sъvpada v pъrvite si
k elementa s a. Harakteristiqni� polinom na Λk(a) we oznaqavame s mk(a) kato
degmk(a) = Lk(a). Redicata L = (Lk(a)) nariqame profil na line�nata sloжnost
na a. Line�na sloжnost L(a) na redicata a nariqame maximalnata stoinost na
Lk(a), ako redicata (Lk(a) e ograniqena i ∞ v protiven sluqa�. Sledovatelno,
L(a) = ∞ togava i samo togava, kogato a e bezkra�na neperiodiqna redica.7 Osven
tova L(a) = LN (a) ako a e kra�na s dъlжina N .

Primer 4.26. Neka a = (0, 0, . . . , 0, λ), λ 6= 0, e redica s kra�na dъlжina N nad Fq.
Togava

Lk(a) =

{

1 za k = 1, . . . , N − 1;
N za k = N.

(4.18)

Lema 4.27. Neka a e redica s dъlжina N nad Fq. Togava

7Line�na sloжnost moжe da bъde definirana i kato stepenta na minimalni� polinom na a.


