
Lekci� 13

Shemi za razpredel�ne na
sekretni danni

13.1 Predvaritelni beleжki

V praktiqeskata de�nost na horata e obiqa�no da se iziskva sъgalsieto na dvama
ili poveqe duxi za odobr�vane na de�stvi�, koito sa kritiqni v n�kakъv smisъl.
Primer za tova e regulareneto na dostъpa do �dreni orъжi�, kъdeto se iziskva
kontrol ot pone dvama duxi. Estestveno tazi ide� se obobwava do pon�tieto
(k, n)-pragova shema,vъvedeno nezavisimo ot Blakley [7] i Shamir [53]. Celta v
takiva shemi e da se razpredl�t n�kakvi sekretni danni, napr. kl�q K, meжdu
n potrebiteli. Vseki potrebitel poluqava qast ot dannite. Tazi qast nariqame
d�l na sъotvetni� potrebitel. Pri tova postav�me izskvaneto d�lovete na koi da
e k potrebitel� da pozvol�vat vъzstanov�vaneto na kl�qa K,no d�lovete na nikoi
k−1 ot t�h da ne pozvol�vat ednoznaqnoto mu rekonstruirane. Tova ne izgleжda os-
beno slжno. Taka naprimer, neka imame trima potrebiteli P1, P2, P3 i da prestavim
klyqa K kato konkatenaci� na tri podniza s priblizitelno ravna dъlжina K = αβγ.
Sega neka P1 poluqi α i β, P2 – β i γ i nakra� P3 — β i γ. �sno e, qe koi da e dvama
ot potrebitelite mogat da vъzstanov�t celi� kl�q. �sno e sъwo taka, qe niko�
potrebitel ne razpolaga s celi� kl�q. Taka qe opisanata shema e (2, 3)-pragova
shema. Ne e trudno da se zabeleжi, qe makar da ne razpolaga s celi� kl�q, vseki
potrebitel znae dosta gol�ma qast ot nego. Taka naprimer, za U1 K = αβ∗ i ako
tr�bva da priloжi gruba sila P1 bi tъrsilkl�qa vъrhu mnogo po-malko mnoжestvo.
Zatova eprieto kъm pragovite shemi da se da postav� idopъlnitelnoto uslovie
vs�ka koalici� ot k − 1 i po-malko potrebiteli da ne moжe da izvleqe nikakva
dopъlnitelna informaci� za kl�qa. Ako naprimer vsiqki kl�qove sa ravnoveroy-
atni, to sled obedin�vane na d�lovete na k − 1 ili po-malko potrebiteli vsiqki
kl�qove tr�bva da prodъlжavat da izgleжdat ravnovero�tni. Shemi,priteжavawi
tova dopъlnitelno svo�stvo nariqame sъvъrxeni [61]. Sigurnostta, ko�to se pre-
dostav� ot takiva shemi e bezuslovna,t.e. nezavisima ot izqislitelnite vъzmoжnos-
tina potencialni� oponent. Dori s neograniqeni izqislitelni vъzmoжnost opo-
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168 13. Shemi za razpredel�ne na danni

nentъt n�ma po-dobra strategi� ot tova da otgatne kl�qa, zawoto e izpraven pred
ravnomerno razpredelenie vъrhu vsiqki vъzmoжni izbori za K.

Qesto realnite priloжeni� iziskvat poveqe vъzmoжnosti ot tezi, koito predla-
gat (k, n)-pragovite shemi. Naprimermoжem da poiskame da imame po-sloжno struk-
turiran spisъk ot avtorizirani koalicci (t.e. po-sloжna struktura na dostъp)
ot tozi,vkl�qvaw prosto vsiqki k-elementni podmnoжestva. V takъv sluqa� gov-
orim za shemi za razpredel�ne na danni.Za konstruirane na takiva po-obwi shemi se
izpolzvat razliqni kombinatorni strukturi: Schellenberg i Stinson [52] izpolz-
vat kombinatorni diza�ni, Stinson i Vanstone [61] – ortogonalni masivi, Bloom [9],
McEliece i Sarwate [43] i Yamamoto [65] – line�ni blokovi kodove, n�koi avtori
razgleжdat shemite za razpredel�ne na danni v terminite na matroidi [12][34].
Izvestno e, qe vs�ka monotonna struktura na dostъp moжe da se realizira sъs
sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni [5, 33].

Vaжen problem, vъznikvaw pri izsledvaneto na shemi za razpredel�ne na danni
e minimiziraneto na informaci�ta, ko�to vseki potrebitel poluqava. Sъvъrxeni
shemi,pri koito tazi informaci� e ravna informaci�ta, sъdъrжawa se v kl�qa,
nariqame minimalni. Ne vsiqki monotonni strukturi na dostъp mogat da se re-
alizirat qrez idealna shema za razpredel�ne na danni. Brickell i Davenport [12]
dokazaha, qe minimalnite avtorizirani mnoжestva v idealna shema za razpredel�ne
na danni mogat da se razglevdat kato mnoжestvoto ot ciklite na matroid. Ot druga
strana, ne vseki matroid ima svo�stvoto, qe ciklite mu sa minimalni avtorizirani
mnoжestva na n�kakva idealna shema za razpredel�ne na danni.Kalsifikaci�ta na
vsiqki matroidi, koito mogat da se realizirat kato idelni shemi za razpredel�ne
na danni, e vse owe nerexena zadaqa. Obxirna bibliografi� za shemi za razpre-
del�ne na danni se sъdъrжa v obzorite [59][60].

13.2 Pragovi shemi

13.2.1 Pragova shema na Shamir

Pon�tieto (k, n)-pragova shema e vъvedeno nezavisimo ot Blakeley [7] i Shamir [53]
prez 1979. Neka P = {P1, P2, . . . , Pn} e mnoжestvoto ot potrebiteli v n�kakva in-
formacionna sistema. Sъwestvuva i owe edin, specialen potrebitel D, ko�to
nariqame dilъr i ko�to se polzva ot doverieto na vsiqki potrebiteli. D izbira
po sluqaen naqin n�kakъv element K ot kra�no mnoжestvo ot kl�qove K (na�-qesto
se priema,qe vsiqki kl�qove ot K sa revnovero�tni. Zadaqata ne D e da razpre-
delipon�kakъv naqin K meжdu potrebitelite ot P, dava�ki na vsekiot t�h n�kakva
qastiqna informaci� za K,ko�to nariqame d�l na sъotvetni� potrebitel. D�lovete
se razpredel�t ta�ni, taka qe niko� potrebitel ne znae niwo za d�lovete na drugite
potrebiteli. V po-kъsen moment n�kavo podmnoжestvo ot potrebiteli B ⊂ P obe-
din�vat d�lovete si v opit da presmetnat ta�ni� kl�q K. Ako |B| ≥ k, kъdeto k
e n�kakvo estestveno qislo, te tr�bva da mogat da vъzstanov�t K; ako |B| < k te
netr�bva da sa v sъsto�nie da presmetnat K. Tova opravdava slednata definici�.

Definici� 13.1. Neka K e kra�no mnoжestvo ot kl�qove i neka K e fiksiran
element ot K. (k, n)-pragova shema nariqame vseki metod za sъzdavane na mnoжestvo
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ot d�love C = {c1, c2, . . . , cn} ot n elementa ot mnoжestvo S (mnoжestvo na d�lovete),
taka qe da sa izpъlneni uslovi�ta:

(T1) Ta�ni�t kl�q K se opredel� ednoznaqno ot koi da e k elementa na C.

(T2) Ta�ni�t kl�q K ne mohze da se vъzstanovi ot nikoi k − 1 (ili po-malko)
elementa ot C.

Pon�koga (T2) se zamen� s po-silnoto uslovie:

(T2′) Znanieto na k−1 ili po-malko elemnta ot C ne razkriva nikakva informaci�
za K.

Edna (k, n)-pragova shema,izpъln�vawa (T2′) nariqame sъvъrxena.

Po-natatъk we napravim tazi definici� po-stroga.
Konstrukci�ta po-dolu e predloжena ot Shamir [53]. Neka k i n, k ≤ n, sa es-

testveni qisla, a q = ps e stepen na prosto qislo. Neka K = S = Fq. Neka K e
ta�nata informaci�, ko�to se razpredel� meжdu uqastnicite v sistemata P1, . . . , Pn.
Dilъrъt D izbira po sluqaen naqin i nezavisimo k − 1 elementa a0, a1, . . . , ak−1 ot
Fq, ak−1 6= 0, i obrazuva polinoma

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ ak−1x

k−1,

kъdeto a0 = K. D presm�ta yi = f(xi) za n razliqni sto�nosti xi ∈ Fq i razpredel�
d�lovete ci = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n, t.e. C = {ci|i = 1, 2, . . . , n} i Pi poluqava ci. da
otbeleжim, eq n�ma nuжda da pazimv ta�na sto�nostite xi i te moжe da sa publiqni.
Taka edinstvenata informaci�,koyto se izprawa ta�no sa elementite yi.

Teorema 13.2. Shemata na Xamir e sъvъrxena (k, n)-pragova shema.

Proof. Neka sa izvestni k dvo�ki (xij , yij ), j = 1, 2, . . . , k. Togava f(x) moжe da se
vъzstanovi ot interpolacionnata polinom na Lagranж

f(x) =

k
∑

j=1

yij
∏

l 6=j

x− xil

xij − xil

.

Oqevidno K = a0 = f(0), t.e. v sila e (T1). Bihme mogli i napravo da presmetnem
K ot formulata

K = f(0) =

k
∑

j=1

yij
∏

l 6=j

−xil

xij − xil

.

Da dopusnem, qe sa izvestni dvo�kite (xij , yij ), j = 1, . . . , l, l < k. Oqevidno e
izpъlneno

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

yi1 = K + a1xi1 + . . . + ak−1x
k−1

i1

yi2 = K + a1xi2 + . . . + ak−1x
k−1
i2

...
...

. . .
...

yil = K + a1xil + . . . + ak−1x
k−1
il

(13.1)
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Za vseki izbor K = α ∈ Fq (13.1) e sistema ot l uravneni� s k − 1 neizvestni:
a1, . . . , ak−1. �sno e qe matricata ot koeficientite pred a1, . . . , al e matrica na Van-
dermond. Taka bro�t na rexeni�ta na sistemata e qk−l−1, t.e. za vs�ko α ∈ Fq

sъwestvuvat toqno qk−l−1 polinoma f(x), koito udovletvor�vat yij = f(xij ), j =
1, . . . , l, f(0) = α. Sledovatelno vsiqki vъzmoжnosti za α sa ravnovero�tni i proizvolna
koalici� ot l < k potrebitel� ne moжe da poluqi dopъlnitelna informaci� ot
spodel�neto na d�lovete si. Tova dokazva (T2′).

Primer 13.3.

13.2.2 Modifikaci�ta na McEliece i Sarwate

McEliece i Sarwate [43] predefinirat shemata na Shamir v terminite na razxiren-
ite kodove na Rid-Solomon. Neka α1, α2, . . . , αq−1 sa nenulevite elementi na Fq.
Kodovъt na Rid-Solomon s parametri [q−1, k]q sъdъrжa vsiqki dumi c = (c1, c2, . . . , cq−1),

za koito ci =
∑k−1

j=0
ajα

j
i . Tuk a = (a0, a1, . . . , ak−1), ai ∈ Fq, prob�gva vsiqki k-

orki ot F
k
q . Razxireni�t kod na Rid-Solomon e [q, k]q-kod s kodovi dumi ot vida

(c0, c1, . . . , cq−1), kъdetoposlednite q − 1 komponenti obrazuvat duma ot koda na Rid-

Solomon, a c0 = −
∑q−1

i=1
ci e proverka po qetnost.

V modifikaci�ta na McEliece iSarwate se priema, qe K = S = Fq, q > n.
Dilъrъt fiksira rezxiren kod na Rid-Solomon C, opredel� koordinatna pozi-
ci� za vseki potrebitel (da reqem i-tata pozici� se asociira s potrebitel� Pi),
ostav��ki edna pozici� (nulevata) za sebe si. Po-natatъk to� izbira po sluqaen
naqin kodova duma (c0, c1, c2, . . . , cq−1) ∈ C s K = c0 i razpredel� komponentite na
izbranata kodova duma na potrebitelite ot P. Pospecialno, Pi poluqava ci.

Edno dobre izvestno svo�stvo na razxirenite kodove na Rid-Solomon (kakto i
na vsiqki MDS-kodove) e, qe koi da ek koordinatni pozicii sa informacionni. S
drugi dumi koi da e k stъlba v ko� da e poraжdawa matrica na MDS-kod sa line�no
nezavisimi. Pri zadadeni k d�la cij e vъzmoжno da se vъzstanovi po edinstven
naqin kodova duma ot razxireni� kod na Rid-Solomon,ko�to ima cij v ij-tata si
pozici�. Tova vъzstanov�va ta�ni� kl�q. Ako sa izvestni l < k d�la cij , to za vs�ko
α ∈ Fq sъwestvuvat toqno qk−l−1 kodovi dumi ot C, za koito α e v nulevata pozici�,
a elementite cij sa v ij-ta pozici�, j = 1, . . . , l. Sledovatelno vsiqki elementi ot K
sa ravnovero�tni kandidati za taen kl�q. Taka dokazahme slednata teorema.

Teorema 13.4. Modificiranata shema na McEliece i Sarwate e sъvъrxena (k, n)-
pragova shema.

Ne e trudno da se pokaжe, qe shemite na Shamir iMcEliece-Sarwate sa ekvi-
valentni. Vъpreki tova izpolzvaneto na kodove ni dava n�koi predimstva. Da
dopusnem, qe n�koi ot uqastnicite sa lъжci, t.e. po n�kakva priqina te spodel�t
grexen d�l. Dori pri tova uslovie shemata na McEliece-Sarwate moжe da raboti
korektno.

Teorema 13.5. Neka v shemata na McEliece-Sarwate s uqastnici spodel�t d�lovete
si i neka t ot d�lovete sa nekorektni. Ako s ≥ k+2t,to ta�ni�t kl�q moжe da bъde
rekonstruiran efektivno.
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Dokazatelstvo. Izvesten e algoritъm za dekodirane na kodovete na Rid-Solomon,
ko�topozvol�va poprav�ne na t grexki i r iztrivani�, ako 2t+r ≤ d−1 = n−k [6][62].
Neizvestnite n − s koordinatimogat da bъdat razgledani kato n − s iztrivani�,a
grexnite t d�la–kato t grexki. Dekodirawi�t algoritъm vъzstanov�va (c1, c2, . . . , cn),ako
2t+ (n− s) ≤ n− k, t.e. s ≥ k + 2t. Wom opredelim c1, . . . , cn,lesno vъzstanov�vame i
K.

13.2.3 Pragova shema osnovana na Kita�skata teorema za ostatъcite

We opixem pragova shema,predloжena ot Asmuth i Bloom [4]. Neka m1,m2, . . . ,mn

sa celi polzohitelni qisla, za koito gcd(mi,mj) = 1 za i 6= j, i neka c1, cn . . . , cn sa
celi qisla, udovletvor�vawi 0 ≤ ci < mi, i = 1, 2, . . . , n. Da poloжim M = m1m2 . . .mn

i Mi = M/mi. Neka po-natatъk Ni e edinstvenoto rexenie na sravnenieto Mix ≡ 1
(mod mi). Sistemata

x ≡ ci (mod mi), i = 1, 2, . . . , n,

ima edinstveno rexenie pomodul M , koeto e x =
∑n

i=1
ciMiNi.

Neka k e c�lo qislo, za koeto 1 < k ≤ n. Da oznaqim

min(k) = min{mi1mi2 . . .mik |i1 < i2 . . . < ik},

max(k) = max{mi1mi2 . . .mik |i1 < i2 . . . < ik}.

Neka qislata m1, . . . ,mn sa izbrani po takъv naqin, qe razlikata min(k)−max(k−1)
e ”dostatъqno gol�ma”. Intuitivno �sno e, qe tova se sluqva, kogato qislata
m1, . . . ,mn sa blizki edno do drugo.Da poloжim K = {s ∈ Z|max(k − 1) < s < min(k)},
S = {s ∈ Z|0 < s < max1≤i≤n mi} i neka i-ti�t potrebitel poluqava kato svo� d�l
ci ≡ K (mod mi), i = 1, 2, . . . , n, t.e. C = {(c1, c2, . . . , cn)|ci ≡ K (mod mi),K ∈ K}.

Teorema 13.6. Pri gornite uslovi�, opisanata shema e nesъvъrxena (k, n)-pragova
shema.

Dokazatelstvo. da dopusnem, qe qislata cij , j = 1, . . . , k, sa izvestni. Vъzmoжno e da
se presmetne M ′ = Πk

j=1mij , M
′
j = M ′/mij ,kaktoi rexenieto N ′

j na M ′
jx ≡ 1 (mod mij ).

Togava y0 =
∑k

j=1
cijM

′
jN

′
j is a e rexenie na sistemata

x ≡ cij (mod mij ), j = 1, 2, . . . , k.

Oqevidno, ako K e drugo rexenie na tazi sistema imame y0 ≡ K (mod M ′). Tъ�
kato K < min(k) < M ′, moжem da opredelim K ot K = y0 (mod M ′).

Da dopusnem, qe ci1 , . . . , cik−1
sa izvestni. Kakto i po-gore, da namerim rexenie

y1 na x ≡ cij (mod mij ), j = 1, . . . , k − 1. Otnovo imame y1 ≡ K (mod mi1 . . .mik−1
), t.e.

K = y1 +Ami1 . . .mik−1
. Tova vodi do pone

min(k)−max(k − 1)− 1

mi1mi2 . . .mik−1

vъzmoжnosti za K. Nie imame pone min(k) − max(k − 1) kandidati za K, otkъdeto
sledva, qe shemata e nesъvъrxena.

M. Mignotte [45] dokaza, qe gornite shemi mogat da se poluqat kato specialni
sluqai na po-obwa konstrukci�, izpolzvawaKita�skata teorema za ostatъcite za
proizvolen komutativen prъsten s edinica.
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13.3 Line�ni kodove i shemi za razpredel�ne na danni

13.3.1 Strukturi na dostъp

We zapoqnems obobwenie na pon�tieto pragova shema. Kakto po-gore neka P =
{P1, P2, . . . , Pn} e mnoжestvoto ot potrebitelite na n�kakva informacionna sistema.
Vs�ko mnoжestvo Γ ot podmnoжestva na P, Γ ∈ 2P , nariqame struktura na dostъp.
Neka Γ e proizvolna struktura na dostъp i neka is K i S sa proizvolni mnoжestva,
koito we nariqame sъotvetno mnoжestvo ot kl�qove i mnoжestvo ot d�love.

Definici� 13.7. Shema za rapredl�ne na danni, realizirawa strukturata na dostъp
Γ nariqame vseki metod za sъzdavane na mnoжestvo C(K) = {c1, c2, . . . , cn}, ci ∈ S,
K ∈ K,za koeto sa v sila uslovi�ta:

(S1) Kl�qъt K moжe da bъde efektivno vъzstanoven ot vs�ko mnoжestvo ot d�love
{ci|i ∈ B}, B ∈ Γ.

(S2) Kl�qъt K ne moжe da bъde vъzstanoven ot nikoe mnoжestvo ot d�love {ci|i ∈
B}, B 6∈ Γ.

Edna shema za razpredel�ne na danni nariqamee sъvъxena, ako vmasto (S2) se izpъl-
n�va po-silnoto uslovie

(S2′) D�lovete {ci|i ∈ B}, B 6∈ Γ ne razkrivat nikakva informaci� za kl�qa K.

Mnoжestvata B ∈ Γ (sъotv. B 6∈ Γ) nariqame avtorizirani (sъotv. neavtor-
izirani) mnoжestva. Elementite na Γ opisvat onezikoalicii ot potrebiteli, koito
mogat da vъzstanov�t kl�qa kato obedin�t d�lovete si. Mnoжestvoto ot vsiqki
neavtorizirani koalicii oznaqavame s Γ, i.e. Γ = 2P \ Γ. estestveno e da pred-
poloжim, qe ako n�kavo mnoжestvo ot potrebiteli B e avtorizirano, to i vs�ko
mnoжestvo,sъdъrжawo B, sъwo e takova. Formalno we izkame Γ da ima slednoto
svo�stvo:

ako B ∈ Γ i B ⊂ B′ ⊂ P to B′ ∈ Γ. (13.2)

Struktura na dostъp, udovletvor�vawa (13.2) nariqame monotonna. Po-natatъk
we razgleжdame samo monotonni strukturi na dostъp. Dve strukturi na dostъp
nariqame ekvivalentni, ako te sa izomorfni kato strukturi na incidentnost.

Neka Γ e monotonna struktura na dostъp. Edno mnoжestvo B ∈ Γ, imawo svo�stvoto

∀B′ ∈ P : P ⊃ B′ ⊃ B ⇒ B′ ∈ Γ

nariqame minimalno mnoжestvo v Γ. Analogiqno edno mnoжestvo B ∈ Γ sъs
svo�stvoto

∀B′ ∈ P : P ⊃ B′ ⊃ B ⇒ B′ ∈ Γ

nariqame maksimalno mnoжestvo v Γ. Mnoжestvoto ot vsiqki minimalni mnoж-
estva v Γ (sъotv. vsiqki maksimalnimnoжestva v Γ) oznaqavame s Γmin (sъotv. Γmax).

Da svъrжem s vseki potrebitel Pi promenliva xi. Neka e dadena monotonna
struktura na dostъp Γ. Definirame formalna diz�nkci� γ =

∨

B∈Γmin
γB, kъdeto

B = {Pi1 , . . . , Pis} i γB = xi1 ∧ . . . ∧ xis . Obratno, vs�ka diz�nkci�, nesъdъrжawa
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dvo�ka elementarni kon�nkcii ot vida xi1 . . . xis i xi1 . . . xisxis+1 . . . xit , opisva mnoж-
estvoto ot minimalnite mnoжestva na n�kava struktura na dostъp Γ. Da defini-
rame

γ∗ =
∧

B

(xi1 ∨ . . . ∨ xis).

Tuk B = {Pi1 , . . . , Pis} prob�gva Γmin. Strukturata na dostъp, svъrzana s izraza
(??) nariqame dualna struktura na Γ i oznaqavame s Γ. (Izrazъt (??) se uprost�va
izpolzva�kiobiqa�nite pravila x ∧ x = x, x ∨ x = x x ∨ (x ∧ y) = x.)

Teorema 13.8. Neka Γ e monotonna struktura na dostъp i neka Γ∗ e dualnata struk-
tura na Γ. Togava za vs�ko {Pi1 , Pi2 , . . . , Pis} ∈ Γ∗

min mnoжestvoto P \ {Pi1 , Pi2 , . . . , Pis}
prinadleжi na Γmax i vsiqki maksimalni mnoжestva se poluqavat po tozi naqin.

Primer 13.9. Neka Γmin = {{P1, P2}, {P2, P3, P4}}. Sega imame

γ = (x1 ∧ x2) ∨ (x2 ∧ x3 ∧ x4).

Za γ∗ poluqavame

γ∗ = (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

= (x1 ∧ x2) ∨ x2 ∨ (x1 ∧ x3) ∨ (x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ x4) ∨ (x2 ∧ x4)

= x2 ∨ (x1 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ x4).

Taka poluqavame Γmax = {{P2}, {P1, P3}, {P − 1, P4}}.

∅

1 2 3 4

12 13 14 23 24 34

123 124 134 234

1234

13.3.2 Shemi za razpredel�ni na danni i line�ni kodove

Konstrukci�ta ot razdel 13.2.2 moжe da se obobwi za kodove nad proizvolni kra�ni
poleta. Neka Fq e kra�no pole i da poloжim K = S = Fq. Dilъrъt fiksira li-
neen [n + 1, k]q-kod C s poraжdawa matrica GC = [gt

0, g
t
1, . . . , g

t
n], gi ∈ F

k
q . Matri-

cata vekGC e publiqna.Vseki uqastnik Pi ∈ P poluqava stъlb v matricata GC.
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Edin stъlb, da kaжem nulevi�, e opredelen za dilъra. Malkopo-obwa konstruk-
ci� moжem da poluqim, ako potrbitelite i dilъrъt poluqavat mnoжestva ot stъl-
bove. Po-natatъk we izpolzvame takova obobwenie. Zasega ostavame s ograniqeni-
eto, qe vsiqki d�love sa s edin i sъwi razmer. Dilъrъt izbira sluqaen vektor
a = (a0, a1, . . . , ak−1) ∈ F

k
q , ko�to se pazi v ta�na.ta�ni�t kl�q e K = agt

0, a d�lъt na
Pi e ci = agt

i.
Neka C e lineen kod s poraжdawa matrica GC =

[

gt
0, g

t
1, . . . , g

t
n−1

]

.Definirame
strukturata na dostъp Γ(C) qrez

B = {Pi1 , Pi2 , . . . , Pis} ∈ Γ(C) ⇔ g0 ∈ 〈gi1
, gi2

, . . . , gis
〉.

Strukturata na dostъp Γ(C) ne zavisi ot izbora na GC.

Teorema 13.10. Opisanata shema e sъvъrhena shema za razpredel�ne na danni, real-
izirawa strukturata na dostъp Γ(C).

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe B = {Pi1 , . . . , Pis} e avtorizirano mnoжestvo. Tova
oznaqava, qe ako dve kodovi dumi sъv pada t v koordinatnite pozicii s nomera i1,
i2, . . . , is,to te sъvpadat i v nulevata si pozici�. S drugi dumi, ot

a
[

gt
i1
. . . gt

is

]

= b
[

gt
i1
. . .gt

is

]

sledva, qe agt
0 = bgt

0. Sledovatelno vs�ko rexenie na sistemata x
[

gt
i1
. . . gt

is

]

= 0 e

rexenie i na x
[

gt
0, g

t
i1
. . .gt

is

]

= 0. Taka rk
[

gt
0, g

t
i1
. . . gt

is

]

= rk
[

gt
i1
. . . gt

is

]

i g0 ∈ 〈gi1
, . . . , gis

〉.
Neka g0 ∈ 〈gi1

, . . . , gis
〉. Togava g0 = µ1gi1

+µ2gi2
+ . . .+µsgis

, kъdeto µi ∈ Fq. Ottuk

K = agt
0 = µ1ag

t
i1
+ µ2ag

t
i2
+ . . .+ µtag

t
it

= µ1ci1 + µ2ci2 + . . .+ µtcit .

Tъ� kato GC e publiqna, potrebitelite mogat da presmetnat koeficientite µi,
a sledovatelno i K. Sega da dopusnem, qe B = {Pi1 , . . . , Pit} 6∈ Γ(C), t.e. g0 6∈
〈gi1

, . . . , git
〉. Neka po-natatъk k′ = dim〈g0, gi1

, . . . , git
〉. Za vs�ko α ∈ Fq sъwestvu-

vat toqno qk−k′

≥ 1 rexeni� a na sistemata

∣

∣

∣

∣

agt
0 = α

agij
= cij , j = 1, 2, . . . , t.

Taka vsiqki elementi ot Fq se ravnovero�tni kandidati za ta�ni� kl�q K i shemata
e sъvъrxena.

We kazvame, qe vektorъt c′ = (c′0, c
′
1, . . . , c

′
n) ∈ F

n+1
q pokriva vektora c = (c0, c1, . . . , cn),

ako za vs�ko i ot ci 6= 0 sledva c′i 6= 0. Edna kodova duma ot lin�ni� kod C nariqame
minimalna, ako t� pokriva samo numevata duma v C. Mnoжestvoto ot vsiqki mini-
malni dumi nariqame proekcionno mnoжestvo za koda i oznaqavame s Cmin.

Teorema 13.11. Mnoжestvoto Γmin(C) sъvpada s nositelite na minimalnite dumi
C = (c0, c1, . . . , cn) ot C⊥, za koito c0 6= 0. coordinate.
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Proof. Da dopusnem, qe B = {P1, . . . , Ps} ∈ Γmin(C), t.e. g0 ∈ 〈g1, . . . , gs〉. Sъwestvuvat
elementi µi ∈ Fq, za koito

g0 = µ1g1 + µ2g2 + . . .+ µsgs.

Tuk potrebitelite v avtorizirano mnoжestvo B sa vzeti za ulesnenie s posle-
dovatelni indeksi. Ot gornoto ravenstvo sledva, qe c = (1,−µ1,−µ2, . . . ,−µs, 0, . . . , 0)
e kodova duma ot C⊥ s nenuleva na�-l�va koordinata. Dumata c e minimalna,tъ�
kato mnoжestvoto B e minimalno. Po podoben naqin, ako c = (1,−µ1,−µ2, . . . ,−µs, 0, . . . , 0) ∈
C⊥
min, to B = {P1, P2, . . . , Ps} ∈ Γmin(C).

Teorema 13.12. Γ∗(C) = Γ(C⊥).

Dokazatelstvo. Neka B ∈ Γ∗
min(C). Sъglasno Teorema ?? sъwestvuva mnoжestvo

B′ ∈ Γmax(C), za koeto B′ = P \B. Sledovatelno

rkGC [B
′ ∪ {0}] = rkGC [B

′] + 1.

�sno e, qe rkHC [J \ {B′ ∪ {0}}] = rkHC [J \ B′] i rkHC [B ∪ {0}] = rkHC [B]. Tova
oznaqava, qe nulevi� stъlb na poraжdawata matrica na C⊥ eline�na kombinaci� na
stъlbove, indeksirani s elementite na B, t.e. B ∈ Γ(C⊥). Vsъwnost ot B′ ∈ Γmax(C)
sledva B ∈ Γmin(C

⊥), koeto zavъrxva dokazatelstvoto.

Po-gore dokazahme, qe proekcionnoto mnoжestvo na lineen kod opisva struktu-
rata na dostъp na n�kakva shema za razpredel�ne na danni. V tozi smisъle vaжno
da se opredeli Cmin za razliqni klasove ot line�nikodove. L�bopitno e, qe pony-
atieto proekcionno mnoжestvo vъznikva i vъv vrъzka sъs zadaqata za dekodirane
na razliqni klasove line�ni kodove. for different classes of linear [17][31][46].
Tazi zadaqa se razgleжda na�-veqe za dvoiqni kodove [3][11]. Slednata teorema e
formulirana v [3], no qastiot ne� mogat da bъdat namereni i v [31] i [41].

Teorema 13.13. Let C be an [n, k, d]q code and let HC be a parity check matrix of C.
(a) Kodovata duma c ∈ C e minimalna togava i samo togava, kogato rangъt na HC,

ograniqena vъrhu nenulevite pozicii na c e wHam(c)− 1.
(b) Ako c1 ∈ Cmin i nositelite na kodovite dumi c1 i c2 sъvpadat, to c1 i c2 sa

skalarni kratni.
(c) Ot c ∈ Cmin sledva wHam(c) ≤ n− k + 1.
(d) V sluqa� na dvoiqni kodove vs�ka kodova duma c ∈ C s wHam(c) ≤ 2d− 1 e mini-

malna.
(e) Cmin poraжda C.

Line�ni kodove, za koito Cmin = C \ {0} se nariqat kodove s presiqane. Kodove
s presiqane sъwestvuvat. Taka naprimer, ortogonalni� kod na dvoiqni� BQH-kod
s dъlжina 2m − 1 i konstruktivno razsto�nie d = 2t− 1, kъdeto t < 1

3
2

m
2
−1, e kod s

presiqane [3][17].
Za n�koi klasove ot kodove e otnositelno lesno da se opredeli mnoжestvoto ot

minimalnite dumi. Sъglasno Teorema 13.13, mnoжestvoto ot minimalnite kodovi
dumi na [n, k]q MDS-kod se sъstoi ot vsiqki

(

n
k−1

)

dumi s minimalno teglo. Po
podoben naqin proekcionnoto mnoжestvo na [n, k]q poqti-MDS kod se sъstoi ot vsiqki
dumi s teglo n− k i n− k + 1.
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13.3.3 Shemi za dostъp za monotonni strukturi

Ot kriptografska gledna toqka po-estestven e sluqa�t, kogato strukturata na dostъp
e predvaritelno zadadena i celta e da se postroi shema, realizirawa Γ. za rex-
enietona tazi zadaqa izpolzvame modifikaci� na konstrukci�ta ot razdel ?? kato
pozvol�vame na vseki uqastnik da priteжava kato d�lpoveqe ot edna koordinatna
pozici�.

Teorema 13.14. Vs�ka monotonna struktura na dostъp γ moжe da bъde realizirana
qrez sъvъrxena qrez sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni.

Dokazatelstvo. Let us start by noting that the secret sharing scheme from a linear code with
generator matrix G = [etm|Im], where em is the m-dimensional all-one vector and Im is the
identity matrix of order m, is a (m,m)-threshold scheme.

Set m = |Γmax| and consider an (m,m)-threshold scheme defined by the [m+1,m]q code C
with generator matrix G = [etm|Im]. Index the coordinate positions by 0, 1, . . . ,m and assign
a position to each set Bi ∈ Γmax, i = 1, 2, . . . ,m. For each participant Pi define the set of
indices Ii = {l|Pi 6∈ Bl}. Each participant Pi receives as his share the elements {cl|l ∈ Ii}. The
secret key K and the ci’s are the same as in section 2.2. We are going to prove that the scheme
defined in this way is a perfect secret sharing scheme realizing Γ.

Let Bj ∈ Γmax. This means that the index j is not contained in Jj = ∪{s:Ps∈Bj}Is, i.e.
|Jj | < m and the shares of the participants in Bj , {cα|α ∈ Jj} are not enough to determine
the secret.

Let B = {Pi1 , Pi2 . . . , Pis} ∈ Γ. Then B is not a subset of any set in Γmax. This means
that B \Bi 6= ∅ for all i ∈ {1, 2, . . . ,m}. For any i there is at least one j ∈ {i1, i2, . . . , is} with
i ∈ Ij . Hence | ∪j:Pj∈B Ij | = m and all users from B are able to determine the secret.

Shemata,ko�to konstruirahme e sъvъrxena, tъ� kato (m,m)-pragovata shema, s
ko�to zapoqnahme e sъvъrxena.

Primer 13.15. Neka Γmin = {P1P2, P1P3P4, P2P3P4}. Togava

Γmax = {P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4}.

Da dopusnem, qe dilъrъt e izbral [6, 5, 2]4-kod i e fiksiral kodovata duma (α, 1, α, α2, 1, α2),
t.e. c0 = K = α, c1 = 1, c2 = α, c3 = α2, c4 = 1, c5 = α2. Sega I1 = {3, 4, 5}, I2 =
{1, 2, 5}, I3 = {2, 4}, I4 = {1, 3}. P1 poluqava d�lovete c3, c4, c5, P2 – d�lovete c1, c2, c5,
P3 – d�lovete c2, c4, a P4 – d�lovete. c1, c3. Sъglasno teorema 13.14 konstruiranata
shema e sъvъrxena i redlizira Γ. implements Γ.

13.3.4 Geometriqni�t podhod na Simmons

V svo� obzor [59] G. Simmons razgleжda dva obwi geometriqni modala za razpre-
del�ne na danni. Pъrvi�t moжe da se razgleжda kato obobwenie na originalnata
shema na Blakley. Da razgledame proektivnoto prostranstvo PG(k − 1, q) i neka
K sъvpada s toqkite na PG(k − 1, q). Ta�ni�t kl�q K e sluqa�no izbrana toqka
ot K. D�lovete sa podprostranstva ot PG(k − 1, q), naprimer neka Pi poluqava
podprostranstvoto πi. Podprostranstvata πi se izbirat po takъv naqin, qe B =
{Pi1 , Pi2 , . . . , Pis} ∈ Γ togava i samo togava, kogato ∩j:Pij

∈Bπij = K. Thazi konstruk-
ci� oqevidno dava nesъrxeni shemi.
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Vъv tori� model K = VD e n�kakvo mnoжestvo ot toqki (mnogoobrazie) v PG(k −
1, q). Vseki potrebitel poluqava kato d�l toqka ili toqki ot drugo sluqa�no
izbrano mnoжestvo ot toqki (mnogoobrazie) VI , koeto presiqa VD v edinstvena toqka
– ta�ni� kl�q K. D�lovete se razpredel�t po takъv naqin, qe VI moжe da se rekon-
struira samoot avtorizirano mnoжestvo ot potrebiteli. Mnogoobrazieto VD moжe
da se publikuva, dokato VI e ta�no. Shemata na Shamir moжe da se razgleжda kato
specialen sluqa� na tozi model. Podrobno opisanie na dvata modela se sъdъrжa
v [59].

13.4 Matroidi i shemi za rezpredel�ne na danni

13.4.1 Obwa definici�

Neka P = {P1, P2, . . . , Pn} e kra�no mnoжestvo, identificirano s uqastnicite v
n�kakva informacionna sistema i neka Γ ⊂ 2P e struktura na dostъp. Da oznaqim
P ′ = P ∪ {D}, kъdeto D e proizvolen element,ko�to ne prinadleжi na P (D se iden-
tificira s dilъra). Neka po-natatъk F = {f : P ′ → S} e mnoжestavo ot funkcii,
koito nariqame pravila za razpredel�ne na d�lovete i koito priemat sto�nosti v
n�kakvo mnoжestvo S. Da oznaqims s K = {f(D)|f ∈ F} (mnoжestvoto ot ta�nite
kl�qove) i Si = {f(Pi)|f ∈ F} (mnoжestvoto ot d�lovete, koito poluqava Pi).

Definici� 13.16. Dvo�kata 〈Γ,F〉 nariqame shema za razpredel�ne na danni, real-
izirawa strukturata na dostъp Γ, ako sa izpъlneni slednite uslovi�:

(SS1) Za vs�ko B ∈ Γ i vs�ka dvo�ka ot funkcii f1, f2 ∈ F , ot f1(Pi) = f2(Pi) za
vsiqki Pi ∈ B sledva, qe f1(D) = f2(D).

(SS2) Za vs�ko B 6∈ Γ i vs�ka funkci� f ∈ F

|{g ∈ F | g(Pi) = f(Pi) ∀Pi ∈ B, g(D) 6= f(D)}| > 0.

Ako uslovieto (SS2) se zameni s
(SS2′) za vs�ko B 6∈ Γ, za vs�ka funkci� f ∈ F i vseki kl�q K ∈ K, sъwestvuva

konstanta λ(f,B) ≥ 1, za ko�to

|{g ∈ F | g(Pi) = f(Pi) ∀Pi ∈ B, g(D) = K}| = λ(f,B),

to 〈Γ,F〉 se nariqa sъvъrxena.

Efektivnostta na edna sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni s izmerva ot
ne�nata skorost. Koliqestvoto informaci�,koeto i-ti� potrebitel poluqava qrez
svo� d�l log2 |Si| bita, dokato informaci�ta, sъdъrжawa se v kl�qa e log2 |K| bic.
Informacionnata skorost na i-ti� potrebitel definirame kato qastnoto

ρi =
log2 |K|

log2 |Si|
.

Skorost ρ na edna shema za razpredel�ne na danni nariqame minimuma na skorostite
na vsiqki uqastnici, t.e. ρ = min1≤i≤n ρi.
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Teorema 13.17. Skoroostta na vs�ka sъvъxena shema za razpredel�ne na danni ne
nadhvъrl� 1.

Dokazatelstvo. Neka 〈Γ,F〉 e sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni. Fixirame
B ∈ Γmin i neka Pj ∈ B. Oznaqavame B′ = B \ {Pj} i izbirame pravilo f ∈ F . Ot
B′ 6∈ Γ i (SS2′) poluqavame

|{g ∈ F | g(Pi) = f(Pi) ∀Pi ∈ B′, g(D) = K}| = λ(f,B′) ≥ 1,

za vsqkikl�q K ∈ K. Sledovatelno za vs�ka K ∈ K, sъwestvuva pravilo gK ∈ F , za
koeto gK(D) = K i gK(Pi) = f(Pi) za vsiqki Pi ∈ B′. Ot (SS1) poluqavame gK(Pj) 6=
gK′(Pj) za K 6= K ′, otkъdeto |Sj | ≥ |K|. Ottuk sledva ρ ≤ 1.

V Teorema 13.17 se tvъrdi, qe koliqestvoto informaci�, koeto vseki uqastnik v
edna sъvъrxena shema poluqava kato d�l ne moжe da e po-malko ot informaci�ta,
ko�to se sъdъrжa v kl�qa. Edna sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni sъs
skorost ρ = 1 idealna. Konstrukvi�ta ot razdel 13.3 dava idealni s|textcyrhemi.

13.4.2 Vero�tnosten podhod kъm shemite za razpredel�ne na danni

V tozi razdel qe opixemedin po-obw vero�tnosten podhod kъm shemite za razpre-
del�ne na danni,predloжen ot Blakley i Kabatianski [8].

Neka S0, S1, . . . , Sn sa sluqa�ni veliqini, definirani sъotvetno vъrhu mnoжest-
vata S0,S1, . . . ,Sn, i neka P (S) esъvmestnoto imrazpredelenie vъrhu S = S0×S1×. . .×
Sn. Neka Γ ⊂ 2{1,2,...,n} e struktura na dostъp. Dvo�kata 〈P,S〉 nariqame sъvъrxena
shema za razpredel�ne na danni, realizirawa Γ, ako sa izpъlneni uslovi�ta

(PS1) P (S0 = s0 | Si = si, ∀i ∈ B) ∈ {0, 1} ako B ∈ Γ,

(PS2) P (S0 = s0 | Si = si, ∀i ∈ B) = P (S0 = s0) ako B 6∈ Γ.

Ta�ni�t kl�q K = s0 se izbira ot S0 s vero�tnost

P (S0 = s0) =
∑

s1∈S1

. . .
∑

sn∈Sn

P (S0 = s0, S1 = s1, . . . , Sn = sn).

Kl�qъt s0 se razpredel� meжdu uqastnicitekato se generirat n d�la s1, s2, . . . , sn,
si ∈ Si, s vero�tnost P (S1 = s1, . . . , Sn = sn|S0 = s0). Niko� ot uqastnicite n�ma in-
formaci� za d�lovete na ko� da e otostanalite potrebiteli, no razpolaga s mnoж-
estvata Si i razpredeleni�ta P (S0 = s0) i P (S1 = s1, . . . , Sn = sn|S0 = s0). Uslovie
(PS1) oznaqava, qe vs�ko avtoriziraneo mnoжestvo B ot potrebiteli e v sъsto�nie
da vъzstanovi kl�qa. Vtoroto uslovie garantira, qe nikoe neavtoriziranomnoж-
estvo ne moжe da poluqi dopъlnitelna informaci�,razliqna ot tazi,ko�to e veqe
naliqna. Lesno se dokazva, qe dvete uslovi� (PS1) i (PS2) sa ekvivalentni na edin-
stvenotouslovie

(PS3) H(Si, i ∈ B ∪ {0}) = H(Si, i ∈ B) + δΓ(B)H(S0), kъdeto B ⊂ {1, 2, . . . , n} i

δΓ(B) =

{

0 ako B ∈ Γ,
1 ako B 6∈ Γ,

(13.3)
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kъdeto H(Si, i ∈ B) e sъvmestnata entropi� na sluqa�nite veliqini Si.
Edna sъvъrxena shema za razpredel�ne na danni, definirana qrez (SS1) i (SS2′)

udovletvor�va sъwo (PS1) i (PS2), ako vsiqki pravila sa ravnovero�tni. Okazva
se, qe e izpъlneno H(Si) ≥ H(S0) (vж.Lema 13.18 po-dolu). Edna sъvъxena shema
za razpredel�ne na danni nariqame idealna, ako H(Si) = H(S0) za vsiqki i. Tazi
definici� se sъglasauva s Definici� 13.16.

Sledvawi�t rezultat e dokazan pъrvonaqalno ot Brickell i Davenport [12], i
harakterizira vsiqki idealni shemi za razpredel�ne na danni. Po-dolu we skici-
rame dokazatelstvo na Blakley i Kabatianski [8]na malko po-obw rezultat.

Neka f(0) e funkci�,priemawa realni sto�nosti, definirana vъrhu podmnoжest-
vata na {0, 1, . . . , n}, koyto izpъln�va uslovi�ta:

(F1) f(∅) = 0;

(F2) f(A) ≤ f(B) za A ⊂ B;

(F3) f(A ∪B) ≤ f(A) + f(B).

Kazvame, qe f e sъvъrxena funkci�, realizirawa strukturata na dostъp Γ, ako if

f(A ∪ {0}) = f(A) + δΓ(A)f({0}),

kъdeto δΓ(A) e definirana v (13.3). Ako f e sъvъrxena funkci�, we kazvame, qe
elementъt a ∈ {0, 1, . . . , n} ”prinadleжi” na A ⊂ {0, 1, . . . , n}, ili formalno “a ∈
A”, ako f({a} ∪ A) = f(A). Elementъt a “ne prinadleжi” na A, ili “a 6∈ A”, ako
f({a} ∪ A) = f(A) + f({a}). Vъzmoжno da ne e izpъlneno nito “a ∈ A”, nito “a /∈ A”.
No za vs�ko A e izpъlneno “0 ∈ A” ili “0 /∈ A”.

Lema 13.18. Ako “0 /∈ A”, no 0” ∈ ”A∪{i}, to f(A∪{i}) ≥ f(A)+f({0}) i f({a}) ≥ f({0}).

Entropi�ta H(Si, i ∈ B) udovletvor�va (F1)–(F3) i sledovatelno H(Si) ≥ H(S0).
Edna sъvъrxna funkci� f , realizirawa Γ, nariqame idealna, ako f({a} = f({0}) za
vsiqki a.

Lema 13.19. Ako “a /∈ A”, no “a ∈ A ∪ {b}”,to “b /∈ A” i “b ∈ ”A ∪ {a}”.

Neka f udovletvor�va i uslovi�ta

(F4) ot “a ∈ A” i A ⊂ B sledva “a ∈ B”;

(F5) ot “a /∈ A” i B ⊂ A sledva “a /∈ B”.

Da otbeleжim, qe H(Si, i ∈ B) udovletvor�va i uslovi�ta (F4) i (F5). Bez ograniqe-
nie na obwnostta moжem da dopusnem, qe za idealnata funkci� f , f({a}) = 1 za
vsiqki a ∈ {0, 1, . . . , n}. Slednite lemi se poluqavat lesno ot svo�stvata (F1)–(F5).

Lema 13.20. Ako “b ∈ A ∪ B ∪ {b}” za vs�ko b ∈ B, to f(A′ ∪ B) = f(A′) + |B| za vs�ko
A′ ⊂ A.

Lema 13.21. Ako “a ∈ A ∪ {b}” i “b ∈ B”, to “b ∈ A ∪B”.

Lema 13.22. Ako “0 /∈ B”,no “0 ∈ A ∪B “,tosъwestvuva a ∈ A, za koeto “a ∈ {0} ∪B ∪
A \ {a}”. Po specialno, ako “0 ∈ A” to sъwestvuva a ∈ A, za koeto a” ∈ ”{0} ∪A \ {a}.
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Teorema 13.23. Za vs�ka idealna funkci� f sto�nostite f(A) sa celi qisla za vs�ko
A ⊂ {0, 1, . . . , n}.

Dokazatelstvo. Neka A e mnoжestvo s minimalna mownost, za koeto f(A) ne e c�lo
qislo.

1) Neka “0 ∈ A”, t.e. A ∈ Γ. Sъglasno Lema 13.22, sъwestvuva a ∈ A, za koeto
“a ∈ {0} ∪A \ {a}”, otkъdeto

f(A) = f({0}) ∪ A) = f({0}) ∪ A \ {a}) = f(A \ {a}) + δ.

D�snata strana e c�lo qislo,tъ� kato f(A \ {a}) e c�lo qislo ot dopuskaneto i ot
δ ∈ {0, 1}.

2) Neka “0 /∈ A”. Da razgledame mnoжestvo B s minimalna mownost, za koeto “0 /∈
B” i “0 ∈ A∪B. Sъglasno Lema 13.22 sъwestvuva a ∈ A,za koeto “a ∈ {0}∪B∪A\{a}”.
Ot druga strana “0 ∈ B ∪ A \ {a}”, tъ� kato v protiven sluqa� “a /∈ B ∪ A \ {a}”,
“a /∈ A \ {a}” i f(A) = f(A \ {a})+ 1 v protovoreqie na pъrvonaqalnoto ni dopuskane.
Ot Lema 13.21 imame f(A∪B) = f(B∪A\ {a}). Osven tova “b /∈ A∪B \ {b}” za vsiqki
b (v protiven sluqa� “0 ∈ A ∪ B \ {b}”, protivoreqie s minimalnostta na B). Sega
ot Lema 13.20 f(A ∪B) = f(A) + |B| i f(B ∪A \ {a}) = f(A \ {a}) + |B|. Sledovatelno
f(A) = f(A \ {a}) i f(A \ {a}) e c�lo qislo, protivoreqie.

Teorema 13.24. Neka f e sъvъrxena funkci�, realizirawa strukturata na dostъp Γ.
Togava vsiqkimnoжestva A, definirani qrez f(A) = |A| obrazuvat svъrzan matroid
nad {0, 1, . . . , n}. Vsiqki cikli na tozi matroid, sъdъrжawi 0, sa ot vida {0} ∪ A,
kъdeto A ∈ Γmin.

Dokazatelstvo. Ot Teorema 13.23 imame, qe f e celoqislena funkci�. Ostava da
se proveri, qe t� udovletvor�va (R1)–(R3), koeto e oqevidno.

Izvestno e, qe sъwestvuvat matroidi sъs svo�stvoto, qe mnoжestvoto ot tehnite
cikli ne sъvpada s mnoжestvoto ot nezavisimite mnoжestva na idealna shema za
razpredel�ne na danni. Ot druga strana vseki matroid, predstavim nad kra�no pole
moжe da bъde realiziran kato mnoжestvoto ot vsiqki neavtorizirani koalicii na
n�kava idealna shema za razpredel�ne na danni.

Sъwestvuvat matroidi, koito ne sa predstavimi nad kra�no pole,no vъpreki
tova mogat da bъdat realizirani kato neavtoriziranite mnoжestva na idealna
shema za razpredel�ne na danni.


