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Ãëàâà 1

Èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî îò

ñúáèòèÿ

1.1 Ïðîñòðàíñòâî îò åëåìåíòàðíè èçõîäè

Ìíîãî æèòåéñêè ñèòóàöèè çàâèñÿò îò øàíñà íà äàäåíî ñúáèòèå äà ñå

ñáúäíå èëè íå. Îò äðóãà ñòðàíà, ñáúäâàíåòî èëè íå íà äàäåíî ñúáèòèå

çàâèñè îò ðåäèöà óñëîâèÿ. Òåçè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò åêñïåðèìåíò. Ðåçóë-

òàòèòå îò åêñïåðèìåíòà ñå íàðè÷àò åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Â îáùèÿ

ñëó÷àé, èçõîäúò îò åêñïåðèìåíòà íå ìîæå äà ñå ïðåäñêàæå ñúñ ñèãóð-

íîñò. Ìîæåì ñàìî äà çíàåì âñè÷êè âúçìîæíè èçõîäè ïðè ïðîâåæäàíå íà

åêñïåðèìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ìíîæåñòâîòî Ω îò âñè÷êè åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ

ñå íàðè÷à îñíîâíî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 1.1 Ïðè õâúðëÿíå íà ìîíåòà èìà äâà âúçìîæíè èçõîäà. Îñ-

íîâíîòî ïðîñòðàíñòâî Ω = {ω1, ω2} ñúäúðæà åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ

1
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ω1 = "Ãåðá" è ω2 = "Ëèöå". Ïðè ïðîâåæäàíå íà îïèòà ñå ðåàëèçèðà

òî÷íî åäíî îò åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ.

Ïðèìåð 1.2 Ïðè õâúðëÿíå íà çàð èìà øåñò âúçìîæíè èçõîäà. Â òîçè

ñëó÷àé

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Îñíîâíîòî ïðîñòðàíñòâî Ω ñå íàðè÷à êðàéíî, àêî ñúäúðæà êðàåí áðîé

åëåìåíòè. Ìíîæåñòâîòî å èçáðîèìî, àêî ñúäúðæà èçáðîèìî ìíîãî åëå-

ìåíòè, ò.å. âñè÷êè åëåìåíòè ìîãàò äà ñå ïîñòàâÿò â ñúîòâåòñòâèå íà öå-

ëèòå ïîëîæèòåëíè ÷èñëà.

Ïðèìåð 1.3 Ïðè õâúðëÿíå íà ìîíåòà äî ïúðâà ïîÿâà íà ëèöå, îñíîâíî-

òî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæà èçáðîèìî ìíîãî åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn, . . .},

êúäåòî ωn = {ïàäà ñå ëèöå ïðè n− òèÿ îïèò}.

Àêî ïðè õâúðëÿíå íà çàð ñå èíòåðåñóâàìå îò òîâà, ùå ñå ïàäíàò ëè

÷åòåí áðîé òî÷êè, òî òîâà å ñúáèòèåòî A = {2, 4, 6}, ñúñòîÿùî ñå îò òðè
åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Ñúáèòèåòî A å ïîäìíîæåñòâî íà Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà Ω ñå íàðè÷à ñúáèòèå.

Ñúáèòèÿòà ñå îçíà÷àâàò ñ ãëàâíè ëàòèíñêè áóêâè A,B,C, ....

1.2 Äåéñòâèÿ ñúñ ñúáèòèÿ

Îáè÷àéíèòå îïåðàöèè âúðõó ìíîæåñòâà è òåõíèòå ñâîéñòâà ñå ïðåíàñÿò

áåç èçìåíåíèå âúðõó ñúáèòèÿòà.
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Àêî åëåìåíòàðíîòî ñúáèòèå ω ñå ñáúäâà è ω ∈ A, òî ñå ñáúäâà è ñúáè-
òèåòî A. Êàçâàìå, ÷å åëåìåíòàðíèÿ èçõîä ω å áëàãîïðèÿòåí çà ñáúäâàíåòî

íà A.

Îáåäèíåíèå (èëè ñóìà) íà äâå ñúáèòèÿ A è B ñå íàðè÷à ñúáèòèåòî

A ∪ B, êîåòî ñå ñáúäâà êîãàòî ñå ñáúäíå ïîíå åäíî îò ñúáèòèÿòà A èëè

B.

Ñå÷åíèå (èëè ïðîèçâåäåíèå) íà ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷à ñúáè-

òèåòî A ∩B, êîåòî ñå ñáúäâà êîãàòî ñå ñáúäíàò åäíîâðåìåííî A è B.

Ñúáèòèåòî {A íå ñå ñáúäâà} ñå íàðè÷à äîïúëíåíèå íà A, îçíà÷àâà

ñå A è ñúäúðæà åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ îò Ω, êîèòî íå ñå ñúäúðæàò â A.

Îïðåäåëåíèÿòà çà ñóìà è ïðîèçâåäåíèå íà äâå ñúáèòèÿ ñå îáîáùàâàò

çà ïðîèçâîëíî, êðàéíî èëè áåçêðàéíî ìíîæåñòâî îò ñúáèòèÿ {Ak}:
⋃
k

Ak

îçíà÷àâà, ÷å ñå ñáúäâà ïîíå åäíî îò ñúáèòèÿòà, à
⋂
k

Ak îçíà÷àâà, ÷å ñå

ñáúäâàò âñè÷êèòå ñúáèòèÿ åäíîâðåìåííî.

Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ∅ ñå íàðè÷à íåâúçìîæíî ñúáèòèå, êîåòî ïðè
óñëîâèÿòà íà åêñïåðèìåíòà íèêîãà íå ñå ñáúäâà. Íàïðèìåð, ïðè õâúðëÿíå

íà çàð äà ñå ïàäíàò ñåäåì òî÷êè. Ω ñå íàðè÷à äîñòîâåðíî ñúáèòèå,

êîåòî âèíàãè ñå ñáúäâà. Íàïðèìåð, ïðè õâúðëÿíå íà äâà çàðà, ñúáèòèåòî

A = {ñóìàòà îò òî÷êèòå å íå ïî-ìàëêà îò 2}.
Ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷àò íåñúâìåñòèìè, àêî A ∩B = ∅. Â òîçè

ñëó÷àé A ∪B, ìîæå äà ñå çàìåíè ñ A+B.

Àêî çà ñúáèòèÿòà A è B å â ñèëà A ⊂ B, ò.å. ïðè ñáúäâàíåòî íà A ñå

ñáúäâà è B, êàçâàìe, ÷å A âëå÷å ñëåä ñåáå ñè B, èëè B ñëåäâà îò A.

Àêî ñå ñáúäâàò åäíîâðåìåííî A ⊂ B è B ⊂ A, òî òîâà îçíà÷àâà, ÷å

ïðè âñåêè åêñïåðèìåíò ñúáèòèÿòà A è B åäíîâðåìåííî íàñòúïâàò èëè íå

íàñòúïâàò. Â òîçè ñëó÷àé ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷àò åêâèâàëåíòíè è

òîâà ñå èçðàçÿâà ñ ðàâåíñòâî, A = B.

Ñúáèòèåòî, ïðè êîåòî A ñå ñáúäâà, à B íå ñå ñáúäâà ñå íàðè÷à ðàç-

ëèêà íà A è B è ñå îçíà÷àâà A\B.
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1.3 Ðåäèöè îò ñúáèòèÿ.

Íåêà A1, A2, . . . å ðåäèöà îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω. Àêî A1 ⊂ A2 ⊂ . . . è⋃∞
n=1An = A òî ðåäèöàòà {An} ñå íàðè÷à ðàñòÿùà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà

ñ ãðàíèöà ìíîæåñòâîòî A, è ñå îçíà÷àâà limn ↑ An =
⋃
nAn, (An ↑ A).

Àêî A1 ⊃ A2 ⊃ . . . è
⋂∞
n=1An = A òî ðåäèöàòà {An} å íàìàëÿâàùà,

èìà ãðàíèöà A, è ñå îçíà÷àâà limn ↓ An =
⋂
An, (An ↓ A).

Çà ñúáèòèÿòà ñà â ñèëà çàêîíèòå íà äå Ìîðãàí⋃
n

An =
⋂
n

An,
⋂
n

An =
⋃
n

An.

Çàäà÷à 1.1 Äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî An ↑ A òî An ↓ A è àêî An ↓ A òî

An ↑ A.

Âúâåæäàìå îçíà÷åíèÿòà

A∗ = lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak è A∗ = lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak. (1.1)

Ñúáèòèåòî A∗ ñå ñáúäâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî çà âñÿêî n ñúùåñò-

âóâà k ≥ n, òàêîâà ÷å Ak ñå ñáúäâà. Ñ äðóãè äóìè, ω ∈ A∗ òîãàâà è ñàìî

òîãàâà êîãàòî ω ∈ An çà áåçáðîéíî ìíîãî n. Àíàëîãè÷íî ω ∈ A∗ òîãàâà è
ñàìî òîãàâà êîãàòî ñúùåñòâóâà n, òàêîâà ÷å ω ∈ Ak çà âñÿêî k ≥ n.

Ñúáèòèåòî A∗ ñå íàðè÷à ãîðíà ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {An}, à A∗ -
äîëíà ãðàíèöà. Òåðìèíîëîãèÿòà å àíàëîãè÷íà íà òàçè ïðè ðåäèöèòå îò

ðåàëíè ÷èñëà. ßñíî å, ÷å A∗ ⊂ A∗.

Çàäà÷à 1.2 Äà ñå ïîêàæå, ÷å

lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An
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lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An

Àêî An ↑ A èëè An ↓ A òî

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = A.

Â îáùèÿ ñëó÷àé

Îïðåäåëåíèå 1.3 Àêî A∗ = A∗, ðåäèöàòà {An} ñå íàðè÷à ñõîäÿùà è

ïðè n→∞ èìà ãðàíèöà limAn = lim inf An = lim supAn.

1.4 σ− àëãåáðà îò ñúáèòèÿ

Íåêà çàåäíî ñ îñíîâíîòî ïðîñòðàíñòâî Ω äà ðàçãëåäàìå íåïðàçíîòî ìíî-

æåñòâî F , îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ìíîæåñòâîòî F ñå íàðè÷à àëãåáðà, àêî:

1. Ω ∈ F ;

2. Àêî A ∈ F , òî A ∈ F ;

3. Àêî A1, A2, . . . An ∈ F , òî
⋃n
i=1 Ai ∈ F .

Îò ñâîéñòâàòà 1. è 2. ñëåäâà, ÷å ∅ ∈ A. Ñâîéñòâî 3. îçíà÷àâà, ÷å àëãåáðàòà
å çàòâîðåíà îòíîñíî êðàéíî îáåäèíåíèå. Îò âòîðîòî ñâîéñòâî è çàêîíèòå

íà äå Ìîðãàí ñëåäâà, ÷å àëãåáðàòà å çàòâîðåíà è îòíîñíî êðàéíî ñå÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Àêî ñâîéñòâî 3. å â ñèëà çà èçáðîèìî ìíîæåñòâî

îò ñúáèòèÿ, ò.å.

4. Îò An ∈ F , ïðè n = 1, 2, . . . ñëåäâà
⋃
n

An ∈ F ,

ìíîæåñòâîòî F ñå íàðè÷à σ−àëãåáðà.
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Òàêà, σ− àëãåáðàòà å å çàòâîðåíà îòíîñíî èçáðîèìî ìíîãî îïåðàöèè

îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå.

Ïðèìåð 1.4 Íàé - ìàëêàòà σ− àëãåáðà, ñâúðçàíà ñ Ω å ìíîæåñòâîòî

F0 = {∅,Ω}. Íàðè÷à ñå òðèâèàëíà σ−àëãåáðà.

Ïðèìåð 1.5 Àêî A å ïîäìíîæåñòâî íà Ω, òî F = {∅, A,A,Ω} å σ−àëãåáðà,

ïîðîäåíà îò A.

Ïðèìåð 1.6 Íåêà F(Ω) îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîäìíîæåñ-

òâà íà Ω. Àêî #(Ω) = n, (#(Ω) îçíà÷àâà áðîÿ íà åëåìåíòèòå â Ω), òî

#(F(Ω)) = 2n. Çà âñÿêà àëãåáðà F îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω å â ñèëà

F0 ⊂ F ⊂ F(Ω).

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ìíîæåñòâîòî M îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω ñå íàðè÷à

ìîíîòîííî (ìîíîòîíåí êëàñ), àêî å çàòâîðåíî îòíîñíî lim ↑ è lim ↓,

ò.å

An ∈ F , n ≥ 1, An ↑ =⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F

è

An ∈ F , n ≥ 1, An ↓ =⇒
∞⋂
n=1

An ∈ F .

Òåîðåìà 1.1 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) Âñÿêà σ− àëãåáðà å àëãåáðà;

á) Åäíà àëãåáðà å σ− àëãåáðà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî å ìîíî-

òîíåí êëàñ;

â) Âñÿêà σ− àëãåáðà å ìîíîòîíåí êëàñ;

ã) Ñå÷åíèå íà σ− àëãåáðè (èçáðîèìî èëè íåèçáðîèìî) å îòíîâî σ−

àëãåáðà.
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Äîêàçàòåëñòâî.

á) ßñíî å, ÷å âñÿêà σ− àëãåáðà å ìîíîòîíåí êëàñ. Òðÿáâà äà ñå ïîêàæå,

÷å çàòâîðåíèÿò îòíîñíî êðàéíî îáåäèíåíèå êëàñ M îò ïîäìíîæåñòâà íà

Ω å çàòâîðåí îòíîñíî èçáðîèìî îáåäèíåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

å çàòâîðåí îòíîñíî lim ↑ . Çà òîâà å äîñòàòú÷íî äà ñå îòáåëåæè, ÷å àêî
{An, n ≥ 1} å ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω, òî⋃

n

An = lim
m
↑ (
⋃
n≤m

An).

2

Íåêà U å ìíîæåñòâî îò ïîäìíîæåñòâà íà Ω, ò.å. U ⊆ F(Ω). F ñå

íàðè÷à ìèíèìàëíà σ- àëãåáðà, ñúäúðæàùà U , àêî çà âñÿêà σ− àëãåáðà

G, çà êîÿòî U ⊆ G, ñëåäâà, ÷å F ⊆ G.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ìèíèìàëíàòà σ− àëãåáðà, ñúäúðæàùà äàäåíî ìíî-

æåñòâî îò ïîäìíîæåñòâà ñå íàðè÷à σ− àëãåáðà, ïîðîäåíà îò òîâà

ìíîæåñòâî è ñå îçíà÷àâà F = σ(U). Àíàëîãè÷íî, ìèíèìàëíèÿò ìîíî-

òîíåí êëàñ, ñúäúðæàù U ñå íàðè÷à ìîíîòîíåí êëàñ ïîðîäåí îò U è ñå

îçíà÷àâà M(U).

Òåîðåìà 1.2 Íåêà U å àëãåáðà. Òîãàâà

M(U)) = σ(U).

Íàé-ñúùåñòâåíèòå ïðèìåðè ñà Áîðåëîâèòå σ− àëãåáðè.

Íåêà ñåãà Ω = R1, êúäåòî R1 å ðåàëíàòà ïðàâà è U1 å ìíîæåñòâîòî

îò âñè÷êè îòâîðåíè èíòåðâàëè. σ- àëãåáðàòà B(U1) ïîðîäåíà îò U1 ñå

íàðè÷à Áîðåëîâà σ− àëãåáðà. Åëåìåíòèòå íà B(U1) ñå íàðè÷àò Áîðåëîâè

ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà Áîðåëîâà σ− àëãåáðà B(Rn) âúðõó

n− ìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1.8 Äâîéêàòà (Ω,F), êúäåòî F å àëãåáðà âúðõó Ω ñå íà-

ðè÷à èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî.
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Åëåìåíòèòå íà F ñå íàðè÷àò ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ. Àêî F íå ñúâïà-

äà ñ F(Ω), òî ñúùåñòâóâàò åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, êîèòî íå ñà ñëó÷àéíè

ñúáèòèÿ.

1.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.3 1) Íåêà U å ìíîæåñòâîòî îò èíòåðâàëè îò âèäà (a, b] =

{x : 0 < x ≤ b},−∞ ≤ a < b <∞. Äà ñå ïîêàæå, ÷å U å àëãåáðà, íî íå å

σ− àëãåáðà.

2) Íåêà C å ìíîæåñòâîòî îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà íà R. Äà ñå

ïîêàæå, ÷å B(U) = σ(C).



Ãëàâà 2

Âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî

2.1 Âåðîÿòíîñò

Àêñèîìè íà âåðîÿòíîñòòà Íà âñÿêî ñúáèòèå A ñå ñúïîñòàâÿ ÷èñëî

P (A), òàêîâà ÷å

A1. P (A) ≥ 0 (íåîòðèöàòåëíîñò);

A2. P (Ω) = 1 (íîðìèðàíîñò);

A3. P (A ∪B) = P (A) + P (B), A ∩B = ∅.
Ñâîéñòâà íà âåðîÿòíîñòòà:

Îò àêñèîìèòå ñëåäâà, ÷å

1. P (A) = 1− P (A);

2. P (∅) = 0;

3. P (
⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P (Ai) çà íåïðåñè÷àùè ñå åëåìåíòè Ai íà F

(êðàéíà àäèòèâíîñò);

4. Çà ïðîèçâîëíè ñúáèòèÿ A è B, P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B)

(ôîðìóëà çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè).

5. P (A ∪B) + P (A ∩B) = P (A) + P (B);

6. P (A) ≤ P (B), àêî A ⊂ B;

9
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Îïðåäåëåíèå 2.1 (Ω,F , P ), êúäåòî Ω å êðàéíî ìíîæåñòâî, F å àëãåá-

ðà, P å êðàéíî àäèòèâíà âåðîÿòíîñò ñå íàðè÷à êðàéíî àäèòèâíî âåðî-

ÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî.

Íåêà (Ω,F) å èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî, òàêîâà, ÷å Ω = {ω1, ω2, . . . ωn} å
êðàéíî ìíîæåñòâî, à F = B(Ω) å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà

íà Ω. Íåêà íà âñÿêî åëåìåíòàðíî ñúáèòèå ωk ∈ Ω å ñúïîñòàâåíî íåîòðè-

öàòåëíî ÷èñëî p(ωk), òàêà, ÷å

n∑
k=1

p(ωk) = 1. (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.2 ×èñëîòî p(ωk) ñå íàðè÷à âåðîÿòíîñò íà åëåìåíòàð-

íîòî ñúáèòèå ωk.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Âåðîÿòíîñò íà ñúáèòèåòî A ⊆ Ω ñå íàðè÷à ÷èñëî-

òî

P (A) =
∑
ωk∈A

p(ωk), (2.2)

êúäåòî ñóìèðàíåòî å ïî âñè÷êè åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, ïðèíàäëåæàùè

íà A.

2.2 Êëàñè÷åñêà ñõåìà

Äà ðàçãëåäàìå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî îñíîâíîòî ïðîñòðàíñòâî Ω èìà

êðàåí áðîé åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, ò.å. Ω = {ω1, ω2, . . . ωn} è íà âñÿêî

åëåìåíòàðíî ñúáèòèå å ñúïîñòàâåíî åäíî è ñúùî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî

p = p(ωi), i = 1, 2, . . . , n. Òîãàâà, ñúãëàñíî (2.2)

n∑
i=1

p(ωi) = np = 1,

îò êúäåòî p = 1
n
, ò.å. âñÿêî åëåìåíòàðíî ñúáèòèå èìà âåðîÿòíîñò ðàâíà

íà 1
n

= 1
#(Ω)

.
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Òîãàâà îò (2.2) ñå ïîëó÷àâà

P (A) =
#(A)

#(Ω)
=
m

n
. (2.3)

Âåðîÿòíîñòòà â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷à êëàñè÷åñêà âåðîÿòíîñò. Íàê-

ðàòêî, êëàñè÷åñêàòà äåôèíèöèÿ íà âåðîÿòíîñò ñå ïðèëàãà â ñëó÷àèòå,

êîãàòî ïðè ïðîâåæäàíå íà îïèòà èìà êðàåí áðîé, ðàâíîâúçìîæíè

èçõîäè. Âúâ ôîðìóëà (2.3), â çíàìåíàòåëÿ ñå ñúäúðæà áðîÿò íà âñè÷êè

âúçìîæíè èçõîäè ïðè ïðîâåæäàíå íà îïèòà (n = #(Ω)). Â ÷èñëèòåëÿ

(m = #(A)) ñå ñúäúðæà áðîÿò íà èçõîäèòå, áëàãîïðèÿòñòâàùè ñáúäâàíå-

òî íà ñúáèòèåòî A. Êëàñè÷åñêàòà äåôèíèöèÿ íà âåðîÿòíîñò å ïðèëîæè-

ìà, íàïðèìåð, ïðè çàäà÷èòå, ñâúðçàíè ñúñ çàðîâå, êàðòè, ëîòàðèè, ñïîðò

òîòî.

2.3 Óñëîâíà âåðîÿòíîñò

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à: Îò êîëîäà îò 52 êàðòè ñå èçáèðà åä-

íà è òÿ ñå îêàçâà ÷åðâåíà. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà èçáðàíàòà êàðòà äà

å äàìà? Àêî îçíà÷èì ñúáèòèåòî A = {èçáðàíàòà êàðòà å äàìà} è B =

{èçáðàíàòà êàðòà å ÷åðâåíà}, òî òúðñåíàòà âåðîÿòíîñò ìîæå äà ñå îçíà-
÷è P (A|B) è ñå íàðè÷à óñëîâíà âåðîÿòíîñò íà A.

Ñëåä êàòî çíàåì, ÷å èçáðàíàòà êàðòà å ÷åðâåíà, âå÷å íå ñå íàìèðà-

ìå â îñíîâíîòî ïðîñòðàíñòâî Ω, êîåòî ñúäúðæà 52 åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ.

Íîâîòî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæà 26 åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, êîëêîòî ñà ÷åð-

âåíèòå êàðòè. Òàêà P (A|B) = 2
26

= 1
13
.

Ñúùåñòâóâà ôîðìóëà, ñ êîÿòî íå ñå íàëàãà èçëèçàíå îò îñíîâíîòî

ïðîñòðàíñòâî Ω. Àêî A è B ñà ñúáèòèÿ çà êîèòî P (A) > 0 è P (B) > 0,

òî âåðîÿòíîñòòà çà ñúâìåñòíîòî èì ñáúäâàíå ñå îïðåäåëÿ îò

P (AB) = P (B)P (A|B) = P (A)P (B|A). (2.4)

Îò (2.4) ñëåäâà

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
, (2.5)
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êîåòî ñå íàðè÷à âåðîÿòíîñò íà ñúáèòèåòî A ïðè óñëîâèå ÷å å íàñòúïèëî

ñúáèòèåòî B, èëè ïðîñòî óñëîâíà âåðîÿòíîñò íà A. (2.4) ñå íàðè÷à

ôîðìóëà çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè çà äâå ñúáèòèÿ. Îáùàòà ôîðìóëà

ñå äîêàçâà ïî èíäóêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4 (Ôîðìóëà çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè) Âå-

ðîÿòíîñòòà çà ñúâìåñòíîòî ñáúäâàíå íà ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . An ñå

èçðàçÿâà ñ ôîðìóëàòà

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1, A2) . . . P (An|A1, A2, . . . An−1).

2.4 Íåçàâèñèìîñò

Â ïðèìåð âèäÿõìå, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé P (A) è P (A|B) ñà ðàçëè÷íè, ò.å.

íàñòúïâàíåòî íà B ìîæå äà ïðîìåíè âåðîÿòíîñòòà çà íàñòúïâàíå íà A.

Îïðåäåëåíèå 2.5 (Íåçàâèñèìîñò) Ñúáèòèåòî A ñå íàðè÷à íåçàâèñè-

ìî îò B, àêî

P (A|B) = P (A). (2.6)

Çà íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ A è B ñ P (A) > 0 è P (B) > 0 (2.6) ïðèåìà âèäà

P (AB) = P (A)P (B). (2.7)

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å è îò (2.7) ñëåäâà (2.6). È äâåòå ðàâåíñòâà õàðàê-

òåðèçèðàò ñâîéñòâîòî íåçàâèñèìîñò íà äâå ñúáèòèÿ.

Ïðè íåçàâèñèìîñò íà ïîâå÷å îò äâå ñúáèòèÿ ñå íàëàãàò íÿêîè óòî÷-

íåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.6 (Íåçàâèñèìîñò íà n > 2 ñúáèòèÿ) Ñúáèòèÿòà

A1, A2, . . . An ñà ñúâìåñòíî íåçàâèñèìè èëè ïðîñòî íåçàâèñèìè, àêî çà
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âñÿêî k = 2, 3, . . . n å â ñèëà

P (Ai1 . . . Aik) =
k∏
j=1

P (Aij), (2.8)

êúäåòî i1, . . . ik å ïðîèçâîëíî ïîäìíîæåñòâî íà 1, 2, . . . n.

Àêî (2.8) å â ñèëà ñàìî ïðè k = 2, òî ñúáèòèÿòà ñå íàðè÷àò íåçàâèñèìè

äâå ïî äâå. ßñíî å, ÷å îò íåçàâèñèìîñò ïî äâîéêè íå ñëåäâà ñúâìåñòíà

íåçàâèñèìîñò.

Îïðåäåëåíèå 2.7 (Óñëîâíà íåçàâèñèìîñò) Äâå ñúáèòèÿ A è B ñ

P (A) > 0 è P (B) > 0 ñà íåçàâèñèìè ïðè óñëîâèå ñúáèòèåòî C, àêî

P (AB|C) = P (A|C)P (B|C).

ßñíî å, ÷å îò óñëîâíà íåçàâèñèìîñò íå ñëåäâà íåçàâèñèìîñò. Ìîæå A è

B äà ñà íåçàâèñèìè ïðè óñëîâèå C, íî äà íå ñà íåçàâèñèìè.

2.5 Ôîðìóëà çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè

Çà ïðîèçâîëíè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ A è B å â ñèëà ñëåäíàòà ôîðìóëà çà

ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòèòå:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Êîãàòî A è B ñà íåñúâìåñòèìè (A∩B = ∅),ôîðìóëàòà ñúâïàäà ñ Àêñèîìà
A3.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, ìîæå äà ñå íàìåðè âåðîÿòíîñòòà çà ñáúäâàíå íà

ïîíå åäíî îò ñúáèòèÿòà A1, . . . , An, n ≥ 2. Ôîðìóëàòà çà ñúáèðàíå íà

âåðîÿòíîñòè èìà âèäà:

P (
⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P (Ai)−

∑n−1
i=1

∑n
j=i+1 P (AiAj)

+
∑n−2

i=1

∑n−1
j=i+1

∑n
k=j+1 P (AiAjAk)− . . .+ (−1)n−1P (A1 . . . An).
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2.6 Ôîðìóëà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò è ôîð-

ìóëà íà Áåéñ

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúáèòèåòî A ñå ñáúäâà çàåäíî ñ åäíî îò ñúáèòèÿòà

H1, H2, . . . Hn, òàêèâà ÷å Hi∩Hj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . n è
⋃n
i=1 Hi = Ω.

Ñúáèòèÿ ñ òîâà ñâîéñòâî îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïà îò ñúáèòèÿ. Ñúáèòè-

ÿòà H1, H2, . . . Hn, ñå íàðè÷àò õèïîòåçè. Âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A ñå

îïðåäåëÿ ïî ôîðìóëàòà

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi)P (A|Hi) (2.9)

è ñå íàðè÷àôîðìóëà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà

îò òîâà, ÷å AH1, AH2, . . . AHn ñà íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ è A = AH1 +

AH2 + . . . + AHn. Ïî ïðàâèëîòî çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè íàìèðàìå

P (A) =
∑n

i=1 P (AHi). Çà âñåêè ÷ëåí íà òàçè ñóìà ñå ïðèëàãà ôîðìóëàòà

çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè P (AHi) = P (Hi)P (A|Hi) è ñå ïîëó÷àâà

(2.9).

Íåêà ïðè ñúùàòà ñõåìà å äàäåí ðåçóëòàòà îò ñáúäâàíåòî íà A. Ïðè

òîâà óñëîâèå âåðîÿòíîñòèòå íà õèïîòåçèòå ñå îïðåäåëÿò ïî ôîðìóëàòà

P (Hj|A) =
P (Hj)P (A|Hj)∑n
i=1 P (Hi)P (A|Hi)

, j = 1, 2, . . . n, (2.10)

êîÿòî ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Áåéñ.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ôîðìóëàòà çà óñëîâíà âåðîÿòíîñò è ôîð-

ìóëàòà çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè.

2.7 Âåðîÿòíîñò âúðõó èçáðîèìî ïðîñòðàíñò-

âî

Â òîçè ïàðàãðàô ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî Ω = {ω1, ω2, . . .} ñú-
äúðæà èçáðîèìî ìíîãî åëìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Â òîçè ñëó÷àé êðàéíàòà
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àäèòèâíîñò íà ñëó÷àéíèòå ñúáèòèÿ íå å äîñòàòú÷íà. Èçìåðèìîòî ïðîñ-

òðàíñòâî (Ω,F) å ñíàáäåíî ñúñ σ− àëãåáðà F , êîÿòî ñúäúðæà âñè÷êè

ïîäìíîæåñòâà íà Ω.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà õàðàêòåðèçèðà âåðîÿòíîñòòà, îïðåäåëåíà íà èç-

áðîèìî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 2.1 Íåêà pk = p(ωk), k = 1, 2, . . . å ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà,

îïðåäåëåíè íà Ω. Òîãàâà pk ≥ 0 è
∑∞

k=1 pk = 1 å íåîáõîäèìî è äîñòà-

òú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà åäèíñòâåíà âåðîÿòíîñò P , çà êîÿòî

P ({ωk}) = pk.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ïðèåìåì ÷å P ({ωk}) = pk, k = 1, 2, . . . . Òîãàâà

pk ≥ 0 è

1 = P (Ω) = P

(
∞⋃
k=1

{ωk}

)
=
∞∑
k=1

P ({ωk}) =
∞∑
k=1

pk.

Îáðàòíî, àêî çà ÷èñëàòà pk ≥ 0 å â ñèëà
∑∞

k=1 pk = 1, òî ìîæå äà ñå

äåôèíèðà âåðîÿòíîñò P , òàêàâà ÷å çà âñÿêî A ∈ F

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω),

ïðè óñëîâèå ÷å ïðàçíàòà ñóìà å ðàâíà íà íóëà. Òîãàâà P (∅) = 0 è P (Ω) =∑∞
k=1 pk = 1.

2

Â òîçè ñëó÷àé ìîæå äà ñå äàäå ñëåäíîòî îïðåäåëåíèå çà âåðîÿòíîñò.

Îïðåäåëåíèå 2.8 Âåðîÿòíîñò íà (Ω,F) ñå íàðè÷à âñÿêà ÷èñëîâà ôóí-

êöèÿ P , äåôèíèðàíà âúðõó F , çà êîÿòî ñà â ñèëà àêñèîìèòå:

A1. P (A) ≥ 0 çà âñÿêî A ∈ F (íåîòðèöàòåëíîñò);

A2. P (Ω) = 1 (íîðìèðàíîñò);

A3*. Àêî ñúáèòèÿòà {An} ñà äâå ïî äâå íåñúâìåñòèìè (ò.å. AiAj =

∅, i 6= j) è
∑∞

n=1An ∈ F òî
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P (
∞∑
n=1

An) =
∞∑
n=1

P (An) (σ − àäèòèâíîñò). (2.11)

Ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å çà òàêà îïðåäåëåíàòà âåðîÿòíîñò ñà â ñèëà

ñâîéñòâàòà 1 - 6 íà âåðîÿòíîñò âúðõó êðàéíî ïðîñòðàíñòâî.

Ñëåäíàòà òåîðåìà ñúäúðæà ñâîéñòâà, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè íà õè-

ïîòåçàòà çà σ− àäèòèâíîñò.

Òåîðåìà 2.2 Ïðåäïîëàãàìå, ÷å âåðîÿòíîñòíàòà ìÿðêà P óäîâëåòâî-

ðÿâà àêñèîìèòå A1 è A2. Äà ñå ïîêàæå, ÷å A3* å åêâèâàëåíòíà íà

âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

à) Àêî An ∈ F è An ↓ ∅, òî P (An) ↓ 0;

á) Àêî An ∈ F è An ↓ A, òî P (An) ↓ P (A).

â) Àêî An ∈ F è An ↑ Ω, òî P (An) ↑ 1;

ã) Àêî An ∈ F è An ↑ A, òî P (An) ↑ P (A).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò òîâà, ÷å P (A) + P (A) = 1 ñëåäâà, ÷å à) ⇐⇒ â) è á)

⇐⇒ ã). Î÷åâèäíî å, ÷å îò ã) ñëåäâà â).

Íåêà ñåãà å âñèëà â) è íåêà An ∈ F è An ↑ A. Îçíà÷àâàìå ñ Bn =

An∪A, n = 1, 2, . . . , ìíîæåñòâàòà, êîèòî ïîêðèâàò Ω. Òúé êàòî An∩A =

∅, òî P (Bn) = P (An) + P (A) è ïðè n → ∞ P (Bn) → 1, îò êúäåòî

P (An) = P (Bn)− P (A) = P (Bn)− 1 + P (A)→ P (A).

Ñåãà å â ñèëà àêñèîìàòà A3* è çà An ∈ F An ↑ A.
Îçíà÷àâàìå Bk = Ak \Ak−1, k = 2, 3, . . .. Òîãàâà A = A1∪B2∪B3∪ . . . ,

êúäåòî A1, B2, B3, . . . ñà äâå ïî äâå íåñúâìåñòèìè è

P (A) = P (A1) + P (B2) + P (B3) + . . .

= P (A1) + limn→∞
∑n

k=2 P (Bk)

= P (A1) + limn→∞
∑n

k=2[P (Ak)− P (Ak−1] = limn→∞ P (An).

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå ñå ïîëó÷àâà àíàëîãè÷íî.
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2

Ñâîéñòâîòî (2.11) å â ñèëà êîãàòî ñúáèòèÿòà {An} ñà äâå ïî äâå íåñúâ-
ìåñòèìè. Ïðè ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò ñúáèòèÿ å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3 Çà âñÿêà ðåäèöà îò ñúáèòèÿ {An}, òàêàâà, ÷å
⋃∞
n=1 An ∈

F , å â ñèëà

P (
∞⋃
n=1

) ≤
∞∑
n=1

P (An) (σ − ïîëóàäèòèâíîñò);

Äîêàçàòåëñòâî.Îçíà÷àâàìå Bn = Ω −
∑n−1

k=1 Ak. Îò òîâà, ÷å
⋃∞
n=1 An =⋃∞

n=1AnBn ñëåäâà, ÷å AnBn ñà íåñúâìåñòèìè è

P (
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

P (AnBn) ≤
∞∑
n=1

P (An).

2

2.8 Çàêîí çà íóëàòà è åäèíèöàòà íà Áîðåë-

Êàíòåëè

Òåîðåìà 2.4 Íåêà {An, n = 1, 2, . . .} å ðåäèöà îò íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ

íà (Ω,F , P ) è íåêà A =
⋂∞
n=1

⋃∞
k=nAk (A ñúäúðæà ω, êîèòî ïðèíàäëå-

æàò íà áåçáðîéíî ìíîãî Ak.) Òîãàâà P (A) = 1 èëè 0 â çàâèñèìîñò îò

òîâà
∞∑
k=1

P (Ak) =∞ èëè
∞∑
k=1

P (Ak) <∞.

Äîêàçàòåëñòâî.

P (A) = lim
n→∞

P (
∞⋃
k=n

Ak) ≤ lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0.
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Ñëåäîâàòåëíî
∞∑
k=1

P (Ak) <∞ −→ P (A) = 0

äîðè çà íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ.

Íåêà
∑∞

k=1 P (Ak) =∞. Òîãàâà

P (A) = lim
n→∞

P (
∞⋃
k=n

Ak) = lim
n→∞

P (Ω−
∞⋂
k=n

Ak)

= 1− lim
n→∞

P (
∞⋂
k=n

Ak) = 1− lim
n→∞

lim
m→∞

P (
m⋂
k=n

Ak)

= 1− lim
n→∞

∞∏
k=n

(1− P (Ak)).

Îò íåðàâåíñòâîòî ln(1− x) ≤ −x ñëåäâà

∞∏
k=n

(1− P (Ak)) ≤ e−
∑∞
k=n P (Ak).

Ñëåäîâàòåëíî
∞∏
k=n

(1− P (Ak)) ≤ e−∞ = 0.

2

2.9 Âåðîÿòíîñòíè ìåðêè

Äà ïðèïîìíèì Îïðåäåëåíèå 1.8, ñúãëàñíî êîÿòî (Ω,F), êúäåòî Ω å ïðîñò-

ðàíñòâîòî îò åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ è F å σ− àëãåáðà ñå íàðè÷à èçìåðèìî

ïðîñòðàíñòâî. Âèäÿõìå, ÷å êîãàòî Ω å êðàéíî èëè èçáðîèìî, êîíñòðóèðà-

íåòî íà âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà å ëåñíî. Êîãàòî Ω å íåèçáðîèìî, òàçè òåõíèêà

å íåïðèëîæèìà. Â òîçè ñëó÷àé P (ω) = 0 çà âñÿêî ω è ìíîæåñòâîòî îò

ñòîéíîñòè P (ω), ω ∈ Ω â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîæå äà õàðàêòåðèçèðà âå-

ðîÿòíîñòòà. Òðóäíîñòèòå ñå âèæäàò îò ñëåäíèÿ ïðèìåð. Íåêà Ω = [0, 1]

è äà âúâåäåì åñòåñòâåíàòà âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà P ((a, b]) = b − a âúðõó
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èíòåðâàëèòå îò âèäà (a, b], 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. Àêî èñêàìå äà ðàçøèðèì P,

ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúðõó âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà [0, 1] è äà ñà â ñèëà

àêñèîìèòå îò Îïðåäåëåíèå 2.8, òîâà å íåâúçìîæíî. Ñúâêóïíîñòòà îò òåçè

ìíîæåñòâà å òâúðäå ãîëÿìà. Îêàçâà ñå, ÷å òîâà ìîæå äà ñå íàïðàâè âúðõó

ïî-ìàëêà ñúâêóïíîñò îò ìíîæåñòâà, ò.å. âúðõó σ− àëãåáðàòà, ñúäúðæàùà

èíòåðâàëèòå îò âèäà (a, b]. Òîâà ñå ñúäúðæà â ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5 Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å σ− àëãåáðàòà F å ïîðîäåíà îò àëãåá-

ðàòà F0. Òîãàâà âñÿêà âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà, äåôèíèðàíà íà àëãåáðàòà

F0 ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ïðîäúëæåíèå âúðõó σ− àëãåáðàòà F .

Ïðîäúëæåíèåòî íà âåðîÿòíîñòíàòà ìÿðêà ñå îçíà÷àâà îòíîâî ñ P è òðîé-

êàòà (Ω,F , P ) ñå íàðè÷à âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî.



Ãëàâà 3

Ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåêà (Ω,F) å ïðîèçâîëíî èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî è (R,B(R)) å ðåàëíàòà

ïðàâà ñ àëãåáðà îò áîðåëîâè ìíîæåñòâà B(R).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ðåàëíàòà ôóíêöèÿ X = X(ω), äåôèíèðàíà íà (Ω,F),

ñå íàðè÷à F - èçìåðèìà ôóíêöèÿ èëè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, àêî çà

âñÿêî B ∈ B(R)

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F . (3.1)

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî Ω = R è F = B, ôóíêöèÿòà X(ω) ñå íàðè÷à áîðåëîâà.

Ñúùíîñòòà íà (3.1) ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ñå ðàçãëåæäàò ôóíêöèè X(ω),

ïðè êîèòî ïðàîáðàçèòå íà áîðåëîâèòå ìíîæåñòâà X−1(B) ñà ñúáèòèÿ.

Òåîðåìà 3.1 Óñëîâèåòî (3.1) å åêâèâàëåíòíî íà

{ω : X(ω) ≤ x} ∈ F çà âñÿêî x ∈ R. (3.2)

Ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ñå îçíà÷àâàò ñ ãëàâíè ëàòèíñêè áóêâè X, Y, Z èëè

ñ ãðúöêè áóêâè ξ, η, ζ. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ìíîæåñòâîòî

FX = {A : A = X−1(B), B ∈ R}

20
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å σ - àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 3.2 FX ñå íàðè÷à σ - àëãåáðà, ïîðîäåíà îò X. Îçíà÷àâà

ñå FX = σ(X).

3.1 Äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåêà (Ω,F , P ) å âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî, ïðè êîåòî Ω å èçáðîèìî è

σ− àëãåáðàòà F ñúäúðæà âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà Ω.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ôóíêöèÿòà X = X(ω), äåôèíèðàíà íà (Ω,F), ñúñ

ñòîéíîñòè â R, òàêàâà ÷å

1) îáðàçúò íà Ω å èçáðîèìî ïîäìíîæåñòâî íà R è

2) çà âñÿêî x ∈ R, {ω ∈ Ω : X(ω) = x} ∈ F , ñå íàðè÷à äèñêðåòíà

ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

Âòîðîòî óñëîâèå â äåôèíèöèÿòà å åêâèâàëåíòíî íà

X−1(x) = {ω : X(ω) = x} ∈ F . (3.3)

Ñúñ âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñå îïðåäåëÿ âåðîÿòíîñò

PX(B) = P (ω : X(ω) ∈ B) = P (X−1(B)) = P (X ∈ B), (3.4)

êîÿòî ñå íàðè÷à âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷è-

íà X. Òàçè ôîðìóëà äåôèíèðà âåðîÿòíîñòíàòà ìÿðêà P. Òúé êàòî ìíî-

æåñòâîòî îò ñòîéíîñòè å íàé - ìíîãî èçáðîèìî, òî òàçè âåðîÿòíîñò å

íàïúëíî îïðåäåëåíà îò ÷èñëàòà

pX(k) = P (X = k) =
∑

{ω:X(ω)=k}

p(ω).

Ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè {pX(k)} ñúùî ñå íàðè÷à âåðîÿòíîñòíî ðàç-
ïðåäåëåíèå íà X. ßñíî å, ÷å PX(A) =

∑
{k∈A} p

X(k).

Íåêà A1, A2, . . . An å åäíî ðàçëàãàíå íà Ω.
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Îïðåäåëåíèå 3.4 Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, êîÿòî ïðèåìà êðàåí áðîé ñòîé-

íîñòè x1, x2, . . . , xn è èìà âèäà

X =
n∑
k=1

xkIAk

ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà.

Â òîçè ñëó÷àé

pk = P (X = xk) = P (Ak),
n∑
k=1

pk = 1.

Êîãàòî â (3.4), B = (−∞, x], ñå ïîëó÷àâà ôóíêöèÿòà FX(x) = P (X ≤
x), îïðåäåëåíà âúðõó öÿëàòà ðåàëíà ïðàâà, êîÿòî ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà

ðàçïðåäåëåíèå.

3.2 Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå ñå äåôèíèðà çà âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

Íåêà (Ω,F , P ) å âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî èX å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà,

äåôèíèðàíà âúðõó íåãî.

Îïðåäåëåíèå 3.5 Çà âñÿêî x ∈ R1, ôóíêöèÿòà

FX(x) = P ({ω : X(ω) ≤ x}) = P (X ≤ x), (3.5)

ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå (ô.ð.) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

X.

Êîãàòî íÿìà îïàñíîñò îò íåäîðàçóìåíèå ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå

ñå çàïèñâà F (x).

Ñ ïîìîùòà íà F (x) ìîæå äà ñå èçðàçè ñëåäíàòà âåðîÿòíîñò

P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a).
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Ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå.

Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà F (x) ñëåäâà, ÷å âñÿêà ô.ð. ïðèòå-

æàâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1 çà âñÿêî x;

2. Çà x1 < x2 å â ñèëà F (x1) ≤ F (x2)(ìîíîòîííî ðàñòÿùà);

3. Àêî ðåäèöàòà xn ↓ x0, òî limn→∞ F (xn) = F (x0) (íåïðåêúñíàòà

îòäÿñíî);

4. limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞ F (x) = 1.

Íåïðåêúñíàòîñò îòäÿñíî îçíà÷àâà îùå, ÷å çà âñÿêî x ∈ R1 è ε > 0

lim
ε→0

[F (x+ ε)− F (x)] = 0,

êîåòî çàïèñâàìå êðàòêî F (x+ 0) = F (x).

Íåêà ñåãà ðåäèöàòà xn ↑ x0. Òúé êàòî ñúîòâåòíàòà ðåäèöà F (xn) å

ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òÿ å ñõîäÿùà, ò.å. limn→∞ F (xn) = F (x − 0). Â

îáùèÿ ñëó÷àé px = F (x)− F (x− 0). Àêî F (x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà

x, òî px = 0.

Òî÷êèòå, â êîèòî px > 0 ñå íàðè÷àò òî÷êè íà ñêîê (òî÷êè íà ïðåêúñ-

âàíå). Â òåçè òî÷êè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà F (x) èìà ñêîê ñ ãîëåìèíà

px.

Òåîðåìà 3.2 Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) ìîæå äà èìà íå ïîâå÷å

îò èçáðîèìî ìíîãî ñêîêîâå.

Äîêàçàòåëñòâî. Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå ìîæå äà èìà íå ïîâå÷å

îò 1 ñêîê, ïî-ãîëÿì îò 1
2
; ñêîêîâåòå, ïðè êîèòî 1

4
< px ≤ 1

2
, ñà íå ïîâå÷å

îò 3; ïðè 1
8
< px ≤ 1

4
òå ñà íå ïîâå÷å îò 7. Â îáùèÿ ñëó÷àé ôóíêöèÿòà

íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) ìîæå äà èìà íå ïîâå÷å îò 2n− 1 òàêèâà ñêîêà, ÷å
1

2n
< px ≤ 1

2n−1 , n = 1, 2, . . .

ßñíî å, ÷å âñè÷êè ñêîêîâå ìîãàò äà áúäàò íîìåðèðàíè, ò.å. òå ñà íå

ïîâå÷å îò èçáðîèìî ìíîãî.

2
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Ïîêàçàõìå, ÷å íà âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå ñúïîñòàâÿ åäíà ôóíê-

öèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (x), êîÿòî å äðôèíèðàíà çà âñÿêî ðåàëíî x. Ìîæå

äà ñå ñëó÷è ðàçëè÷íè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè äà èìàò åäíà è ñúùà ô.ð.

Ïðèìåð: Íåêà Ω å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1] è

F å σ - àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò âñè÷êè ïîäèíòåðâàëè íà [0, 1]. Âåðîÿòíîñò-

òà P , äåôèíèðàíà âúðõó F å ìÿðêàòà (äúëæèíàòà) íà ñúîòâåòíèÿ åëå-

ìåíò îò F . Äåôèíèðàìå ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X(ω) = ω è Y (ω) = 1− ω
çà ω ∈ [0, 1]. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å P (X ≤ x) = P (Y ≤ x) = x çà 0 ≤ x ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëíî X è Y èìàò åäíà è ñúùà ô.ð.

F (x) =


0, x < 0
x, 0 ≤ x < 1
1, x ≥ 1.

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ òàçè ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå ñå íàðè÷à ðàâ-

íîìåðíî ðàçïðåäåëåíà â èíòåðâàëà (0, 1). Îçíà÷àâà ñå X ∈ U(0, 1).

Òîçè ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å ô.ð. îïðåäåëÿ öÿë êëàñ îò ñëó÷àéíè âåëè-

÷èíè. Îò âåðîÿòíîñòíà ãëåäíà òî÷êà, ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ åäíà è ñúùà

ô.ð. ñå ïðåäïîëàãàò íåðàçëè÷èìè.

Íåêà X å åäíà äèñêðåòíà ñë.â. è x1, x2, . . . , xn, . . . ñà ñòîéíîñòèòå é,

ïîäðåäåíè ïî ãîëåìèíà x1 < x2 < . . . < xn . . . . Äà îçíà÷èì ñ

pn = P (ω : X = xn)

âåðîÿòíîñòòà, ñ êîÿòî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ïðèåìà ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñ-

òè. Ô.ð. íà òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ïðèåìà âèäà

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
xk≤x

P (X = xk) =
∑
xk≤x

pk. (3.6)

Îò (3.6) ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

lim
x↑xn

F (x) = F (xn − 0) = p1 + p2 + . . .+ pn−1,

è

lim
x↓xn

F (x) = F (xn) = p1 + p2 + . . .+ pn,

îò êúäåòî, ãîëåìèíàòà íà ñêîêà íà F (x) â òî÷êàòà xn å pn = F (xn) −
F (xn − 0).
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Òàêà, ô.ð. íà åäíà äèñêðåòíà ñë.â. å íàïúëíî îïðåäåëåíà, àêî ñà èç-

âåñòíè íåéíèòå ñòîéíîñòè è ñúîòâåòíèòå âåðîÿòíîñòè. Òîâà ìîæå äà ñå

ïðåäñòàâè âúâ âèä íà òàáëèöà è ñå íàðè÷à äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå.

X x1 x2 . . . xn . . .
P p1 p2 . . . pn . . .

Òàçè òàáëèöà, êúäåòî pn ≥ 0 è
∑∞

n=1 pn = 1, ñå íàðè÷à îùå ðåä íà ðàçï-

ðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.

3.3 Íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Äðóã îñíîâåí êëàñ ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà òåçè, ïðè êîèòî ñúùåñòâóâà

íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ f(t), òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ R1

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt. (3.7)

Òàêèâà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñå íàðè÷àò íåïðåêúñíàòè, à ôóíêöèÿòà f(t)

- ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèåòî (ïëúòíîñò). Îò (3.7) ñå âèæäà, ÷å ôóí-

êöèÿòà F (x) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà è F ′(x) = f(x).

Ïëúòíîñòòà ïðèòåæàâà ñëåäíèòå îñíîâíè ñâîéñòâà

f(t) ≥ 0,

∫ ∞
−∞

f(t)dt = 1. (3.8)

Ëåñíî ñå âèæäà è âåðíîñòòà íà ñëåäíàòà ôîðìóëà

P (x1 < X ≤ x2) =

∫ x2

x1

f(t)dt.

3.4 Ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëåíèå è âåðîÿòíîñ-

òíè ìåðêè â áîðåëîâî ïðîñòðàíñòâî

Âèäÿõìå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà 1.

- 4. Îêàçâà ñå, ÷å òåçè ñâîéñòâà ñà õàðàêòåðèçàöèîííè, ò.å. îïðåäåëÿò

åäíîçíà÷íî ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå.
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Ñëåäíàòà òåîðåìà óñòàíîâÿâà âðúçêàòà ìåæäó âåðîÿòíîñòèòå â èçìå-

ðèìî áîðåëîâî ïðîñòðàíñòâî (R1,B1) è ôóíêöèèòå F (x) ñúñ ñâîéñòâàòà

1. - 4.

Îçíà÷àâàìå Ix = (−∞, x].

Òåîðåìà 3.3 (çà ñúîòâåòñòâèå). Ñúîòíîøåíèåòî P (Ix) = F (x) óñòà-

íîâÿâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèèòå íà ðàçï-

ðåäåëåíèå è âåðîÿòíîñòèòå P â (R1,B1).

Ñëåäñòâèå 3.1 Âñÿêà ðåàëíà ôóíêöèÿ F (x), x ∈ R1 ñúñ ñâîéñòâàòà 1.

- 4. å ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà íÿêàêâà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, äåôèíè-

ðàíà íà ïîäõîäÿùî âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P å âåðîÿòíîñòòà â (R1,B1) ñúãëàñíî òåîðåìàòà çà

ñúîòâåòñòâèå. Âúâ âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî (R1,B1, P ) ðàçãëåæäàìå

ñë. â. X(ω) = ω, ω ∈ R1. Òîãàâà êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

P (ω : X(ω) ≤ x) = P (ω ≤ x) = P (Ix) = F (x),

F (x) å ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà X.

2

3.5 Ñâîéñòâà íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè

1. Àêî X1 è X2 ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè è a ∈ R, òî X1 + X2, aXi, X1X2

è X1

X2
ñà ñúùî ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Â ìíîæåñòâîòî îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ïðèåìàìå åñòåñòâåíàòà íàðåä-

áà: X1 ≤ X2 àêî X1(ω) ≤ X2(ω) çà âñÿêî ω ∈ Ω.

2. Àêî X1 è X2 ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òî max(X1, X2) è min(X1, X2)

ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò òîâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ R ñà

â ñèëà òâúðäåíèÿòà

{max(X1, X2) ≤ x} = {X1 ≤ x}
⋂
{X2 ≤ x} ∈ F
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è

{min(X1, X2) > x} = {X1 > x}
⋂
{X2 > x} ∈ F .

3. Àêî {Xn} å ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òî supXn è inf Xn ñúùî

ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ñëåäâà îò òîâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ R

{sup
n≥1

Xn ≤ x} =
∞⋂
n=1

{Xn ≤ x} ∈ F

è

{inf
n≥1

Xn ≤ x} =
∞⋃
n=1

{Xn ≤ x} ∈ F .

Îò ïîñëåäíèòå ðàâåíñòâà ñëåäâà îùå, ÷å

lim supXn = inf
n≥1

(sup
m≥n

Xm) è lim inf Xn = sup
n≥1

( inf
m≥n

Xm)

ñà ñúùî ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Îïðåäåëåíèå 3.6 Ðåäèöàòà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè {Xn} êëîíè êúì

ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X, àêî çà âñÿêî ω ∈ Ω å â ñèëà

lim supXn(ω) = lim inf Xn(ω) = X(ω).

Òàçè ñõîäèìîñò ñå íàðè÷à ïîòî÷êîâà ñõîäèìîñò.

4. Çà âñÿêà áîðåëîâà ôóíêöèÿ ϕ(x) è çà âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X,

ôóíêöèÿòà Y = ϕ(X) å ñúùî ñëó÷àéíà âåëè÷èíà (ò.å. áîðåëîâà ôóíêöèÿ

îò ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà).

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å çà âñÿêî B ∈ B, å â ñèëà

{ω : Y (ω) ∈ B} = {ω : ϕ(X(ω)) ∈ B} = {ω : X(ω) ∈ ϕ−1(B)} ∈ F ,

òúé êàòî ϕ−1(b) = {x : ϕ(x) ∈ B} ∈ B.
Îò òîâà ñâîéñòâî âåäíàãà ñëåäâà, ÷å Xn, X+ = max(X, 0), X− =

max(−X, 0), |X| = X+ +X− ñúùî ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.
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Òåîðåìà 3.4 Êëàñúò íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè, äåôèíèðàíè â äàäåíî èç-

ìåðèìî ïðîñòðàíñòâî (Ω,F) ñúâïàäà ñ êëàñà íà èçìåðèìèòå ôóíêöèè,

ñúäúðæàù åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè è çàòâîðåí îòíîñíî ïî-

òî÷êîâà ñõîäèìîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðèïîìíèì, ÷å åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

ïðèåìàò êðàåí áðîé ñòîéíîñòè (Îïðåäåëåíèå 3.5). Íåêà X = X(ω) å ñëó-

÷àéíà âåëè÷èíà. Îçíà÷àâàìå

Xn(ω) =
n2∑

k=1−n2

k − 1

n
IAk(ω) + nIBn(ω)− nICn(ω), (3.9)

êúäåòî Ak = {ω : k−1
n

< X(ω) ≤ k
n
}, Bn = {ω : X(ω) > n}, Cn = {ω :

X(ω) ≤ −n}.
Xn(ω) å ïðîñòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, òúé êàòî ïðèåìà êðàåí áðîé ñòîé-

íîñòè. Ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ω ∈ Ω, Xn(ω) → X(ω) ïðè n → ∞, ò.å.
÷å çà âñÿêî ω ∈ Ω è âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà N <∞, òàêà, ÷å ïðè n ≥ N

å â ñèëà |Xn(ω)−X(ω)| < ε.

Íåêà ω ∈ Ω è ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Èçáèðàìå N òàêà, ÷å 1
N
< ε. Òîãàâà

ñúùåñòâóâà k0, òàêîâà, ÷å −N2 + 1 ≤ k0 ≤ N2 è k0−1
N

< X(ω) ≤ k0
N
.

Ñúãëàñíî (3.9) òîâà îçíà÷àâà, ÷å XN(ω) = k0−1
N

è ñëåäîâàòåëíî X(ω)−
XN(ω) < 1

N
< ε. Ñåãà çà âñÿêî n ≥ N ñúùåñòâóâà k, òàêà, ÷å 1−n2 ≤ k ≤

n2 è k−1
n
≤ X(ω) ≤ k

n
. Ñúãëàñíî (3.9),Xn(ω) = k−1

n
. ÒîãàâàX(ω)−Xn(ω) <

1
n
< ε.

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè

êàòî ãðàíèöà íà ðåäèöà îò åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

2

Îò (3.9) ñëåäâà, ÷å àêî X ≥ 0, òî Cn = ∅, n = 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëíî

Xn ↑ X, ò.å. âñÿêà íåîòðèöàòåëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà ñå ïðåäñòà-

âè êàòî ãðàíèöà íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè ïðîñòè

ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Â îáùèÿ ñëó÷àé îò (3.9) ñëåäâà, ÷å |Xn| ≤ |X|.
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3.6 Ðåäèöà îò íåçàâèñèìè îïèòè

Ìíîãî ÷åñòî â ïðàêòèêàòà ñå íàëàãà èçó÷àâàíåòî íà ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ,

êîèòî ñå ïîâòàðÿò ìíîãîêðàòíî ïðè åäíè è ñúùè óñëîâèÿ. Íàé-ïðîñòàòà

ñõåìà íà ïîâòàðÿùè ñå ñúáèòèÿ å ò.í. ñõåìà íà Áåðíóëè. Òîâà å áåçêðàéíà

ðåäèöà îò íåçàâèñèìè îïèòè, ïðè êîèòî åäíî ñúáèòèå ñå ñáúäâà ñ âåðî-

ÿòíîñò p > 0, èëè íå ñå ñáúäâà ñ âåðîÿòíîñò q = 1 − p. Çà óëåñíåíèå,

êîãàòî ñúáèòèåòî ñå ñáúäíå, êàçâàìå ÷å å íàñòúïèë óñïåõ. Àêî ñúáèòèå-

òî íå ñå ñáúäíå, îçíà÷àâà ÷å å íàñòúïèë íåóñïåõ. Âåðîÿòíîñòòà çà óñïåõ

ïðè âñåêè îïèò å åäíà è ñúùà. Òîçè òèï îïèòè å èçñëåäâàí çà ïðúâ ïúò

îò øâåéöàðñêèÿ ó÷åí ßêîá Áåðíóëè (1654 - 1705) è íîñè íåãîâîòî èìå.

Îêàçâà ñå, ÷å çàêîíîìåðíîñòèòå, êîèòî ñå ïîÿâÿâàò â ñõåìàòà íà Áåðíóëè

ñà îñíîâíè â òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå. Òå äàâàò íàñîêà çà èçó÷àâàíå è

íà ïî-ñëîæíè ñõåìè.

3.7 ×åñòî ñðåùàíè äèñêðåòíè ðàçïðåäåëåíèÿ

Ðàçïðåäåëåíèå íà Áåðíóëè. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäå-

ëåíèå íà Áåðíóëè, àêî ïðèåìà äâå ñòîéíîñòè 0 è 1, ñ âåðîÿòíîñò

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p = q.

Áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå. Ïðè ïîñòîÿíåí ñúñòàâ íà óðíàòà, ñå èçáèðàò

n òîïêè ñ âðúùàíå. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ðàâíà íà áðîÿ íà áåëèòå

òîïêè â èçâàäêàòà è ïðèåìà ñòîéíîñòè 0, 1, . . . n. Áðîÿò íà èçõîäète ïðè

åêñïåðèìåíòa å #(Ω) = (M +N)n. Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå èçõîäè çà x

áåëè òîïêè â èçâàäêàòà å
(
n
x

)
MxNn−x. Â òîçè ñëó÷àé ðàçïðåäåëåíèåòî å

P (X = x) =

(
n

x

)(
M

M +N

)x(
N

M +N

)n−x
, x = 0, 1, . . . n.

Ïðèåìàìå p = M
M+N

çà ïàðàìåòúð íà òîâà ðàçïðåäåëåíèå. Òîãàâà

P (X = k) =

(
n

x

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . n
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è ñå íàðè÷à áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðè n ≥ 1 è p ∈ (0, 1),

(X ∼ Bi(n, p)). Áèíîìíî ðàçïðåäåëåíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà ñå

ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà n áåðíóëèåâè ñë. â. Íåêà Y1, . . . Yn ñà áåðíóëèåâè

ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ò.å. çà k = 1, . . . n

Yk =

{
1 (óñïåõ), p
0 (íåóñïåõ), 1− p.

Òîãàâà X = Y1 + . . . Yn å ðàâíà íà áðîÿ íà óñïåõèòå ïðè n îïèòà â ñõåìàòà

íà Áåðíóëè.

Ãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ãåîìåòðè÷íî

ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòúð p, (X ∼ Ge0(p)), àêî

P (X = k) = (1− p)kp, k = 0, 1, 2, . . .

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ðàâíà íà áðîÿ íà íåóñïåõèòå äî ïúðâà ïîÿâà

íà óñïåõ â ðåäèöà îò íåçàâèñèìè áåðíóëèåâè îïèòè.

Îòðèöàòåëíî áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Z ñå

íàðè÷à îòðèöàòåëíî áèíîìíî ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðè r è p, (Z ∼
NB(r, p)), àêî

P (X = k) =

(
k + r − 1

k

)
pr(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . . .

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Z å ðàâíà íà áðîÿ íà íåóñïåõèòå äî ïîÿâàòà íà r

óñïåõè â ðåäèöà îò íåçàâèñèìè áåðíóëèåâè îïèòè è ìîæå äà ñå ïðåäñ-

òàâè êàòî ñóìà îò ãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè: Z =∑r
k=1Xk, êúäåòî Xk ∼ Ge0(p).
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3.8 Íÿêîè íåïðåêúñíàòè âåðîÿòíîñòíè ðàçï-

ðåäåëåíèÿ

3.8.1 Åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå è îòñúñòâèå íà

ïàìåò

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè÷à åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðà-

ìåòúð λ > 0, (X ∼ exp (λ)), àêî

F (x) = 1− e−λx è f(x) = λe−λx, x ≥ 0.

Àêî λ = 1, ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ∼ exp(1) ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíà

åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíà. Íåêà X ∼ exp(1) è Y = a + X
λ
, λ >

0, −∞ < a <∞. Òîãàâà ðàçïðåäåëåíèåòî íà Y ñå îïðåäåëÿ îò ôóíêöèÿòà

íà ðàçïðåäåëåíèå è ïëúòíîñòòà

F (x) = 1− e−λ(x−a) è f(x) = λe−λ(x−a), x ≥ a

è ñå îçíà÷àâà Y ∼ exp(a, λ).

Ïðåäèìñòâîòî íà åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå ñå ñúñòîè â íàëè-

÷èåòî íà ñâîéñòâîòî îòñúñòâèå íà ïàìåò.

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíàX ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî îòñúñòâèå íà ïàìåò,

àêî çà âñåêè èçáîð íà t, s ≥ 0, òàêà ÷å P (X ≥ t) > 0

P (X ≥ t+ s|X ≥ t) = P (X ≥ s). (3.10)

Ako X å ïðîäúëæèòåëíîñò íà æèâîò, òî (6.5) èçðàçÿâà âåðîÿòíîñòòà, ÷å

èíäèâèä, äîæèâÿë âúçðàñò t ùå äîæèâåå ïîíå äî âúçðàñò s + t å ðàâíà

íà âåðîÿòíîñòòà òîçè èíäèâèä äà íàäæèâåå âúçðàñò s. Àêî ôóíêöèÿòà íà

ðàçïðåäåëåíèå íå å èçðîäåíà â íóëàòà, òî óñëîâèåòî (6.10) å åêâèâàëåíòíî

íà

P (X ≥ t+ s,X ≥ t)

P (X ≥ t)
= P (X ≥ s)
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èëè

P (X ≥ t+ s) = P (X ≥ s)P (X ≥ t). (3.11)

Â ðàâåíñòâî (6.11) ìîæå äà ñå âêëþ÷è è ñëó÷àÿ íà èçðàæäàíå. Ðåøåíèåòî

ñå äàâà îò ñëåäíàòà òåîðåìà ([2]).

Òåîðåìà 3.5 Ñðåä ôóíêöèèòå íà ðàçïðåäåëåíèå ñúùåñòâóâàò ñàìî äâå

ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèå (6.11). F (x) èëè å èçðîäåíà â íóëàòà èëè çà äàäåíà

êîíñòàíòà λ > 0, F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0.

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå ïðèòåæàâà ñâîéñ-

òâîòî îòñúñòâèå íà ïàìåò è òî å åäèíñòâåíîòî íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëå-

íèå ñ òîâà ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâîòî îòñúñòâèå íà ïàìåò ïðè åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå

ñå èëþñòðèðà è ïðè ïîíÿòèåòî õàçàðòíà ôóíêöèÿ.

Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà æèâîò èìà åêñïîíåí-

öèàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Òîãàâà, ñúãëàñíî ñâîéñòâîòî îòñúñòâèå íà ïàìåò

ñëåäâà, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî íà îñòàíàëîòî âðåìå íà æèâîò íà èíäèâèäèòå

íà âúçðàñò t å ñúùîòî êàêòî ïðè ìëàäèòå èíäèâèäè. Òàêà λ(t) òðÿáâà äà

å êîíñòàíòà. Òîâà ñå ïðîâåðÿâà òàêà:

λ(t) =
λe−λt

e−λt
= λ.

Õàçàðòíàòà ôóíêöèÿ íà åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå å

êîíñòàíòà.

Íåêà X è Y ñà íåçàâèñèìè, åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âå-

ëè÷èíè ñ ïàðàìåòðè, ñúîòâåòíî λ è µ. Òîãàâà ðàçïðåäåëåíèåòî íà Z =

min(X, Y ) ñå îïðåäåëÿ îò

P (Z ≤ z) = 1− P (Z > z) = 1− P (X > z, Y > z) =

= 1− P (X > z)P (Y > z) = 1− e−λze−µz = 1− e−(λ+µ)z.



Ãëàâà 3. Ñëó÷àéíè âåëè÷èíè 33

Òàêà, Z = min(X, Y ) å îòíîâî åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìå-

òúð λ+µ. Ïîâòàðÿéêè òîâà ñâîéñòâî, ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ìèíèìàëíàòà

îò êðàåí áðîé åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè å îòíîâî

åêñïîíåíöèàëíà.

P (X ≤ Y |min(X, Y ) > z) =
P (X ≤ Y, Z > z)

P (Z > z)
=
P (X ≤ Y,X > z, Y > z)

P (X > z, Y > z)

=
P (X ≤ Y,X > z)

P (X > z)P (Y > z)
=

∫∞
z

∫∞
x
λe−λxµe−µzdzdx

e−λze−µz

=

∫∞
z
λe−λxe−µxdx

e−λze−µz
=

λ
λ+µ

e−λze−µz

e−λze−µz
=

λ

λ+ µ
.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðîÿòíîñòòà, ÷å ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò ùå ñå äîñ-

òèãíå îò ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ïðîïîðöèîíàëíà íà ïàðàìåòúðà íà X

è íå çàâèñè îò min(X, Y ).

3.8.2 Ãàìà ðàçïðåäåëåíèå

Íåêà çà α > 0 îçíà÷èì Γ(α) =
∫∞

0
xα−1e−xdx, êîÿòî ñå íàðè÷à Ãàìà

ôóíêöèÿ. Ñâîéñòâàòà íà Ãàìà ôóíêöèÿòà, îò êîèòî ñå íóæäàåì ñà Γ(α) =

(α− 1)Γ(α− 1), Γ(n) = (n− 1)! çà âñÿêî öÿëî n ≥ 1 è Γ(1
2
) =
√
π.

Ñ ïîìîùòà íà Ãàìà ôóíêöèÿòà ñå îïðåäåëÿ Ãàìà ðàçïðåäåëåíà ñëó-

÷àéíà âåëè÷èíà (X ∼ Γ(α, β)) ñ ïàðàìåòðè α è β, ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðå-

äåëåíèå

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0.

Â ÷àñòíîñò, ïðè α = 1, Γ(1, β) = exp(β).

3.8.3 Áåòà ðàçïðåäåëåíèå

Íåêà çà α > 0 è β > 0 îçíà÷èì B(α, β) =
∫ 1

0
xα−1(1−x)β−1dx, êîÿòî ñå íà-

ðè÷à Áåòà ôóíêöèÿ. Íàé-ñúùåñòâåíîòî îò ñâîéñòâàòà íà Áåòà ôóíêöèÿòà
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å

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè÷à Áåòà ðàçïðåäåëåíà (X ∼ B(α, β))

ñ ïàðàìåòðè α è β, àêî ñå çàäàâà ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1, x ∈ (0, 1).

3.8.4 Ðàçïðåäåëåíèå íà Âàéáóë (Weibull)

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíàX èìà ðàçïðåäåëåíèå íà Âàéáóë ñ ïàðàìåòðè β > 0

è σ > 0,, (X ∼ W (β, σ)) àêî ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå å

F (x) = 1− e−( x
σ

)β , x ≥ 0.

Ôóíêöèÿòà íà ïëúòíîñòòà å

f(x) =
β

σ

(x
σ

)β−1

e−( x
σ

)β , x ≥ 0.

Ïðè β = 1, W (1, σ) = exp(σ).

3.8.5 Ðàçïðåäåëåíèå íà Êîøè

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå íà Êîøè ñ ïàðàìåòðè µ ∈
(−∞,∞) è σ > 0, (X ∼ C(µ, σ)), àêî ôóíêöèÿòà íà ïëúòíîñòòà å

f(x) =
1

πσ

1

1 + (x−µ
σ

)2
, −∞ < x <∞.

Ïðè µ = 0 è σ = 1, ðàçïðåäåëåíèåòî ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíî ðàçïðåäå-

ëåíèå íà Êîøè è ñå çàäàâà ñ ïëúòíîñòòà

f(x) =
1

π

1

1 + x2
, −∞ < x <∞.
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3.8.6 Ðàçïðåäåëåíèå íà Ïàðåòî

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå íà Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðè α è

λ, (X ∼ Par(α, λ)), àêî ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå å

F (x) = 1−
(

λ

λ+ x

)α
, x > 0.

Ïàðàìåòðèòå λ è α ñà íåîòðèöàòåëíè.

Ïëúòíîñòòà íà X ñå îïðåäåëÿ îò

f(x) =
αλα

(λ+ x)α+1
, x > 0.

×åñòî ñå íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà èçìåñòåíî ðàçïðåäåëåíèå íà Ïàðåòî ñ

ïëúòíîñò

f1(x) = f(x− λ) =
αλα

xα+1
, x > λ.

3.8.7 Ëîã - íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ëîã - íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, àêî Y =

logX èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Àêî Y ∼ N(µ, σ), òî ïëúòíîñòòà íà

X å

fX(x) = fY (log x)
1

x
=

1

σx
√

2π
e−

1
2( log x−µ

σ )
2

, x > 0,

êúäåòî σ > 0, −∞ < µ < ∞. Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà X ñå

îïðåäåëÿ îò

F (x) = Φ

(
log x− µ

σ

)
, x > 0,

êúäåòî Φ(.) å ñòàíäàðòíàòà íîðìàëíà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå.

3.8.8 Îáðàòíî Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíèå

Àêî X å çàäàäåíà ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

f(x) =
µ√

2πβx3
e−

(x−µ)2
2βx , x ≥ 0, (3.12)
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êúäåòî µ > 0, òîX å îáðàòíî Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíà. Â ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé

µ = 1 (3.12) ñå íàðè÷à ðàçïðåäåëåíèå íà Âàëä (Wald).

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà îáðàòíîòî Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíèå å

F (x) = Φ

(
x− µ√
βx

)
+ e

2µ
β Φ

(
−x+ µ√

βx

)
, x > 0.



Ãëàâà 4

Èíòåãðèðàíå îòíîñíî

âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà

Â òàçè ãëàâà ñå âúâåæäà åäíî îñíîâíî ïîíÿòèå âúâ âåðîÿòíîñòèòå, íàðå-

÷åíî Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

4.1 Åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Ðàçãëåæäàìå ñúâêóïíîñòòà îò åëåìåíòàðíèòå ñë.â., äåôèíèðàíè â äàäåíî

âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ). Òîâà ñà ñë.â., êîèòî ïðèåìàò êðàåí

áðîé ñòîéíîñòè x1, x2, . . . , xn è èìàò âèäà

X =
n∑
k=1

xkIAk .

Â òîçè ñëó÷àé

pk = P (X = xk) = P (Ak),
n∑
k=1

pk = 1.

37
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Îïðåäåëåíèå 4.1 Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå (î÷àêâàíà ñòîéíîñò, ñðåä-

íà ñòîéíîñò) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè÷à ôóíêöèîíàëà

EX =
n∑
k=1

xkpk. (4.1)

Ïðèìåð 4.1 Çà ïðîèçâîëíî ñúáèòèå A, ñúãëàñíî (4.1) ñå ïîëó÷àâà EIA =

P (A), ò.å. âåðîÿòíîñòòà íà åäíî ñúáèòèå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî

ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà íåãîâèÿ èíäèêàòîð.

Ïðèìåð 4.2 Íåêà pk = 1
n
. Ñúãëàñíî (4.1) EX = 1

n
(x1 + . . . + xn). Â

òîçè ñëó÷àé ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå å ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî îò

ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.

Òåîðåìà 4.1 Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX å åäèíñòâåíèÿò íîðìè-

ðàí, ëèíååí, ïîçèòèâåí è íåïðåêúñíàò ôóíêöèîíàë â ìíîæåñòâîòî îò

åëåìåíòàðíè ñë.â., çà êîéòî EIA = P (A).

4.2 Èíòåãðèðóåìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Äà ðàçãëåäàìå ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè ñë.â., äåôèíèðàíè

â ïðîñòðàíñòâîòî (Ω,F , P ). Ïîêàçàõìå, ÷å âñÿêà òàêàâà ñë.â. X ìîæå

äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàíèöà íà ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè åëåìåíòàðíè

ñë.â., ò.å. X = lim ↑ Xn, êúäåòî Xn ≥ 0, çà âñÿêî n.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Çà âñÿêà íåîòðèöàòåëíà ñë.â. X, ñúîòíîøåíèåòî

EX = lim ↑ EXn, (4.2)

êúäåòî Xn ñà åëåìåíòàðíè ñë.â. è Xn ↑ X, ñå íàðè÷à ìàòåìàòè÷åñêî

î÷àêâàíå.
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Òåîðåìà 4.2 Ôîðìóëà (4.2) äåôèíèðà åäíîçíà÷íî ïðîäúëæåíèå íà ôóí-

êöèîíàëà EX îò ìíîæåñòâîòî íà åëåìåíòàðíèòå ñë.â. â ìíîæåñò-

âîòî íà íåîòðèöàòåëíèòå ñë.â.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå äîêàæåì, ÷å ñòîéíîñòòà íà EX â (4.2) íå çàâèñè îò

èçáîðà íà ðåäèöàòà. Íåêà

X = lim ↑ Xn ≤ Y = lim ↑ Yn,

êúäåòî Xn, Yn ñà ðåäèöè îò åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Èçâåñòíî å, ÷å àêî Xm è Yn ñà åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òî

min(Xm, Yn) å ñúùî åëåìåíòàðíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà è min(Xm, Yn) ≤ Yn,

îò êúäåòî

Xm = lim
n→∞

↑ min(Xm, Yn) ≤ lim
n→∞

↑ Yn = Y.

Òîãàâà îò (4.2) ñå ïîëó÷àâà

EXm = lim
n→∞

↑ Emin(Xm, Yn) ≤ lim
n→∞

↑ EYn,

îò êúäåòî

lim
m→∞

↑ EXm = EX ≤ EY = lim
n→∞

↑ EYn.

Àêî X = lim ↑ Xn = lim ↑ Yn, òî

EX = lim ↑ EXn = lim ↑ EYn,

ò.å.ñòîéíîñòòà íà (4.2) íå çàâèñè îò èçáîðà íà ðåäèöàòà. 2

Ñâîéñòâà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå

1. Çà íåîòðèöàòåëíèòå ñë.â. 0 ≤ EX ≤ ∞;

2. Çà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà a, EaX = aEX;

3. E(X + Y ) = EX + EY ;

4. Àêî X ≤ Y , òî EX ≤ EY (ìîíîòîííîñò);

5. Àêî Xn å ðàñòÿùà ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè ñë.â., òî ñúùåñòâóâà

lim ↑ Xn = X, X å íåîòðèöàòåëíà è EX = lim ↑ EXn ≤ ∞ (ìîíîòîííà

íåïðåêúñíàòîñò).
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Íåêà çà âñÿêà ñë.â. X äåôèíèðàìå

X+ = max(X, 0) è X− = max(−X, 0).

ßñíî å, ÷å X+ è X− ñà íåîòðèöàòåëíè è X = X+−X− è |X| = X+ +X−.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Àêî EX+ <∞ è EX− <∞, òî ñëó÷àéíàòà âåëè÷è-

íà X ñå íàðè÷à èíòåãðèðóåìà. Òîãàâà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå ñå

îïðåäåëÿ îò

EX = EX+ − EX−.

Îçíà÷àâàìå ñ L1(Ω,F , P ) èëè ïðîñòî L1 ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè èí-

òåãðèðóåìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. ßñíî å, ÷å

0 ≤ E|X| = EX+ + EX− <∞.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Àêî ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà EX+ èëè EX− å êðàéíî,

ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè÷à êâàçèèíòåãðèðóåìà è

EX = EX+ − EX−. (4.3)

Òåîðåìà 4.3 Äåôèíèðàíîòî â (4.3) ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå çàïàçâà

ñâîéñòâàòà ëèíåéíîñò è ìîíîòîííà íåïðåêúñíàòîñò âúðõó ìíîæåñ-

òâîòî îò êâàçèèíòåãðèðóåìèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè (ñëåäîâàòåëíî è

âúðõó èíòåãðèðóåìèòå).

Çà íåïðåêúñíàòàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, ñ ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëå-

íèå F (x) è ïëúòíîñò f(x), ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå ñå îïðåäåëÿ îò

EX =

∫ ∞
−∞

xdF (x) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx,

ïðè óñëîâèå ÷å èíòåãðàëèòå ñà ñõîäÿùè.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà ïðè êàêâè óñëîâèÿ ìîæå äà ñå èçâúðøâà

ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà.
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Òåîðåìà 4.4 (íà Ôàòó - Ëåáåã) Íåêà {Xn} å ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè-

÷èíè. Òîãàâà ïðè n→∞

à) Àêî Xn ≤ X ∈ L1, òî lim supn→∞EXn ≤ E(lim supXn);

á) Àêî Xn ≥ Y ∈ L1, òî E(lim infn→∞Xn) ≤ limn→∞E inf Xn;

â) Àêî Xn → X è |X| ≤ Z ∈ L1, òî X ∈ L1 è EX = limn→∞EXn.

4.3 Ìîìåíòè íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè

Íåêà X å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ïëúòíîñò f(x) è h(x) å èëè ïîëîæèòåëíà

ôóíêöèÿ, èëè E(|h(X)|) <∞. Òîãàâà E(h(X)) =
∫
h(x)f(x)dx.

Â ÷àòíîñò, çà h(x) = xk, î÷àêâàíåòî E(Xk), k = 1, 2, . . . ñå íàðè÷à

k− òè íà÷àëåí ìîìåíò íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà. Äà îòáåëåæèì, ÷å EX å

êîíñòàíòà. Çà ôóíêöèÿòà h(x) = (x−EX)k, E[(X−EX)k], k = 1, 2, . . .

ñå íàðè÷à k− òè öåíòðàëåí ìîìåíò.

Ïðîñòðàíñòâîòî îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ êðàåí k− òè ìîìåíò ñå îç-

íà÷àâà Lk.

Àêî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ∈ L2, òî äåôèíèðàìå

V ar(X) = E[(X − EX)2]. (4.4)

V ar(X) ñå íàðè÷à äèñïåðñèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà è ñå îçíà÷àâà îùå

DX. Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî X ∈ L2, òî X ∈ L1, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà

è ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå. Íåêà îçíà÷èì µ = EX. Òîãàâà

E[(X − µ)2] = E(X2)− 2µEX + µ2

= E(X2)− 2µ2 + µ2

= E(X2)− µ2.
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σ =
√
V ar(X) ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå íà ñëó÷àéíàòà âå-

ëè÷èíà. Äâåòå õàðàêòåðèñòèêè, äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå ñà

ìåðêè çà ðàçñåéâàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.

Îò îïðåäåëåíèåòî ñëåäâàò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äèñïåðñèÿòà:

1. V ar(C) = 0,

2. V ar(CX) = C2V ar(X),

3. V ar(X ± Y ) = V ar(X) + V ar(Y ), êîãàòî X è Y ñà íåçàâèñèìè.

Òåîðåìà 4.5 (Íåðàâåíñòâî íà Cauchy - Schwarz) Àêî X, Y ∈ L2, òî

XY ∈ L1 è å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|E(XY )| ≤
√
E(X2)E(Y 2). (4.5)

Äîêàçàòåëñòâî. Îò î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî |XY | ≤ X2

2
+ Y 2

2
ñëåäâà, ÷å

àêî X, Y ∈ L2, òî XY ∈ L1. Çà âñÿêî x ∈ R å â ñèëà

0 ≤ E[(xX + Y )2] = x2E(X2) + 2xE(XY ) + E(Y 2).

Äÿñíàòà ÷àñò å íåîòðèöàòåëíà ñ äèñêðèìèíàíòà ðàâíà íà 4[(E(XY ))2 −
E(X2)E(Y 2)], îò êúäåòî ñëåäâà

E(XY )2 − E(X2)E(Y 2) ≤ 0,

è íåðàâåíñòâîòî (4.4).

2

Ïðèìåð 4.3 Íåêà X ∼ N(µ, σ2). Òîãàâà çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå

ñå ïîëó÷àâà

EX =
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

xe−
(x−µ)2

2σ2 dx.

Ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå x = y + µ, ñå ïîëó÷àâà

EX =
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

(y + µ)e−
y2

2σ2 dy

=
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

ye−
y2

2σ2 dy + µ
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

e−
y2

2σ2 dy.



Ãëàâà 4. Èíòåãðèðàíå îòíîñíî âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà 43

Ïúðâèÿò èíòåãðàë å ðàâåí íà íóëà (íå÷åòíà ôóíêöèÿ â ñèìåòðè÷íè

ãðàíèöè), à âòîðèÿò å µ
∫∞
−∞ f(x)dx = µ. Òàêà EX = µ.

Ïðèìåð 4.4 Íåêà X èìà ðàçïðåäåëåíèå íà Êîøè ñ ïëúòíîñò

f(x) =
1

π

1

1 + x2
, −∞ < x <∞.

Òîãàâà

E(X+) =
1

π

∫ ∞
0

x

1 + x2
dx+

1

π

∫ 0

−∞

0

1 + x2
dx

≥ 1

π

∫ ∞
1

1

2x
dx =∞,

êîåòî ñëåäâà îò òîâà, ÷å x
1+x2

≥ 0 çà x ≥ 0 è x
1+x2

≥ 1
2x

çà x > 1.

Àíàëîãè÷íî ñå ïîêàçâà, ÷å E(X−) =∞, îò êúäåòî ñëåäâà E(|X|) =∞ è

÷å E(X) íå ñúùåñòâóâà.
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Ìíîãîìåðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåêà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y ïðèåìàò ñòîéíîñòè â R. Ìîæå äà ñå

ïðåäïîëàãà, ÷å âåêòîðúò (X, Y ) ïðèåìà ñòîéíîñòè â R2.

5.1 Äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåêà (X, Y ) å äâóìåðåí äèñêðåòåí ñëó÷àåí âåêòîð ñúñ ñòîéíîñòè (xi, yj), i =

1, 2, . . . n, j = 1, 2, . . .m.

Ñúâìåñòíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y ñå îïðå-

äåëÿ îò

fX,Y (xi, yj) = P (X = xi, Y = yj),

êúäåòî ∑
i

∑
j

fX,Y (xi, yj) = 1.

Ñúâìåñòíàòà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå å

FX,Y (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =
∑
xi≤x

∑
yj≤y

fX,Y (xi, yj).

Âåðîÿòíîñòèòå

p1(xi) =
∑
j

fX,Y (xi, yj), i = 1, 2, . . . n

44
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è

p2(yj) =
∑
i

fX,Y (xi, yj), j = 1, 2, . . .m

îïðåäåëÿò ðàçïðåäåëåíèÿòà íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y è ñå íàðè÷àò

ìàðãèíàëíè ðàçïðåäåëåíèÿ.

5.2 Íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåïðåêúñíàòèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè X è Y ñå çàäàâàò ñúñ ñúâìåñòíà

ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå

FX,Y (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y),

êîÿòî å íåïðåêúñíàòà.

Àêî ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ fX,Y (x, y), çà êîÿòî

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (s, t)dtds,

òî fX,Y (x, y) ñå íàðè÷à ñúâìåñòíà ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå íà X è Y.

Ïëúòíîñòòà å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, çà êîÿòî∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

fX,Y (s, t)dtds = 1

è

fX,Y (x, y) =
∂2

∂x∂y
FX,Y (x, y).

Ïëúòíîñòòà fX,Y (x, y)dxdy èçðàçÿâà âåðîÿòíîñòòà

P (x ≤ X ≤ x+ dx, y ≤ Y ≤ y + dy).

5.3 Ñâîéñòâà íà F (x, y)

Ñúâìåñòíàòà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå ïðèòåæàâà ñâîéñòâà, àíàëîãè÷-

íè íà åäíîìåðíèòå ôóíêöèè íà ðàçøïðåäåëåíèå.

1. 0 ≤ F (x, y) ≤ 1.
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2. Àêî x1 ≤ x2 è y1 ≤ y2, òî

F (x1, y1) ≤ F (x2, y1) ≤ F (x2, y2))

F (x1, y1) ≤ F (x1, y2) ≤ F (x2, y2)).

3. limx→∞,y→∞ F (x, y) = F (∞,∞) = 1.

4.
limx→−∞ F (x, y) = F (−∞, y) = 0

limy→−∞ F (x, y) = F (x,−∞) = 0.

5.
limx→a+ F (x, y) = F (a+, y) = F (a, y)

limy→b+ F (x, y) = F (x, b+) = F (x, b).
.

6.
P (x1 < X ≤ x2, Y ≤ y) = F (x2, y)− F (x1, y)

P (X ≤ x, y1 < Y ≤ y2) = F (x, y2)− F (x, y1)
.

7. Àêî x1 ≤ x2 è y1 ≤ y2, òî

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.

Ïðèìåð 5.1 (Äâóìåðíî ðàçïðåäåëåíèå íà Ïàðåòî)

FX,Y (x, y) = 1− 1

x
− 1

y
+

1

x+ y − 1
, x, y ≥ 1.

FX,Y (1, 1) = 0, lim
x,y→∞

FX,Y (x, y) = 1.

fX,Y (x, y) =
2

(x+ y − 1)3
.
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5.4 Ìàðãèíàëíè ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëåíèå

Òúé êàòî ñúáèòèåòî {Y ≤ ∞} ñå ñáúäâà âèíàãè, òî

lim
y→∞

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x, Y ≤ ∞) = P (X ≤ x),

ò.å.

lim
y→∞

F (x, y) = F (x,∞) = FX(x) (5.1)

è

lim
x→∞

F (x, y) = F (∞, y) = FY (x) (5.2)

(5.1) è (5.2) ñå íàðè÷àò ìàðãèíàëíè ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëåíèå.

5.5 Óñëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ è óñëîâíî ìàòå-

ìàòè÷åñêî î÷àêâàíå

Çà óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò óñòàíîâèõìå

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

ïðè óñëîâèå, ÷å P (B) > 0.

Åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò êàê äà ñå äåôèíèðà E(X|B), ò.å. ìàòå-

ìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X, ïðè óñëîâèå ñúáèòèåòî

B. Äà ïðèïîìíèì, ÷å óñëîâèåòî B ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî íîâî âåðî-

ÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñò P (A) = P (A)
P (B)

çà ïðîèçâîëíî ñúáèòèå

A. Òîãàâà, àêî P (B) > 0, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà X âúðõó B ñå

îïðåäåëÿ îò

E(X|B) =
1

P (B)

∫
B

XdP.

Êàêâà ùå áúäå äåôèíèöèÿòà íà E(X|Y ) - ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå

íà X, ïðè óñëîâèå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ñå

å ñáúäíàëî åëåìåíòàðíîòî ñúáèòèå ω ∈ Ω, âñè÷êî êîåòî çíàåì çà ω å

ñòîéíîñòòà Y (ω).

Ùå ïîêàæåì äâà ïîäõîäà çà îïðåäåëÿíå íà E(X|Y ).
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Ïðèìåð 5.2 Ïðåäïîëàãàìå, ÷å å äàäåíî âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F , P ), íà êîåòî å äåôèíèðàíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y , ò.å.

Y =
m∑
i=1

aiIAi ,

êúäåòî IAi å èíäèêàòîðíàòà ôóíêöèÿ íà Ai. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

Y = ai âúðõó Ai, i = 1, 2, . . .m

çà ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà a1, a2, . . . am è íåïðåñè÷àùè ñå ñúáèòèÿ A1, A2, . . . Am,

âñè÷êè ñ ïîëîæèòåëíè âåðîÿòíîñòè è
∑m

i=1Ai = Ω. Íåêà X å äðóãà ðå-

àëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà íà Ω.

Òàêà, àêî çíàåì ñòîéíîñòèòå íà Y (ω), ìîæåì äà êàæåì êîå îò

ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . Am ñúäúðæà ω. Ïðè íàëè÷èåòî ñàìî íà òàçè èí-

ôîðìàöèÿ, íàé - äîáðàòà îöåíêà íà X, ùå áúäå ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà

X âúðõó âñÿêî ñúáèòèå, ò.å.

E(X|Y ) =
1

P (Ai)

∫
Ai

XdP, âúðõó Ai, i = 1, 2, . . .m

Îò òîçè ïðèìåð ñå âèæäà, ÷å

1. E(X|Y ) å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

2. E(X|Y ) å F(Y )− èçìåðèìà.

3.
∫
A
XdP =

∫
A
E(X|Y )dP çà âñÿêî A ∈ F(Y ).

Ïðèåìàìå òåçè ñâîéñòâà çà îïðåäåëÿùè:

Îïðåäåëåíèå 5.1 Íåêà Y å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Òîãàâà E(X|Y ) å íÿ-

êàêâà F(Y )− èçìåðèìà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, òàêàâà, ÷å∫
A

XdP =

∫
A

E(X|Y )dP çà âñÿêî A ∈ F(Y ).

Îò äåôèíèöèÿòà ñå âèæäà, ÷å îïðåäåëÿùà å íå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

Y , à σ− àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò Y . Òàêà èäâàìå äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:



Ãëàâà 5. Ìíîãîìåðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè 49

Îïðåäåëåíèå 5.2 Íåêà (Ω,F , P ) å âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî è íåêà

V å σ− àëãåáðà V ⊆ F . Àêî X : Ω → Rn å åäíà èíòåãðèðóåìà ñëó÷àéíà

âåëè÷èíà, îïðåäåëÿìå E(X|V) êàòî ñëó÷àéíà âåëè÷èíà íà Ω, òàêàâà, ÷å

1. E(X|V) å V− èçìåðèìà è

2.
∫
A
XdP =

∫
A
E(X|V)dP çà âñÿêî A ∈ V .

5.6 Ôóíêöèè îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Òåîðåìà 5.1 Íåêà X å íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà è íåêà ϕ(x) å

ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó ñòîéíîñòèòå íà X. Îïðå-

äåëÿìå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y = ϕ(X) è îçíà÷àâàìå ñ FX è FY ôóí-

êöèèòå íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y . Òîãàâà òåçè

ôóíêöèè ñà ñâúðçàíè ñúñ ñúîòíîøåíèåòî

FY (y) = FX(ϕ−1(y)).

Àêî ϕ(x) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà âúðõó ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà

X, òî

FY (y) = 1− FX(ϕ−1(y)).

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî ϕ(x) å ñòðîãî ðàñòÿùà âúðõó ñòîéíîñòèòå íà

X, òî ñúáèòèÿòà {X ≤ ϕ−1(y)} è {ϕ(X) ≤ y} ñà åêâèâàëåíòíè. Òàêà

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (ϕ(X) ≤ y) = P (X ≤ ϕ−1(y)) = FX(ϕ−1(y)).

Àêî ϕ(x) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, òî

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (ϕ(X) ≤ y) =

= P (X > ϕ−1(y)) = 1− P (X ≤ ϕ−1(y)) = 1− FX(ϕ−1(y)).

2



Ãëàâà 5. Ìíîãîìåðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè 50

Ñëåäñòâèå 5.1 Àêî fX è fY ñà âåðîÿòíîñòíèòå ïëúòíîñòè íà X è Y ,

è ϕ(x) å ñòðîãî ðàñòÿùà, òî

fY (y) = fX(ϕ−1(y))
d

dy
ϕ−1(y).

Àêî ϕ(x) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, òî

fY (y) = −fX(ϕ−1(y))
d

dy
ϕ−1(y).

Àêî ôóíêöèÿòà ϕ(x) íå å íèòî ðàñòÿùà, íèòî íàìàëÿâàùà, èìà ñëó-

÷àè, ïðè êîèòî òîçè ìåòîä ñúùî å ïðèëîæèì.

Ïðèìåð 5.3 Íàïðèìåð, ïðè Y = X2, ôóíêöèÿòà å ϕ(x) = x2. Òîãàâà

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (−√y < X ≤ √y) = P (X ≤ √y)− P (X ≤ −√y) = FX(
√
y)− FX(−√y).

Çà ïëúòíîñòòà ñå ïîëó÷àâà

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

d

dy
(FX(

√
y)− FX(−√y)) = (fX(

√
y) + fX(−√y))

1

2
√
y
.

5.7 Ñóìà íà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Íåêà X è Y ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäå-

ëåíèå íà ñóìàòà Z = X + Y ñå îçíà÷àâà

FZ(z) = FX ∗ FY (z)

è ñå íàðè÷à êîíâîëþöèÿ (êîìïîçèöèÿ) íà FX è FY è ñå îïðåäåëÿ îò

FZ(z) =
∫
P (Z ≤ z|Y = y)dFY (y)

=
∫
P (X ≤ z − y|Y = y)dFY (y)

=
∫
FX|Y (z − y|y)dFY (y) =

∫
FX(z − y)dFY (y).

(5.3)
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Àêî X è Y ñà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ïëúòíîñòòà íà Z ñå

ïîëó÷àâà ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà (5.3) îòíîñíî z:

fZ(z) = fX ∗ fY (z) =

∫
fX(z − y)fY (y)dy.

Àêî X è Y ñà äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

P (Z = k) =
k∑
i=0

P (X = k − i)P (Y = i), k = 0, 1, 2, . . . .

Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé, àêî X1, X2, . . . Xn ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âå-

ëè÷èíè, òî ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñóìàòà Sn = X1+X2+. . .+Xn ñå ïîëó÷àâà

÷ðåç ðåêóðåíòíà ôîðìóëà. Îçíà÷àâàìå S1 = X1 è Sj = Sj−1 + Xj, j =

2, 3, . . . n. ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñóìàòà ñå îçíà÷àâà

FSn(x) = FX1 ∗ FX2 ∗ . . . ∗ FXn(x)

è ïëúòíîñòòà

fSn(x) = fX1 ∗ fX2 ∗ . . . ∗ fXn(x).

Àêî X1, X2, . . . Xn ñà åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè ñ ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå

FX(x) è ïëúòíîñò fX(x), òî

FSn(x) = F ∗nX (x)

è

fSn(x) = f ∗nX (x).

Òóê ∗n îçíà÷àâà n− òà êîíâîëþöèÿ íà X. Â òîçè ñëó÷àé, îò (5.3) ñëåäâà,

÷å òðàíñôîðìàöèèòå íà Sn = X1 + X2 + . . . + Xn ñà n−òà ñòåïåí íà

ñúîòâåòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà X. Íàïðèìåð çà ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ

ñå ïîëó÷àâà

PSn(t) = [PX(t)]n.
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5.7.1 Îòðèöàòåëíî áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå

Íåêà X1, X2, . . . Xr ñà íåçàâèñèìè Ge(p) ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷è-

íè. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà N = X1 +X2 + . . . Xr èìà ôóíêöèÿ íà âåðîÿò-

íîñòèòå

pk =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, . . .

è ñå íàðè÷à îòðèöàòåëíî áèíîìíî ðàçïðåäåëåíà (N ∼ NB(r, p)). Èí-

òåðïðåòàöèÿòà íà îòðèöàòåëíî áèíîìíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å áðîé íà

îïèòèòå äî ïúðâà ïîÿâà íà r óñïåõà â ñõåìàòà íà Áåðíóëè. Ïîðàæäàùàòà

ôóíêöèÿ èìà âèäà

PN(t) =

(
pt

1− (1− p)t

)r
, t < 1.

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà ñà

EN =
r

p
V ar(N) =

r(1− p)
p2

.

Àëòåðíàòèâíî ïðåäñòàâÿíå íà îòðèöàòåëíî áèíîìíîòî ðàçïðåäåëåíèå

å ÷ðåç ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y ðàâíà íà áðîé íà íåóñïåõèòå ïðåäè ïîÿâàòà

íà r− òèÿ óñïåõ. Òàêà Y = N − r è ôóíêöèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå å

pk =

(
r + k − 1

k

)
pr(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . .

Ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ èìà âèäà

PY (t) =

(
p

1− (1− p)t

)r
, t < 1.

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà ñà

EY =
r(1− p)

p
V ar(Y ) =

r(1− p)
p2

.

5.7.2 Ðàçïðåäåëåíèå íà Åðëàíã

Íåêà X1, X2, . . . Xn ñà íåçàâèñèìè, åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àé-

íè âåëè÷èíè ñ ïàðàìåòúð λ. Äà ñå íàìåðè ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àéíàòà



Ãëàâà 5. Ìíîãîìåðíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè 53

âåëè÷èíà Sn = X1 + . . .+Xn. Èçâåñòíî å, ÷å åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäå-

ëåíèå å Γ(1, λ).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å

fX1+...+Xn−1(t) = λe−λt
(λt)n−2

(n− 2)!
.

Çà Sn ñå ïîëó÷àâà

fX1+...+Xn(t) =
∫∞

0
fXn(t− s)fX1+...+Xn−1(s)ds

=

∫ ∞
0

λe−λ(t−s)λe−λs
(λs)n−2

(n− 2)!
ds = λ

(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt.

Îïðåäåëåíèå 5.3 Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

fX(t) = λ
(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt, t ≥ 0, (5.4)

ñå íàðè÷à Åðëàíã ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðè n è λ, X ∼ Erl(n, λ), n =

1, 2, . . . .

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå èìà âèäà

F (t) = 1−
k−1∑
j=0

(λt)j

j!
e−λt, t ≥ 0.

Ïàðàìåòúðúò λ ñå íàðè÷à ëîêàöèîíåí ïàðàìåòúð, n å ïàðàìåòúð íà ôîð-

ìàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà ñà

EX =
n

λ
è V ar(X) =

n

λ2
.

Èçâåñòíî å, ÷å (5.4), êîãàòî n å ðåàëåí ïàðàìåòúð å ïëúòíîñòòà íà Ãàìà

ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà (X ∼ Γ(n, λ).
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5.8 Äâóìåðíî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

Íåêà ïëúòíîñòòà íà ñëó÷àéíèÿ âåêòîð (X, Y ) å

f(x, y) =
1

2πσXσY (1− ρ2)
1
2

e−
Q(x,y)

2 , −∞ < x, y <∞,

êúäåòî

Q(x, y) =
1

1− ρ2

[(
x− µX
σX

)2

− 2ρ

(
x− µX
σX

)(
y − µY
σY

)
+

(
y − µY
σY

)2
]
.

Îçíà÷àâàìå u = x−µX
σX

è v = y−µY
σY

. Â òåðìèíèòå íà u è v, Q(x, y) ïðèåìà

âèäà

Q(x, y) = q(x, y) =
1

1− ρ2
(u2 − 2ρuv + v2)

= u2 +
(v − ρu)2

1− ρ2
=

(
x− µX
σX

)2

+
(y − α(x))2

σ2
X(1− ρ2)

,

êúäåòî

α(x) = µY + ρ
σY
σX

(x− µX).

Òàêà ñå ïîëó÷àâà

f(x, y) = h(x)g(x, y),

êúäåòî

h(x) = fX(x) =
1

σX
√

2π
e
− 1

2

(
x−µX
σX

)2

å ïëúòíîñòòà íà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà (X ∼ N(µX , σ
2
X)).

Àíàëîãè÷íî, îò ñèìåòðèÿòà íà ñúâìåñòíàòà ïëúòíîñò ñëåäâà, ÷å Y ∼
N(µY , σ

2
Y ). Çà g(x, y) ñå ïîëó÷àâà

g(x, y) =
1

σY
√

2π(1− ρ2)
e
− 1

2
(y−α(x))2

σ2
Y

(1−ρ2) ,

ò.å., çà âñÿêî x, g(x, y) å ïëúòíîñò íà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà

âåëè÷èíà (N(α(x), σ2
Y (1− ρ2))).
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Òðàíñôîðìàöèè âúðõó

ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Åäíà âúçìîæíîñò çà èçó÷àâàíå íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè å ÷ðåç òðàíñ-

ôîðìèðàíå íà ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí. Ðàçã-

ëåæäàìå

Eg(X) =

∫
g(x)dFX(x), (6.1)

êúäåòî FX(x) å ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà ôóíêöèÿòà g(x) :

à) g(x) = esx;

á) g(x) = sx;

â) g(x) = eisx;

ã) g(x) = e−sx.

Âúâ âñåêè åäèí îò ñëó÷àèòå (6.1) å ôóíêöèÿ íà s è ñå íàðè÷à òðàíñôîð-

ìàöèÿ íà FX(x) (èëè òðàíñôîðìàöèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X).

Äà ðàçãëåäàìå òðàíñôîðìàöèèòå ïîîòäåëíî.

à) Ôóíêöèÿ, ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå (mgf) ñå íàðè÷à

MX(s) = EesX =

∫
esxdFX(x),

55
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ïðè óñëîâèå, ÷å èíòåãðàëà â äÿñíî å ñõîäÿù. Êîãàòî èíòåãðàëà íå å ñõî-

äÿù mgf íå ñúùåñòâóâà.

Ôóíêöèÿòà, ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå ìîæå äà ñå ðàçâèå â ñòåïåíåí ðåä

MX(s) =
∫

(1 + sx+ (sx)2

2!
+ . . .)dFX(x) =

= 1 + µ′1s+ µ′2
s2

2!
+ µ′3

s3

3!
+ . . . ,

îò êúäåòî

µ′k = EXk =
dk

dxk
MX(s)|s=0 = M

(k)
X (0), k = 1, 2, . . .

á) Ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ (ï.ô.) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íà-

ðè÷à

ψX(s) = EsX =

∫
sxdFX(x).

Íàé-÷åñòî ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ ñå ïðèëàãà âúðõó ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

ñ öåëè, íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè. Â òîçè ñëó÷àé

ψX(s) = EsX =
∞∑
k=0

skpk,

êúäåòî

pk = P (X = k), k = 0, 1, 2, . . . .

Èçâåñòíî å, ÷å ñòåïåííèÿò ðåä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò r å äèôåðåíöèðóåì

áåçáðîéíî ìíîãî ïúòè â èíòåðâàëà (−r, r). Äèôåðåíöèðàìå ψX(s) çà |s| <
1, k ïúòè:

ψ(k)(s) =
∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)P (X = n)sn−k. (6.2)

Â ÷àñòíîñò

ψ
(k)
X (0) = k!P (X = k).

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å ψ(k)(s) å ñõîäÿù ðåä çà |s| < 1, òî ïðè s = 1 îò

(6.2) ñå ïîëó÷àâà
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∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)P (X = n) = E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)]. (6.3)

Àêî E[X(X− 1) . . . (X−k+ 1)] <∞, òî ψ(k)(s) å íåïðåêúñíàòà çà |s| ≤ 1.

Àêî ðåäúò â ëÿâî íà (??) å ðàçõîäÿù, òî ψ(k)(s)→∞ ïðè s→ 1 è òîãàâà

E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)] =∞.

â) Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè-

÷à

ϕX(s) = EeisX =

∫
eisxdFX(x).

Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ âèíàãè ñúùåñòâóâà. Ìîìåíòèòå íà ñëó÷àé-

íàòà âåëè÷èíà ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ïî íà÷èí, ïîäîáåí íà òîçè ïðè mgf.

ã) Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèÿ (LT) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X

èëè íà íåéíîòî ðàçïðåäåëåíèå ñå íàðè÷à

LTX(s) = Ee−sX =

∫
e−sxdFX(x), (6.4)

Îáèêíîâåíî Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ ñå ïðèëàãà âúðõó ñëó÷àé-

íè âåëè÷èíè, ïðèåìàùè íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè. Çà òàêèâà ñëó÷àéíè

âåëè÷èíè LT âèíàãè ñúùåñòâóâà çà êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè íà s ñ ïîëî-

æèòåëíà ðåàëíà ÷àñò. Çà íàøèòå öåëè å äîñòàòú÷íî äà ñå ïðåäïîëîæè,

÷å s ïðèåìà ðåàëíè ñòîéíîñòè.

LT (6.4) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ñå íàðè÷à îùåËàïëàñ - Ñòèëòåñî-

âà òðàíñôîðìàöèÿ (LST) íà ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå FX(x) è â

ñúùíîñò å LT íà ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå fX(x), àêî òÿ ñúùåñòâóâà.

Âñÿêà îò òåçè òðàíñôîðìàöèè îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ðàçïðåäåëåíèåòî

íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå âðúçêè:

ψX(s) = MX(ln s), ϕX(s) = MX(is), LTX(s) = MX(−s).
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Àêî X è Y ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òî âñÿêà åäíà òðàí-

ñôîðìàöèÿ íà ñóìàòà X + Y å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèå îò ñúîòâåòíèòå

òðàíñôîðìàöèè íà X è Y . Íàïðèìåð, â ñëó÷àÿ íà ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ

PX+Y (s) = PX(s)PY (s).

6.1 Ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ

Ùå äîêàæåì ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1 Ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ôóíêöèÿòà

íà ðàçïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ψ è ϕ ñà äâå ïîðàæäàùè ôóíêöèè, òàêèâà, ÷å

ψ(s) = ϕ(s) çà |s| < h, h > 0. Íåêà

ψ(s) =
∞∑
k=0

skP (X = k) è ϕ(s) =
∞∑
k=0

skP (Y = k).

Òîãàâà, çà âñÿêî k = 0, 1, . . .

P (X = k) =
1

k!
ψ(k)(0) =

1

k!
ϕ(k)(0) = P (Y = k).

Ñëåäîâàòåëíî X è Y èìàò åäíî è ñúùî ðàçïðåäåëåíèå.

2

Êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà (6.3) â ñèëà å ñëåäíèÿ ðåçóëòàò.

Òâúðäåíèå 6.1 Àêî E(X) <∞, òî E(X) = ψ′(1). Àêî E(X2) <∞, òî

V ar(X) = ψ”(1) + ψ′(1)− [ψ′(1)]2. (6.5)

Â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)] <∞, òî

E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)] = ψ(k)(1).
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà ñå ïðîâåðè (6.5). Â ñèëà å

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2

= E[X(X − 1)] + E(X)− (E(X))2

= ψ”(1) + ψ′(1)− [ψ′(1)]2.

2

Òâúðäåíèå 6.2 Íåêà X1, X2, . . . , ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Òî-

ãàâà, ïîíå çà |s| < 1,

ψ∑Xi(s) = Πn
i=1ψXi(s), (6.6)

êúäåòî ψ∑Xi(s) å ï.ô. íà
∑n

i=1Xi è ψXi(s) å ï.ô. íà Xi, i = 1, 2, . . . . Â

÷àñòíîñò, êîãàòî Xi ñà åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè

ψ∑Xi(s) = [ψX1(s)]
n, (6.7)

ïîíå çà |s| ≤ 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò íåçàâèñèìîñòòà íà X1, X2, . . . ñëåäâà, ÷å

ψ∑Xi(s) = E[s
∑
Xi ] = E[Πn

i=1s
X1 ] = Πn

i=1E(sXi) = Πn
i=1ψXi(s).

Êîãàòî ψX1(s) = ψXi(s) çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , (6.7) ñëåäâà îò (6.6). 2

6.1.1 Ñâîéñòâà

Íåêà ψX(s) =
∑∞

k=0 pks
k, ψY (s) =

∑∞
k=0 qks

k è ψZ(s) =
∑∞

k=0 rks
k. Òîãàâà

1. rk = αpk + βqk, k = 0, 1, 2, . . . òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

ψZ(s) = αψX(s) + βψY (s).

2. rk =
∑k

i=0 piqk−i, k = 0, 1, 2, . . . òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

ψZ(s) = ψX(s)ψY (s).
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3. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî ðåäúò, ïðåäñòàâÿù ψX(s) å ñõîäÿù çà

âñÿêî |s| < R, òî ïðîèçâîäíàòà ψ′X(s) å ñúùî ñõîäÿù ðåä çà âñÿêî |s| < R

è

sψ′X(s) =
∞∑
k=0

kpks
k.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïîëåçåí ïðèìåð. Íåêà

ψY (s) = [ψX(s)]α, (6.8)

êúäåòî α å ðåàëíî ÷èñëî. Äà ñå èçðàçè ðåäèöàòà qk, k = 0, 1, 2, . . . , òàêàâà,

÷å ψY (s) =
∑∞

k=0 qks
k, ïðè óñëîâèå, ÷å p0 6= 0. Â íÿêîè ñëó÷àè, íàïðèìåð,

êîãàòî ψX(s) = es èëè ïðè α öÿëî ÷èñëî, òîâà å ïî-ëåñíà çàäà÷à è âúïðåêè

òîâà ñå ðåøàâà ÷èñëåíî. Òóê ùå äàäåì åäíà ïîëåçíà àïðîêñèìàöèÿ. Îò

(6.8) ñëåäâà, ÷å

ψ′Y (s) = α[ψX(s)]α−1ψ′X(s),

êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

ψX(s)[sψ′Y (s)] = αψY (s)[sψ′X(s)].

Ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä sk îò äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî.

Òàêà, çà âñÿêî k å â ñèëà

k∑
i=0

(k − i)qk−ipi = α
k∑
i=0

iqk−ipi.

Îò òîâà ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíàòà ôîðìóëà

qk =
1

kp0

k∑
i=1

[(α + 1)i− k]qk−ipi, k = 1, 2, . . . ,

êîÿòî çàåäíî ñ

q0 = pα0

îïðåäåëÿ âåðîÿòíîñòíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y .
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6.1.2 Òåîðåìà çà íåïðåêúñíàòîñò

Ïðåäè äà äàäåì òåîðåìàòà ùå ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð.

Ðàçãëåæäàìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, êîÿòî å îòðèöàòåëíî áèíîìíî

ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðè (m, p). Îçíà÷àâàìå X ∼ NB(m, p). Ïîðàæ-

äàùàòà ôóíêöèÿ íà òàçè ñë. â. å

ψ(s) = pm(1− qs)−m,

êúäåòî q = 1− p.
Íåêà λ å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

{Xm} îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè NB(m, 1 − λ
m

) ðàçïðåäåëåíè, çà m > λ.

Ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ï.ô. èìà îáù ÷ëåí

ψm(s) =

(
1− λ

m

)m(
1− λ

m
s

)−m
, m > λ.

Îñòàâàìå m→∞. Ïîëó÷àâà ñå, ÷å ðåäèöàòà îò ï.ô. å ñõîäÿùà çà âñÿêî
ôèêñèðàíî s ∈ [0, 1) è

lim
m→∞

ψm(s) = e−λeλs = e−λ(1−s).

Îò äðóãà ñòðàíà, íåêà X å Ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòúð λ > 0,

ò.å.

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ íà X å

ψ(s) =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λsk = e−λ(1−s).

Ñðàâíÿâàéêè äâàòà ðåçóëòàòà ìîæåì äà êàæåì, ÷å ðåäèöàòà îò ï.ô.

íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Xm êëîíè êúì ï.ô. íà ñë.â. ñ Ïîàñîíîâî ðàçï-

ðåäåëåíèå. Ìîæåì ëè îò òóê äà òâúðäèì, ÷å ðåäèöàòà îò ðàçïðåäåëåíèÿ

íà Xm êëîíè êúì Ïîàñîíîâîòî ðàçïðåäåëåíèå, ò.å. â ñèëà ëè å

lim
m→∞

Fm(x) = lim
m→∞

P (Xm ≤ x) = P (X ≤ x) =
x∑
k=0

λk

k!
e−λ

âúâ âñÿêà òî÷êà íà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà â äÿñíî. Îòãîâîð íà

òîçè âúïðîñ äàâà ñëåäíàòà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 6.2 Íåêà Fn(x), n = 1, 2, . . . å ðåäèöà îò ôóíêöèè íà ðàçïðå-

äåëåíèå íà öåëî÷èñëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè:

Fn(x) =
∑
k≤x

pk,n,

êúäåòî pk,n ≥ 0 çà n = 1, 2, . . . è
∑∞

k=0 pk,n = 1. Íåêà ψn(s) ñà ñúîòâåò-

íèòå ï.ô.:

ψn(s) =
∞∑
k=0

pk,ns
k, 0 ≤ s < 1.

Àêî F (x) å íÿêàêâî äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå

F (x) =
∑
k≤x

pk,

òî íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

lim
n→∞

Fn(x) = F (x), (6.9)

â òî÷êèòå íà íåïðåêúñíàòîñò çà F (x) å

lim
n→∞

ψn(s) = ψ(s), (6.10)

çà âñÿêî s ∈ [0, 1), êúäåòî ψ(s) =
∑∞

k=0 pks
k.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñò: Íåêà s ∈ (0, 1) å ôèêñèðàíî è ε > 0 å

ïðîèçâîëíî. Òîãàâà, çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè m, çà êîèòî sm+1

1−s < ε

|ψn(s)− ψ(s)| <
m∑
k=0

|pk,n − pk|sk. (6.11)

Òúé êàòî (6.9) å â ñèëà ïî ïðåäïîëîæåíèå, òî çà âñÿêî ôèêñèðàíî k, pk,n →
pk, ïðè n→∞. Îò (6.11) ñëåäâà, ÷å limn→∞ |ψn(s)− ψ(s)| ≤ ε. Òúé êàòî

ε å ïðîèçâîëíî, ñëåäâà, ÷å (6.10) å â ñèëà.
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Äîñòàòú÷íîñò: Äîïóñêàìå, ÷å (6.10) å â ñèëà. Ðàçãëåæäàìå ìàòðè-

öàòà  p11 p12 p13 . . .
p21 p22 p23 . . .
. . . . . . . . . . . .

 ,

ñúñòàâåíà îò âåðîÿòíîñòèòå pk,n = Fn(k) − Fn(k − 0). Òúé êàòî pk,n ≤ 1

çà âñÿêî k è n, òî îò ðåäèöàòà p11, p12, p13, . . . ìîæå äà ñå èçáåðå ñõîäÿùà

ïîäðåäèöà p1n1 → p∗1 ïðè n1 →∞.
Àíàëîãè÷íî, îò ðåäèöàòà {p2n2} ìîæå äà ñå èçáåðå ñõîäÿùà ïîäðåäèöà

p2n2 → p∗2. Íî èíäåêñèòå n2 ñà èçìåæäó ñòîéíîñòèòå íà n1. Ñëåäîâàòåëíî

p1n2 → p∗1. Òàêà, ïðè äàäåíî ε > 0, çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n2 ñà â ñèëà

åäíîâðåìåííî |p1n2 − p∗1| < ε è |p2n2 − p∗2| < ε. Ïðîöåäóðàòà ïðîäúëæàâà

íåîãðàíè÷åíî. Òàêà îñèãóðÿâàìå, ÷å çà ïðîèçâîëíî ε > 0 è r, çà âñÿêî

k ≤ r è äîñòàòú÷íî ãîëÿìî nr å â ñèëà

|pknr − p∗k| < ε.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò ôóíêöèè

ψnr(s) =
∞∑
k=0

pknrs
k

è ôóíêöèÿòà ψ∗(s) =
∑∞

k=0 p
∗
ks
k. Íåêà ε > 0 è r ñà ïðîèçâîëíè. Ïðè s < 1

å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà

|ψnr(s)− ψ∗(s)| <
r∑

k=0

|pknr − p∗k|sk +
∞∑

k=r+1

sk < εr +
sr+1

1− s
.

Îñòàâàìå ε → 0, ñëåä òîâà r → ∞. Ïîëó÷àâàìå, ÷å limnr→∞ ψnr(s) =

ψ∗(s). Àêî äîïóñíåì, ÷å (6.9) íå å âÿðíî, òî ìîãàò äà ñå èçáåðàò ïîíå äâå

ðåäèöè {pknr} è {p∗knr} êëîíÿùè ñúîòâåòíî êúì {p
∗
k} è {p∗∗k } êàòî ïîíå çà

åäíî k, p∗k 6= p∗∗k . Íî òîãàâà, ñúîòâåòíèòå ïîäðåäèöè íà ψn(s), ò.å. ψnr è

ψ∗nr ùå èìàò ãðàíèöè ψ
∗(s) è ψ∗∗(s), êîèòî ñà ðàçëè÷íè. Òîâà ïðîòèâîðå÷è

íà (6.10). Îò òóê ñëåäâà, ÷å (6.9) å âÿðíî.

2
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6.2 Õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè (îò ó÷åáíèêà)

Òåîðåìà 2.

Ïðèìåðè 1, 2 è 3.

Òåîðåìà 3.



Ãëàâà 7

Ãðàíè÷íè òåîðåìè

7.1 Ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò ñëó÷àéíè âåëè-

÷èíè

Â êóðñîâåòå ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç ñå èçó÷àâà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà

îò ôóíêöèè fn : R −→ R. Ðåäèöàòà {fn} å ñõîäÿùà è èìà çà ãðàíèöà

ôóíêöèÿòà f (limn→∞ fn = f), àêî çà âñÿêî x ∈ R, limn→∞ fn(x) = f(x).

Òàçè ñõîäèìîñò ñå íàðè÷à ïîòî÷êîâà ñõîäèìîñò. Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà

ïîòî÷êîâà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ðåäèöàòà îò ñëó-

÷àéíè âåëè÷èí Xn : Ω −→ R êëîíè ïîòî÷êîâî êúì ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

X, àêî çà âñÿêî ω ∈ Ω, limn→∞Xn(ω) = X(ω). Òàçè äåôèíèöèÿ ñå îêàçâà

íå ìíîãî ïîëåçíà âúâ âåðîÿòíîñòèòå. Òîâà ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 7.1 Íåêà Xn, n = 1, 2, . . . å ðåäèöà îò íåçàâèñèìè åäíàê-

âè Áåðíóëèåâè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ ðàçïðåäåëåíèå P (Xn = 1) = p è

P (Xn = 0) = 1 − p. Ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å

îòíîñèòåëíàòà ÷àñò íà åäèíèöèòå ùå áúäå p, ò.å. çà âñÿêî ω ∈ Ω

lim
n→∞

X1(ω) + . . . Xn(ω)

n
= p.

65
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Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò íóëè ω0 = {0, 0, . . .}. Çà òàçè ðåäèöà

lim
n→∞

X1(ω0) + . . . Xn(ω0)

n
= 0.

Ïî-îáùî, íåêà A = {ω : êðàåí áðîé 1}. Òîãàâà, çà âñÿêî ω ∈ A

lim
n→∞

X1(ω) + . . . Xn(ω)

n
= 0.

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å P (A) = 0. Îçíà÷àâàìå An = {Xn = 1}. Ðåäèöàòà

A1, A2, . . . å ñõîäÿùà è èìà çà ãðàíèöà ñúáèòèåòî A = {áåçáðîéíî ìíîãî 1}.

Çà òàçè ðåäèöà
∑∞

n=1 P (An) =∞. Ñúãëàñíî Ëåìàòà íà Áîðåë-Êàíòåëè

P (A) = 1, îò êúäåòî P (A) = 0.

Òîâà, êîåòî ùå ïîêàæåì â òîçè ñëóàé å, ÷å

P

({
ω : lim

n→∞

X1(ω) + . . . Xn(ω)

n
= p

})
= 1.

Òóê ñõîäèìîñòòà íå å çà âñÿêî ω, à çà ïî÷òè âñÿêî ω.

7.1.1 Ñõîäèìîñò ñ âåðîÿòíîñò 1 è ñõîäèìîñò ïî âåðî-

ÿòíîñò

Ãîëÿìà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå âúâ âåðîÿòíîñòèòå ñà ñâúðçàíè ñ íÿêàêúâ

ãðàíè÷åí ïðåõîä. Ñúùåñòâóâàò íÿêîëêî âèäà ñõîäèìîñò. Íèå ùå ñå ñïðåì

íà ÷åòèðè îò òÿõ.

Íåêà X1, X2, . . . å ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, äåôèíèðàíè âúðõó

(Ω,F , P ).

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ðåäèöàòà Xn ñå íàðè÷à ñõîäÿùà ñ âåðîÿòíîñò 1

èëè ïî÷òè ñèãóðíî (ï.ñ.) êúì ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ïðè n → ∞,

àêî

N = {ω : lim
n→∞

Xn(ω) 6= X(ω)} −→ P (N) = 0. (7.1)
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Îçíà÷àâàìå limn→∞Xn = X, ï.ñ. (Xn
ï.ñ.−→ X ïðè n→∞).

Ìíîæåñòâîòî N ñå íàðè÷à ïðåíåáðåæèìî.

Îïðåäåëåíèå 7.2 Xn êëîíè ïî âåðîÿòíîñò êúì ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

X ïðè n→∞, àêî çà âñÿêî ε > 0,

lim
n→∞

P ({ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}) = 0. (7.2)

Îçíà÷àâàìå Xn
P−→ X ïðè n→∞.

Î÷åâèäíî å, ÷å îò ñõîäèìîñò ï.ñ. ñëåäâà ñõîäèìîñò ïî âåðîÿòíîñò. Îá-

ðàòíîòî íå å âÿðíî. Íî àêî Xn å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà èëè ìîíîòîííî

ðàñòÿùà ðåäèöà, òî îò ñõîäèìîñò ïî âåðîÿòíîñò ñëåäâà è ñõîäèìîñò ï.ñ.

Òåîðåìà 7.1 Çà ìîíîòîííà ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ñõîäèìîñò-

òà ïî÷òè ñèãóðíî ñúâïàäà ñúñ ñõîäèìîñò ïî âåðîÿòíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Xn ↑ X. Òîãàâà η = (X −Xn) ↓ 0 è çà âñÿêî ε > 0

å â ñèëà

{ηn+1 > ε} ⊂ {ηn > ε},

îò êúäåòî ñëåäâà

lim
n→∞
{ηn > ε} =

∞⋂
n=1

{ηn > ε}.

è

P ( lim
n→∞
{ηn > ε}) = lim

n→∞
P ({ηn > ε}) = 0.

2

Ñõîäèìîñòòà ïî âåðîÿòíîñò ñå îïðåäåëÿ îò ïîâåäåíèåòî íà ÷èñëîâàòà

ðåäèöà P (|Xn − X| > ε). Ìîæå ëè ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí äà ñå õàðàêòå-

ðèçèðà è ñõîäèìîñòòà ñ âåðîÿòíîñò 1. Îçíà÷àâàìå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

ηn = supk≥n |Xn −X|, êîÿòî ìîæå äà áúäå è íåñîáñòâåíà.
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Òåîðåìà 7.2 Xn
ï.ñ.−→ X òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0

lim
n→∞

P (sup
k≥n
|Xk −X| > ε) = 0. (7.3)

Äîêàçàòåëñòâî. ßñíî å, ÷å Xn −→ X ïî÷òè ñèãóðíî òîãàâà è ñàìî òîãà-

âà, êîãàòî ηn −→ 0 ïî÷òè ñèãóðíî. Ðåäèöàòà ηn å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà

è ηn
P−→ 0. Ñëåäîâàòåëíî ηn −→ 0 ïî÷òè ñèãóðíî.

2

Îêàçâà ñå, ÷å àêî P (|Xn−X| > ε) êëîíè êúì íóëà äîñòàòú÷íî áúðçî,

îò ñõîäèìîñò ïî âåðîÿòíîñò ñëåäâà ñõîäèìîñò ïî÷òè ñèãóðíî.

Òåîðåìà 7.3 Àêî çà âñÿêî ε > 0 ðåäúò

∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) (7.4)

å ñõîäÿù, òî Xn −→ X ïî÷òè ñèãóðíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî ïîëóàäèòèâíîñò íà âåðîÿòíîñ-

òíèòå ìåðêè è ïîëó÷àâàìå

P (sup
k≥n
|Xk−X| > ε) = P (

∞⋃
k=n

{|Xk−X| > ε}) ≤
∞∑
k=n

P (|Xn−X| > ε) −→ 0.

ïðè n→∞. Íåðàâåíñòâîòî ñëåäâà îò (7.4), à òâúðäåíèåòî îò (7.3).
2

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî.

Ñëåäñòâèå 7.1 Íåêà Xn
P→ X. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà nk, òàêàâà

÷å limk→∞Xnk = X ï.ñ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà ñå âçåìàò òàêèâà nk, çà êîèòî P (|Xnk−
X| > ε) ≤ 1

k2
è äà ñå ïðèëîæè Òåîðåìà 7.3.

2
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Çàáåëåæêà 7.1 Ïðè ñõîäèìîñò ïî÷òè ñèãóðíî, ðàçãëåæäàìå âñÿêî ω ∈

Ω è ïðîâåðÿâàìå ñõîäèìîñòòà íà ÷èñëîâàòà ðåäèöà Xn(ω) êúì ðåàëíîòî

÷èñëî X(ω) ïðè n→∞. Ñõîäèìîñò ï.ñ. å â ñèëà, àêî ìíîæåñòâîòî îò

ω, çà êîèòî ñúùåñòâóâà ñõîäèìîñò, èìà âåðîÿòíîñò 1.

Ïðèìåð 7.2 Íåêà Xn ∈ Γ(n, 1
n
). Äà ñå ïîêàæå, ÷å Xn

P−→ 1 ïðè n→∞.

Ïúðâî äà îòáåëåæèì,÷å EXn = 1 è V arXn = 1
n
. Ñúãëàñíî íåðàâåíñ-

òâîòî íà ×åáèøåâ, çà âñÿêî ε > 0 å â ñèëà

P (|Xn − 1| > ε) ≤ 1

nε2
→ 0 ïðè n→∞.

Ïðèìåð 7.3 Íåêà X1, X2, . . . å ðåäèöà îò íåçàâèñèìè, åäíàêâî U(0, 1)

ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè è

Yn = min{X1, . . . Xn}.

Êîãàòî ñå ïîÿâè ñòîéíîñò Xn, êîÿòî å ïî - ìàëêà îò ïðåäõîäíèòå,

Yn íàìàëÿâà. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà îò ñòîéíîñòè íà Yn, n = 1, 2, . . .

íå ìîæå äà íàðàñòâà. Çà ïðîèçâîëíî ε > 0, îò íåçàâèñèìîñòòà íà {Xn}

ñëåäâà

P (|Yn| ≥ ε) = P (X1 ≥ ε, . . . Xn ≥ ε) =
n∏
i=1

P (Xi ≥ ε) = (1− ε)n,

îò êúäåòî

lim
n→∞

P (|Yn − 0| ≥ ε) = 0,

ò.å. ðåäèöàòà Yn
P−→ 0.
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7.1.2 Lp - ñõîäèìîñò

Îïðåäåëåíèå 7.3 Xn êëîíè êúì ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X â ñìèñúë íà

ìîìåíò îò ðåä p, p > 0 àêî E|Xn|p <∞, E|X|p <∞ è

lim
n→∞

E|Xn −X|p = 0. (7.5)

Îçíà÷àâàìå Xn
Lp−→ X ïðè n→∞ è íàðè÷àìå îùå Lp - ñõîäèìîñò.

Ñõîäèìîñò â ñìèñúë íà ìîìåíò îò ðåä p ñå íàðè÷à îùå ñõîäèìîñò â

ïðîñòðàíñòâîòî Lp.

Îñîáåíà ðîëÿ èãðàå Lp - ñõîäèìîñò ïðè p = 2. Íàðè÷à ñå ñðåäíîêâàä-

ðàòè÷íà ñõîäèìîñò. Íåêà p = 1. Îò òîâà, ÷å ||x| − |y|| ≤ |x− y| ñëåäâà

|E(Xn −X)| ≤ E|Xn −X|

è

|E|Xn| − E|X|| ≤ E|Xn −X|,

îò êúäåòî Xn
L1−→ X. Îò òîâà ñëåäâà, ÷å EXn → EX è E|Xn| → E|X|.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, àêî Xn
Lp−→ X, p ∈ (1,∞), òî E|Xn|p → E|X|p.

Òåîðåìà 7.4 Àêî Xn å ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òî

à) (Xn
ï.ñ.→ X) −→ (Xn

P→ X);

á) (Xn
Lp→ X) −→ (Xn

P→ X)

Äîêàçàòåëñòâî. à) Èçâåñòíî å, ÷å àêî ω ∈ {|Xn − X| > ε}, òî ω ∈
{supk≥n |Xk −X| > ε}. Ñëåäîâàòåëíî

P ({|Xn −X| > ε}) ≤ P ({sup
k≥n
|Xk −X| > ε}),

îò êúäåòî ñëåäâà à). á) ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

P (|Xn −X| > ε) ≤ E|Xn −X|p

εp
.

2
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Ïðèìåð 7.4 Íåêà νn ∈ Bi(n, p). Òîãàâà

E
(νn
n
− p
)2

=
E(νn − np)2

n2
=
Dνn
n2

=
npq

n2
=
pq

n
→ 0

ïðè n→∞, ò.å. νn
n

L2−→ p.

7.1.3 Ñëàáà ñõîäèìîñò

Íåêà C(FX) = {x : FX(x) å íåïðåêúñíàòà â x} å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè,
êúäåòî FX å íåïðåêúñíàòà.

Îïðåäåëåíèå 7.4 Ðåäèöàòà Xn êëîíè ïî ðàçïðåäåëåíèå êúì ñëó÷àé-

íàòà âåëè÷èíà X ïðè n→∞, àêî çà âñÿêî x ∈ C(FX)

FXn(x)→ FX(x), n→∞. (7.6)

Îçíà÷àâàìå Xn
d−→ X ïðè n→∞.

Ñîäèìîñòòà ïî ðàçïðåäåëåíèå ñå íàðè÷à îùå ñëàáà ñõîäèìîñò.

Òåîðåìà 7.5 Ðåäèöàòà {Xn} å ñõîäÿùà ïî ðàçïðåäåëåíèå êúì ñëó÷àé-

íàòà âåëè÷èíà X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêà îãðàíè÷åíà è

íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x), x ∈ R+ å â ñèëà

lim
n→∞

Ef(Xn) = Ef(X).

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà è îò èçðàçèòå

Ef(Xn) =

∫ ∞
−∞

f(x)dFn(x) Ef(X) =

∫ ∞
−∞

f(x)dF(x)

2

Òåîðåìà 7.6 Íåêà X,X1, X2, . . . ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè íà (Ω,F , P ). Àêî

Xn
P−→ X òî Xn

d−→ X.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà FXn è FX ñà ôóíêöèèòå íà ðàçïðåäåëåíèå íà Xn

è X è íåêà a < b ñà òî÷êè îò C(FX). Òîãàâà

{X < a} = {X < a,Xn < b}∪{X < a,Xn ≥ b} ⊂ {Xn < b}∪{X < a,Xn ≥ b},

îò êúäåòî

FX(a) ≤ FXn(b) + P (X < a,Xn ≥ b). (7.7)

Îò òîâà, ÷å Xn
P−→ X,

{X < a,Xn ≥ b} ⊂ {|Xn −X| ≥ b− a}

è

lim
n→∞

P (X < a,Xn ≥ b) = 0.

Îò (7.7) ñëåäâà, ÷å

FX(a) ≤ lim inf
n→∞

FXn(b). (7.8)

Àíàëîãè÷íî, àêî ïîñòàâèì c < d íà ìÿñòîòî íà a è b

FXn(c) ≤ FX(d) + P (Xn < c,X ≥ d).

Ïðè n→∞, îòíîâî âòîðèÿ ÷ëåí êëîíè êúì íóëà è

lim sup
n→∞

FXn(c) ≤ FX(d). (7.9)

Îò (7.8) è (7.9) ñëåäâà, ÷å ïðè a < b ≤ c < d

FX(a) ≤ lim inf
n→∞

FXn(b) ≤ lim sup
n→∞

FXn(b) ≤ lim sup
n→∞

FXn(c) ≤ FX(d). (7.10)

Îñòàâàìå a ↑ b è d ↓ c, êúäåòî b = c å òî÷êà îò C(FX). Îò (7.10) ñëåäâà

lim
n→∞

FXn(b) = FX(b).

Òúé êàòî òåçè òî÷êè íà íåïðåêúñíàòîñò íà FX ñà íàâñÿêúäå ãúñòî â R,
òî Xn

d−→ X.
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Àêî X = C ï.ñ. òîãàâà çà âñÿêî ε > 0, çà êîåòî C ± ε ñà òî÷êè îò

C(FX)

P (|Xn − C| ≥ ε) = P (Xn ≥ C + ε) + P (Xn ≤ C − ε)

= 1− FXn(C + ε) + FXn(C − ε)→ 0, n→∞

è

FXn(x)→ FX(x) =


0, x < C

1, x ≥ C.

Îò òóê ñëåäâà, ÷å Xn
d−→ C.

2

Ïðèìåð 7.5 Íåêà X1, X2, . . . ñà íåçàâèñèìè, åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè ñëó-

÷àéíè âåëè÷èíè ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

f(x) = αx−α−1, x > 1, α > 0. (7.11)

Îçíà÷àâàìå Yn = n−1/α max1≤k≤nXk, n ≥ 1. Äà ñå ïîêàæå, ÷å Yn å

ñõîäÿùà ïî ðàçïðåäåëåíèå ïðè n → ∞ è äà ñå íàìåðè ãðàíè÷íîòî ðàçï-

ðåäåëåíèå.

7.2 Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà

ÍåêàX1, X2, . . . å ðåäèöà îò íåçàâèñèìè, åäíàêâî ðàçïðåäåëåíèå ñëó÷àéíè

âåëè÷èíè ñúñ ñðåäíà ñòîéíîñò µ è äèñïåðñèÿ σ2 è Sn = X1 + . . . + Xn.

Ãðàíè÷íèòå òåîðåìè ñå îòíàñÿò îñíîâíî çà Sn. Îò íåçàâèñèìîñòòà ñëåäâà

V ar(Sn) = V ar(X1) + . . .+ V ar(Xn) = nσ2.

Äà ðàçãëåäàìå Xn =
Sn
n
.
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EXn = µ è V ar(Xn) =
σ2

n
.

Îò òóê ñëåäâà, ÷å ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Zn =
Sn − nµ
σ
√
n

èìàò ñðåäíà

ñòîéíîñò è äèñïåðñèÿ

EZn = 0 è V ar(Zn) = 1.

7.2.1 Íåðàâåíñòâà

Òåîðåìà 7.7 Íåêà h : R → [0,∞) å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ è X å

ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ðåàëíè ñòîéíîñòè. Òîãàâà, çà âñÿêî ε > 0 å â ñèëà

P (ω : h(X(ω)) ≥ ε) ≤ E(h(X))

ε
.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî X å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, òî Y = h(X) ñúùî å

ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Îçíà÷àâàìå

A = {ω : h(X(ω)) ≥ ε} = {h(X) ≥ ε}.

Îò òîâà, ÷å h(X) ≥ εIA ñëåäâà

Eh(X) ≥ E(εIA) = εE(IA) = εP (A).

2

Ñëåäñòâèå 7.2 (Íåðàâåíñòâî íà Ìàðêîâ)

P (|X| ≥ ε) ≤ E(|X|
ε

.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà îò Òåîðåìà 7.7 çà ôóíêöèÿòà h(x) = |x|.
2

Íåêà X å ðåàëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, çà êîÿòî X2 ∈ L1.
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Ñëåäñòâèå 7.3 (Íåðàâåíñòâà íà ×åáèøåâ) Àêî X2 ∈ L1, òî

à) P (|X| ≥ ε) ≤ E(X2)
ε2

, ε > 0,

á) P (|X − EX| ≥ ε) ≤ V ar(X)
ε2

, ε > 0,

Äîêàçàòåëñòâî. à) ñëåäâà îò Òåîðåìà 7.7 çà ôóíêöèÿòà h(x) = x2

P (|X| ≥ ε) = P (h(X) ≥ ε2) ≤ E(X2)

ε2
.

á) Îçíà÷àâàìå Y = |X − EX|. Òîãàâà

P (|X − EX| ≥ ε) = P (Y ≥ ε) = P (Y 2 ≥ ε2) ≤ EY 2

ε2
=
V ar(X)

ε2
.

2

7.3 Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà íà ×åáèøåâ

Òåîðåìà 7.8 Íåêà X1, . . . , Xn, . . . ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ

êðàéíà äèñïåðñèÿ, îãðàíè÷åíà îò åäíà è ñúùà êîíñòàíòà, ò.å. V ar(Xi) ≤

C, i = 1, 2, . . . . Òîãàâà, çà âñÿêî ε > 0

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣Xn −
1

n

n∑
k=1

EXk

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1. (7.12)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè óñëîâèåòî çà íåçàâèñèìîñò

V ar(Xn) =
1

n2

n∑
k=1

V ar(Xk) ≤
C

n
.

Ñúãëàñíî íåðàâåíñòâîòî íà ×åáèøåâ, çà âñÿêî ε > 0

P

(∣∣∣∣∣Xn −
1

n

n∑
k=1

EXk

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ V ar(Xn)

ε2
=
V ar(Sn)

n2ε2
≤ C

nε2
,

êîåòî êëîíè êúì 0 ïðè n→∞.
2
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Çàáåëåæêà 7.2 Óñëîâèåòî (7.12) îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà Xn, n = 1.2. . . .

êëîíè ïî âåðîÿòíîñò êúì 1
n

∑n
k=1 EXk. Â òîçè ñëó÷àé ãîâîðèì çà ñëàá

çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà. Êîãàòî å íàëèöå ñõîäèìîñò ïî÷òè ñèãóðíî

èìàìå ñèëåí çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà.

Òóê ùå îòáåëåæèì âàæíè ÷àñòíè ñëó÷àè íà òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ.

Òåîðåìà 7.9 (íà Áåðíóëè) Íåêà p å âåðîÿòíîñòòà çà óñïåõ â áåçêðàéíà

ðåäèöà îò Áåðíóëèåâè îïèòè è X å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ðàâíà íà áðîÿ

íà óñïåõèòå ïðè n îïèòà. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Xn − p
∣∣∣∣ < ε

)
= 1. (7.13)

Äîêàçàòåëñòâî. Âúâåæäàìå ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Xk, k = 1, 2, . . . ,

ðàâíè íà áðîÿ íà óñïåõèòå ïðè k− òèÿ îïèò, ò.å.

Xk =


1, p

0, 1− p.

Òîãàâà X = X1 + . . .+Xn. Òúé êàòî

EXk = p è V ar(Xk) = p(1− p) ≤ 1

4
,

òî òåîðåìàòà íà Áåðíóëè å ÷àñòåí ñëó÷àé íà òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ.

2

Òåîðåìà 7.10 (íà Ïîàñîí) Íåêà pk å âåðîÿòíîñòòà çà óñïåõ ïðè k−

òèÿ îïèò â áåçêðàéíà ðåäèöà îò íåçàâèñèìè îïèòè è X å ñëó÷àéíàòà

âåëè÷èíà ðàâíà íà áðîÿ íà óñïåõèòå ïðè n îïèòà. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Xn − p1 + p2 + . . .+ pn
n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1. (7.14)
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Äîêàçàòåëñòâî. Âúâåæäàìå ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Xk, k = 1, 2, . . . ,

ðàâíè íà áðîÿ íà óñïåõèòå ïðè k− òèÿ îïèò, ò.å.

Xk =


1, pk

0, 1− pk.

Òîãàâà X = X1 + . . .+Xn. Òúé êàòî

EXk = pk è V ar(Xk) = pk(1− pk) ≤
1

4
,

òî è òåîðåìàòà íà Ïîàñîí å ÷àñòåí ñëó÷àé íà òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ.

2

Òðåòèÿò ÷àñòåí ñëó÷àé ùå ôîðìóëèðàìå òàêà. Àêî ðåäèöàòà îò íå-

çàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè Xk, k = 1, 2, . . . , å òàêàâà ÷å EXk =

a, V ar(Xk) ≤ C, k = 1, 2, . . . , êúäåòî a è C ñà êîíñòàíòè, òî çà âñÿêî

ε > 0,

lim
n→∞

P
(∣∣Xn − a

∣∣ < ε
)

= 1.

Òîçè ÷àñòåí ñëó÷àé äàâà îñíîâàíèå ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî Xn äà ñå ïðè-

åìà çà îöåíêà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è â ðîëÿòà íà ëîêàöèîíåí

ïàðàìåòúð íà ðàçïðåäåëåíèåòî èãðàå ñúùåñòâåíà ðîëÿ. Íèå ùå ñå îãðà-

íè÷èì ñ ôîðìóëèðàíå íà òåîðåìàòà íà Ìàðêîâ.

Òåîðåìà 7.11 (íà Ìàðêîâ) Íåêà ðåäèöàòà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè Xk, k =

1, 2, . . . , å òàêàâà ÷å ïðè n→∞,

lim
n→∞

1

n2
V ar(

n∑
k=1

Xk) = 0, (7.15)

òî çà âñÿêî ε > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣Xn −
1

n

n∑
k=1

EXk

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1. (7.16)
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî íà ×åáèøåâ.

2

ßñíî å, ÷å òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ å ÷àñòåí ñëó÷àé îò òåîðåìàòà íà

Ìàðêîâ.

Âå÷å îòáåëÿçàõìå, ÷å çàêîíà çà ãîëåìèòå ÷èñëà å åäèí îò îñíîâíèòå

â òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå. Òåîðåìàòà íà Áåðíóëè å ïóáëèêóâàíà ïðåç

1713 ãîäèíà ñëåä íåãîâàòà ñìúðò. Â íà÷àëîòî íà 19 âåê Ïîàñîí äîêàçâà

àíàëîãè÷íà òåîðåìà ïðè ïî-øèðîêè óñëîâèÿ. Â 1866 ãîäèíà Ï.Ë. ×åáè-

øåâ îòêðèâà ìåòîäà èçëîæåí òóê. Ïî-êúñíî À.À. Ìàðêîâ çàáåëÿçâà, ÷å

ïî òîçè íà÷èí ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïî-îáù ðåçóëòàò. Òåîðåìàòà íà Ìàðêîâ

äàâà äîñòàòú÷íî óñëîâèå, áåç äà ñå íàëàãà íåçàâèñèìîñò íà ñëó÷àéíè-

òå âåëè÷èíè. Ïðåç 1923 ãîäèíà À.ß Õèí÷èí ïîêàçâà, ÷å àêî ñëó÷àéíèòå

âåëè÷èíè ñà íå ñàìî íåçàâèñèìè, íî è åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè, òî ñúùåñ-

òâóâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EXk å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

çàêîíà çà ãîëåìèòå ÷èñëà. Åäâà ïðåç 1926 ãîäèíà À.Í.Êîëìîãîðîâ ïîëó-

÷àâà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òîâà íåçàâèñèìèòå ñëó÷àéíè

âåëè÷èíè X1, X2, . . . äà ñå ïîä÷èíÿâàò í çàêîíà çà ãîëåìèòå ÷èñëà.

Òåîðåìà 7.12 Çà ðåäèöàòà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè Xk, k = 1, 2, . . . ,

íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣Xn −
1

n

n∑
k=1

EXk

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1, (7.17)

ïðè ïðîèçâîëíî ε > 0, å

lim
n→∞

E
(
∑n

k=1(Xk − EXk))
2

n2 + (
∑n

k=1(Xk − EXk))2
= 0. (7.18)

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî íà ×åáèøåâ.

2
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7.4 Öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

Òåîðåìà 7.13 Íåêà X1, . . . Xn, n ≥ 1 ñà íåçàâèñèìè åäíàêâî ðàçïðåäå-

ëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F è êðàéíè ñðåäíà

ñòîéíîñò µ è äèñïåðñèÿ σ2. Îçíà÷àâàìå Sn = X1 + . . . + Xn è X = Sn
n
.

Òîãàâà ïðè n→∞

à) P
(
Sn−nµ
σ
√
n
≤ x

)
−→ Φ(x), x ∈ R

á) P
(√

n(X−µ)
σ

≤ x
)
−→ Φ(x), x ∈ R

Äîêàçàòåëñòâîòî ùå íàïðàâèì ñ ïîìîùòà íà ñëåäíàòà òåîðåìà çà íåï-

ðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå (MGF).

Ëåìà 7.1 (çà íåïðåêúñíàòîñò) Íåêà X1, X2, . . . å ðåäèöà îò ñëó÷àéíè

âåëè÷èíè èMn(t) å ôóíêöèÿòà ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå íà Xn â íÿêàêúâ

îòâîðåí èíòåðâàë (−a, a), ñúäúðæàù íóëàòà. Àêî Mn(t)→ e
t2

2 çà âñÿêî

t ∈ (−a, a) ïðè n→∞, òî P (Xn ≤ x)→ Φ(x) çà âñÿêî x ∈ R.

Çàáåëåæêà 7.3 Â äîêàçàòåñòâîòî ñå èçïîëçâàò:

1) Çà ðåäèöà îò ÷èñëà an, òàêàâà ÷å an → 0 ïðè n → ∞, ïèøåì

an = o(1).

2) Àêî an è bn ñà äâå ðåäèöè îò ÷èñëà è
an
bn
→ 0 ïðè n → ∞ ïèøåì

an = o(bn).

Íàïðèìåð an = o( 1
n
) îçíà÷àâà, ÷å an → 0, n → ∞ è ÷å nan → 0 ïðè

n→∞.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà. à) Ìîæå äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷å µ = 0

è σ = 1. Çíàåì âå÷å, ÷å ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Yi = Xi−µ
σ

èìàò ñðåäíà

ñòîéíîñò EYi = 0 è äèñïåðñèÿ V ar(Yi) = 1 è Zn = Sn−nµ
σ
√
n

=
∑n
i=1 Yi√
n

, n ≥ 1.
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Òàêà óñëîâèåòî à) å â ñèëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

P

(∑n
i=1 Yi√
n
≤ x

)
−→ Φ(x).

Ñëåäîâàòåëíî çà µ = 0 è σ = 1 òðÿáâà äà ñå ïîêàæå, ÷å

P

(
Sn√
n
≤ x

)
−→ Φ(x), n→∞.

Îò íåçàâèñèìîñòòà íà Xi çà MGF íà Zn = Sn√
n
ñå ïîëó÷àâà

MZn(t) = EetZn = E
[
e
t Sn√

n

]
= E

[
e
t
∑n
i=1

Xi√
n

]
=
∏n

i=1E
[
e
t
Xi√
n

]
=
(
Ee

t X√
n

)n
=
[
MX( t√

n
)
]n
.

Ëîãàðèòìóâàìå è ðàçâèâàìå MX( t√
n
) â ðåä íà Òåéëîð îêîëî t = 0.

logMZn(t) = n logMX( t√
n
)

= n log[1 + t√
n
M ′

X(0) + t2

2n
M ′′

X(0) + o(n−1)]

= n[ t√
n
M ′

X(0) + t2

2n
M ′′

X(0)− t2

2n
(M ′

X(0))2 + o(n−1)].

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò òîâà ÷å log(1 +x) ≈ x− x2

2
ïðè x = 0.

Ïðèåëè ñìå ÷å µ = EX = M ′
X(0) = 0, îò êúäåòî

logMZn(t) =
t2

2
M ′′

X(0) + o(1) =
t2

2
+ o(1).

Ñëåäîâàòåëíî ïðè n→∞

MZn(t) −→ e
t2

2 .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

P (Zn ≤ x) −→ Φ(x), x ∈ R.

á) ñëåäâà îò à)

2
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Çàáåëåæêà 7.4 Òâúðäåíèÿòà íà Òåîðåìà 7.13 îçíà÷àâàò, ÷å ïðè ãîëÿ-

ìî n

Sn ∼ N(nµ, nσ2) è Xn ∼ N

(
µ,
σ2

n

)
.

7.5 Íîðìàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà áèíîìíîòî ðàç-

ïðåäåëåíèå

Òåîðåìà 7.14 Íåêà X ∼ Bi(n, p) ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Òîãàâà çà ôèêñè-

ðàíî p è x ∈ R

P

(
X − np√
np(1− p)

≤ x

)
−→ Φ(x), n→∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Áèíîìíî ðàçïðåäåëåíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñúâïà-

äà ñúñ Sn = X1 + . . .+Xn, êúäåòî Xi ∼ Bi(1, p) è µ = p, σ2 = p(1− p).
2

Ñëåäñòâèå 7.4 (Èíòåãðàëíà òåîðåìà íà Ìîàâúð - Ëàïëàñ). Íåêà X ∼

Bi(n, p) ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Òîãàâà

P (X ≤ k) = P

(
X − np√
np(1− p)

≤ k − np√
np(1− p)

)
≈ Φ

(
k − np√
np(1− p)

)
.

×åñòî ñå íàëàãà äà çíàåì âåðîÿòíîñòòà çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà

ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà. Òîâà å âúçìîæíî ÷ðåç P (X = k) = P (X ≤ k) −
P (X ≤ k − 1). Òàçè òåîðåìà ñå íàðè÷à ëîêàëíà òåîðåìà íà Ìîàâúð -

Ëàïëàñ.
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Òåîðåìà 7.15 (Ëîêàëíà òåîðåìà íà Ìîàâúð - Ëàïëàñ). Íåêà X ∼ Bi(n, p)

ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Òîãàâà çà ôèêñèðàíî p è k = 0, 1, . . . n

P (X = k) = P

(
X − np√
np(1− p)

=
k − np√
np(1− p)

)

∼ 1√
np(1− p)

ϕ

(
k − np√
np(1− p)

)
=

1√
np(1− p)

e
(k−np)2
2np(1−p) .
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