I'masa 15

A nesnna popma Ha Teopemara Ha Riemann-Roch

OnPEAEJIEHUE 15.1. Hexa F e dynkuyuonasto nose wa edna npomeriusa, a P e
MHOHCECTNBOMO HA, KAacoseme duckpemuu Hopmuparus wa . Toeasa mmoorcecm-
60M0

A=Apr ={a=(w)vep € H F | a, € O, c uskimoveHne Ha KpaeH 6poit v € P}
veP

ce Hapuua adearo npocmpancmeo na .

A tetHOTO TIpOCTPAHCTBO A € JIMHEHHO MPOCTPAHCTBO HAJ II0JIETO OT KOHCTAHTH K
na F', 3amoro 3a npoussosHu o, € A umame an,S, € O, 3a Bcuukn v € P ¢
UBKJIIOUeHne Ha KpaeH 6poit. B pesynrar, a, + 8, € O, u a+ 5 € A. Ananoruano,
saacAulekca, €O, crensa A, € O,, oTKbIETO N € A.

ONPENEJEHUE 15.2. Adeanama cucmema na dususop D = > n,v € Div(F) e

veEP
MHOIHCECTNBOTNO

AD)={a€c A | v(aw)+n, >0 3a YveP}

Antenmnara cucrema Ha nueusop D € Div(F) e JMHENRHO IIPOCTPAHCTBO HAJL MIOJIETO
or koucrautu k wa F. Haucruna, 3a npoussosnu «, 8 € A(D) e usnbineno

v(ay + By) + 1y > min(v(ay),v(8y)) + ny > 0,

cbrmacHo v(ay) + ny > 0, v(8y) + ny > 0. Caenosarenno « + 8 € A(D). Ot
v(0) = oo ciensa 0 € A(D). Or v(Aay,) = v(ay) 3a A € k* mosyuasame Ao € A(D)
3a Vo € A(D), VA € k*.

QyHKIMOHATHOTO ToJie F' nMa auaroHasiHo Biiarame

A:F— A,
Alx) = (2)vep € [[ F

veEP
Teupaum, e A(D)NA(F) = A(L(D)). Haucruna, ako € L(D) 3a D = > n,v,
veP
to div(xz) + D > 0, orkbuero v(z) +n, > 03a Yo € P u A(z) € A(D). O6parho,
ako A(z) € A(D), to v(z) +n, > 0 3a Vv € P, orkbaero div(z) + D > 0 u
x € L(D).

TBBbPAEHUE 15.3. Hexa F e gynkyuonasno nose wa €0HG NPOMEHAUBL CBC Co-
esputerno noae om koucmanwmu k, a G > D ca dususopu na F. Tozasa adearomo
npocmparcmeo A(D) na D e nodnpocmpancmso na adearomo npocmparcmeo A(G)
na G u

dimy, (A(G)/A(D)) = deg(G) — deg(D). (15.1)
HoxkazaresicrBo: Ako G = > myv, D = > n,v, o G > D e ekBUBAJIEHTHO
veEP veP

Ha M, > N, 338 Yv € P. Orryk ciensa Briaodsanero A(D) C A(G), samoro or
v(aw) +ny > 0 3a Yo € P nonyuasame v(aw,) + my = v(ay) + ny + (my —ny) >0
3a Vv € P.
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Iocrarbuno e ja jokaxkem 15.1 3a G = D+w ¢ w € P, 3a1m0To ToraBa ¢ MHILYKIHs
o 6post Ha crbupaemure w Ha G — D > 0, or

dimy, (A(G')/A(D)) = deg(G') — deg(D) u  dimy (A(G' +w)/A(G")) = deg(w)

cJIeBa,

dimy, (A(G' + w)/A(D))
= dimy (A(G' + ) /A(G")) + dimy, (A(G")A(D)) = deg(G’ + w) — deg(D).

3a ga nposepum dimy (A(D + w)/A(D)) = deg(w) 3a D = > n,v usbupame
veP
u € F ¢ w(u) = ny + 1. Torasa 3a Va € A(D + w) npoussegeHnero ot € O,

30T W( ) = w(ay) + w(u) = w(ay) + Ny + 1 > 0. ToBa 1aBa BB3MOXKHOCT
Jla pasriesiaMe u300pazkeHneTo

Y AD+w) — Oy /My,
() = au + M,,.
Hemnocpencrseno ce nmposepsiBa, 1e 1) e k-JIMHEWHO U SAPOTO
ker(y)) = {a € A(D) | w(auu) >1} =

={a € AD+w) | wlayw)+n, >0, v(ay)+n, >0 3a YveP\{w}}=A(D).
TrebpauM, ge 06pazbr im(y)) = Oy /My,. [lo-rouno, 3a Ve + M, € O,, /M, TpsOa
Ja jiokaxkeM, de cbinectByBa o € A(D + w) ¢ aypu — x € M,,. 3a nesra uzbupame
Q, = % € F umposepsBame, 9e w(vy,) + 1y +1 = w(z) —w(u) +ny +1 = w(x) >
0. 3a Yv € P\ {w} B3emame rakosa a, € F, 1e v(ay) + n, > 0. B pesysnrar,
nosydaBame & = (ay)pep € A(D +w) ¢ ayu —x =0 € My,. zomopdusmbr

A(D + w)/A(D) ~ O, /M,
Ha k-JIMHENHN IPOCTPAHCTBA JOKA3Ba, ue
dimy, (A(D + w)/A(D)) = dimy, (O, /M) = deg(w),
QE.D.

TBBPAEHUE 15.4. 3a npoussosnu dususopu G > D wa dyrrxyuornasno nose F
HG eOHA NPOMEHAUBA CBC CBEBPUWEHO MOAE OM KOHCMaHMU k e 6 cuaa mouwnama
peduua

0 — L(G)/L(D) — A(G)/A(D) — AG) + A(F)/AD) + A(F) — 0

om k-aumnetinu npocmparcmea.
Ommysx,

dimy, (A(G) + A(F)/A(D) + A(F)) = (deg(G) — deg(D)) — (I(G) — U(D)).

Hoka3zarescrBo: Iunaronananoro siarane A : ' — A ce orpann4aasa 1o k-JuHERHO
siarage A : L(G) — A(G) u unnynupa k-auHeiiHO n300parKenue

¢ L(G) — A(G)/A(D),
¢ (x) = A(x) + A(D) sa Vz € L(G).
Amaporo
ker(¢') = {x € L(G) | A(z) € AD)NA(F) = A(L(D))} = L(D),
Taka 4e ¢’ MHIYyIHUpa k-JTUHEHO BIarane
¢ : L(G)/L(D) — A(G)/A(D),
o+ L(D)) =A(z)+ A(D) 3za Vze Ll(G).

Pasriiexx1ame n306pazKeHueTo

Y A(G) — A(G) + A(F)/A(D) + A(F),
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P (a) =a+ AD)+A(F) 3a VYae AG).
Tonexe saporo ker(y') O A(D) cbabpxa agennara cucrema A(D) va D, MoxeM
Ja uHAyIupaMe k-THHEeHHO n300parKeHme
P A(G)/AD) — A(G) + A(F)/A(D) + A(F),

Y(a+ AD)) =a+ AD)+ A(F) 3a VYaec A(D),
KOETO HE BUHAIU € BJIArAHE.
Tebpaum, ge im(p) C ker(v), 3amoro

Yoz + L(D)) = p(Ax) + A(D)) = A(z) + A(D) + A(F) = A(D) + A(F)
3a Vo € L(G). 3a Brirouanero ker(¢) C im(p) 3abensassame, ue saporo ker(i))
Ha 1 ce coerou or a + A(D) ¢ o+ A(D) + A(F) = A(D) + A(F). Tosa usucksa
a € A(D)+A(F) wu cbimectByBane Ha 5 € A(D) ux € F ¢ o = f+ A(x). Torasa
olx+ L(D)) =Ax)+ AD) =a—- 8+ A(D) = a+ A(D)

e or obpasa Ha . Tosa mokassa ker(y) C im(p) u im(p) = ker()).
M3zob6paxkenuero ¢ e Bbpxy A(G) + A(F)/A(D) + A(F), zamoro 3a Yo € A(G)
umanme o + A(D) + A(F) = ¢(a+ A(D)), Q.E.D.

JIEMA 15.5. Heka F e pynxuyuonaato nose na e0Ha NPOMEHAUBA CBC CEEBPUEHO NO-
ae om konemawmu k, ar e maxosa ecmecmeeno wucao, we Teopemama wa Riemann
e usnsanena ¢ pasencmeo (D) = deg(D) — g + 1 3a 6cexu dususop D € Div(F)
om cmenen deg(D) > r. Toeasa

AD)+ A(F)=A 3a VYD e Div(F), deg(D)>r.

Hoxka3zaresicrBo: Tebpaum, de 3a Va € A cbmiecrysa qusuzop G > D c a € A(G).

Io-touno, ako D = > n,v u a = (a)pep, TO 32 BCEKH Kac v € P 0T JUCKPETHH
veP
HOPMUPAHUS TBHPAUM CHIIECTBYBAHETO HA IAJIO TUCIIO My > Ny € v(y,) +my > 0.

3a mesita e oCTATHIHO Ja u3bepeM m,, > max(—v(ay),ny) 3a Yo € P. CbriacHo
Tebpaenune 15.4,
dimy, (A(G) + A(F)/A(D) + A(F)) = (deg(G) — deg(D)) — (I(G) — I(D)). (15.2)

IIo mpemmonoxenne, Teopemara na Riemann e usnbinena ¢ pasexcrso 3a D, T.e.

I(D) = deg(D) — g + 1. Caenosarenno 3a scuuku G > D e usmbianeno [(G) =

deg(G) — g+ 1. Orryk (D) — deg(D) = I(G) — deg(G) u (15.2) upuema Buza
dimy (A(G) + A(F)/A(D) + A(F)) = 0.

B pesyarar, A(G) + A(F) = A(D) + A(F) u o € A(D) + A(F). Tosa nokassa

skiousanero A C A(D)+ A(F). Kombunupaiiku ¢ A(D)+ A(F) C A nonyuasame

A(D) 4+ A(F) = A 3a Bcekn gususop D € Div(F) or crenen deg(D) > r, Q.E.D.

TeEOPEMA 18. (Teopema ma Riemann-Roch B anenna dopma) Axo D € Div(F) e
dususop Ha PyHryuorairo nose F na edna npomMeniuea csC Co65PUEHO NOAE O
KoHcmarmu k, mo

I(D) = deg(D) — g + 1+ dimy, (A/A(D) + A(F)).
Hoxka3zaresicrBo: Ns6upame nusuzop Dy > D or crenen deg(Dgy) > r. Torasa

Teopemara Ha Riemann e usnbineHa ¢ paseHCTBO 32 Do, [(Dg) = deg(Dg) — g + 1
u A(Dy) + A(F) = A no Jlema 15.5. Coraacao Tebpaenne 15.4 nmame

dimg (A(Do) + A(F)/A(D) + A(F)) = [deg(Do) — I(Do)] — [deg(D) — I(D)].
CemoBaTesHo
dimy (A/A(D) + A(F)) = (D) — deg(D) +g — 1,
QED.



