
Ãëàâà 4

Êâàäðàòè÷íè îñòàòúöè.

4.1 Êâàäðàòè÷íè è k-ñòåïåííè îñòàòúöè.

Äà ðàçãëåäàìå îáùîòî ñðàâíåíèå îò âòîðà ñòåïåí

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod n), (4.1)

êúäåòî a 6≡ 0 (mod n). Óìíîæàâàéêè ïî 4a è ïîëàãàéêè y = 2ax+b ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
∣∣∣∣

y2 ≡ D (mod 4an)
y ≡ b (mod 2a),

(4.2)

êúäåòî D = b2 − 4ac.
Î÷åâèäíî âñÿêî ðåøåíèå íà (4.1) îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ðåøåíèå y íà (4.2). Îáðàòíî, àêî
y å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (4.2), òî x = (y − b)/2a å ðåøåíèå íà (4.1). Ñëåäîâàòåëíî
âúïðîñúò çà ðåøàâàíå íà ïðîèçâîëíî ñðàâíåíèå îò âòîðà ñòåïåí ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå
íà ñðàâíåíèÿ îò âèäà

x2 ≡ a (mod m). (4.3)
Íàïðàâåíèòå çàêëþ÷åíèÿ ìîæå îùå äà ñå ïðåöåçèðàò. Ïî-òî÷íî â ñèëà å

Òåîðåìà 4.1.1 Íåêà (a,m) = d, a = da1, m = dm1 è d = e2f, êúäåòî f å ñâîáîäíî
îò êâàäðàòè åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ñðàâíåíèåòî (4.3) èìà ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî (f, m1) = 1 è ñðàâíåíèåòî y2 ≡ fa1 (mod m1) èìà ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñò. Àêî x å ðåøåíèå íà (4.3), òî

x2 ≡ e2fa1 (mod e2fm1),

îòêúäåòî ñëåäâà e2 | x2, òúé êàòî f å ñâîáîäíî îò êâàäðàòè. Íî òîãàâà e | x,
ò.å. x = ey, êîåòî ñëåä çàìåñòâàíå è ñúêðàùàâàíå äàâà

y2 ≡ fa1 (mod fm1).

Ñëåäîâàòåëíî f | y2 è î÷åâèäíî å èçïúëíåíî è ïî-ñëàáîòî ñðàâíåíèå y2 ≡
fa1 (mod m1). Íî f å ñâîáîäíî îò êâàäðàòè è ñëåäîâàòåëíî f | y, ò.å. y = fz.
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Çàìåñòâàéêè ïîëó÷àâàìå fz2 ≡ a1 (mod m1), îòêúäåòî (f,m1) | a1. Íî òîãàâà
(m1, a1) = 1 âëå÷å (m1, f) = 1, êîåòî ïúê äàâà, ÷å y2 ≡ fa1 (mod m1).
Äîñòàòú÷íîñò. Îáðàòíî íåêà (m1, f) = 1 è ñúùåñòâóâà y, çà êîåòî y2 ≡
fa1 (mod m1). Òîãàâà ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåíî z, òàêîâà ÷å fz ≡ y (mod m1),
îòêúäåòî f2z2 ≡ fa1 (mod m1). Íî ùîì (m1, f) = 1, òî fz2 ≡ a1 (mod m1).
Óìíîæàâàéêè ñ e2f ïîëó÷àâàìå

e2f2z2 ≡ e2fa1 (mod e2fm1),

ò.å.
(efz)2 ≡ a (mod m).

È òàêà âúïðîñúò çà ðåøèìîñòòà íà ïðîèçâîëíî ñðàâíåíèå îò âòîðà ñòåïåí ïî ñúùåñ-
òâî ñå ñâåæäà äî ðåøèìîñòòà íà êâàäðàòíî ñðàâíåíèå îò ñïåöèàëåí âèä, à èìåííî

x2 ≡ a (mod n), (a, n) = 1. (4.4)

Öÿëî ÷èñëî a, çà êîåòî (4.4) èìà ðåøåíèå ñå íàðè÷à êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë n,
è êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê, àêî òàêîâà ðåøåíèå íå ñúùåñòâóâà. Âúâåäåíîòî ïîíÿòèå ñå
îáîáùàâà ñúñ ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ 4.1.2 Íåêà n 6= 0 è k ≥ 2 ñà öåëè ÷èñëà. Êàçâàìå, ÷å öÿëîòî ÷èñëî
a, (a, n) = 1 å k-ñòåïåíåí îñòàòúê (íåîñòàòúê) ïî ìîäóë n, êîãàòî å ðåøè-
ìî (íåðåøèìî) ñðàâíåíèåòî

xk ≡ a (mod n). (4.5)
Ïðè k = 2, 3, 4 ÷èñëîòî a ñå íàðè÷à ñúîòâåòíî êâàäðàòè÷åí, êóáè÷åí è áèêâàäðà-
òè÷åí îñòàòúê

Òåîðåìà 4.1.3 Íåêà n 6= 0 å öÿëî ÷èñëî, êîåòî èìà ïðèìèòèâåí êîðåí. Öÿëîòî ÷èñëî
a, (a, n) = 1, å k-ñòåïåíåí îñòàòúê ïî ìîäóë n òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

a
ϕ(n)

d ≡ 1 (mod n),

êúäåòî d = (ϕ(n), k). Â òîçè ñëó÷àé ñðàâíåíèåòî (4.5) èìà òî÷íî d ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n. Âçåìàéêè èíäåêñè
ïðè îñíîâà g îò (4.5) ïîëó÷àâàìå

k.indx ≡ ind a (mod ϕ(n)).

Íî ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.1 òîâà ñðàâíåíèå èìà ðåøåíèå îòíîñíî indx òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî d = (ϕ(n), k) äåëè ind a. Ïðè òîâà, àêî ðåøåíèå ñúùåñ-
òâóâà, òî òîâà ñðàâíåíèå, à ñëåäîâàòåëíî è (4.5) ùå èìàò òî÷íî d ðåøåíèÿ.
Íåêà ñåãà e = ind a = d.t. Îò îïðåäåëåíèåòî çà èíäåêñ ïîëó÷àâàìå, ÷å

a
ϕ(n)

d = g
eϕ(n)

d = gtϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Îáðàòíî, àêî a
ϕ(n)

d ≡ 1 (mod n), òî

g
eϕ(n)

d ≡ 1 (mod n),

îòêúäåòî ϕ(n) äåëè eϕ(n)
d . Ñëåäîâàòåëíî d | ind a.
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Òåîðåìà 4.1.4 Íåêà n 6= 0 å öÿëî ÷èñëî, êîåòî èìà ïðèìèòèâåí êîðåí è d = (ϕ(n), k).
Ñúùåñòâóâàò òî÷íî ϕ(n)

d íà áðîé íåñðàâíèìè k-òè îñòàòúöè ïî ìîäóë n.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî ïðåäíàòà òåîðåìà a å k-ñòåïåíåí îñòàòúê ïî
ìîäóë n òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

a
ϕ(n)

d ≡ 1 (mod n).

Íî òîâà ñðàâíåíèå èìà òî÷íî

(
ϕ(n)

d
, ϕ(n)) =

ϕ(n)
d

ðåøåíèÿ ïàê ñúãëàñíî ãîðíàòà òåîðåìà.

Äà ñå âúðíåì îòíîâî êúì êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè. Â ÷àñòíîñò îò ïðåäíàòà òåîðåìà
ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà êâàòðàòè÷íèòå îñòàòúöè ñúâïàäà ñ òîçè íà íåîñòàòúöèòå è å
ðàâåí íà ϕ(n)/2.

Äåôèíèöèÿ 4.1.5 Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî. Ñèìâîë íà Ëüîæàíäð îò a
îòíîñíî p ñå äåôèíèðà êàòî:

(
a

p

)
=

{
1, àêî a å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p,

−1, àêî a å êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê ïî ìîäóë p.

Òâúðäåíèå 4.1.6 Ñèìâîëúò íà Ëüîæàíäð ïðèòåæàâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) àêî a ≡ b (mod p), òî
(

a

p

)
=

(
b

p

)
,

(2)
(

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p) (Êðèòåðèé íà Îéëåð),

(3)
(

ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñâîéñòâî (1) å î÷åâèäíî.
(2): Ïîëàãàéêè k = 2, n = p â Òåîðåìà 4.1.3 ïîëó÷àâàìå, ÷å d = (p− 1, 2) = 2,
îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å a å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
a

p−1
2 ≡ 1 (mod p), îòêúäåòî è a

p−1
2 ≡ ±1 (mod p) çà âñÿêî (a, p) = 1 ñëåäâà

òâúðäåíèåòî.
(3): Ñúãëàñíî (2)

(
ab

p

)
≡ (ab)

p−1
2 = a

p−1
2 b

p−1
2 ≡

(
a

p

)(
b

p

)
(mod p).

Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî è g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p. Òúé êàòî âñÿêî
÷èñëî 1 ≤ a ≤ p − 1 å ñòåïåí íà g, òî ñúâêóïíîñòòà îò êâàäðàòè÷íè îñòàòúöè ñúâïàäà ñ
ìíîæåñòâîòî îò ÷åòíèòå ñòåïåíè íà g

QR+ = {g2, g4, . . . , gp−1},
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à ñúâêóïíîñòòà îò êâàäðàòè÷íè íåîñòàòúöè ñ

QR− = {g, g3, . . . , gp−2}.

Î÷åâèäíî ãîðíèòå ìíîæåñòâà îïèñâàò êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè è íåîñòàòúöè è â ïî-
îáùèÿ ñëó÷àé çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, êîåòî èìà ïðèìèòèâåí êîðåí g.

Ïðèìåð 4.1.1 Ùå ïîêàæåì, ÷å −1 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî p = 4k + 1. Íàèñòèíà ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Îéëåð

(−1
p

)
≡ (−1)

p−1
2 (mod p).

Ñëåäîâàòåëíî (−1
p

)
=

{
1, àêî p = 4k + 1,

−1, àêî p = 4k − 1

Ëåìà 4.1.7 (Ëåìà íà Ãàóñ) Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî è (a, p) = 1. Íåêà µ å áðîÿ
íà ÷èñëàòà â ðåäèöàòà a, 2a, 3a, . . . , p−1

2 a , êîèòî ñà ñðàâíèìè ïî ìîäóë p ñ ÷èñëà â
èíòåðâàëà [−p−1

2 ,−1], (ò.å. ñ ÷èñëàòà â èíòåðâàëà [p+1
2 , p− 1]). Òîãàâà

(
a

p

)
= (−1)µ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà rk ≡ ka (mod p) å ìèíèìàëíèÿ ïî àáñîëþòíà ñòîé-
íîñò îñòàòúê íà ka, ò.å. −p−1

2 ≤ rk ≤ p−1
2 . Î÷åâèäíî rk = rl, ò.å. ka ≡

la (mod p), å â ñèëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî k = l. Àíàëîãè÷íî, àêî äî-
ïóñíåì, ÷å rk = −rl, òî (k + l)a ≡ 0 (mod p). Íî òîâà å íåâúçìîæíî òúé êàòî
k + l < p. Ñëåäîâàòåëíî |rk| 6= |rl| çà k 6= l, ò.å. àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè íà îñ-
òàòúöèòå rk ïðåäñòàâëÿâàò ïåðìóòàöèÿ íà ÷èñëàòà îò 1 äî p−1

2 . Óìíîæàâàéêè
ãè ïîëó÷àâàìå

(
p− 1

2
)!a

p−1
2 ≡

p−1
2∏

k=1

rk = (−1)µ

p−1
2∏

k=1

|rk| = (−1)µ(
p− 1

2
)! (mod p).

Äåëåéêè äâåòå ñòðàíè íà ñðàâíåíèåòî íà (p− 1/2)! ïîëó÷àâàìå

a
p−1
2 ≡ (−1)µ,

êîåòî ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Îéëåð äàâà òúðñåíîòî ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 4.1.8 ×èñëîòî 2 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë ïðîñòè ÷èñëà îò âèäà 8t±1
è êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê ïî ìîäóë îñòàíàëèòå íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà, ò.å.

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . (4.6)
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà îòáåëåæèì ïúðâî, ÷å çà p = 8t± 1 äÿñíàòà ñòðàíà íà
(4.6) äàâà òî÷íî 1, ò.å. 2 å îñòàòúê, à ïðè p = 8t±3 äàâà -1 (ò.å. 2 å íåîñòàòúê).
Çà äà äîêàæåì òåîðåìàòà ùå ïðèëîæèì Ëåìàòà íà Ãàóñ çà a = 2. Íåêà m =
bp−1

4 c, ò.å. 2m ≤ (p− 1)/2, íî 2(m + 1) > (p− 1)/2. Òîãàâà µ = (p− 1)/2−m.
Â òàêúâ ñëó÷àé ïðè p = 8t + 1 ïîëó÷àâàìå m = 4t è µ = 2t. Àíàëîãè÷íî, ïðè
p = 8t− 1 èìàìå m = 2t− 1 è µ = 2t. Ñëåäîâàòåëíî (−1)µ = 1.
Ïðè p = 8t ± 3, îáà÷å µ = 2t + 1 è µ = 2t − 1, ñúîòâåòíî. Ñëåäîâàòåëíî
(−1)µ = −1, ò.å. 2 å êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê ïî ìîäóë p.

Óïðàæíåíèå 4.1.1 ×èñëîòî −2 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë ïðîñòè ÷èñëà îò
âèäà 8t + 1 è 8t + 3 è êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê ïî ìîäóë îñòàíàëèòå íå÷åòíè ïðîñòè
÷èñëà (8t− 1 è 8t− 3).

Ëåìà 4.1.9 Ñðàâíåíèåòî x2 ≡ a (mod 2e), (a, 2) = 1, e ≥ 3, å ðàçðåøèìî òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî x2 ≡ a (mod 8) å ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñòòà å î÷åâèäíà. Äà ïîêàæåì äîñòàòú÷íîñòòà.
Íåêà x0 å ðåøåíèå x2 ≡ a (mod 2e), e ≥ 3, ò.å. x2

0 = a + c2e, êúäåòî c ∈ Z. Äà
ðàçãëåäàìå x = x0 + b2e−1, êúäåòî b = 0 èëè 1 è b ≡ c (mod 2). Òîãàâà çà e ≥ 3

x2 = x2
0 + 2ebx0 + b222e−2 ≡ a + (bx0 + c)2e (mod 2e+1).

Íî bx0 + c ≡ b + c ≡ 0 (mod 2), òúé êàòî x0 ≡ 1 (mod 2). Ñëåäîâàòåëíî

x2 ≡ a (mod 2e+1),

îòêúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ.

Òåîðåìà 4.1.10 Íåêà n = 2epe1
1 pe2

2 . . . pek
k å ðàçëàãàíåòî íà n íà ïðîñòè ìíîæèòåëè

è (a, n) = 1. Ñðàâíåíèåòî x2 ≡ a (mod n) å ðåøèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(1) àêî e = 2, òî a ≡ 1 (mod 4); àêî e ≥ 3, òî a ≡ 1 (mod 8).

(2) a
p−1
2 ≡ 1 (mod pi) çà âñÿêî i.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Êèòàéñêàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå äàäåíîòî
ñðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî ñúñ ñèñòåìàòà îò k + 1 ñðàâíåíèÿ:

x2 ≡ a (mod 2e), x2 ≡ a (mod pe1
1 ), . . . , x2 ≡ a (mod pek

k ).

Äà ðàçãëåäàìå x2 ≡ a (mod 2e). Ïðè e = 1 òî íå íàëàãà íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ
íà a. Ïðè e = 2 êâàäðàòè÷íè îñòàòúöè ñà ñàìî ÷èñëàòà a ≡ 1 (mod 4), òúé
êàòî (2t+1)2 ≡ 1 (mod 4). Àíàëîãè÷íî ïðè e = 3 òàêèâà ñà ñàìî a ≡ 1 (mod 8),
òúé êàòî (8t±1)2 è (8t±3)2 äàâàò îñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå íà 8. Â òàêúâ ñëó÷àé
óñëîâèå (1) ñå ïîëó÷àâà îò Ëåìà 3.1.5.
Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.3.11 ñðàâíåíèåòî x2 ≡ a (mod pei

i ) å ðàçðåøèìî òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x2 ≡ a (mod pi) å ðåøèìî. Ñåãà óñëîâèå (2) ñëåäâà îò
êðèòåðèÿ íà Îéëåð.
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4.2 Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò.

Êâàäðàòè÷íèÿò çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò (Òåîðåìà 4.2.3) å ôîðìóëèðàí îò Îéëåð, à äîêà-
çàòåëñòâî, ìàêàð è â ÷àñòíè ñëó÷àè, çà ïúðâè ïúò äàâà Ëüîæàíäð (1785 ã.). Ãàóñ ïðåäëàãà
îñåì ðàçëè÷íè äîêàçàòåëñòâà, à äíåñ ñà èçâåñòíè íàä ñòî. Òóê ùå èçëîæèì åäíî äîêàçà-
òåëñòâî, êîåòî ñå ñâúðçâà ñ Àéçåíùàèí - ó÷åíèê íà Ãàóñ, êîéòî èìà çíà÷èòåëåí ïðèíîñ çà
ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòèêàòà, âúïðåêè ÷å óìèðà òâúðäå ìëàä - íà 29 ãîäèíè. Ñàìèÿò Ãàóñ
ãî îïðåäåëÿ êàòî åäèí îò òðèìàòà íàé-âåëèêè ìàòåìàòèöè íàðåä ñ Àðõèìåä è Íþòîí.

Ëåìà 4.2.1 Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, (a, p) = 1 è µ å äåôèíèðàíî êàêòî â Ëåìà
4.3.1. Òîãàâà

p−1
2∑

k=1

⌊
ka

p

⌋
+ (a− 1) · p2 − 1

8
≡ µ (mod 2).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

a, 2a, 3a, . . . ,
p− 1

2
a.

Çà âñÿêî ÷èñëî ka îò íåÿ å â ñèëà ka = pbka
p c + ρk, êúäåòî 1 ≤ ρk ≤ p − 1.

Òîãàâà
p2 − 1

8
· a =

p−1
2∑

k=1

ka = p

p−1
2∑

k=1

⌊
ka

p

⌋
+

p−1
2∑

k=1

ρk.

Íåêà ñ r1, . . . , rµ îçíà÷èì òåçè îñòàòúöè ρk, êîèòî ñà ïî-ãîëåìè îò (p − 1)/2,
à ñ sj , 1 ≤ j ≤ p−1

2 − µ, òåçè, êîèòî íå íàäìèíàâàò (p − 1)/2. Òîãàâà ÷èñëàòà
(p− r1), . . . , (p− rµ), s1, . . . , s p−1

2
−µ íå íàäìèíàâàò (p− 1)/2 è ñà ðàçëè÷íè, ò.å.

ïðåäñòàâëÿâàò òî÷íî ÷èñëàòà îò 1 äî (p− 1)/2. Ñëåäîâàòåëíî

µp−
∑

ri +
∑

sj = 1 + 2 + . . . +
p− 1

2
=

p2 − 1
8

.

Íî òúé êàòî
p−1
2∑

k=1

ρk =
∑

ri +
∑

sj = 2
∑

ri − µp ≡ p2 − 1
8

− µp (mod 2)

òî
p2 − 1

8
· a ≡ p




p−1
2∑

k=1

⌊
ka

p

⌋
− µ


 (mod 2),

îòêúäåòî è óñëîâèåòî p íå÷åòíî ïðîñòî ïîëó÷àâàìå
p−1
2∑

k=1

⌊
ka

p

⌋
− µ ≡ (a− 1) · p2 − 1

8
(mod 2).
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Ëåìà 4.2.2 (Ëåìà íà Àéçåíùàéí) Íåêà m è n ñà íå÷åòíè âçàèìíîïðîñòè ÷èñëà ïî-
ãîëåìè îò 1. Òîãàâà

n−1
2∑

k=1

⌊
km

n

⌋
+

m−1
2∑

l=1

⌊
ln

m

⌋
=

m− 1
2

· n− 1
2

.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ôèêñèðàìå â ðàâíèíàòà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñ-
òåìà è äà ðàçãëåäàìå â íåÿ ïðàâà çàäàäåíà ñ óðàâíåíèå y = m

n x. Òàçè ïðàâà
ñå ÿâÿâà äèàãîíàë íà ïðàâîúãúëíèêà â ïúðâè êâàäðàíò îãðàíè÷åí îò êîîðäè-
íàòíèòå îñè è ïðàâèòå x = n/2 è y = m/2. Ùå ïðåáðîèì òî÷êèòå ñ åñòåñòâåíè
êîîðäèíàòè (�öåëèòå òî÷êè�) â ïðàâîúãúëíèêà ïî äâà íà÷èíà. Ïî àáöèñàòà
èìàìå (n− 1)/2 åñòåñòâåíè ÷èñëà, à ïî îðäèíàòàòà - (m− 1)/2. Ñëåäîâàòåëíî
îáùèÿò áðîé öåëè òî÷êè å

m− 1
2

· n− 1
2

.

Îò äðóãà ñòðàíà òîâà ÷èñëî å ñóìà îò áðîÿ íà òî÷êèòå ïîä äèàãîíàëà è íàä
äèàãîíàëà. Çà çñÿêî k, 1 ≤ k ≤ (n − 1)/2 ïîä äèàãîíàëà èìà òî÷íî bm

n · kc
öåëè òî÷êè. Ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé íà òî÷êèòå ïîä ïðàâàòà å

n−1
2∑

k=1

⌊
km

n

⌋
.

Àíàëîãè÷íî íàä äèàãîíàëà èìà
m−1

2∑

l=1

⌊
ln

m

⌋

òî÷êè. Ñóìèðàéêè ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.

Òåîðåìà 4.2.3 Àêî p è q ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëî, òî
(

p

q

) (
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîëàãàéêè a = q â Ëåìà 4.2.1 è èçïîëçâàéêè, ÷å q − 1 å
÷åòíî ÷èñëî ïîëó÷àâàìå

p−1
2∑

k=1

⌊
kq

p

⌋
≡ µ (mod 2).

Â òàêúâ ñëó÷àé ëåìàòà íà Ãàóñ íè äàâà
(

q

p

)
= (−1)

P p−1
2

k=1

j
kq
p

k
.

Àíàëîãè÷íî (
p

q

)
= (−1)

P q−1
2

k=1

j
kp
q

k
.

Óìíîæàâàéêè ãîðíèòå ðàâåíñòâà è ïðèëàãàéêè ëåìàòà íà Àéçåíùàéí çà m = p
è n = q ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
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Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð èëþñòðèðà êàê çàêîíúò çà ðåöèïðî÷íîñò ìîæå äà ñå èçïîëçâà
ïðè ïðåñìÿòàíå íà ñèìâîëà íà Ëüîæüíäð.

Ïðèìåð 4.2.1 Äà ïðåñìåòíåì
(

213
499

)
=

(
3

499

)(
71
499

)
.

Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 4.2.3 è Òâúðäåíèå 4.1.6 ïîëó÷àâàìå
(

3
499

)
=

(
499
3

)
(−1)249·1 = −

(
1
3

)
= −1.

(
71
499

)
=

(
499
71

)
(−1)249·35 = −

(
2
71

)
= −(−1)

712−1
8 = −1.

Ñëåäîâàòåëíî (
213
499

)
= 1.

4.3 Ïðåäñòàâÿíå â ñóìà îò êâàäðàòè.

Ëåìà 4.3.1 (Ëåìà íà Òóå) Íåêà n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî è r = d√ne. Òîãàâà çà âñÿêî
a, (a, n) = 1 ñúùåñòâóâàò äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà x è y íåíàäìèíàâàùè r− 1, òàêèâà ÷å

ay ≡ x èëè ay ≡ −x (mod n).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà
ay + x, êúäåòî x, y ∈ {0, 1, . . . , r − 1}. Òî ñå ñúñòîè îò r2 > n ÷èñëà è ñëå-
äîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò äâå äâîéêè ÷èñëà (x1, y1) è (x2, y2), òàêèâà ÷å

ay1 + x1 ≡ ay2 + x2 (mod n), ò.å. a(y1 − y2) ≡ x2 − x1 (mod n).

Íî 0 ≤ |y1− y2| ≤ r− 1 è 0 ≤ |x1−x2| ≤ r− 1. Ïðè òîâà x1 6= x2 âëå÷å y1 6= y2.
Ñëåäîâàòåëíî ïîëàãàéêè y = |y1 − y2| è x = |x1 − x2| ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî
ñðàâíåíèå.

Òåîðåìà 4.3.2 Íå÷åòíîòî ïðîñòî ÷èñëî p ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà äâà êâàäðàòà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p îò âèäà 4t + 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñò. Íåêà p = a2 + b2. Î÷åâèäíî (b, p) = 1 è
ñëåäîâàòåëíî (a

b

)2
≡ −1 (mod p).

Íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å −1 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p, êîåòî âëå÷å p =
4t + 1.
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Äîñòàòú÷íîñò. Íåêà p = 4t + 1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî z,
òàêîâà ÷å z2 ≡ −1 (mod p). Íî ñúãëàñíî ëåìàòà íà Òóå ìîæå äà íàìåðèì
åñòåñòâåíè ÷èñëà a, b <

√
p, òàêèâà ÷å zb ≡ ±a (mod p), ò.å.

z ≡ ±a

b
(mod p).

Ïîñëåäíîòî äàâà
a2

b2
≡ −1 (mod p), ò.å. a2 + b2 ≡ 0 (mod p).

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å a2 + b2 < 2p ïîëó÷àâàìå a2 + b2 = p.

Òåîðåìà 4.3.3 Âñÿêî öÿëî ÷èñëî, êîåòî å ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà îò âèäà p =
4t + 1 èëè äâà ïúòè òàêîâà ïðîèçâåäåíèå ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà äâà êâàäðàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ïðåäíàòà òåîðåìà, 2 = 12 + 12

è ðàâåíñòâîòî

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2.

Äà îòáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî â ãîðíîòî òâúðäåíèå íå å íåîáõîäèìî. Íàïðèìåð 18 =
32 + 32, íî 18 íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî.

Òåìàòà çà ïðåäñòàâÿíåòî êàòî ñóìà íà äâà êâàäðàòà ùå çàâúðøèì ñ îïèñàíèåòî íà
ïèòàãîðîâèòå òðîéêè, ò.å. ñ ðåøàâàíåòî â öåëè ÷èñëà íà óðàâíåíèåòî

x2 + y2 = z2. (4.7)

Î÷åâèäíî, ÷å àêî äâå îò ÷èñëàòà èìàò îáù äåëèòåë, òî òîé äåëè è òðåòîòî. Çàòîâà
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò ðåøåíèåÿòà ñ (x, y) = (x, z) = (y, z) = 1, êîèòî ùå íàðè÷àìå
ïðèìèòèâíè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4.3.4 Âñè÷êè ïðèìèòèâíè ðåøåíèÿ íà (4.7) ñå äàâàò ñ

x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2,

êúäåòî (a, b) = 1 êàòî òî÷íî åäíîòî îò òÿõ å ÷åòíî. (î÷åâèäíî ìåñòàòà íà x è y
ìîæå äà ñå ðàçìåíÿò)

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî ñå èíòåðåñóâàìå îò ïðèìèòèâíèòå ðåøåíèÿ, òî
äâå îò ÷èñëàòà òðÿáâà äà ñà íå÷åòíè, à òðåòîòî ÷åòíî. Äîïóñêàíåòî x = 2k +
1, y = 2m + 1, z = 2n äàâà x2 + y2 ≡ 2 (mod 4), äîêàòî z2 ≡ 0 (mod 4).
Ñëåäîâàòåëíî x = 2k + 1, y = 2m, z = 2n + 1. Òîãàâà z + x è z − x ñà
åäíîâðåìåííî ÷åòíè è ñëåäîâàòåëíî

4m2 = y2 = z2 − x2 = 4(n + k)(n− k) = 4cd, ò.å. m2 = cd,

Òúé êàòî (c, d) = 1, òî c = a2, d = b2 è ïîëó÷àâàìå

z + x = 2a2, z − x = 2b2, y = 2ab,

êîåòî íè äàâà òâúðäåíèåòî. Óñëîâèåòî çà ÷åòíîñòèòå è ïðèìèòèâíîñò íà ðå-
øåíèåòî îïðåäåëÿ èçèñêâàíèåòî êúì a è b.
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Ëåìà 4.3.5 Àêî p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà x, y, m, òàêèâà
÷å

x2 + y2 + 1 = mp,

êúäåòî 1 ≤ m < p, 0 ≤ x, y ≤ (p− 1)/2.

Äîêàçàòåëñòâî. Âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà
{

x2 | 0 ≤ x ≤ p− 1
2

}
è

{
−1− y2 | 0 ≤ y ≤ p− 1

2

}

ñå ñúñòîè îò äâå ïî äâå íåñðàâíèìè ïî ìîäóë p ÷èñëà, à îáùèÿò èì áðîé å
p + 1. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò x è y, òàêèâà ÷å x2 ≡ −1− y2 (mod p), ò.å.

x2 + y2 + 1 = mp.

Íî
m =

x2 + y2 + 1
p

<
1
p

(
p2

4
+

p2

4
+ 1

)
< p,

ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà.

Ëåìà 4.3.6 Âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàäðàòè íà
÷åòèðè öåëè ÷èñëà.

Òåîðåìà 4.3.7 Âñÿêî öÿëî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàäðàòè íà
÷åòèðè öåëè ÷èñëà.

4.4 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è êúì Ãëàâà 4.
Çàäà÷à 4.1 Äîêàæåòå, ÷å ñðàâíåíèåòî x2 ≡ −1 (mod n) å ðåøèìî òîãàâà è ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî n å íå÷åòíî ÷èñëî îò âèäà 4t + 1, t > 0.

Çàäà÷à 4.2 Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî. Äîêàæåòå, ÷å ñðàâíåíèåòî x4+1 ≡ 0 (mod p)
å ðåøèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p å îò âèäà 8t + 1, t > 0.

Çàäà÷à 4.3 Èçïîëçâàéêè ïðåäíàòà çàäà÷à äîêàæåòå, ÷å èìà áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñ-
ëà îò âèäà 8t + 1.

Çàäà÷à 4.4 Ïðîâåðåòå, ÷å 666 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë ïðîñòîòî ÷èñëî 2137.

Çàäà÷à 4.5 Äîêàæåòå, ÷å àêî a è b ñà öåëè ÷èñëà è p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî
íå äåëè a, òî

p−1∑

n=0

(
an + b

p

)
= 0.

Çàäà÷à 4.6 Äîêàæåòå, ÷å ïîëèíîìúò x4 + 1 å ðàçëîæèì â Zp çà âñÿêî ïðîñòî p.

Çàäà÷à 4.7 Äîêàæåòå, ÷å íå÷åòíîòî ïðîñòî ÷èñëî p ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà îò âèäà
p = a2 + 3b2 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p îò âèäà 6t + 1.


