
Ãëàâà 1

Àðèòìåòèêà

1.1 Àêñèîìè íà Ïåàíî. Äåëèìîñò è äåëåíèå ñ îñòàòúê.

Ñïîêîéíî ìîæåì äà êàæåì, ÷å åñòåñòâåíèòå ÷èñëà N = {1, 2, 3, . . .} ñúïúòñòâàò ÷îâå÷åñò-
âîòî îò ïîÿâÿâàíåòî ìó. Íàâÿðíî ðàçãëåæäàíåòî èì êàòî íàé-äðåâíàòà è îñíîâîïîëàãàùà
ìàòåìàòè÷åñêà ñèñòåìà å äàëî îñíîâàíèå íà Êðîíåíåð äà çàÿâè (ãîâîðåéêè çà ìàòåìà-
òèêàòà), ÷å Áîã å ñúçäàë åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, à âñè÷êî îñòàíàëî å òâîðåíèå íà ×îâåêà.
Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñà âúçíèêíàëè è ñëóæàò êàòî ïîêàçàòåë çà êîëè÷åñòâîòî ïðåäìåòè
â äàäåíî ìíîæåñòî. Èçêàçàíî ñ ìàòåìàòè÷åñêè òåðìèíè òîâà îçíà÷àâà, ÷å åñòåñòâåíè-
òå ÷èñëà ïðåäñòàâÿò (êàðäèíàëíè ÷èñëà ñà íà) ðàçëè÷íèòå êëàñîâå ðàâíîìîùíè êðàéíè
ìíîæåñòâà.

Íåçàâèñèìî, ÷å àêñèîìàòè÷íèÿ ïîäõîä â ìàòåìàòèêàòà äàòèðà ïîíå îò Åâêëèä, òî
êúì ôîðìàëèçèðàíå íà ñâîéñòâàòà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñå ïðèñòúïâà ÷àê â 19 âåê, êî-
ãàòî àêòèâíî çàïî÷âà äà ñå ðàáîòè çà ïîñòàâÿíå íà öÿëàòà ìàòåìàòèêà íà àêñèîìàòè÷íè
îñíîâè. Íàé-ïîïóëÿðíà, èçïîëçâàíà è äíåñ, ñòàâà àêñèîìàòèêàòà ïðåäëîæåíà îò èòàëè-
àíñêèÿ ìàòåìàòèê Äæ. Ïåàíî â íåãîâà êíèãà èçëÿçëà â 1889 ã. Ñõîäíà àêñèîìàòèêà å
ïðåäëîæèë è Ð. Äåäåêèíä â 1888 ã.

Àêñèîìàòè÷íîòî ïîñòðîÿâàíå íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà å ïðåäìåò íà êóðñîâåòå ïî ëî-
ãèêà è îñíîâè íà ìàòåìàòèêàòà. Çàòîâà áåç äà ñå ñòðåìèì êúì ïðåöèçíîñò ñàìî ùå ãî
ñêèöèðàìå - ïî-ñêîðî çà äà èíôîðìèðàìå ÷èòàòåëÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêàâà ïðîá-
ëåìàòèêà, îòêîëêîòî äà ÿ èçëàãàìå.

Àêñèîìàòèêà íà Ïåàíî. Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà ñèñòåìà (N, S, 1) ñúñòîÿùà ñå îò
ìíîæåñòâî N, ôóíêöèÿ S (�ñúïîñòàâÿíå íà íàñëåäíèê�), äåôèíèðàíà è ïðèåìàùà ñòîé-
íîñòè â N, è åëåìåíò îòáåëÿçâàí ñ 1, òàêèâà ÷å

Àêñèîìà 1 1 ∈ N.

Àêñèîìà 2 Çà âñÿêî x ∈ N ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí íàñëåäíèê S(x) ∈ N.

Àêñèîìà 3 S(x) 6= 1, (ò.å. 1 íå å íàñëåäíèê íà íèêîé åëåìåíò).

Àêñèîìà 4 Çà âñÿêî x, y ∈ N îò S(x) = S(y) ñëåäâà x = y.

Àêñèîìà 5 (Ïðèíöèï íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ ) Àêî åäíî ïîäìíîæåñòâî M ⊂ N
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
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(i) 1 ∈ M

(ii) îò x ∈ M ñëåäâà S(x) ∈ M çà âñÿêî x ñ òîâà ñâîéñòâî, òî M ≡ N.

Íåïîñðåäñòâåíî îò àêñèîìèòå ñëåäâà, ÷å çà x ∈ N å â ñèëà èëè x = 1 èëè ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî y ∈ N, òàêîâà ÷å S(y) = x.

Òàêà çàäàäåíà ñèñòåìàòà íà Ïåàíî å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, â ñìèñúë, ÷å âñåêè äâå
ñèñòåìè (N, S, 1) è (N′, S′, 1′) ñà èçîìîðôíè. (Êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå òóê íÿìà äà
ïðåöåçèðàìå òîâà ïîíÿòèå.)

Ïîêàçâà ñå, ÷å â N ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò è òî åäíîçíà÷íî áèíàðíè îïåðàöèè ñúáè-
ðàíå, (x, y) → x+y, è óìíîæåíèå, (x, y) → x ·y, òàêà ÷å çà âñÿêî x, y ∈ N äà ñà èçïúëíåíè
ñâîéñòâàòà:

P1. x + 1 = S(x).

P2. x + S(y) = S(x + y).

P3. x · 1 = x.

P4. x · S(y) = (x · y) + x.

Âúâåäåíèòå áèíàðíè îïåðàöèè ñà êîìóòàòèâíè, àñîöèàòèâíè è å â ñèëà äèñòðèáóòèâíèÿ
çàêîí.

Âìåñòî 1 â àêñèîìàòèêàòà íà Ïåàíî ìîæå äà ñå ïîñòàâè 0, ò.å. äà ñå ïîñòðîè íàïðàâî
ñúâêóïíîñòòà íà íåîòðèöàòåëíèòå öåëè ÷èñëà. Òîãàâà P1 è P3 ñå çàìåñòâàò ñúîòâåòíî ñ
ðàâåíñòâàòà x + 0 = x è x · 0 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.1.1 Ïîêàæåòå, ÷å â òîçè ñëó÷àé, àêî äåôèíèðàìå 1 = S(0), òî x+1 =
S(x) è x · 1 = x.

Â N ñå äåôèíèðà ðåëàöèÿ ïî-ìàëêî (ïî-ãîëÿìî): �<�(�>�).

Äåôèíèöèÿ 1.1.1 Êàçâàìå, ÷å a < b, àêî ñúùåñòâóâà u ∈ N, òàêîâà ÷å b = a + u.
Çàïèñâàìå òîçè ôàêò è êàòî b > a. Ñúñ çíàêà a ≤ b ùå îçíà÷àâàìå, ÷å å èçïúëíåíî
a < b èëè a = b.

Òâúðäåíèå 1.1.2 Íåêà a, b, c ∈ N. Â ñèëà ñà:

1. Çà âñåêè a, b ∈ N å èçïúëíåíî òî÷íî åäíî îò îòíîøåíèÿòà a < b, a = b èëè a > b.

2. îò a < b è b < c ñëåäâà a < c.

3. îò a < b ñëåäâà a + c < b + c çà âñÿêî ∈ N.

4. îò a < b ñëåäâà a · c < b · c çà âñÿêî ∈ N.

Äåôèíèöèÿ 1.1.3 Íåêà a > b. Åäèíñòâåíîòî u ∈ N, òàêîâà ÷å a = b + u íàðè÷àìå
ðàçëèêà íà a è b. Áåëåæèì ñ a− b.

Òâúðäåíèå 1.1.4 Îòíîøåíèåòî �≤� å ðåëàöèÿ íà íàðåäáà (ò.å. 1) x ≤ x; 2) x ≤ y è
y ≤ x ⇒ x = y; 3) x ≤ y è y ≤ z ⇒ x ≤ z.), îòíîñíî êîÿòî N å ëèíåéíî íàðåäåíî.
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N ñå ðàçøèðÿâÿ ñ äîáàâÿíå íà íóëà 0, òàêà ÷å a + 0 = a çà âñÿêî a ∈ N, è ñ äîáàâÿíå
íà îòðèöàòåëíèòå öåëè ÷èñëà: â ðàçøèðåíàòà ñúâêóïíîñò çà âñÿêî a ∈ N ñúùåñòâóâà
åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí åëåìåíò −a, òàêúâ ÷å a + (−a) = 0.

Ïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâî ñå íàðè÷à ïðúñòåí íà öåëèòå ÷èñëà Z è ïðèòåæàâà ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:
Çà âñåêè a, b, c ∈ Z å èçïúëíåíî

1. a + b = b + a,

2. (a + b) + c = a + (b + c),

3. a + 0 = a,

4. a + (−a) = 0,

5. ab = ba,

6. (ab)c = a(bc),

7. a(b + c) = ab + ac,

8. 1 · a = a.

Ìíîæåñòâî ñ âúâåäåíè â íåãî äâå áèíàðíè îïåðàöèè ñúáèðàíå, �+�, è óìíîæåíèå �·�,
òàêà ÷å ñà èçïúëíåíè ãîðíèòå ñâîéñòâà ñå íàðè÷àò êîìóòàòèâåí ïðúñòåí ñ åäèíèöà.

Öåëèòå ÷èñëà ïðèòåæàâàò è ñëåäíîòî ñâîéñòâî: îò ab = 0 ñëåäâà a = 0 èëè b = 0. Àêî
òîâà å èçïúëíåíî ñå êàçâà, ÷å ïðúñòåíúò å áåç äåëèòåëè íà íóëàòà. Êîìóòàòèâåí ïðúñòåí
ñ 1 è áåç äåëèòåëè íà íóëàòà ñå íàðè÷à îáëàñò íà öÿëîñò.

Â ñèëà å ñëåäíàòà âàæíà è ìíîãî ÷åñòî èçïîëçâàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1.5 Âñÿêî íåïðàçíî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà èìà íàé-ìàëúê åëå-
ìåíò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A ⊆ N, A 6= ∅. Äà äîïóñíåì, ÷å â A íÿìà íàé-ìàëúê
åëåìåíò è äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

B = {x ∈ N |x < y, çà âñÿêî y ∈ A}.

Àêî x ∈ A ∩B, òî x < x, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî A ∩B = ∅, ò.å.

B ⊆ A = N \A.

Èçïîëçâàéêè ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ (Àêñèîìà 5) ùå äîêàæåì, ÷å B ≡ N.
Íàèñòèíà 1 ∈ B, çàùîòî â ïðîòèâíèÿ ñëó÷àé 1 áè áèë íàé-ìàëúê åëåìåíò
íà A. Íåêà ñåãà x ∈ B. Òîãàâà çà âñÿêî y ∈ A å â ñèëà x < y, îòêúäåòî
ïîëó÷àâàìå S(x) ≤ y. Àêî S(x) ∈ A, òî S(x) ùå áúäå íàé-ìàëúê åëåìåíò,
êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî S(x) < y çà âñÿêî y ∈ A,
îòêúäåòî S(x) ∈ B. È òàêà çà âñÿêî x ∈ B ñëåäâà S(x) ∈ B. Â òàêúâ ñëó÷àé
ïðèíöèïúò íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ íè äàâà B ≡ N. Íî òîãàâà A = ∅.
Ïðîòèâîðå÷èåòî ñå äúëæè íà íåïðàâèëíîòî íè äîïóñêàíå.
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Òåîðåìà 1.1.6 Çà âñåêè äâå öåëè ÷èñëà a è b, b 6= 0, ñúùåñòâóâàò åäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíè q, r ∈ Z, òàêèâà ÷å

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà b > 0. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

M = {a− bx |x ∈ Z, a− bx ≥ 0}
Â íåãî èìà ïîíå åäèí åëåìåíò: íàïðèìåð a−b(−a2) = a2b+a ≥ 0. Â òàêúâ ñëó-
÷àé M å íåïðàçíî ìíîæåñòâî îò öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà. Ñúãëàñíî Òåîðåìà
1.1.5 â M èìà ìèíèìàëíî ÷èñëî r ≥ 0. Íåêà q å ñòîéíîñòòà íà x, ïðè êîÿòî ñå
ïîëó÷àâà r, ò.å. r = a−bq. Àêî äîïóñíåì, ÷å r ≥ b, òî 0 ≤ r−b = a−b(q+1) ∈ M,
êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà íà r. Ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ r < b. Ñ òîâà ñúùåñòâó-
âàíåòî å äîêàçàíî. Îñòàâà äà ïîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà.
Äà äîïóñíåì, ÷å a = bq + r = bq1 + r1. Òîãàâà r− r1 = b(q1− q). Íî |r− r1| < b.
Ñëåäîâàòåëíî ðàâåíñòâîòî å âúçìîæíî ñàìî ïðè q − q1 = r − r1 = 0.
Â ñëó÷àÿ b < 0 íàìèðàìå a = (−b)q1 + r è ïîëàãàìå q := −q1.

Òåîðåìà 1.1.6 å åêâèâàëåíòíà ñúñ ñëåäíîòî òâúðäåíèå

Òåîðåìà 1.1.7 Çà âñåêè äâå öåëè ÷èñëà a è b 6= 0 ñúùåñòâóâà k, l ∈ Z, òàêèâà ÷å

kb ≤ a < lb, êúäåòî |k − l| = 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè åêâèâàëåíòíîñò ïðåäîñòàâÿìå çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.

Äåôèíèöèÿ 1.1.8 Êàçâàìå, ÷å a ∈ Z äåëè b ∈ Z, êîãàòî ñúùåñòâóâà q ∈ Z, òàêîâà ÷å
b = aq, ò.å. êîãàòî ïðè äåëåíèå íà a ñå ïîëó÷àâà îñòàòúê íóëà. Áåëåæèì a|b.

Ïîíÿòèåòî äåëèìîñò ìîæå äà ñå äåôèíèðà íå ñàìî çà öåëèòå ÷èñëà, à è â äðóãè
àëãåáðè÷íè ñòðóêòóðè, êúäåòî òî çàïàçâà ïî÷òè áåç èçìåíåíèå ñâîéñòâàòà ñè. Çàòîâà
ùå ãè èçëîæèì çà ïðîèçâîëíà îáëàñò íà öÿëîñò, ò.å. êîìóòàòèâåí ïðúñòåí ñ åäèíèöà
è áåç äåëèòåëè íà íóëàòà. ×èòàòåë, êîéòî íå å ñâèêíàë äà áîðàâè ñ òåçè àëãåáðè÷íè
ïîíÿòèÿ, ìîæå äà ñè ìèñëè, ÷å òîâà å Z èëè íÿêîå îò ìíîæåñòâàòà îò âñè÷êè ïîëèíîìè
ñ ðàöèîíàëíè, ðåàëíè èëè êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè.

Íåêà R å îáëàñò íà öÿëîñò. Íàïðèìåð R ñúâïàäà ñ Z, Q[x], R[x] èëè C[x].

Äåôèíèöèÿ 1.1.9 Åäèí åëåìåíò x ∈ R íàðè÷àìå îáðàòèì â R, êîãàòî ñúùåñòâóâà
y ∈ R, òàêúâ ÷å xy = 1.

Òâúðäåíèå 1.1.10 Ñúâêóïíîñòòà îò îáðàòèìèòå åëåìåíòè íà R å êîìóòàòèâíà ãðó-
ïà îòíîñíî óìíîæåíèåòî. (Ùå ÿ áåëåæèì ñ R∗.)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà α, β ∈ R∗. Â òàêúâ ñëó÷àé ñúùåñòâóâàò α1, β1, òà-
êèâà ÷å αα1 = ββ1 = 1. Î÷åâèäíî α1, β1 ∈ R∗. Îñâåí òîâà (αβ)(α1β1) =
(αα1)(ββ1) = 1, ò.å. αβ å îáðàòèì â R. Êîìóòàòèâíèÿ è àñîöèàòèâíèÿ çàêîí
ñà â ñèëà, òúé êàòî ñà èçïúëíåíè â R.

Ïðèìåð 1.1.1 Åòî êàê èçãëåæäàò ãðóïèòå îò îáðàòèìèòå åëåìåíòè íà íÿêîè äîáðå ïîç-
íàòè ïðúñòåíè
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1. Z∗ = {±1}

2. Q[x]∗ = Q∗, R[x]∗ = R∗ è C[x]∗ = C∗.

Äåôèíèöèÿ 1.1.11 Äâà åëåìåíòà a, b ∈ R íàðè÷àìå àñîöèèðàíè, àêî ñúùåñòâóâà
îáðàòèì åëåìåíò ε ∈ R∗, òàêúâ ÷å a = εb. Áåëåæè ñå ñ a ∼ b.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, (êîåòî ïðåäîñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ êàòî óïðàæíåíèå) ÷å å â ñèëà
ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 1.1.12 Ðåëàöèÿòà àñîöèèðàíîñò å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è ðàçáèâà
R íà íåïðåñè÷àùè ñå êëàñîâå îò àñîöèèðàíè ïîìåæäó ñè åëåìåíòè.

Öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçáèâàò íà äâîéêè àñîöèèðàíè ÷èñëà {n,−n}. Âñåêè êëàñ àñîöèèðàíè
ïîëèíîìè ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ïðîèçâåäåíèÿ íà äàäåí ïîëèíîì ñ ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà,
ò.å. ñúâïàäà ñ {af(x) | a ∈ P} (P = Q,R,C).

Äåôèíèöèÿ 1.1.13 Êàçâàìå, ÷å a ∈ R äåëè b ∈ R, êîãàòî ñúùåñòâóâà q ∈ R, òàêîâà
÷å b = aq. Áåëåæèì a|b.

Òâúðäåíèå 1.1.14 Çà âñÿêî a, b, c ∈ R ñà â ñèëà:

(1) a|0, ε|a, a|aε çà âñÿêî ε ∈ R∗.

(2) a|b âëå÷å aε|b, çà âñÿêî ε ∈ R∗.

(3) a|b è b|c âëå÷å a|c.

(4) a|b è b|a âëå÷å a ∼ b. (Â Z òîâà îçíà÷àâà |a| = |b|.)

(5) a|b âëå÷å a|bc, çà âñÿêî c ∈ R.

(6) a|b è a|c âëå÷å a|(b± c).

(7) Àêî c 6= 0, òî ac|bc òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a|b.

(8) Â Z a|b âëå÷å |b| ≥ |a|.

Äîêàçàòåëñòâî. Âñè÷êè ñâîéñòâà ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèèòå. Çà
èëþñòðàöèÿ ùå äîêàæåì (4): Óñëîâèåòî äàâà, ÷å ñúùåñòâóâàò q1, q2 ∈ R, òà-
êèâà ÷å b = aq1 è a = bq2. Ñëåäîâàòåëíî a = aq1q2, ò.å. a(1 − q1q2) = 0. Íî
R å áåç äåëèòåëè íà íóëàòà, êîåòî âëå÷å 1 = q1q2. Ñëåäîâàòåëíî q1 è q2 ñà
îáðàòèìè. Ïðè R = Z àñîöèèðàíîñòòà îçíà÷àâà a = ±b.
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1.2 Íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë. Àëãîðèòúì íà Åâêëèä.

Íåêà R å îáëàñò íà öÿëîñò. Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå ÷èòàòåë, êîéòî íå å çàïîçíàò ñ òîâà
àëãåáðè÷íî ïîíÿòèå ìîæå äà ñ÷èòà, ÷å R ñúâïàäà ñ íÿêîå îò ìíîæåñòâàòà Z, Q[x], R[x]
èëè C[x].

Äåôèíèöèÿ 1.2.1 Íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë (ÍÎÄ) íà a, b ∈ R íàðè÷àìå åëåìåíò
d ∈ R îïðåäåëåí ñúñ ñâîéñòâàòà:

1. d|a è d|b,

2. àêî d1|a è d1|b, òî d1|d.

Áåëåæèì d = (a, b).

Òåîðåìà 1.2.2 Íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë å îïðåäåëåí ñ òî÷íîñò äî àñîöèèðàíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî d è d1 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿ 1 è 2 îò äåôèíèöèÿòà,
òî d|d1 è d1|d. Ñëåäîâàòåëíî d ∼ d1 ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 1.1.14. (Â ñëó÷àÿ
R = Z, àêî d óäîâëåòâîðÿâà äåôèíèöèÿòà, òî è −d ÿ óäîâëåòâîðÿâà.)

Çàòîâà â êîíêðåòíèòå R ñå ïîñòàâÿ äîïúëíèòåëíî òðåòî óñëîâèå, ñ êîåòî ÍÎÄ ñå îïðåäåëÿ
åäíîçíà÷íî. Êîãàòî R = Z ñå èçèñêâà ÍÎÄ äà å ïîëîæèòåëåí. Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà
äîêàæå, ÷å ñ òîâà äîïúëíèòåëíî óñëîâèå ïðè öåëèòå ÷èñëà äåôèíèöèÿòà å åêâèâàëåíòíà
ñ îïðåäåëåíèåòî (a, b) äà å íàé-ãîëåìèÿò èçìåæäó âñè÷êè îáùè äåëèòåëè íà a è b.
Êîãàòî R å ïðúñòåí îò ïîëèíîìè íàä Q, R èëè C äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèåòî å d(x) äà å
ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò ðàâåí íà 1.

Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà äåôèíèðàìå íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë íà n åëåìåíòà. Óñëîâèÿòà
çà d = (a1, a2, . . . , an) èçãëåæäàò ñúîòâåòíî

1. d|ai, i = 1, 2, . . . , n,

2. àêî d1|ai çà âñÿêî i = 1, . . . , n, òî d1|d.

Òåîðåìà 1.2.3 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) (a, ab) ∼ a çà âñÿêî a, b ∈ R.

(2) (a, εb) = (a, b) çà âñÿêî ε ∈ R?.

(3) (a, b− qa) = (a, b) çà âñÿêî a, b, q ∈ R.

(4) (a, (b, c)) = ((a, b), c) = (a, b, c) çà âñÿêî a, b, c ∈ R.

(5) (ac, bc) ∼ (a, b)c çà âñÿêî a, b, c ∈ R.

(6) (a, b) = (a, c) = 1, òî (a, bc) = 1, a, b, c ∈ R.
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Äîêàçàòåëñòâî. (1) å î÷åâèäíî.
(2): Íåêà d = (a, b) è d1 = (a, εb). Òîãàâà d|a è d|εb, îòêúäåòî ñëåäâà d1|d. Íî
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå è d|d1.
(3): Íåêà d = (a, b) è d1 = (a, b− qa). Îò d|a è d|b ñëåäâà d|d1. Îáðàòíî, d1|a è
d1|(b− aq) âëå÷å d1|a è d1|b, ò.å. d1|d.
(4): Íåêà d = (a, b, c) è d1 = ((a, b), c). Îò d|a, d|b è d|c ñëåäâà d|(a, b) è d|c,
îòêúäåòî d|d1. Îáðàòíî, d1|(a, b) è d1|c, äàâà d1|a, d1|b è d1|c, ò.å. d1|d.
(5): (a, b)c | ac è (a, b)c | bc, êîåòî âëå÷å (a, b)c | (ac, bc). Ñëåäîâàòåëíî (ac, bc) =
c(a, b)t, ò.å. ac = c(a, b)tu è bc = c(a, b)tv. Íî òîãàâà a = (a, b)tu è b = (a, b)tv,
ò.å. (a, b)t òðÿáâà äà å äåëèòåë íà a è b. Ñëåäàâàòåëíî (a, b)t ∼ (a, b), êîåòî
âëå÷å t ∈ R∗. Íî òîâà îçíà÷àâà (ac, bc) ∼ c(a, b).
(6): (a, bc) = ((a, ac), bc) = (a, (ac, bc)) = (a, c) = 1.

Äåôèíèöèÿ 1.2.4 Êàçâàìå, ÷å åëåìåíòèòå a, b ∈ R ñà âçàèìíîïðîñòè, àêî (a, b) =
1.

Òâúðäåíèå 1.2.5 d = (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a = da1, b = db1 è (a1, b1) =
1.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî îñòàâÿìå çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.

Íåêà A ⊂ Z å íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà Z ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñÿêî a, b ∈ A å â
ñèëà a ± b ∈ A. Î÷åâèäíî 0 ∈ A. Ïîäìíîæåñòâî A ñ òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷à àäèòèâíà
ïîäãðóïà íà Z.

Ëåìà 1.2.6 Àêî A å àäèòèâíà ïîäãðóïà íà Z, òî ñúùåñòâóâà n ∈ A, òàêîâà ÷å

A = nZ = {0,±n.± 2n,±3n, . . .}.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A+ å ïîäìíîæåñòâîòî îò ïîëîæèòåëíèòå ÷èñëà â
A. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.1.5 ñúùåñòâóâà ìèíèìàëíî ÷èñëî n ∈ A+. Òúé êàòî
çà âñÿêî k ∈ A ÷èñëîòî −k ñúùî å â A, òî n å ìèíèìàëíîòî ïî àáñþëþòíà
ñòîéíîñò íåíóëåâî ÷èñëî â A. Íåêà k ∈ A. Äà äîïóñíåì, ÷å n íå äåëè k, ò.å.
k = qn + r, êúäåòî n > r > 0. Íî r = k − qn ∈ A, êîåòî âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå
ñ èçáîðà íà n. Ñëåäîâàòåëíî n | k çà âñÿêî k ∈ A.

Òåîðåìà 1.2.7 Âñåêè äâå öåëè ÷èñëà a, b èìàò íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë d = (a, b) è
ñúùåñòâóâàò u, v ∈ Z, òàêèâà ÷å d = ua + vb.

Äîêàçàòåëñòâî. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å A = {ax+ by |x, y ∈ Z} å àäèòèâíà
ïîäãðóïà íà Z. Òîãàâà ñúãëàñíî Ëåìà 1.2.6 ñúùåñòâóâà d ∈ A, òàêîâà ÷å A =
dZ. Íî òîãàâà d å îáù äåëèòåë íà a è b è ñúùåñòâóâàò u, v ∈ Z, òàêà ÷å
d = ua + vb. Îò ïîñëåäíîòî âåäíàãà ñëåäâà, ÷å å èçïúëíåíî è óñëîâèå 2 íà
äåôèíèöèÿòà.

Ñëåäñòâèå 1.2.8 Íåêà d = (a, b). Ðàâåíñòâîòî d = u1a + v1b å â ñèëà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî u1 = u− kb/d, v1 = v + ka/d çà íÿêîå k ∈ Z.
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Çàáåëåæêà 1.1 Ïîäãðóïàòà A îò Ëåìà 1.2.6 ïðèòåæàâà è ñâîéñòâîòî, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî
íà âñåêè íåèí åëåìåíò ñ ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî îñòàâà â A. Àäèòèâíà ïîäãðóïà íà åäèí
ïðúñòåí, êîÿòî ïðèòåæàâà ãîðíîòî ñâîéñòâî ñå íàðè÷à èäåàë. Àêî âñè÷êè åëåìåíòè íà
åäèí èäåàë ñà êðàòíè íà ôèêñèðàí íåãîâ åëåìåíò (êàêòî å çà A), òî èäåàëúò ñå íàðè÷à
ãëàâåí, à ïðúñòåí, â êîéòî âñåêè èäåàë å ãëàâåí - ïðúñòåí îò ãëàâíè èäåàëè. Çà òàêèâà
ïðúñòåíè å â ñèëà ñëåäíèÿ ïî-îáù ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 1.2.9 Â îáëàñò îò ãëàâíè èäåàëè R âñåêè n åëåìåíòà a1, a2, . . . , an èìàò íàé-
ãîëàì îáù äåëèòåë d è

d = u1a1 + u2a2 + · · ·+ unan,

çà ïîäõîäÿùè ui ∈ R.

Òâúðäåíèå 1.2.10 Àêî a | bc è (a, b) = 1, òî a | c.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2.7 ñúùåñòâóâàò u, v ∈ Z, òàêèâà ÷å
ua + vb = 1. Ñëåäîâàòåëíî uac + vbc = c, îòêúäåòî è a | bc ïîëó÷àâàìå òâúð-
äåíèåòî.

Òâúðäåíèå 1.2.11 Àêî a | c, b | c è (a, b) = 1, òî ab | c.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò óñëîâèåòî c = ac1. Íî b | c è (a, b) = 1. Òîãàâà ïðåäíîòî
òâúðäåíèå íè äàâà, ÷å b | c1. Ñëåäîâàòåëíî c = ab · c2.

Ëåìà 1.2.12 Àêî a = bq + r, 0 ≤ r < |b|, òî (a, b) = (b, r).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî (3) íà Òåîðåìà 1.2.3 (b, r) = (b, a− bq) = (a, b).

Àëãîðèòúì íà Åâêëèä çà íàìèðàíå íà ÍÎÄ è ÷èñëàòà u, v.
Äà èçâúðøèì îïèñàíàòà ïî-äîëó ïîðåäèöà îò äåëåíèå ñ îñòàòúê.

a = bq1 + r1, 0 < r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1

r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 < rn−1 < rn−2

rn−2 = rn−1qn,

Òúé êàòî r1 > r2 > · · · > rn−1 > 0, òî ñúùåñòâóâà íîìåð n, òàêà ÷å rn = 0. Ñúãëàñíî
Ëåìà 1.2.12 å èçïúëíåíî (a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rn−2, rn−1) = rn−1.
Çàìåñòâàéêè r1 = a− bq1 âúâ âòîðîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå r2 = (−q2)a+(1+ q1q2)b. Çà-
ìåñòâàéêè r2 â òðåòîòî ðàâåíñòâî è ïðîäúëæàâàéêè àíàëîãè÷íî ùå íàìåðèì u, v, òàêèâà
÷å rn−1 = ua + vb.

Äà ïîëîæèì

u0 = 0, u1 = 1, uj
def= uj−2 − qjuj−1

v0 = 1, v1 = −q1, vj
def= vj−2 − qjvj−1.
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Ëåìà 1.2.13 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
(1) rj = a uj + b vj ;

(2) uj−1vj − ujvj−1 = (−1)j ;

(3) rj−1uj − rjuj−1 = (−1)jb;

(4) rj−1vj − rjvj−1 = (−1)ja.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâàòà ìîãàò ëåñíî äà ñå äîêàæàò ñ ìåòîäà íà ìàòå-
ìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ. Äèðåêòíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ñà â ñèëà çà j = 1, 2.
Ïðåäïîëàãàìå, ÷å òâúðäåíèÿòà ñà âÿðíè çà ñòîéíîñòè < j è ùå ïîêàæåì âà-
ëèäíîñòòà èì çà j. Ïðîâåðêàòà ùå èçâúðøèì ñàìî çà (2), êàòî îñòàâÿìå çà
÷èòàòåëÿ îñòàíàëèòå ñëó÷àè.

uj−1vj − ujvj−1

= uj−1 (vj−2 − qjvj−1)− (uj−2 − qjuj−1))vj−1

= − [uj−2vj−1 − uj−1vj−2] = −(−1)j−1 = (−1)j .

Ïðè j = n− 1 ïîëó÷àâàìå ÷èñëàòà u è v ñ ïîìîùòà, íà êîèòî ñå ïðåäñòàâÿ íàé-ãîëåìèÿò
îáù äåëèòåë d = ua + vb.

Â òåîðèÿ íà ÷èñëàòà ÷åñòî ñå ïîëçâà ñèìâîëúò bxc, íàðè÷àí öÿëà ÷àñò íà x.
Äåôèíèöèÿ 1.2.14 Ôóíêöèÿòà bxc ñå äåôèíèðà çà âñÿêî ðåàëíî x, êàòî íàé-ãîëÿìîòî
öÿëî ÷èñëî ≤ x.
Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìîæå äà ñå èçêàæå è êàòî : bxc å åäèíñòâåíîòî öÿëî ÷èñëî óäîâëåò-
âîðÿâàùî x − 1 < bxc ≤ x, èëè bxc å åäèíñòâåíîòî öÿëî ÷èñëî, òàêîâà ÷å x = bxc + α,
0 ≤ α < 1. Àêî a = bq + r, 0 ≤ r < |b|, òî î÷åâèäíî

⌊a

b

⌋
=

{
q, ïðè b>0,
q − 1, ïðè b<0.

Ïðè òàêà âúâåäåíîòî îçíà÷åíèå qj = [rj−2/rj−1].

Ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà: Äà ñ÷èòàìå, ÷å a > b > 0. Ðàçãëåæäàìå íàðåäåíèòå
òðîéêè Wi = (ri, ui, vi), êîèòî ñå çàäàâàò ðåêóðåíòíî ñ W−1 = (a, 1, 0), W0 = (b, 0, 1) è

Wi+1 = Wi−1 − qi+1Wi, êúäåòî qi+1 =
⌊

ri−1

ri

⌋
.

Óïðàæíåíèå 1.2.1 Äîêàæåòå, ÷å (a, b) = ri−1, u = ui−1 è v = vi−1, êúäåòî i å òàêîâà,
÷å ri = 0.

Çà óäîáñòâî ïðè ðú÷íè èç÷èñëåíèÿ ïðåñìÿòàíèÿòà ìîæåì äà çàïèñâàìå â òàáëèöà ñ
÷åòèðè ñòúëáà.

a 1 0 q
b 0 1 q1

r1 u1 v1 q2

r2 u2 v2 q3
... ... ... ...

rn−1 un−1 vn−1 qn

0

Ïúðâèòå òðè êîëîíè íà âñåêè ðåä ïðåäñòàâëÿâàò òåêóùà-
òà ñòîéíîñò íà òðîéêàòà Wi, à ïîñëåäíèÿò ñòúëá (îò âòî-
ðèÿ ðåä íàòàòúê) ñúäúðæà òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà ÷àñò-
íîòî q. Òúðñåíèòå ñòîéíîñòè íà d, u, v ñå ïîÿâÿâÿò â ðåäà
ïðåäõîæäàù ïîÿâàòà íà íóëà â ïúðâèÿ ñòúëá. Â ïúðâàòà
ïîçèöèÿ íà òîçè ðåä å ÍÎÄ (a, b), à âòîðàòà è òðåòàòà ñà
ñúîòâåòíî u è v.
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Àëãîðèòúì 1 Äàííè: a, b öåëè ÷èñëà (a > b > 0)
Ðåçóëòàò: d = (a, b), u, v öåëè ÷èñëà
Ïðîìåíëèâè: A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) è C = (c1, c2, c3) ñà òðè ìàñèâà, êîèòî ùå ñå
èçìåíÿò â ïðîöåñà íà èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìàòà; q å öÿëî ÷èñëî.
A := (a, 1, 0), B := (b, 0, 1), C := (1, 0, 0).
while c1 6= 0 do

q := ba1
b1
c, C := A− qB, A := B, B := C

else
d := a1, u := a2, v := a3.

Ïðèìåð 1.2.1 Äà íàìåðèì ÍÎÄ (29, 25) è ÷èñëàòà u, v îò Òåîðåìà 1.2.7. Êàêòî îòáå-
ëÿçàõìå ïðåñìÿòàíèÿòà çàïèñâàìå â òàáëèöà ñ ÷åòèðè ñòúëáà. Ïúðâèòå òðè êîëîíè íà
âñåêè òðè ïîñëåäîâàòåëíè ðåäà ïðåäñòàâëÿâàò òåêóùèòå ñòîéíîñòè íà òðîéêèòå A,B, C,
à ïîñëåäíèÿò ñòúëá (îò âòîðèÿ ðåä íàòàòúê) ñúäúðæà òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà ÷àñòíîòî q.

29 1 0 q

25 0 1 1
4 1 -1 6
1 -6 7 4
0

Òúðñåíèòå ñòîéíîñòè ñå ïîÿâÿâÿò â ÷åòâúðòèÿ ðåä - ðåäà
ïðåäõîæäàù ïîÿâàòà íà íóëà â ïúðâèÿ ñòúëá. Â ïúðâà-
òà ïîçèöèÿ íà òîçè ðåä å ÍÎÄ (29, 25) = 1, à âòîðàòà è
òðåòàòà ñà ñúîòâåòíî u = −6 è v = 7. Ñëåäîâàòåëíî

29 · (−6) + 25 · 7 = 1.

Äåôèíèöèÿ 1.2.15 Íàé-ìàëêî îáùî êðàòíî (ÍÎÊ) íà a1, a2, . . . , an ∈ R íàðè÷àìå
åëåìåíò m ∈ R îïðåäåëåí ñúñ ñâîéñòâàòà:

1. ai |m, i = 1, . . . , n, è

2. àêî ai|m1, i = 1, . . . , n, òî m |m1.

Áåëåæèì m = [a1, , a2, . . . , an].

Íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî å îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñò äî àñîöèèðàíîñò. Â Z ñå âçåìà ïîëî-
æèòåëíîòî ÷èñëî.

Òâúðäåíèå 1.2.16 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) [a, b, c] = [[a, b], c] çà âñÿêî a, b, c ∈ R.

(2) [ac, bc] ∼ c[a, b] çà âñÿêî a, b, c ∈ R.

(3) [a, b] ∼ ab

(a, b)
çà âñÿêî íåíóëåâî a, b ∈ R.

(4) [a, b, c] ∼ abc

(ab, bc, ac)
çà âñÿêî íåíóëåâî a, b, c ∈ R.

(5) ([a1, , a2, . . . , an]) = (a1) ∩ (a2) ∩ · · · ∩ (an), êúäåòî (x) å ãëàâíèÿ èäåàë ïîðîäåí îò x.

Äîêàçàòåëñòâî. Îñòàâÿìå ãî çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.
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Òâúðäåíèå 1.2.17 (an − 1 , am − 1) = ad − 1, êúäåòî d = (n,m).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n ≥ m. Ðàçñúæäàâàìå èíäóêòèâíî ïî m. Ïðè m = 1
òâúðäåíèåòî å âÿðíî: (an − 1 , a− 1) = a− 1. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å âÿðíî çà
ñòîéíîñòè ïî-ìàëêè îò m. Ùå äîêàæåì çà m.
Íåêà n = mq + r. Òîãàâà

an − 1 = amqar − 1 = (amq − 1)ar + ar − 1 = (am − 1)A + (ar − 1).

Ñúãëàñíî Ëåìà 1.2.12 è èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå

(an − 1 , am − 1) = (am − 1 , ar − 1) = (a(m,r) − 1).

Íî (m, r) = (n,m) = d, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Ëèíåéíè äèîôàíòîâè óðàâíåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1.2.18 Ëèíåéíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñå íàðè÷à ëèíåéíî óðàâíåíèå ñ öå-
ëè êîåôèöèåíòè

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b, ai, b ∈ Z, (1.1)

÷èèòî ðåøåíèå òúðñèì â öåëè ÷èñëà.

Òåîðåìà 1.2.19 Ëèíåéíîòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå (1.1) èìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà òî-
ãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë (a1, a2, . . . , an) äåëè b.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñòòà å î÷åâèäíà - âñåêè îáù äåëèòåë íà êîåôè-
öèåíòèòå òðÿáâà äà äåëè ñâîáîäíèÿ ÷ëåí b. Îáðàòíî, íåêà d = (a1, a2, . . . , an)
äåëè b. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2.9 ñúùåñòâóâàò u1, . . . , un ∈ Z, òàêèâà ÷å

d = u1a1 + u2a2 + · · ·+ unan.

Óìíîæàâàéêè ïî b/d ïîëó÷àâàìå, ÷å
(

u1b

d
,
u2b

d
, . . . ,

unb

d

)

å ðåøåíèå.

Òåîðåìà 1.2.20 Àêî ëèíåéíîòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

ax + by = c

èìà ïîíå åäíî ðåøåíèå (x0, y0) â öåëè ÷èñëà, òî âñè÷êè ðåøåíèÿ ñå ïîëó÷àâàò ïî ôîð-
ìóëàòà

x = x0 + b
(a,b) t

y = y0 − a
(a,b) t,

(1.2)

êúäåòî t ∈ Z.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äèðåêòíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å òàêà çàäàäåíî (x, y) å
ðåøåíèå. Àêî (x1, y1) è (x2, y2) ñà äâå ðåøåíèÿ, òî ðàçëèêàòà èì óäîâëåòâîðÿâà
ax + by = 0, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâàò è ãîðíèòå ôîðìóëè.

Ïðèìåð 1.2.2 Äà ðåøèì ñèñòåìàòà ëèíåéíè äèîôàíòîâè óðàâíåíèÿ
∣∣∣∣

2x + 5y − 11z = 1
x− 12y + 7z = 2

Èçêëþ÷âàéêè x ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà åêâèâàëåíòíàòà íà äàäåíàòà:
∣∣∣∣

x = 12y − 7z + 2
29y − 25z = −3

Ñëåäâàéêè ãîðíàòà òåîðåìà ðåøàâàìå âòîðîòî óðàâíåíèå â öåëè ÷èñëà. Ñúãëàñíî Ïðèìåð
1.2.1 ÍÎÄ (29, 25) = 1 è 29 · (−6) + 25 · 7 = 1, îòêúäåòî

29 · (−6) · (−3) + 25 · 7 · (−3) = −3.

Ñëåäîâàòåëíî y = 18 − 25t, z = 21 − 29t, t = 0,±1,±2, . . . . Çàìåñòâàéêè ïîëó÷åíîòî â
ïúðâîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå x. È òàêà

x = 71− 97t
y = 18− 25t
z = 21− 29t

, t = 0,±1,±2, . . . .

1.3 Ïðîñòè ÷èñëà. Îñíîâíà òåîðåìà íà àðèòìåòèêàòà.

Äåôèíèöèÿ 1.3.1 Öÿëîòî ÷èñëî p ñå íàðè÷à ïðîñòî, àêî p 6= 0,±1 è ñå äåëè ñàìî íà
±1 è ±p.

Òúé êàòî p å ïðîñòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî è −p å ïðîñòî, òî ìíîãî ÷åñòî êîãàòî
ñå ãîâîðè çà ïðîñòè ÷èñëà ñå ðàçáèðà ñúâêóïíîñòòà îò ïîëîæèòåëíèòå ïðîñòè ÷èñëà.

Òâúðäåíèå 1.3.2 Öÿëîòî ÷èñëî p å ïðîñòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî a, b,
çà êîèòî p | ab ñëåäâà p|a èëè p|b.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñò. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è äà ïðåäïîëîæèì,
÷å p íå äåëè a. Òîãàâà (a, p) = 1 è ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2.7 ñúøåñòâóâàò u, v ∈ Z,
òàêà ÷å ua + vp = 1. Óìíîæàâàéêè ñ b ïîëó÷àâàìå b = uab + vbp, îòêúäåòî
ñëåäâà p|b.
Äîñòàòú÷íîñò. Íåêà p ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñÿêî a, b, çà êîèòî p | ab
ñëåäâà p|a èëè p|b. Íåêà p = ab. Òîãàâà p | ab è ñëåäîâàòåëíî p|a èëè p|b. Íî
òîâà âëå÷å a, b = ±1, ±p.
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Òâúðäåíèå 1.3.2 ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ íà ïðîñòî ÷èñëî. Â
äåéñòâèòåëíîñò òÿ ñå âçåìà çà äåôèíèöèÿ íà àëãåáðè÷íîòî ïîíÿòèå ïðîñò åëåìåíò, à
ïúðâàòà äåôèíèöèÿ çà îïðåäåëåíèå íà íåðàçëîæèì åëåìåíò.

Íåêà R å îáëàñò íà öÿëîñò.

Äåôèíèöèÿ 1.3.3 Åëåìåíòúò q ∈ R íàðè÷àìå íåðàçëîæèì â R, àêî q 6= 0, íå å
îáðàòèì (ò.å. q 6∼ 1) è îò q = ab ñëåäâà a ∼ 1 èëè b ∼ 1. Àêî ïîñëåäíîòî íå å èçïúëíåíî
êàçâàìå, ÷å q å ðàçëîæèì.

Äåôèíèöèÿ 1.3.4 Åëåìåíòúò p ∈ R ñå íàðè÷à ïðîñò â R, êîãàòî p 6= 0, íå å îáðàòèì
è çà âñÿêî a, b, çà êîèòî p | ab ñëåäâà p|a èëè p|b.

Â Z ïîíÿòèÿòà ïðîñò è íåðàçëîæèì åëåìåíò ñúâïàäàò. Ñúùîòî îñòàâà â ñèëà è çà
Q[x], R[x] è C[x]. Íåùî ïîâå÷å, âÿðíà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.3.5 Â îáëàñò íà öÿëîñò R, â êîÿòî âñåêè äâà åëåìåíòà èìàò íàé-ãîëÿì
îáù äåëèòåë, ïîíÿòèÿòà ïðîñò è íåðàçëîæèì åëåìåíò ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà p å ïðîñò åëåìåíò è p = ab. Òîãàâà p | ab, êîåòî âëå÷å
p | a èëè p | b. Íåêà p | a. Íî a|p ñúùî. Ñëåäîâàòåëíî p ∼ a è b ∈ R∗.
Îáðàòíî, íåêà q å íåðàçëîæèì è q | ab. Àêî q - a, òî (q, a) = 1. Íî òîãàâà
ñúãëàñíî (5) íà Òåîðåìà 1.2.3 (qb, ab) ∼ b, êîåòî âëå÷å q | b.

Ëåìà 1.3.6 Âñÿêî öÿëî ÷èñëî ðàçëè÷íî îò 0 è ±1 å èëè ïðîñòî ÷èñëî èëè èìà ïðîñò
äåëèòåë.

Äîêàçàòåëñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñò ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å
a > 1. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å a íå å ïðîñòî. Íåêà a = a1b1. Àêî íÿêîå îò ìíîæè-
òåëèòå å ïðîñò, òî òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òîâà íå å èçïúë-
íåíî è íåêà a1 = a2b2. Àêî íèêîå îò a2 è b2 íå å ïðîñòî ÷èñëî ïðîäúëæàâàìå
àíàëîãè÷íî. Ïîëó÷àâàìå ñòðîãî íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà:

a > a1 > a2 > · · · , êàòî ai−1 | ai.

Íî âñÿêî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò, ò.å. ñúùåñò-
âóâà an, êîåòî íå ñå ðàçëàãà è ñëåäîâàòåëíî å ïðîñòî ÷èñëî. Îò êîíñòðóêöèÿòà
íà ðåäèöàòà å ÿñíî, ÷å an å äåëèòåë íà a.

Äîêàçàíàòà ëåìà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Ëåìà 1.3.7 Â îáëàñò íà ãëàâíè èäåàëè âñåêè íåíóëåâ è íåîáðàòèì åëåìåíò èìà íåðàç-
ëîæèì äåëèòåë.

Òåîðåìà 1.3.8 (Îñíîâíà òåîðåìà íà àðèòìåòèêàòà) Â îáëàñò îò ãëàâíè èäå-
àëè âñåêè íåíóëåâ è íåîáðàòèì åëåìåíò ñå ðàçëàãà â ïðîèçâåäåíèå íà íåðàçëîæèìè
ìíîæèòåëè è òîâà ðàçëàãàíå å åäèíñòâåíî ñ òî÷íîñò äî íàðåäáà è àñîöèèðàíîñò.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà R å îáëàñò îò ãëàâíè èäåàëè è a ∈ R, a 6= 0, å
íåîáðàòèì. Ñúãëàñíî Ëåìà 1.3.7, a èëè å íåðàçëîæèì èëè a = q1a1, êúäåòî
q1 å íåðàçëîæèì åëåìåíò. Àêî a1 ∼ 1 èëè íåðàçëîæèì ñúùî, ðàçëàãàíåòî å
ïîëó÷åíî. Â ïðîòèâíèÿ ñëó÷àé ñúùåñòâóâà q2 íåðàçëîæèì, òàêúâ ÷å a1 = q2a2.
Ïðîäúëæàâàéêè ïîëó÷àâàìå ðåäèöà

a, a1, a2, · · · , êàòî ai−1 | ai.

Òàçè ðåäèöà íå ìîæå äà å áåçêðàéíà (â Z âå÷å ãî âèäÿõìå, à â îáùèÿ ñëó÷àé
ñúùî íå ñå îáîñíîâàâà òðóäíî). È òàêà a = q1q2 · · · qn.
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å a = q1q2 · · · qn = p1p2 · · · pm, êúäåòî qi è pj ñà íåðàçëîæè-
ìè åëåìåíòè. Íî â îáëàñò îò ãëàâíè èäåàëè òå ñå ÿâÿâàò è ïðîñòè. Ñëåäîâàòåë-
íî q1 äåëè íÿêîå pj , íàïðèìåð p1 Òîâà îçíà÷àâà, ÷å q1 = ε1p1. Ñëåäîâàòåëíî
q2 · · · qn = ε1p2 · · · pm. Ïðîäúëæàâàéêè ðàçñúæäåíèÿòà ïîëó÷àâàìå qi ∼ pi è
n = m.

Ñëåäñòâèå 1.3.9 Çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî a èìà è òî åäèíñòâåíî ñ òî÷íîñò äî íàðåäáà
ïðåäñòàâÿíå

a = εpk1
1 pk2

2 · · · pkn
n ,

êúäåòî ε = ±1, pi ñà ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà, à ki åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå 1.3.10 Çà âñeêè ïîëèíîì f(x) ñ êîåôèöèåíòè îò ïîëåòî F (íàïðèìåð F =
Q, R, C) èìà è òî åäèíñòâåíî ñ òî÷íîñò äî íàðåäáà ïðåäñòàâÿíå

f(x) = apk1
1 (x)pk2

2 (x) · · · pkn
n (x),

êúäåòî a ∈ F, pi(x) ñà ðàçëè÷íè íåðàçëîæèìè íàä F ïîëèíîìè, à ki - åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò äåôèíèöèèòå è îñíîâíàòà òå-
îðåìà. Äîêàçàòåëñòâîòî ïðåäîñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ.

Òâúðäåíèå 1.3.11 Íåêà a = ε1p
α1
1 pα2

2 · · · pαn
n , αi ≥ 0 è b = ε2p

β1
1 pβ2

2 · · · pβn
n , βj ≥ 0,

êúäåòî {p1, p2, . . . , pn} å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà, êîèòî ñà
äåëèòåëè íà ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà a è b. Òîãàâà

(a, b) =
n∏

i=1

p
min(α1,βi)
i [ a, b ] =

n∏

i=1

p
max(α1,βi)
i .

Òåîðåìà 1.3.12 Âñÿêà ñúñòàâíî öÿëî ÷èñëî n èìà ïîíå åäèí ïðîñò äåëèòåë íåíàäìè-
íàâàù √

n.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å âñè÷êè ïðîñòè ìíîæèòåëè pi (èìà ïîíå
äâà) ñà >

√
n. Òîãàâà n ≥ p1p2 > n, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ñëåäñòâèå 1.3.13 Àêî n íå ñå äåëè íà íèêîå ïðîñòî ÷èñëî ≤ √
n, òî n å ïðîñòî ÷èñëî.
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Ðåøåòî íà Åðàòîñòåí. Ïîä òîâà èìå å èçâåñòåí åäèí åëåìåíòàðåí ìåòîä çà íà-
ìèðàíå íà âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà íåíàäìèíàâàùè äàäåíî n. Ñâúðçâà ñå ñ äðåíîãðúöêèÿ
ìàòåìàòèê Åðàòîñòåí (îêîëî 200 ãîäèíè ïðåäè í.å.) Çà ñúæàëåíèå òîé íå å ïðèãîäåí çà
ãîëåìè ÷èñëà. Ìåòîäúò å ñëåäíèÿ:
Âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà ≤ n ñå çàïèñâàò ïîñëåäîâàòåëíî (íàé-÷åñòî â òàáëèöà, íàïðè-
ìåð ñ ðàçìåðè (bn/10c + 1) × 10). Çàïî÷âàéêè îò 2 ñå çàäðàñêâà âñÿêî ÷åòíî ÷èñëî (ò.å.
÷èñëàòà ïðåç åäíî) áåç ñàìîòî 2. Ñëåä òîâà ñå âçåìà ïúðâîòî íåçàäðàñêàíî ÷èñëî (â ñëó-
÷àÿ 3) è ñå çàäðàñêâàò âñè÷êè íåãîâè êðàòíè (ò.å. ïðåç äâå) áåç ñàìîòî ÷èñëî, îò êîåòî
ñå çàïî÷âà. Òàçè ïðîöåäóðà ïðîäúëæàâà äîêàòî ñå ñòèãíå ÷èñëî ≥ √

n. Ñúãëàñíî ãîðíàòà
òåîðåìà âñè÷êè íåçàäðàñêàíè ïî-ãîëåìè ÷èñëà òðÿáâà äà ñà ïðîñòè.
Âìåñòî äà ñå çàïèñâàò ÷èñëàòà äî n òàáëèöàòà ìîæå äà ñå çàïúëíè ñ åäèíèöè, êîèòî ïðè
�çàäðàñêâàíå� äà ñå îáðúùàò â íóëà. Ïðîñòèòå ÷èñëà ñà íîìåðàòà íà ïîçèöèèòå, â êîèòî
èìà 1. Â òàáëè÷íèÿ çàïèñ òå ñå èç÷èñëÿâàò ëåñíî. Îñâåí òîâà ìîãàò äà ñå çàïèøàò ñàìî
íå÷åòíèòå ÷èñëà êàêòî å íàïðàâåíî â òàáëèöàòà ïî-äîëó (ñ ðàçìåðè (b159/16c+1)×8). Â
òîçè ñëó÷àé êàòî ñòèãíåì íåçàäðàñêàíî ÷èñëî m ïàê ñå çàäðàñêâà âñÿêî m-òî ñëåä íåãî.

3 5 7 9 11 13 15
17 19 21 23 25 27 29 31
33 35 37 39 41 43 45 47
49 51 53 55 57 59 61 63
65 67 69 71 73 75 77 79
81 83 85 87 89 91 93 95
97 99 101 103 105 107 109 111
113 115 117 119 121 123 125 127
129 131 133 135 137 139 141 143
145 147 149 151 153 155 157 159

1.4 Áðîéíè ñèñòåìè. Ñëîæíîñò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè.

Òåîðåìà 1.4.1 Íåêà g > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî a ñå ïðåäñòàâÿ
è òî ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ âèäà:

a = ak−1g
k−1 + ak−2g

k−2 + · · ·+ a1g + a0, 0 ≤ ai ≤ g − 1 (1.3)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðîâåæäàìå èíäóêöèÿ ïî a. Ïðè a = 1 òâúðäåíèåòî î÷å-
âèäíî å âÿðíî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà åñòåñòâåíè ÷èñëà
< a. Ùå ãî äîêàæåì è çà a. Êàêòî çíàåì ñúùåñòâóâàò öåëè íåîòðèöàòåëíè
÷èñëà n è r : 0 ≤ r ≤ g − 1, òàêèâà ÷å a = ng + r. Íî n < a. Ñúãëàñíî
èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå, n ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ âèäà (1.3):

n = nk−1g
k−1 + nk−2g

k−2 + · · ·+ n1g + n0,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

a = nk−1g
k + nk−2g

k−1 + · · ·+ n1g
2 + n0g + r.
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Ïðåäñòàâÿíåòî (1.3) áåëåæèì ñúêðàòåíî ñ a = (ak−1ak−2 . . . a0)g è ãî íàðè÷àìå ïðåäñ-
òàâÿíå íà n â áðîéíà ñèñòåìà ñ îñíîâà g (g-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà). ×èñëîòî k ñå íàðè÷à
äúëæèíà íà a â g-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà (áåëåæèì lengthg(a) = k) è êàçâàìå, ÷å a å k-
öèôðåíî g-è÷íî ÷èñëî.

Òâúðäåíèå 1.4.2 lengthg(a) = k òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

gk−1 ≤ a < gk (1.4)

è e â ñèëà
lengthg(a) = 1 + blogg ac = 1 +

⌊
ln a

ln g

⌋
. (1.5)

Äîêàçàòåëñòâî. Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å î÷åâèäíî, à äÿñíîòî ñëåäâà îò

a ≤
k−1∑

i=0

(g − 1)gi = gk − 1.

Ëîãàðèòìóâàéêè (1.4) ïîëó÷àâàìå è ðàâåíñòâîòî çà k.

Ïðåäñòàâÿíåòî (1.3) ïî åñòåñòâåí íà÷èí çàäàâà è àëãîðèòìèòå çà çàïèñ íà åäíî ÷èñëî
n îò åäíà áðîéíà ñèñòåìà êúì äðóãà.

Àëãîðèòúì 2 (êúì îñíîâà g):
Äàííè: n, g öåëè ÷èñëà
Ðåçóëòàò: ai öåëè ÷èñëà
Ïðîìåíëèâè: t, q, i öåëè ÷èñëà
i := 0, t := n
while t > 0 do
q := b t

g c, ai := t− qg, i := i + 1, t := q
else
print ai−1ai−2 . . . a0

Àëãîðèòúì 3 (îò îñíîâà g):
Äàííè: g öÿëî ÷èñëî, ai, i = 0, . . . , k, öåëè
÷èñëà çàäàâàùè (akak−1 . . . a0)g (a0 å ìëàä-
øèÿ ðàçðÿä)
Ðåçóëòàò: n öÿëî ÷èñëî â äåñåòè÷íà áðîéíà
ñèñòåìà
Ïðîìåíëèâè: t, i öåëè ÷èñëà
i := k − 1, t := ak;
while i ≥ 0 do
t := tg + ai, i := i− 1;
n := t, print n.

Îçíà÷åíèÿ î-ãîëÿìî - O(·), è î-ìàëêî - o(·).

Äåôèíèöèÿ 1.4.3 Íåêà f(n) è g(n) ñà äâå ôóíêöèè: N→ R. Êàçâàìå, ÷å

f = O(g),

êîãàòî ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c ∈ R è n0 ∈ N, òàêèâà ÷å çà âñÿêî
n ≥ n0 å èçïúëíåíî

|f(n)| ≤ c|g(n)|.
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Îçíà÷åíèåòî î-ãîëÿìî ïîêàçâà, ÷å ôóíêöèÿòà f(n) àñèìïòîòè÷åñêè ñå �äîìèíèðà ñ
òî÷íîñò äî êîíñòàíòà� îò g(n). ßñíî å, ÷å f = O(g) è g = O(f) òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c1 > 0 è c2 > 0, òàêèâà ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè n

c1|g(n)| ≤ |f(n)| ≤ c2|g(n)|.

Â òîçè ñëó÷àé äâåòå ôóíêöèè èìàò �åäíàêâî� àñèìïòîòè÷åñêî ïîâåäåíèå è áåëåæèì

f = Θ(g).

Â ÷àñòíîñò ãîðíîòî å èçïúëíåíî, êîãàòî lim
n→∞

f(n)
g(n)

= const > 0. Ñëó÷àÿò, êîãàòî òàçè
êîíñòàíòà å 1 ÷åñòî ñå îòáåëÿçâà ñ f ≈ g.

Ïðèìåð 1.4.1 lengthg(n) = O(logg) = O(lnn), òúé êàòî áðîÿò íà öèôðèòå ïðè çàïèñà
íà n â ðàçëè÷íè áðîéíè ñèñòåìè ñå îòëè÷àâà ñàìî íà êîíñòàíòà.

Èçîáùî, ïîðàäè ôàêòà, ÷å ëîãàðèòìèòå ïðè ðàçëè÷íè îñíîâè ñå ðàçëè÷àâàò ñ êîí-
ñòàíòà, îöåíêèòå â òåðìèíèòå íà î-ãîëÿìî ñå äàâàò ñ íàòóðàëíèÿ ëîãàðèòúì ln èëè ñ
ëîãàðèòúì log2 ïðè îñíîâà 2. Çà êðàòêîñò ùå îçíà÷àâàìå äâîè÷íèÿ ëîãàðèòúì ñàìî ñ
log .

Ïðèìåð 1.4.2 lnn = O(nε), çà âñÿêî ε > 0, òúé êàòî lim
n→∞

lnn

nε
= 0, ò.å. lnn < nε.

Äåôèíèöèÿ 1.4.4 Íåêà f(n) è g(n) ñà äâå ôóíêöèè: N→ R. Êàçâàìå, ÷å

f = o(g),

êîãàòî å èçïúëíåíî
lim

n→∞
f(n)
g(n)

= 0,

ò.å. êîãàòî |f(n)| ≤ c|g(n)| çà âñÿêî c > 0, êîëêîòî è ìàëêî äà å òî.

Ñúãëàñíî òàçè äåôèíèöèÿ ìîæåì äà íàïèøåì è ln n = o(nε).

Ñåãà äà îöåíèì áðîÿ íà öèôðèòå ïðè ñóìà è ïðîèçâåäåíèå íà äâå ÷èñëà. Íåêà
a = (ak−1ak−2 . . . a0)g è b = (bl−1bl−2 . . . b0)g ñà ñúîòâåòíî k è l öèôðåíè g-è÷íè ÷èñ-
ëà, k ≥ l. Òúé êàòî ai + bi < 2g, òî lengthg(a + b) = k èëè k + 1. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà
çàïèøåì, ÷å

lengthg(a + b) = O(max(k, l)).

Îò íåðàâåíñòâàòà (1.4) çàêëþ÷àâàìå, ÷å

lengthg(ab) = O(k + l)).

Òâúðäåíèå 1.4.5 length(n!) = Θ(n ln n).
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Äîêàçàòåëñòâî. n! å ïðîèçâåäåíèå íà n ÷èñëà ñ äúëæèíà íåíàäìèíàâàùà
length(n). Ñëåäîâàòåëíî

length(n!) ≤ n · length(n) = O(n ln n).

Îò äðóãà ñòðàíà íåêà m : 2m−1 ≤ n < 2m, ò.å. m = blog nc + 1. Òîãàâà
2m−2 ≤ n/2 < 2m−1, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å çà k > n/2

length(k) ≥ m− 1 ≥ log n− 2.

Ñëåäîâàòåëíî
length(n!) >

n

2
(log n− 2).

Íî çà âñÿêî 0 < c < 1 ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n å â ñèëà

ln n >
2 ln 2
1− c

,

îòêúäåòî ln n− 2 ln 2 > c ln n. Ñëåäîâàòåëíî
n

2
(log n− 2) =

n

2

(
lnn

ln 2
− 2

)
>

c

2 ln 2
n ln n,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå è íåîáõîäèìàòà íè îöåíêà îòäîëó

length(n!) >
c

2 ln 2
n lnn.

Ïðè ñúáèðàíå íà äâå ÷èñëà a è b, ñúîòâåòíî ñ äúëæèíè k è l áèòà (öèôðè) òðÿáâà äà ñå
èçâúðøàò max{k, l} �åëåìåíòàðíè ñúáèðàíèÿ� ai +bi è íàé-ìíîãî îùå òîëêîâà ñúáèðàíèÿ
ïîðàäè �äîáàâÿíå êúì ïî-âèñîêèÿ ðàçðÿä�. Â òàêúâ ñëó÷àé îáùèÿ áðîé òàêèâà ñúáèðàíèÿ
å ≤ 2 max(k, l). Ñëåäîâàòåëíî íåîáõîäèìèÿ áðîé åëåìåíòàðíè îïåðàöèè, ò.å. ñëîæíîñòà
íà ñúáèðàíåòî å

O(max(ln a, ln b)).

Àêî ÷èñëàòà ñà çàïèñàíè â äâîè÷íà ïîçèöèîííà ñèñòåìà, òî åëåìåíòàðíèòå îïåðàöèè ñà
òî÷íî ïîáèòîâè îïåðàöèè. Â îáùèÿ ñëó÷àé ai + bi îòãîâàðÿ íà ñúáèðàíå íà äâå äâîè÷íè
÷èñëà îò ≤ 1+ blog gc áèòà, ò.å. èçèñêâà ≤ 2+2blog gc áèòîâè îïåðàöèè. Íî òúé êàòî òîâà
å êîíñòàíòà, ãîðíàòà îöåíêà îñòàâà â ñèëà.

Îòòóê íàòàòúê ïðè îöåíêèòå çà ñëîæíîñò ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ÷èñëàòà ñà äàäåíè
â äâîè÷åí çàïèñ íå ñàìî çàùîòî òàêà ñå ñúõðàíÿâàò è îáðàáîòâàò â êîìïþòðèòå, íî è
ïîðàäè ãîðåêàçàíîòî çà âëèÿíèåòî íà áðîéíàòà ñèñòåìà âúðõó ñëîæíîñòà.

Íåêà k ≥ l. Àêî èçïúëíèì óìíîæåíèåòî ïî ñòàíäàðòíàòà ïðîöåäóðà ùå ñà íè íåîá-
õîäèìè lk ïî áèòîâè óìíîæåíèÿ è ñúáèðàíå íà íàé-ìíîãî l ÷èñëà îò ïî k + l − 1 áèòà.
Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà åëåìåíòàðíèòå îïåðàöèè å O(kl), ò.å. ìîæå äà íàïèøåì, ÷å ñëîæ-
íîñòòà íà óìíîæåíèåòî å

O(ln a · ln b).

Íåêà x, y ñà äâå ÷èñëà îò ïî n = 2m áèòà. Ïðè ñòàíäàðòíàòà ïðîöåäóðà ùå ñà íåîá-
õîäèìè O(n2) îïåðàöèè. Â 1982 Êàðàöóáà ïðåäëàãà ìåòîä çà óìíîæåíèå, êîéòî èçèñêâà
ïî-ìàëêî îïåðàöèè. Ìîæåì äà íàìåðèì a, b, c, d îò ïî m áèòà, òàêà ÷å

x = a2m + b, y = c2m + d.
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Óìíîæàâàéêè ãè ïîëó÷àâàìå

xy = v2n + (u− v − w)2m + w,

êúäåòî
u = (a + b)(c + d), v = ac, w = bd.

Òîãàâà çà áðîÿ íà îïåðàöèèòå M(n) èìàìå

M(n) =
{

k, m=1,
3M(m) + kn, m>1,

êúäåòî k å êîíñòàíòà.
Àêî n ≤ 2l è l å ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî ñ òîâà ñâîéñòâî, òî ïðèëàãàéêè ãîðíàòà
îöåíêà çà 2l, 2l−1, . . . , 2 ïîëó÷àâàìå

M(2l) = O(3l).

Íî òúé êàòî l/(l − 1) ≤ 2 è êëîíè êúì 1, êîãàòî l ðàñòå, òî çà âñÿêà êîíñòàíòà 1 < c < 2
çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n å èçïúëíåíî l < c · log n, îòêúäåòî 3l < nc·log 3. Ñëåäîâàòåëíî çà
äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n

M(n) = O(nα),

êúäåòî α = c · log 3 ≈ c · 1, 585 < 2, ò.å. ïî-äîáðà å îò äàäåíàòà ãîðå.
Ìåòîäúò ìîæå äà ñå ïðåöåçèðà êàòî ìíîæèòåëèòå ñå ðàçáèâàò íà ïîâå÷å îò äâå ÷àñòè
(âñå åäíî ñå ïðåäñòàâÿò â áðîéíà ñèñòåìà ñ îñíîâà 2k). Òîâà âîäè äî îöåíêà

M(n) = O(n1+ε),

êúäåòî 1 > ε > 0.
Íàé-ìàëêî îïåðàöèè èçèñêâà (îò èçâåñòíèòå) ìåòîäúò çà óìíîæåíèå ÷ðåç áúðçî ïðå-

îáðàçóâàíèå íà Ôóðèå. Ïðè íåãî

M(n) = O(lnn · ln(lnn)).

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå äåëåíèåòî a = bq+r, êúäåòî a è b ñà ÷èñëà ñ äúëæèíà, ñúîòâåòíî
k è l áèòà, k ≥ l. Çà îñúùåñòâÿâàíåòî ìó ñà íåîáõîäèìè k− l + 1 èçâàæäàíèÿ íà l-áèòîâè
÷èñëà. Ñëåäîâàòåëíî ñëîæíîñòòà å O(l(k− l+1)), ò.å. ìîæåì äà íàïèøåì, ÷å ñëîæíîñòòà
å

O(ln a · ln b).

Ïîëó÷åíèòå îöåíêè ñà ñúáðàíè â Òàáëèöà 1.1.

îïåðàöèÿ ñëîæíîñò
a± b O(max(ln a, ln b))
a · b O(ln a ln b))

a = bq + r O(ln a ln b)

Òàáëèöà 1.1.

Óïðàæíåíèå 1.4.1 Ïîêàæåòå, ÷å çà áðîÿ íà îïåðàöèèòå ïðè àëãîðèòúìà íà Åâêëèä
çà ÍÎÄ å â ñèëà îöåíêàòà O(ln a · ln b).
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1.5 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è êúì Ãëàâà 1.
Çàäà÷à 1.1 Äîêàæåòå, ÷å àêî 2n + 1 å ïðîñòî ÷èñëî, òî n = 2k, çà íÿêîå k ≥ 0.
(Ïðîñòèòå ÷èñëà îò âèäà Fk = 22k

+ 1 ñå íàðè÷àò ïðîñòè ÷èñëà íà Ôåðìà.)

Çàäà÷à 1.2 Ïðîâåðåòå, ÷å F0, F1, F2, F3 è F4 ñà ïðîñòè, íî F5 = 641 · 6700417.

Çàäà÷à 1.3 Ïðîâåðåòå, ÷å ÷èñëîòî íà Ìåðñåí M11 = 211 − 1 å ñúñòàâíî ÷èñëî.

Çàäà÷à 1.4 Äîêàæåòå, ÷å (m+n−1)!
m!(n−1)! å öÿëî ÷èñëî.

Çàäà÷à 1.5 Ïîêàæåòå, ÷å àêî p è 8p− 1 ñà åäíîâðåìåííî ïðîñòè, òî 8p+1 å ñúñòàâíî
÷èñëî.

Çàäà÷à 1.6 Ïðîâåðåòå, ÷å ñòîéíîñòèòå íà f(x) = x2+x+41 çà x = −40,−39, . . . , 0, 1, . . . , 39
ñà ïðîñòè ÷èñëà (çà x = 0, . . . , 39 ñà ðàçëè÷íè).

Çàäà÷à 1.7 Äîêàæåòå, ÷å íå ñúùåñòâóâà ïîëèíîì f(x) ñ öåëè êîåôèöèåíòè, çà êîèòî
f(n) äà å ïðîñòî çà âñÿêà öÿëà ñòîéíîñò íà n.

Çàäà÷à 1.8 Ðåøåòå äèîôàíòîâèòå óðàâíåíèÿ
à) 119x− 29y = 8; á) 12x− 7y = 15 â) 13x− 153y = 178.

Çàäà÷à 1.9 Ðåøåòå â öåëè ÷èñëà ñèñòåìèòå

à)
∣∣∣∣

20x + 44y + 50z = 10
17x + 13y + 11z = 19

; á)

∣∣∣∣∣∣

x1 + x2 + 4x3 + 2x4 = 5
−3x1 − x2 − 6x4 = 3
−x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 1


