
0.1 Óðàâíåíèÿ íà Õàìèëòúí

Õàìèëòîíîâèÿò ôîðìàëèçúì äàâà ðàçëè÷åí è ðàâíîñòîåí íà÷èí íà âúçïðèåìàíå íà êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà, ñðàâíåí
ñ Ëàãðàíæîâèÿò ôîðìàëèçúì. Êàòî öÿëî óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí íå îñèãóðÿâàò ïî-óäîáåí íà÷èí çà ðåøàâàíåòî íà
äàäåí ïðîáëåì. Âìåñòî òîâà, òå îñèãóðÿâàò äúëáîêè ïðîçðåíèÿ â äâåòå îáùè ñòðóêòóðè íà êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà è
íåéíàòà âðúçêà ñ êâàíòîâàòà ìåõàíèêà, êàêòî è âðúçêèòå ñ äðóãè îáëàñòè íà íàóêàòà.

Ñòîéíîñòòà íà Õàìèëòîíÿíà å îáùàòà åíåðãèÿ íà ñèñòåìàòà. Çà åäíà çàòâîðåíà ñèñòåìà, Õàìèëòîíÿíà å ñóìàòà îò
êèíåòè÷íàòà è ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ. Óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí, êîèòî äàâàò âðåìåâîòî ðàçâèòèå íà ñèñòåìàòà, ñå
äàâàò ïî ñëåäíèÿò íà÷èí:

ṗi (t) = −∂H (pi (t) , qi (t) , t)

∂qi
,

q̇i (t) =
∂H (pi (t) , qi (t) , t)

∂pi

Â ãîðíèòå óðàâíåíèÿ, òî÷êàòà îçíà÷àâà ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî, pi ñå íàðè÷àò îáîáùåíè èìïóëñ, qi ñå íàðè÷àò îáîáùåíè
êîîðäèíàòè, H (pi (t) , qi (t) , t) å ñêàëàðíà âåëè÷èíà êîÿòî íàðè÷àìå Õàìèëòîíèÿí íà ñèñòåìàòà (ïúëíàòà åíåðãèÿ íà
ñèñòåìàòà) è å ñâúðçàíà ñ Ëàãðàíæèÿíà ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâîòî:

H (pi (t) , qi (t) , t) =
∑
i

pi (t) q̇i (t)− L (qi (t) , q̇i (t) , t) .

Óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí ñà ïðèâëåêàòåëíè, ñ îãëåä íà ñâîÿòà ïðîñòîòà è êðàñîòà, íî ñ ëåêî íàðóøåíà ñèìåòðèÿ
(çàðàäè çíàêà -). Óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí ñà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä, çà ðàçëèêà îò óðàâíåíèÿòà
íà Ëàãðàíæ-Îéëåð, êîéòî ñà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä.

Íåêà ñåãà èçâåäåì óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí îò óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð. Òîåñò òðúãâàìå îò:

d

dt

∂L (qi (t) , q̇i (t) , t)

∂q̇i
− ∂L (qi (t) , q̇i (t) , t)

∂qi
= 0

è äåôèíèðàìå îáîáùåíèÿò èìïóëñ êàòî:

pi =
∂L (qi (t) , q̇i (t) , t)

∂q̇i

òîãàâà óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð ñòàâàò:

d

dt
pi −

∂L (qi (t) , q̇i (t) , t)

∂qi
= 0 ⇔ ṗi =

∂L (qi (t) , q̇i (t) , t)

∂qi

à îò äðóãà ñòðàíà çà äèôåðåíöèàëà íà Ëàãðàíæèÿíà ìîæåì äà çàïèøåì:

dL (qi (t) , q̇i (t) , t) =
∑
i

(
∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i

)
+

∂L
∂t

dt

â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ìîæåì äà çàìåñòèì ∂L(qi(t),q̇i(t),t)
∂qi

ñ íåãîâîòî ðàâíî (ṗi) êàêòî è
∂L(qi(t),q̇i(t),t)

∂q̇i
ñ íåãîâîòî ðàâíî

(pi), òîãàâà ïîëó÷àâàìå:

dL =
∑
i

(ṗidqi + pidq̇i) +
∂L
∂t

dt ⇔ dL =
∑
i

[ṗidqi + d (piq̇i)− q̇idpi] +
∂L
∂t

dt

ñëåä êàòî ïðåõâúðëèì d (piq̇i) îò ëÿâî íà ðàâåíñòâîòî èìàìå:

d


∑
i

piq̇i − L︸ ︷︷ ︸
=H(pi(t),qi(t),t)

 =
∑
i

(−ṗidqi + q̇idpi)−
∂L
∂t

dt

òîåñò ïîëó÷èõìå:

dH =
∑
i

(−ṗidqi + q̇idpi)−
∂L
∂t

dt,
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íî îò äðóãà ñòðàíà çà äèôåðåíöèàëà íà Õàìèëòîíèàíà H (pi (t) , qi (t) , t) èìàìå:

dH (pi (t) , qi (t) , t) =
∑
i

(
∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi

)
+

∂H

∂t
dt.

Ñðàâíÿâàéêè ïîñëåäíèòå äâà èçðàçà çà äèôåðåíöèàëà íà Õàìèëòîíèàíà ñëåäâàò óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòúí:

ṗi (t) = −∂H (pi (t) , qi (t) , t)

∂qi
,

q̇i (t) =
∂H (pi (t) , qi (t) , t)

∂pi
.

Çàåäíî ñ ðàâåíñòâîòî
∂H

∂t
= −∂L

∂t
.

Çà äà íàïðàâèòå âðúçêàòà ñ Íþòîíîâàòà ôîðìóëèðîâêà íà ìåõàíèêàòà íåêà äà ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð. Íàé-ïðîñòèÿò
âúçìîæåí ïðèìåð å äà ðàçãëåäàìå åäíîìåðíà ñèñòåìà, ñúñòîÿùà ñå îò åäíà ÷àñòèöà ñ ìàñàòà m íàìèðàùà ñå â ïî-
òåíöèàëíî ïîëå. Õàìèëòîíèÿíà ïðåäñòàâëÿâà åíåðãèÿòà íà ñèñòåìàòà, êîÿòî å ñóìàòà íà êèíåòè÷íà è ïîòåíöèàëíà
åíåðãèÿ, òðàäèöèîííî îòáåëÿçâàíè êàòî T è V :

H = T + V, T =
p2

2m
, V = V (x)

Ñåãà ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî íà èìïóëñà å ñèëàòà íà Íþòîí, òîåñò ïúðâîòî óðàâíåíèå íà Õàìèëòúí îçíà÷àâà, ÷å
ñèëàòà äåéñòâàùà íà ÷àñòèöàòà å ðàâåí íà ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî ñå ïðîìåíÿ ïîòåíöèàëà ñïðÿìî ïðîìåíëèâàòà x (íåãîâîòî
ìåñòîíàõîæäåíèå). Ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå å åêâèâàëåíòíî íà: ñèëàòà å ðàâíÿâà íà îòðèöàòåëíèÿò ãðàäèåíò íà ïîòåí-
öèàëíà åíåðãèÿ (F = −gradV = −∂V

∂x ). Âòîðîòî óðàâíåíèå íà Õàìèëòúí òóê îçíà÷àâà, ÷å ñêîðîñòòà íà ÷àñòèöàòà å
ðàâíà íà ïðîèçâîäíàòà íà êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ ïî îòíîøåíèå íà èìïóëñà.

Ùå èçâåäåì óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí è îò ïðèíöèïà íà ìèíèìàëíîòî äåéñòâèå. Òîåñò òðúãâàìå îò äåéñòâèåòî

S =

∫ t2

t1

L (q, q̇, t) dt

è èçïîëçâàìå, ÷å :

H (q, p, t) =
∑
i

piq̇i − L (q, q̇, t) ⇔ L (q, q̇, t) =
∑
i

piq̇i −H (q, p, t)

çà äà èçðàçèì äåéñòâèåòî, ÷ðåç Õàìèëòîíèÿíà H (q, p, t):

S =

∫ t2

t1

(∑
i

piq̇i −H (q, p, t)

)
dt

ñåãà ìîæåì äà âçåìåì âàðèàöèÿ íà äåéñòâèåòî

δS = δ

∫ t2

t1

(∑
i

piq̇i −H (q, p, t)

)
dt = 0

⇒ ∫ t2

t1

(∑
i

piδq̇i +
∑
i

q̇iδpi − δH (q, p, t)

)
dt = 0

ïúðâèÿò ÷ëåí îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè êàòî îò÷åòåì, ÷å

δq̇i = δ

(
dqi
dt

)
=

d

dt
(δqi)

⇒

piδqi
t2
|
t1︸︷︷︸

=0

+

∫ t2

t1

−
∑
i

ṗiδqi +
∑
i

q̇iδpi − δH (q, p, t)︸ ︷︷ ︸
= ∂H

∂qi
δqi+

∂H
∂pi

δpi

 dt = 0
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⇒ ∑
i

∫ t2

t1

[(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δp−

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt = 0

òîåñò âàðèàöèÿòà íà äåéñòâèåòî å íóëà êîãàòî ñà èçïúëíåíè óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí:

q̇i −
∂H

∂pi
= 0

ṗi +
∂H

∂qi
= 0

0.2 Ñêîáêè íà Ïîàñîí

Äà íàìåðèì íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà åäíà ôóíêöèÿ f(q, p, t) äà å ïðúâ èíòåãðàë (äà îñòàâà ïîñòîÿííà ñ
âðåìåòî).

df

dt
=

∂f

∂t
+
∑
i

[
∂f

∂qi

∂qi
∂t

+
∂f

∂pi

∂pi
∂t

]
= 0

Èçïîëçâàìå óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí⇒

df

dt
=

∂f

∂t
+
∑
i

[
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

]
= 0

Äà äåôèíèðàìå ñêîáêè íà Ïîàñîí çà âåëè÷èíèòå f è H êàòî

[f,H] =
∑
i

[
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

]
Òîãàâà ïî-ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

df

dt
=

∂f

∂t
+ [f,H] = 0

Òî èçðàçÿâà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå f äà å ïðúâ èíòåãðàë. Îñâåí íåîáõîäèìî óñëîâèå òîâà å è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà f
äà å ïðúâ èíòåãðàë. Â ÷àñòíîñò, àêî ∂f/∂t = 0, òî ãîðíîòî óñëîâèå ñå ðåäóöèðà äî [f,H] = 0.

Àíàëîãè÷íî ñêîáêèòå íà Ïîàñîí ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò çà âñÿêà äâîéêà ôóíêöèè f(q, p, t) è g(q, p, t):

[f, g] =
∑
i

[
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

]
_______________
Çàäà÷à 1

Äîêàæåòå ñëåäíèòå òúæäåñòâà, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè f(q, p, t) , g(q, p, t), u(q, p, t) è v(q, p, t) è êîíñòàíòè a, b, c:
1.1 [f, g] = − [g, f ]
1.2 [f, c] = 0
1.3 [f, f ] = 0
1.4 [af + bu, g] = a [f, g] + b [u, g]
1.5 [fu, g] = [f, g]u+ f [u, g]
1.6 ∂

∂t [f, g] =
[
∂
∂tf, g

]
+
[
f, ∂

∂tg
]

_______________
Çàäà÷à 2

Äîêàæåòå ñëåäíèòå òúæäåñòâà:
2.1 [f, qi] = − ∂

∂pi
f

2.2 [f, pi] =
∂
∂qi

f
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Êàòî ñëåäñòâèå îò ãîðíèòå òúæäåñòâà, óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí ìîãàò äà ñå çàïèøàò âúâ âèäà

q̇i =
∂H

∂pi
= [qi,H]

ṗi = −∂H

∂qi
= [pi,H]

_______________
Çàäà÷à 3

Äîêàæåòå ñëåäíèòå òúæäåñòâà:
3.1 [qi, qk] = 0
3.2 [pi, pk] = 0
3.3 [qi, pk] = δi,k

Ïîñëåäíèòå ñúîòíîøåíèÿ ñå íàðè÷àò ôóíäàìåíòàëíè ñêîáêè íà Ïîàñîí. Òå ïðåäñòàâëÿâàò óñëîâèå çà êàíîíè÷íîñò
íà âåëè÷èíèòå q è p è ñà êëàñè÷åñêè àíàëîçè íà êîìóòàöèîííèòå ñúîòíîøåíèÿ íà Õàéçåíáåðã.

_______________
Çàäà÷à 4

Àêî l è n ñà öåëè ÷èñëà è àêî [f, g] = 0 òî äîêàæåòå ñëåäíèòå òúæäåñòâà:
4.1 [f, gn] = 0
4.2

[
f l, gn

]
= 0

_______________
Çàäà÷à 5

Ìåæäó ñêîáêèòå íà Ïîàñîí, ñúñòàâåíè îò òðè ôóíêöèè, ñúùåñòâóâà ñëåäíîòî ñúîòíîøåíèå, ò.íàð. òúæäåñòâî íà
ßêîáè,

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0

Äîêàæåòå òúæäåñòâîòî íà ßêîáè.
_______________
Çàäà÷à 6

Ñ ïîìîùòà íà òúæäåñòâîòî íà ßêîáè äîêàæåòå ñëåäíàòà òåîðåìà íà Ïîàñîí:
àêî f è g ñà äâà èíòåãðàëà íà äâèæåíèåòî, òî [f, g] å ñúùî èíòåãðàë íà äâèæåíèåòî, ò.å. [f, g] = const
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