
12. Åäèíñòâåíîñò è ãëàäêîñò íà îáîáùåíîòî ðåøåíèå.
Äîòóê çà ñìåñåíàòà çàäà÷à P çà óðàâíåíèåòî

Lu = ut −Au = f,

Au = (aij(t, x)uxi)xj + ai(t, x)uxi + a(t, x)u,

ïîëó÷èõìå ñúùåñòâóâàíå íà ñëàáî ðåøåíèå u ∈ H1(G), êîåòî ïðèòåæàâà
îáîáùåíè ïúðâè ïðîèçâîäíè ïî âñè÷êè ïðîìåíëèâè. Êàòî çàáðàâèì çà ìî-
ìåíò êàêâî òî÷íî îçíà÷àâà u äà áúäå ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
è ïðåõâúðëèì ïðîèçâîäíàòà ut îòäÿñíî â óðàâíåíèåòî,

−Au = f − ut,

âèæäàìå, ÷å u å ðåøåíèå íà �åëèïòè÷íî� ïî ïðîìåíëèâèòå x óðàâíåíèå ñ
äÿñíà ÷àñò, êîÿòî å îò L2(G). Áëàãîäàðåíèå íà òàçè �åëèïòè÷íîñò� î÷àêâàìå
ðåøåíèåòî u äà èìà îáîáùåíè ïðîèçâîäíè ïî x äî âòîðè ðåä. Ñëåä ìàëêî
ùå ôîðìóëèðàìå ðåçóëòàò, îò êîéòî ñëåäâà, ÷å òîâà íàèñòèíà å òàêà.

Âîäåíè îò òàêèâà ñúîáðàæåíèÿ, âèæäàìå, ÷å å óìåñòíî äà âúâåäåì àíè-
çîòðîïíîòî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1,2

t,x (G) èëè ïî-êðàòêî H1,2(G) îò îíå-
çè ôóíêöèè u ∈ L2(G), êîèòî ïðèòåæàâàò îáîáùåíè ïðîèçâîäíè ut ∈ L2(G)
è ∂α

x u ∈ L2(G) çà |α| ≤ 2 ñ íîðìà

‖u‖21,2 =
∫

G

(u2
t +

∑

|α|≤2

∂α
x u)dG.

Ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ÷å åñòåñòâåíèòå ðåçóëòàòè çà ãëàäêîñò ïðè ñìåñåíà-
òà çàäà÷à çà ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ ñå ôîðìóëèðàò, ÷ðåç èçïîëçâàíåòî íà
ïî-îáùèòå àíèçîòðîïíèòå ïðîñòðàíñòâà H l,2l

t,x (G), íàêðàòêî H l,2l(G), îò ôóí-
êöèè u ∈ L2(G), êîèòî ïðèòåæàâàò îáîáùåíè ïðîèçâîäíè ∂p

t ∂α
x u ∈ L2(G) çà

2p + |α| ≤ 2l ñ íîðìà

‖u‖2l,2l =
∫

G

(
∑

2p+|α|≤2l

∂p
t ∂α

x u)dG,

êúäåòî l å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî.
Ùå èìàìå íóæäà îùå îò àíèçîòðîïíàòî ïðîñòðàíñòâî H0,l(G), îò ôóí-

êöèè u ∈ L2(G), êîèòî ïðèòåæàâàò îáîáùåíè ïðîèçâîäíè ∂α
x u ∈ L2(G) çà

|α| ≤ l ñ íîðìà
|u|2l =

∫

G

(
∑

|α|≤l

∂α
x u)dG,

l ≥ 0 å öÿëî ÷èñëî.
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Êàêòî ïðè êëàñè÷åñêèòå èçîòðîïíè ñîáîëåâè ïðîñòðàíñòâà H l(G) ñå ïðî-
âåðÿâà, ÷å âúâåäåíèòå ïðîñòðàíñòâà ñà ïúëíè è ðàçáèðà ñå, õèëáåðòîâè.
Íîðìèòå î÷åâèäíî ñå ïîðàæäàò îò ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ, çà êîèòî íå âú-
âåæäàìå ñïåöèàëíè îçíà÷åíèÿ, òúé êàòî íÿìà äà ãè èçïîëçâàìå. Òåðìèíúò
àíèçîòðîïåí îçíà÷àâà, ÷å ïî ðàçëè÷íèòå ïðîìåíëèâè (íàïðàâëåíèÿ) èìàìå
îáîáùåíè ïðîèçâîäíè îò ðàçëè÷åí ðåä. Î÷åâèäíè ñà âêëþ÷âàíèÿòà

H l,2l(G) ⊂ H l(G) ⊂ H0,l(G).

Åòî è ñïîìàãàòåëíèÿ ðåçóëòàò çà ãëàäêîñò ïî x ïðîìåíëèâèòå.
Çà u ∈ H0,1(G), v ∈ C∞0 (G) ðàçãëåæäàìå áèëèíåéíàòà ôîðìà

B(u, v) =
∫

G

(aijuxivxj − aiuxiv − auv)dG,

êàòî aij = aji, aij(t, x)ξiξj ≥ θξ2, ∀ξ ∈ Rm, ∀(t, x) ∈ G, θ = Const > 0, è ñå
ïîäðàçáèðà ñóìèðàíå îò 1 äî m ïî ïîâòàðÿùèòå ñå èíäåêñè.

Òåîðåìà 1. Íåêà l ≥ 0 å öÿëî ÷èñëî, Àêî u ∈ H0,1(G), u|S = 0 Φ ∈
H0,l(G) è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

B(u, v) = (Φ, v), ∀v ∈ C∞0 (G),

òî u ∈ H0,l+2(G).
Òàçè òåîðåìà ñå äîêàçâà, êàòî ñå ñëåäâà ñõåìàòà íà äîêàçàòåëñòâîòî çà

ñèëíî åëèïòè÷íè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä. Íàëè÷èåòî íà äîïúëíèòåëíà ïðî-
ìåíëèâà t íå íàëàãà ïðîìåíè, òúé êàòî ïî íåÿ íÿìà äèôåðåíöèðàíå, è ñëå-
äèì ñàìî ãëàäêîñòòà ïî x, êîÿòî êàêòî ïðåäè èçâëè÷àìå îò ïîëîæèòåëíàòà
îïðåäåëåíîñò íà ôîðìàòà aij(t, x)ξiξj .

Òåîðåìà 2. Íåêà u ∈ H1
P å ñëàáî ðåøåíèå íà ñìåñåíàòà çàäà÷à P ïðè

f ∈ L2(G). Òîãàâà u ∈ H1,2(G).
Äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïîëó÷èì, êàòî ïðèäàäåì ñòðîãà ôîðìà íà èçëîæå-

íèòå â íà÷àëîòî ñúîáðàæåíèÿ. Ñëàáîòî ðåøåíèå u óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñò-
âîòî

(u, L∗v) =
∫

G

u[−vt − (aijvxi)xj + (aiv)xi − av]dG = (f, v), ∀v ∈ C2
P∗ .

Èíòåãðèðàéêè ïî ÷àñòè, ïðåõâúðëÿìå ïðîèçâîäíàòà ïî t îò ïðîáíàòà ôóí-
êöèÿ v âúðõó u.

(u,−vt) = −
∫

G

uvtdG =
∫

G

utvdG−
∫

Γ

n0uvdΓ,
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êúäåòî n = (n0, n1, n2, ..., nm) å åäèíè÷íèÿò âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð. Òúé
êàòî ñëåäàòà íà u âúðõó Γ0 å íóëà, à n0|S = 0, v|ΓT = 0, òî èíòåãðàëúò ïî
ãðàíèöàòà å ðàâåí íà íóëà è

(u,−vt) = (ut, v).

Òîâà ñúáèðàåìî ïðåõâúðëÿìå îò äðóãàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî ïðè f. Ïî
àíàëîãè÷åí íà÷èí ïðåõâúðëÿìå è ïî åäíà ïðîèçâîäíà ïî xi îò ïðîáíàòà
ôóíêöèÿ v âúðõó u.

∫

G

u[−(aijvxi
)xj

+ (aiv)xi
]dG =

∫

G

[aijuxj
vxi

− aiuxi
v)]dG+

+
∫

Γ

u[−aijnjvxi + ainiv)]dG =
∫

G

[aijuxj vxi − aiuxiv)]dG.

Ãðàíè÷íèÿò ÷ëåí îòíîâî å ðàâåí íà íóëà, çàùîòî ni|Γ0∪ΓT = 0, i > 0 è
ñëåäàòà íà u âúðõó S å íóëà. Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

B(u, v) =
∫

G

(aijuxj vxi − aiuxiv − auv)dG = (f − ut, v) = (Φ, v), ∀v ∈ C∞0 (G),

êúäåòî f − ut = Φ ∈ L2(G), êàòî äîðè ñè ïîçâîëÿâàìå äà ñòåñíèì ïðîñò-
ðàíñòâîòî íà ïðîáíèòå ôóíêöèè. Ñåãà îò òåîðåìà 1 ñëåäâà, ÷å u ∈ H0,2(G),
êîåòî çàåäíî ñ u ∈ H1(G) âîäè äî î÷àêâàíèÿ ðåçóëòàò u ∈ H1,2(G).

Â òîâà äîêàçàòåëñòâî âèäÿõìå, ÷å òîâà êîåòî ïðàâèì ïðè êëàñè÷åñêàòà
ôîðìóëèðîâêà íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à, óñïÿõìå äà îñúùåñòâèì è ïðè ñëà-
áàòà ôîðìóëèðîâêà. È ïî-íàòàòúê ùå ñå îïèòâàìå äà îòêðèåì ïúòÿ êúì
ðåøàâàíåòî íà äàäåí âúïðîñ, êàòî ïúðâîíà÷àëíî ðàçñúæäàâàìå òàêà, ñÿ-
êàø ðåøåíèåòî å êëàñè÷åñêî. Ðàçáèðà ñå, ñëåä òîâà ùå òðÿáâà äà ïîêàæåì
ñòðîãî, êàêòî òîâà íàïðàâèõìå ïî-ãîðå, ÷å íàáåëÿçàíèÿò ïúò âîäè äî öåëòà.

Ñëåä êàòî âå÷å çíàåì, ÷å âñè÷êè îáîáùåíè ïðîèçâîäíè íà ñëàáîòî ðå-
øåíèå, êîèòî ó÷àñòâàò â óðàâíåíèåòî, ñà ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò, ëåñíî ùå
ïîëó÷èì, ÷å ñëàáîòî ðåøåíèå å è ñèëíî ðåøåíèå, êàòî èçïîëçâàìå ñëåäíàòà
ëåìà, êîÿòî ùå äîêàæåì ïî-êúñíî ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîðè çà îñðåäíÿâàíå.

Ëåìà. Ôóíêöèèòå îò C∞P , êîèòî ñà íóëà â îêîëíîñò íà Γ0, ñà íàâñÿêúäå
ãúñòî ïî íîðìàòà ‖ · ‖1,2 â H1,2

P .
Òåîðåìà 3. Ñëàáîòî ðåøåíèå u ∈ H1

P å è ñèëíî ðåøåíèå. Äîïúëíèòåë-
íî ùå îòáåëåæèì, ÷å àïðîêñèìèðàùàòà ñèëíîòî ðåøåíèå ðåäèöà ìîæåì äà
èçáåðåì îò ôóíêöèè îò C∞P , êîèòî ñå àíóëèðàò â îêîëíîñò íà Γ0.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî öèëèíäúðúò G å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, òî êî-
åôèöèåíòèòå â óðàâíåíèåòî è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ñà îãðàíè÷åíè ôóíêöèè,
îòêúäåòî âåäíàãà ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

‖Lw‖ ≤ C‖w‖1,2, ∀w ∈ H1,2(G).
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Ñëàáîòî ðåøåíèå u íà çàäà÷à P å îò H1,2(G) è êàòî èçáåðåì ïðîáíèòå
ôóíêöèè v ∈ C∞0 (G) è ïðåõâúðëèì ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â äåôèíèöèîííî-
òî ðàâåíñòâî (u, L∗v) = (f, v) äèôåðåíöèðàíåòî âúðõó u (ãðàíè÷íè ÷ëåíîâå
íå âúçíèêâàò), ïîëó÷àâàìå (Lu, v) = (f, v) çà âñè÷êè v ∈ C∞0 (G), îòêúäåòî
çàêëþ÷àâàìå, ÷å Lu = f ïî÷òè íàâñÿêúäå â G, ò.å. ìîæåì äà ïðèëîæèì
îïåðàòîðà L âúðõó u, êàòî èçðàçà çà Lu ïðåñìÿòàìå ïî îáè÷àéíèÿ íà÷èí.
Ðàçáèðà ñå, ïðîèçâîäíèòå â èçðàçà çà L ñà îáîáùåíè ïðîèçâîäíè, êîèòî ñå
ïðåñìÿòàò â ñëàá ñìèñúë.

Íåêà ñúãëàñíî ëåìàòà uν ∈ C∞P å àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà çà u, ò.å.

‖u− uν‖1,2 → 0 ïðè ν →∞.

Íî òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî

‖Lu− Luν‖ ≤ C‖u− uν‖1,2

ñëåäâà, ÷å
‖Lu− Luν‖ → 0 ïðè ν →∞,

ò.å. u å ñèëíî ðåøåíèå è àïðîêñèìèðàùàòà ðåäèöà èìà óêàçàíîòî äîïúëíè-
òåëíî ñâîéñòâî.

Îò òîçè ðåçóëòàò íåçàáàâíî ïîëó÷àâàìå
Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷àòà P ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ñèëíî ðåøåíèå îò H1,2

P

çà âñÿêà äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G), êàòî àïðîêñèìèðàùàòà ñèëíîòî ðåøåíèå
ðåäèöà ìîæåì äà èçáåðåì îò ôóíêöèè îò C∞P , êîèòî ñå àíóëèðàò â îêîëíîñò
íà Γ0.

Åäèíñòâåíîñòòà íà ñèëíîòî ðåøåíèå ñëåäâà îò àïðèîðíàòà îöåíêà

‖u‖1 ≤ C‖f‖,
êîÿòî âå÷å óñòàíîâèõìå.

Ïî-íàòàòúê, çàáåëÿçâàéêè, ÷å ñïðåãíàòàòà çàäà÷à P∗ å íàïúëíî àíàëî-
ãè÷íà íà ïúðâîíà÷àëíàòà çàäà÷à, çàêëþ÷àâàìå, ÷å çà íåÿ âàæè àíàëîãè÷åí
ðåçóëòàò.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷àòà P∗ ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ñèëíî ðåøåíèå îò
H1,2

P∗ çà âñÿêà äÿñíà ÷àñò g ∈ L2(G), êàòî àïðîêñèìèðàùàòà ñèëíîòî ðåøåíèå
ðåäèöà ìîæåì äà èçáåðåì îò ôóíêöèè îò C∞P∗ , êîèòî ñå àíóëèðàò â îêîëíîñò
íà ΓT .

Âúâ âåðíîñòòà ìó ñå óáåæäàâàìå, áåç äà å íåîáõîäèìî äà ïðåïîâòàðÿìå
äîñåãàøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ. Äîñòàòú÷íî å äà èçïîëçâàìå, ÷å êàòî ñìåíèì
ïðîìåíëèâàòà t ñ τ ïî ôîðìóëàòà t = T−τ ïîëó÷àâàìå, ÷å ñïðåãíàòà çàäà÷à
P∗ çà L∗ ïðåìèíàâà â çàäà÷à P. Àêî u1(t, x) å ñèëíî ðåøåíèå íà çàäà÷à P
çà óðàâíåíèåòî

L1u1 = u1t−(aij(T−t, x)u1xi
)xj +(ai(T−t, x)u1)xi−a(T−t, x)u1 = f(T−t, x),
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òî v(t, x) = u1(T − t, x) å ñèëíî ðåøåíèå íà çàäà÷à P∗ çà óðàâíåíèåòî

L∗v = −vt − (aij(t, x)vxi)xj + (ai(t, x)v)xi − a(t, x)v = g(t, x).

Îò ñèëíàòà ðàçðåøèìîñò íà ñïðåãíàòàòà çàäà÷à âåäíàãà ïîëó÷àâàìå
Ñëåäñòâèå 3. Ñëàáîòî ðåøåíèå u ∈ L2(G), íà çàäà÷à P å åäèíñòâåíî.
Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà çàäà÷àòà, äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å ñëàáîòî

ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî ñ äÿñíà ÷àñò ðàâíà íà íóëà å ñúùî ðàâíî íà íóëà.
Íàèñòèíà, àêî u1 è u2 ñà äâå ñëàáè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî ñ äÿñíà ÷àñò f è
îçíà÷èì ðàçëèêàòà èì ñ u = u1−u2, êàòî èçâàäèì ïðè v ∈ C2

P∗ ðàâåíñòâàòà

(u1, L
∗v) = (f, v),

(u1, L
∗v) = (f, v),

ïîëó÷àâàìå
(u, L∗v) = 0,

ò.å. ðàçëèêàòà u å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå â ñëàá ñìèñúë.
Îò ñèëíàòà ðàçðåøèìîñò íà ñïðåãíàòà çàäà÷à ñëåäâà, ÷å L∗(C2

P∗) å íàâñÿ-
êúäå ãúñòî ïîäìíîæåñòâî íà L2(G). Íàèñòèíà, àêî çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ
h ∈ L2(G) ðàçãëåäàìå ñïðåãíàòàòà çàäà÷à P∗ çà óðàâíåíèåòî L∗v = h, ïî
ñëåäñòâèå 2 ñúùåñòâóâà ñèëíî ðåøåíèå v è àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà vj ∈ C2

P∗ ,
çà êîÿòî

‖vj − v‖ → 0, ‖Lvj − h‖ → 0 ïðè j →∞,

ò.å. Lvj ïðèáëèæàâàò h â L2(G) ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò.
Íåêà äîïóñíåì, ÷å u ∈ L2(G) å ñëàáî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå,

ò.å.
(u, L∗v) = 0, ∀v ∈ C2

P∗ .

Àêî h è vj ñà îïðåäåëåíèòå ïî-ãîðå, òî

(u, L∗vj) = 0,

îòêúäåòî ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè j →∞ çàêëþ÷àâàìå, ÷å

(u, h) = 0.

Èçáèðàéêè h = u ïîëó÷àâàìå ‖u‖2 = 0, ò.å. èñêàíèÿ ðåçóëòàò u = 0.
Ñëåäñòâèå 4. Çà âñÿêà äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G) ñëàáîòî ðåøåíèå u ∈ L2(G)

íà çàäà÷à P ñúâïàäà ñúñ ñèëíîòî è å îò êëàñà H1,2
P , ò.å. u ∈ H1,2

P .
Íåêà u ∈ L2(G) å ñëàáî ðåøåíèå íà çàäà÷à P çà óðàâíåíèåòî Lu = f.

Íî òúé êàòî çà f ∈ L2(G) çàäà÷àòà P ïðèòåæàâà ñïîðåä ñëåäñòâèå 1 ñèëíî
ðåøåíèå w ∈ H1,2

P , êîåòî ðàçáèðà ñå å è ñëàáî ðåøåíèå, òî ñïîðåä äîêàçàíàòà
â ñëåäñòâèå 3 åäèíñòâåíîñò íà ñëàáîòî ðåøåíèå íàèñòèíà èìàìå u = w ∈
H1,2

P .
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Ñëåäñòâèå 5. Çà äà ïðîâåðèì, ÷å u ∈ L2(G) å ñèëíî ðåøåíèå íà çàäà-
÷àòà P è u ∈ H1,2

P , äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì ðàâåíñòâîòî

(u, L∗v) = (f, v),

ñàìî çà ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ C∞P∗ , êîèòî ñà íóëà â îêîëíîñò íà ΓT .
Òîâà òâúðäåíèå îòíîâî èçâëè÷àìå îò ñèëíàòà ðàçðåøèìîñò íà ñïðåãíàòà-

òà çàäà÷à è ñâîéñòâàòà íà àïðîêñèìèðàùàòà ñèëíîòî ðåøåíèå ðåäèöà. Íåêà
v ∈ C2

P∗ å ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ. Òÿ å êëàñè÷åñêî, à ñëåäîâàòåëíî è
ñèëíî ðåøåíèå íà ñïðåãíàòà çàäà÷à P∗ çà óðàâíåíèåòî L∗w = (Lv) è ñúãëàñ-
íî ñëåäñòâèå 2 ñúùåñòâóâà àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà îò ôóíêöèè vj ∈ C∞P∗ ,
êîèòî ñà íóëà â îêîëíîñò íà ΓT è

‖vj − v‖ → 0, ‖Lvj − Lv‖ → 0 ïðè j →∞.

Ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå

(u, L∗vj) = (f, vj),

îòêúäåòî ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè j →∞ ïîëó÷àâàìå, ÷å

(u, L∗v) = (f, v),

çà ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ v ∈ C2
P∗ , ò.å. u å ñëàáî ðåøåíèå è ñúãëàñíî

ñëåäñòâèå 4 u å è ñèëíî ðåøåíèå è u ∈ H1,2
P .

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å ïðè ïî-ãëàäêà äÿñíà ÷àñò f è ðåøåíèåòî u èìà
ïî-âèñîêà ãëàäêîñò, ìåðåíà ïî ñêàëàòà íà àíèçîòðîïíèòå ïðîñòðàíñòâà íà
Ñîáîëåâ H l,2l(G).

Àêî ôîðìàëíî äèôåðåíöèðàìå óðàâíåíèåòî

Lu = ut − (aijuxi)xj − aiuxi − au = f ∈ H1,2(G),

ñÿêàø u ∈ H1,2
P å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå, ïðèòåæàâàùî íåîáõîäèìèÿ áðîé ïðî-

èçâîäíè, ùå ïîëó÷èì, ÷å ut å ðåøåíèå íà ñúùîòî óðàâíåíèå

L(ut) = (ut)t − (aij(ut)xi)xj − ai(ut)xi − a(ut) = f1,

f1 = ft + (aijtuxi)xj + aituxi + atu,

íî ñ äÿñíà ÷àñò f1, êîÿòî î÷åâèäíî å îò L2(G).
Îò u|S = 0 ñëåäâà ut|S = 0, ò.å. ut óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå

âúðõó S. Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å ïîðàäè u|Γ0 = 0 èìàìå uxi , uxixj |Γ0 = 0 îò
óðàâíåíèåòî

Lu = ut − (aijuxi)xj − aiuxi − au = f ∈ H1,2(G)
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ñëåäâà, ÷å ut|Γ0 = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f |Γ0 = 0. Ïðåäïîëàãàéêè
÷å çà f íàèñòèíà èìàìå f |Γ0 = 0 òúé êàòî ut óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íîòî
óñëîâèå ut|Γ0 = 0, òî ut ùå áúäå ðåøåíèå íà çàäà÷à P ñ äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G)
è áè òðÿáâàëî ut ∈ H1,2

P . Ñåãà êàòî ïðåõâúðëèì â óðàâíåíèåòî Lu = f
÷ëåíúò ut îòäÿñíî, èìàìå

−(aijuxi)xj − aiuxi − au = f − ut = f2 ∈ H1,2(G),

ò.å. u å ðåøåíèå íà �åëèïòè÷íîòî� ïî x óðàâíåíèå ñ äÿñíà ÷àñò f2 ∈ H0,2(G)
è ñëåäîâàòåëíî u ∈ H0,4(G). Êàòî êîìáèíèðàìå òîçè è ãîðíèÿ ðåçóëòàò
ïîëó÷àâàìå u ∈ H2,4(G). Òåçè ðàçñúæäåíèÿ íå ñà ñòðîãè, íî ñëåäâàéêè
èçëîæåíàòà èäåÿ, ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ùå ìîæåì äà äîêàæåì è ïî-âèñîêà
ãëàäêîñò, ò.å. ÷å å â ñèëà

Òåîðåìà 4. Ïðè l ≥ 0 öÿëî ÷èñëî, çà âñÿêà äÿñíà ÷àñò

f ∈ H l,2l(G), ∂p
t f |Γ0 = 0, (p = 0, 1, . . . , l − 1 ïðè l > 0),

ñìåñåíàòà çàäà÷à P ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ñèëíî ðåøåíèå

u ∈ H(l+1),2(l+1)(G), ∂p
t u|Γ0 = 0, (p = 0, 1, . . . , l).

Çàáåëåæêà. Äîïúëíèòåëíîòî èçèñêâàíå çà àíóëèðàíåòî íà f è ïðîèçâîä-
íèòå ∂p

t f âúðõó Γ0 ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà, êàòî ïðîèçõîæäàùî îò óñëîâèÿòà
çà ñúãëàñóâàíå íà íà÷àëíèòå è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ïî ðúáà íà äâóñòåííèÿ
úãúë ìåæäó îêîëíàòà ïîâúðõíèíà S è äîëíàòà îñíîâà Γ0 íà öèëèíäúðà G.
Èçõîæäàéêè îò òàçè ãëåäíà òî÷êà, òî íå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà íà ðàãëåæ-
äàíèÿòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñ ïîìîùòà íà ñëåäñòâèå 5 ùå îáëå÷åì â ñòðîãà ôîðìà
ãîðíèòå íàâåæäàùè ñúîáðàæåíèÿ.

Ïðè l = 0 âåðíîñòòà íà òåîðåìàòà å óñòàíîâåíà â ñëåäñòâèå 1. Äà äîêà-
æåì òåîðåìàòà ïðè l = 1. Ñúãëàñíî ñëåäñòâèå 1 çàäà÷à P ïðèòåæàâà åäèí-
ñòâåíî ñèëíî ðåøåíèå u ∈ H1,2

P . Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà ut ∈ L2(G), å
ñèëíî ðåøåíèå íà ñìåñåíàòà çàäà÷à P çà óðàâíåíèåòî L(ut) = f1 ñ äÿñíà
÷àñò

f1 = ft + (aijtuxi
)xj

+ aituxi
+ atu ∈ L2(G)

Äà âèäèì, ÷å òîâà å òàêà. Ñúãëàñíî ñëåäñòâèå 5, äîñòàòú÷íî å äà ïðî-
âåðèì, ÷å òÿ å ñëàáî ðåøåíèå ñàìî çà ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ C∞P∗ , êîèòî ñà
ðàâíè íà íóëà â îêîëíîñò íà Γ0. Ïî ïðåäïîëîæåíèå u ∈ H1,2

P è

(u, L∗v) = (f, v), ∀v ∈ C∞P∗ .

Òúé êàòî vt ∈ C∞P∗ å ñúùî ïðîáíà ôóíêöèÿ, òî

(u, L∗(vt)) = (f, vt), ∀v ∈ C∞P∗ .
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Ñ ïîìîùòòà íà òúæäåñòâîòî

(L∗v)t = −vtt− (aij(vt)xi)xj +(ai(vt))xi − a(vt)− (aijtvxi)xj +(aitv)xi − atv =

= (L∗(vt))− (aijtvxi)xj + (aitv)xi − atv

ïîëó÷àâàìå

(ut, L
∗v) = −(u, (L∗v)t) = −(u, L∗(vt)) + (u, L∗(vt)− (L∗v)t) =

= −(f, vt) + (u, (aijtvxi)xj − (aitv)xi + atv) =

= (ft, v) + ((aijtuxj )xi + aituxi + atu, v) = (f1, v).

Ïðè èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè íå âúçíèêâàò ãðàíè÷íè ÷ëåíîâå, çàùîòî èìàìå
u|Γ0∪S = 0, v|ΓT∪S = 0, è v, à ñëåäîâàòåëíî è (L∗v)t ñå àíóëèðàò â îêîëíîñò
íà ΓT .

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå

(ut, L
∗v) = (f1, v)

çà âñè÷êè ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ C∞P∗ , êîèòî ñà ðàâíè íà íóëà â îêîëíîñò íà
Γ0, è ñúãëàñíî ñëåäñòâèå 5 îòòóê ñëåäâà, ÷å ut ∈ H1,2

P å ñèëíî ðåøåíèå íà
çàäà÷à P.

Êàòî ïðåïèøåì óðàâíåíèåòî (u, L∗v) = (f, v) âúâ âèäà

B(u, v) =
∫

G

(aijuxivxj − aiuxiv − auv)dG = (f2, v), ∀v ∈ C∞0 (G), ∗

ñ f2 ≡ (f − ut) ∈ H1,2(G) ⊂ H0,2 è èçïîëçâàìå òåîðåìà 1 èìàìå è u ∈
H0,4(G). Çàåäíî ñ âå÷å ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ut ∈ H1,2

P ⊂ H1,2(G) òîâà íè
äàâà u ∈ H2,4(G).

Ïî-íàòàòúê äîêàçàòåëñòâîòî ïðîäúëæàâà ïî èíäóêöèÿ. Íåêà òåîðåìàòà
å âå÷å äîêàçàíà ïðè l ≥ 1 è ïðåäïîëîæåíèÿòà é ñà èçïúëíåíè ïðè l + 1.
Òîãàâà çà f ∈ H(l+1),2(l+1)(G) ⊂ H l,2l(G), ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ñèëíî ðå-
øåíèå u ∈ H(l+1),2(l+1)(G). Êàêòî ïî-ãîðå äîêàçâàìå, ÷å ut å ñèëíî ðåøåíèå
íà çàäà÷à P çà óðàâíåíèåòî L(ut) = f1 ñ äÿñíà ÷àñò

f1 = ft + (aijtuxi)xj + aituxi + atu ∈ H l,2l(G),

∂p
t f1|Γ0 = 0, (p = 0, 1, . . . , l − 1), ∗∗

è ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå

ut ∈ H(l+1),2(l+1)(G), ∂p
t u|Γ0 = 0, (p = 0, 1, . . . , l + 1).
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Îò ∗ ñ f2 = (f−ut) ∈ H(l+1),2(l+1)(G) ⊂ H0,2(l+1 ïîëó÷àâàìå u ∈ H0,2(l+2)(G)
è êàòî êîìáèíèðàìå òåçè äâà ðåçóëòàòà ñòèãàìå äî æåëàíîòî çàêëþ÷åíèå
u ∈ H(l+2),2(l+2)(G).

Îòáåëÿçâàìå, ÷å ñúîòíîøåíèåòî ∗∗ å èçïúëíåíî, çàùîòî ôóíêöèÿòà

u ∈ H(l+1),2(l+1)(G), ∂p
t u|Γ0 = 0, (p = 0, 1, . . . , l),

ìîæåì äà ïðîäúëæèì êàòî íóëà ïðè t < 0 è ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ïðèíàä-
ëåæè íà H(l+1),2(l+1)((−∞, T ) × D), êîåòî ïîêàçâà ÷å ñëåäèòå íà íåéíèòå
ïðîèçâîäíè âúðõó Γ0, êîèòî èìàò ñìèñúë, ñà ðàâíè íà íóëà.
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