
7. Òåîðåìè çà âëàãàíå.
Ùå çàïî÷íåì ñ ïî÷òè î÷åâèäíîòî òâúðäåíèå, ÷å ïðè l1 > l2 èìàìå âëà-

ãàíåòî
H l1(G) ⊂ H l2(G),

êàòî îïåðàòîðúò I íà âëàãàíå

H l1(G) 3 u 7→ u ∈ H l2(G)

å î÷åâèäíî îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð I : H l1(G) → H l2(G), ïîðàäè íåðà-
âåíñòâîòî

‖u‖l2 ≤ ‖u‖l1 , u ∈ H l1(G).

Åäíà îò öåëèòå íè ùå áúäå äà ïîêàæåì, ÷å çà ïðîèçâîëíà îáëàñò G,
àêî ôóíêöèÿòà u ∈ H l(G) è l > k + m

2 , êúäåòî m å ðàçìåðíîñòòà íà G, òî
ôóíêöèÿòà u ñúâïàäà ïî÷òè íàâñÿêúäå ñ ôóíêöèÿ îò Ck(G), ïðèòåæàâàùà
â G íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä k, ò.å. èìàìå âëàãàíåòî

H l(G) ⊂ Ck(G).

Ðåçóëòàòè îò òîçè òèï ñà ïîëó÷åíè íàé-íàïðåä îò Ñîáîëåâ è ñå íàðè÷àò òå-
îðåìè íà Ñîáîëåâ çà âëàãàíåòî. Íåïðåêúñíàòîñòòà íà îïåðàòîðà çà âëàãàíå
â ïîäõîäÿùè íîðìè å íàëèöå ñàìî ïðè îïðåäåëåíè ãåîìåòðè÷íè ïðåäïîëî-
æåíèÿ çà ãðàíèöàòà.

Ïî-íàäîëó ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å G å îãðàíè÷åíà îáëàñò, ïðèòåæàâàùà
ñâîéñòâîòî íà îòñå÷êàòà, ò.å. îáëàñòòà å åäíîñòðàííî ðàçïîëîæåíà ñïðÿìî
ãðàíèöàòà ñè Γ, êàòî äîïúëíèòåëíî ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà êîíóñà, êîåòî
ñåãà ùå ôîðìóëèðàìå.

Äåôèíèöèÿ. Àêî A,B ⊂ Rm, òî ñ A + B ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî
A + B = {z ∈ Rm : z = x + y, x ∈ A, y ∈ B}. Àêî A = {a} èìà ñàìî åäíà
òî÷êà a, òî ùå èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèåòî a+B = {z ∈ Rm : z = a+y, y ∈ B},
ò.å. a + B å òðàíñëèðàíîòî ñ âåêòîðà a ìíîæåñòâî B.

Äåôèíèöèÿ. Êîíóñ ùå íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè îãðàíè÷åíî, îò
ñôåðà ñ äàäåí ðàäèóñ è îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà ïðàâ êðúãîâ êîíóñ ñ âðúõ
â öåíòúðà íà ñôåðàòà.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å îáëàñòòà G ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà êîíóñà,
àêî ãðàíèöàòà é Γ ïðèòåæàâà êðàéíî îòâîðåíî ïîêðèòèå {Gi}, ò.å. Γ ⊂
∪N

i=1Gi è çà âñÿêî i èìà êîíóñ ñ âðúõ â íà÷àëîòî Ki, òàêúâ ÷å ïðè x ∈ G∩Gi

èìàìå x + Ki ⊂ G.
Òåîðåìà. (Ñîáîëåâ) Íåêà G å îãðàíè÷åíà îáëàñò, ïðèòåæàâàùà ñâîéñò-

âîòî íà îòñå÷êàòà è ñâîéñòâîòî íà êîíóñà. Àêî l > k+ m
2 , òî H l(G) ⊂ Ck(G),

ò.å. àêî ôóíêöèÿòà u ∈ H l(G), òÿ ñúâïàäà ïî÷òè íàâñÿêúäå â G ñ ôóíêöèÿ
îò Ck(G).
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Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ k = 0. Ñõåìàòà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìàòà íà Ñîáîëåâ çà âëàãàíå å ïîäîáíà íà âå÷å ïðèëîæåíàòà ñõåìà ïðè
äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà ñëåäàòà.

Íàé-íàïðåä çà ãëàäêè ôóíêöèè u ∈ C∞(G) ùå óñòàíîâèì îöåíêàòà

‖u‖C(G) ≤ C‖u‖l, C > 0,

êúäåòî
‖u‖C(G) = max

x∈G
|u(x)|

å ðàâíîìåðíàòà íîðìà â C(G). Íàïîìíÿìå, ÷å C(G) ñ òàçè íîðìà å ïúëíî
ïðîñòðàíñòâî è ñõîäèìîñòà íà ðåäèöà ïî òàçè íîðìà îòãîâàðÿ íà ðàâíîìåðíà
ñõîäèìîñò â G. Òàçè îöåíêà ïîêàçâà, ÷å ðàçãëåæäàí ñàìî çà ãëàäêè ôóíêöèè
îïåðàòîðúò íà âëàãàíå

I : H l(G) ⊃ C∞(G) → C(G)

å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð è ïîíåæå C∞(G) å íàâñÿêúäå ãúñòî â H l(G)
ìíîæåñòâî, ìîæåì äà ïðîäúëæèì I ïî íåïðåêúñíàòîñò äî îãðàíè÷åí âúðõó
öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî H l(G) îïåðàòîð ñúñ ñúùàòà íîðìà

Ĩ : H l(G) → C(G),

ñ êîåòî âëàãàíåòî H l(G) ⊂ C(G) ùå áúäå äîêàçàíî.
È òàêà, çà äà äîêàæåì òåîðåìàòà, òðÿáâà äà óñòàíîâèì ãîðíàòà îöåíêà.

Íåêà G0 å êîìïàêòíî âëîæåíî â G îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òàêîâà, ÷å G0 ⊂ G,
G ⊂ ∪N

i=0Gi. ßñíî å, ÷å êîé äà å êîíóñ K0 ñ âðúõ â íà÷àëîòî è äîñòàòú÷íî
ìàëúê ðàäèóñ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî x + K0 ⊂ G ïðè x ∈ G0. Íåêà x å
ïðîèçâîëíà òî÷êà îò G è K å êîíóñúò ñ âðúõ â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R, ò.å.
îòñå÷åí îò ñôåðà ñ ðàäèóñ R, ñúîòâåòñòâàù íà ñúäúðæàùîòî x îòâîðåíî
ìíîæåñòâî, òàêà ÷å x + K ⊂ G (çà êðàòêîñò èçïóñêàìå èíäåêñèòå).

Äà âúâåäåì ñðÿçâàùàòà ôóíêöèÿ η ∈ C∞0 ñ íîñèòåë supp η ∈ (−R, R),
êîÿòî å ðàâíà íà åäèíèöà â îêîëíîñò íà 0 ∈ R. Âúâåæäàìå ïîëÿðíà (ñôåðè÷-
íà) êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ íà÷àëî âúâ âúðõà íà êîíóñà x è íåêà r = |y − x|
å ïîëÿðíèÿò ðàäèóñ, êàòî K 3 y = x + re, |e| = 1. Íàé-íàïðåä ïðåäïîëà-
ãàìå, ÷å åäèíè÷íèÿò âåêòîð e å ôèêñèðàí è ñå ìåíè ñàìî r. Äà ðàçãëåäàìå
ôóíêöèÿòà v(r) = u(x+re)η(r). Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö
âåäíàãà ïîëó÷àâàìå

v(0) = −
R∫

0

d

dr
v(r)dr.

Èíòåãðèðàéêè ìíîãîêðàòíî ïî ÷àñòè, êàòî î÷åâèäíî ãðàíè÷íèòå ÷ëåíîâå ñà
ðàâíè íà íóëà çàðàäè àíóëèðàíåòî íà r â íóëàòà è íà ñðÿçâàùàòà ôóíêöèÿ
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η ïðè r = R, ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

v(0) =

R∫

0

r
d2

dr2
v(r)dr = · · · = (−1)l

(l − 1)!

R∫

0

rl−1 dl

drl
v(r)dr.

Ïîâäèãàéêè ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî íà êâàäðàò è ïðèëàãàéêè èíòåãðàëíîòî
íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè ïîëó÷àâàìå

|v(0)|2 =
(

1
(l − 1)!

)2( R∫

0

rl−1−m−1
2

dl

drl
v(r)r

m−1
2 dr

)2

≤

≤
(

1
(l − 1)!

)2
R∫

0

r2(l−1)−(m−1)dr

R∫

0

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣2rm−1dr =

≤
(

1
(l − 1)!

)2
R2l−m

2l −m

R∫

0

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣2rm−1dr,

ò.å.

|v(0)|2 ≤ C1

R∫

0

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣rm−1dr,

ñ êîíñòàíòà C1 > 0. Ñïåöèàëíî îòáåëÿçâàìå, ÷å ñòîéíîñòòà íà ïðåñìåòíàòèÿ
ïî-ãîðå èíòåãðàë å êðàéíà, áëàãîäàðåíèå íà âàëèäíîñòòà íà óñëîâèåòî l >
m
2 , ò.å. 2l −m > 0.

Ñëåä òîâà èíòåãðèðàìå ïî σ � ïàð÷åòî îò åäèíè÷íàòà ñôåðà, êîåòî ïî-
âúðõíèíàòà íà êîíóñà îòñè÷à îò íåÿ è ñòèãàìå äî íåðàâåíñòâîòî

|v(0)|2 mes σ = |v(0)|2
∫

σ

dσ ≤ C1

∫

σ

R∫

0

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣2rm−1drdσ,

ò.å. ñ íîâà êîíñòàíòà C2 > 0 èìàìå

|v(0)|2 ≤ C2

∫

K

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣2dK.

Îò ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå èìàìå

∣∣ dl

drl
v(r)

∣∣2 =
∣∣

l∑
ν=0

(
l

ν

)
η(ν)(r)∂ν

r u(x + re)
∣∣2 ≤
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≤ C3

l∑
ν=0

|∂ν
r u(x + re)|2.

Êàòî èçïîëçóâàìå, ÷å

∂ν
r u(x + re) =

∑

|α|=ν

eα∂αu(x + re)

è |e| = 1 ïîëó÷àâàìå ñ C4 > 0
∣∣∂ν

r u(x + re)
∣∣2 ≤ C4

∑

|α|=ν

∣∣∂αu(x + re)
∣∣2

Ïîíåæå u(x) = v(0), êîìáèíèðàéêè ãîðíàòà îöåíêà è òàçè îêîí÷àòåëíî ïî-
ëó÷àâàìå ñ íîâà êîíñòàíòà C5 > 0

|u(x)|2 ≤ C2
5

∫

K

∑

|α|≤l

∣∣∂αu
∣∣2dK ≤ C2

5‖u‖l,

Ñåãà èçáèðàìå êîíñòàíòàòà C òàêà, ÷å äà áúäå ïî-ãîëÿìà îò âñÿêà îò ïîëó-
÷àâàùèòå ñå çà îòäåëíèòå îáëàñòè Gi êîíñòàíòè, òàêà ÷å èìàìå

|u(x)| ≤ C‖u‖l, x ∈ G.

Òúé êàòî îöåíêàòà ïîëó÷èõìå çà ïðîèçâîëíî x îò G, ïî íåïðåêúñíàòîñò òÿ
å âàëèäíà è çà ïðîèçâîëíî x îò G è âàæè íóæíàòà íè îöåíêà

‖u‖C(G) = max
x∈G

|u(x)| ≤ C‖u‖l, u ∈ C∞(G).

Âå÷å îáÿñíèõìå, êàê îò íåÿ ñëåäâà òåîðåìàòà çà âëàãàíå, íî ùå ïðèâåäåì
è äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî. Íåêà u ∈ H l(G) è uν ∈ C∞(G) å ðåäèöà, êîÿòî
àïðîêñèìèðà u, ò.å. ‖u−uν‖l → 0 ïðè ν →∞. Ðåäèöàòà uν å ôóíäàìåíòàëíà
â H l(G) è îò îöåíêàòà

0 ≤ ‖uν − uµ‖C(G) ≤ C‖uν − uµ‖l → 0 ïðè ν →∞

ñëåäâà, ÷å òÿ å ôóíäàìåíòàëíà è â C(G) ðåäèöà. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
òàêàâà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ h ∈ C(G), ÷å èìàìå ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò
‖uν − h‖C(G) → 0 ïðè ν → ∞. Òúé êàòî îáëàñòòà G å îãðàíè÷åíà, îò ðàâ-
íîìåðíàòà ñõîäèìîñò ñëåäâà è ñõîäèìîñò â H l(G), ò.å. ‖uν − h‖l → 0 ïðè
ν →∞. Íî ‖uν − u‖l → 0 ïðè ν →∞ è òúé êàòî åäíà ñõîäÿùà ðåäèöà èìà
åäèíñòâåíà ãðàíèöà, òî u = h ∈ C(G), êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà ïðè k = 0.

Íåêà ñåãà k > 0 å ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî, u ∈ H l(G) è l > k + m
2 .

Âèæäàìå, ÷å ïðè |α| ≤ k èìàìå ∂αu ∈ H l−|α|(G), êàòî l − |α| ≥ l − k > m
2 è

ñúãëàñíî âå÷å äîêàçàíîòî ∂αu ∈ C(G), ò.å. u ∈ Ck(G).
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å äî òîçè ðåçóëòàò ìîæåõìå äà ñòèãíåì, êàòî ïðåäâà-
ðèòåëíî çà ãëàäêè ôóíêöèè èçâåäåì îöåíêàòà

‖u‖Ck(G) =
∑

|α|≤k

max
x∈G

|∂αu(x)| ≤ C‖u‖l, u ∈ C∞(G),

êàòî ñõîäèìîñò ïî Ck(G)-íîðìàòà îçíà÷àâà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ôóí-
êöèÿòà è ïðîèçâîäíèòå é äî ðåä k â G.

Àíîíñèðàíèÿò â íà÷àëîòî ðåçóëòàò

u ∈ H l(G), l > k +
m

2
=⇒ H l(G) ⊂ Ck(G),

êúäåòî G å ïðîèçâîëíà îáëàñò, å äîñòàòú÷íî äà óñòàíîâèì ëîêàëíî â îêîë-
íîñò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà x0. Íàïðèìåð èçáèðàéêè çà îêîëíîñò êúëáîòî
BR(x0) ⊂ G, ñúãëàñíî âå÷å äîêàçàíàòà òåîðåìà èìàìå u ∈ Ck(BR(x0)) è
òâúðäåíèåòî å óñòàíîâåíî.

Íåêà B è B′ ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíÿìå, ÷å åäèí ëèíååí îïå-
ðàòîð L : B → B′ íàðè÷àìå êîìïàêòåí, àêî èçîáðàçÿâà åäíî îãðàíè÷åíî
ïîäìíîæåñòâî íà B â ïîäìíîæåñòâî íà B′, çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà êîåòî å
êîìïàêòíà â B′. ßñíî å, ÷å âñåêè êîìïàêòåí îïåðàòîð å îãðàíè÷åí, òúé êàòî
âñÿêî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî å îãðàíè÷åíî. Ñâîéñòâîòî êîìïàêòíîñò ìîæå
äà áúäå ôîðìóëèðàíî è ÷ðåç ðåäèöè. Åäèí ëèíååí îïåðàòîð å êîìïàêòåí òî-
ãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èçîáðàçÿâà âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà ñ åëåìåíòè
îò B â ðåäèöà, îò êîÿòî ìîæåì äà èçáåðåì ñõîäÿùà â B′ ïîäðåäèöà.

Íåêà u ∈ H l(G), l ≥ 1. Îïåðàòîðúò íà âëàãàíå S : H l(G) → H l−1(G),
êàòî H l(G) 3 u 7→ u ∈ H l−1(G), ò.å. S(u) = u ñúïîñòàâÿ íà ôóíêöèÿòà u ∈
H l(G) ñúùàòà ôóíêöèÿ, íî âå÷å ðàçãëåæäàíà êàòî åëåìåíò îò ìíîæåñòâîòî
u ∈ H l−1(G).

Òåîðåìà (Ðåëèõ, Êîíäðàøîâ, çà êîìïàêòíîòî âëàãàíå.) Íåêà G å îã-
ðàíè÷åíà îáëàñò. Âëàãàíåòî H l(G) → H l−1(G), l ≥ 1 å êîìïàêòíî. (Áåç
äîêàçàòåëñòâî)

Îò òîçè ðåçóëòàò, êàòî ñëåäñòâèå âåäíàãà ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî, ÷å è
âëàãàíåòî H̊ l(G) → H̊ l−1(G), l ≥ 1 å êîìïàêòíî.

Ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ìîæå äà áúäå ïðîèçâîë-
íà, íî èçèñêâàíåòî çà îãðàíè÷åíîñò íà îáëàñòòà å ñúùåñòâåíî è áåç íåãî
òåîðåìàòà çà êîìïàêòíîòî âëàãàíå íå å âÿðíà, êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ
åäíîìåðåí ïðèìåð.

Âëàãàíåòî H1(−∞,∞) → H0(−∞,∞) = L2(−∞,∞) íå å êîìïàêòíî.
Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f0 ∈ C∞0 (−∞,∞), çà êîÿòî íîñèòåëÿò
é supp f0 ⊂ (0, 1). Íåêà ‖f0‖0 = ‖f0‖ = a > 0, ‖f0‖1 = b ≥ a.

Çà âñÿêî ν ≥ 1 äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå fν(x) = f0(x − ν), x ∈ (−∞,∞)
êàòî î÷åâèäíî ‖fν‖0 = a, ‖fν‖1 = b ∀ν, ò.å. ðåäèöàòà {fν} å îãðàíè÷åíà â
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H1(−∞,∞). Àêî âëàãàíåòî H1(−∞,∞) → H0(−∞,∞) å êîìïàêòíî, ðåäè-
öàòà {fν} òðÿáâà äà ïðèòåæàâà ñõîäÿùà â L2(−∞,∞) ïîäðåäèöà {fνµ} ñ
ãðàíèöà f . Íî òîãàâà îò ïîäðåäèöàòà {fνµ} ìîæåì äà èçáåðåì íîâà ïîä-
ðåäèöà {fνµk

}, ñõîäÿùà ïî÷òè íàâñÿêúäå êúì f . Òúé êàòî î÷åâèäíî òàçè
ïîäðåäèöà êëîíè çà ïî÷òè âñÿêî x ∈ (−∞,∞) êúì íóëà (âúðõó ïðîèçâîëåí
èíòåðâàë (α, β) âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà ñ íîìåðà k ≥ k0, êúäåòî k0 å
äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, ñà ðàâíè íà íóëà), òî f = 0 ïî÷òè íàâñÿêúäå è ‖f‖ = 0.
Îò äðóãà ñòðàíà, ‖fνµk

‖ → ‖f‖ ïðè k → ∞ è ñëåäîâàòåëíî ‖f‖ = a > 0 �
ïðîòèâîðå÷èå.
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