
5_1. Îïåðàòîðè çà óñðåäíÿâàíå.
Íåêà G å îáëàñò â Rm, à f ∈ L1(G). Ïðîäúëæåíèåòî íà f êàòî íóëà èçâúí

G ùå îçíà÷àâàìå ïàê ñúñ ñúùàòà áóêâà, êàòî ïî äåôèíèöèÿ f ∈ L1(Rm) è
èìàìå ∫

G

fdG =
∫

Rm

fdx.

Íàâñÿêúäå ïî-íàòàòúê ñ ω ùå îçíà÷àâàìå ôóíêöèÿòà

ω(x) =
{
C1e

− 1
1−|x|2 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1
,

êúäåòî êîíñòàíòàòà C1 > 0 å òàêà ïîäáðàíà, ÷å
∫

|x|<1

ω(x)dx = 1. Âúâåäåíàòà

ôóíêöèÿ ω èìà ñâîéñòâàòà

ω ∈ C∞0 (Rm), ω(x) ≥ 0, x ∈ Rm, suppω = {x : |x| ≤ 1}, ω(−x) = ω(x),
∫

Rm

ω(x)dx = 1.

Åäèíñòâåíî ãëàäêîñòòà íà ω ñå íóæäàå îò ïðîâåðêà. Ïî-íàòàòúê, êà-
òî êàçâàìå, ÷å åäíà ôóíêöèÿ å ãëàäêà, ùå ðàçáèðàìå, ÷å òÿ å áåçêðàéíî
ãëàäêà, ò.å. èìà íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä â ðàçãëåæäà-
íîòî ìíîæåñòâî (Rm â ñëó÷àÿ). Òúé êàòî ôóíêöèÿòà |x|2 = x2

1 + · · · + x2
m

å áåçêðàéíî ãëàäêà, òî ω å áåçêðàéíî ãëàäêà â îòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî
{|x| < 1} è âúâ âúíøíîñòòà ìó {|x| > 1}. Çà äà âèäèì, ÷å ω å ãëàäêà è
â îêîëíîñò íà òî÷êèòå îò åäèíè÷íàòà ñôåðà {|x| = 1}, ùå ñå âúçïîëçâà-
ìå îò íåéíàòà ðàäèàëíà ñèìåòðè÷íîñò è ùå ñâåäåì âúïðîñà äî èçñëåäâàíå
íà ãëàäêîñòòà íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà
h(t) =

{
e−

1
1−t , 0 < t < 1

0, 1 ≤ t
. Ïðîâåðåòå, ÷å h ∈ C∞(0,∞) êàòî óñòàíîâèòå,

÷å ïðè t = 1 ëåâèòå è äåñíèòå ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä ñúâïàäàò. Ñå-
ãà ãëàäêîñòòà íà ω(x) = C1h(|x|2) å î÷åâèäíà è â îêîëíîñò íà òî÷êèòå îò
åäèíè÷íàòà ñôåðà.

Ãðàôèêúò íà ôóíêöèÿòà ω â åäíîìåðíèÿ èëè äâóìåðíèÿ ñëó÷àé ïðèëè-
÷à íà êàìáàíà èëè øàïêà è çàòîâà ìàëêî ñâîáîäíî ÿ íàðè÷àìå ôóíêöèÿ-
òà øàïêà èëè êàìáàíîâèäíà ôóíêöèÿ. Íàïðàâåòå ðèñóíêà. Çà äà ïîëó÷èì
êàìáàíîâèäíà ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîëíî ðàçïîëîæåí ìàëúê íîñèòåë ìîäèôè-
öèðàìå ω è âúâåæäàìå

ωε(x) =
1
εm

ω(
y − x

ε
).
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Òàçè ôóíêöèÿ å ðàçëè÷íà îò íóëà ñàìî çà îíåçè x, çà êîèòî |y−xε | < 1, ò.å.
|y − x| < ε, êîåòî ïîêàçâà ÷å íîñèòåëÿò íà ωε å çàòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ ε
è öåíòúð â òî÷êàòà y, ò.å.

suppx ω(
y − x

ε
) = {x : |y − x| ≤ ε}.

Ìíîæèòåëÿò 1
εm å ñïåöèàëíî ïîäáðàí, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì

∫
Rm

ωε = 1. Íàèñ-

òèíà, àêî ïîëîæèì y−x
ε = z, ò.å. íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà x = y−εz

â èíòåãðàëà, ïîíåæå dx = εmdz, çà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî y ∈ Rm ïîñëåäî-
âàòåëíî ïîëó÷àâàìå

∫

Rm

ωε =
1
εm

∫

Rm

ω(
y − x

ε
)dx =

1
εm

∫

Rm

ω(z)εmdz =
∫

Rm

ω(z)dz = 1.

Ïîñëåäíîòî ñâîéñòâî íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå òàçè ôóíêöèÿ êàòî òåãëî
ïðè óñðåäíÿâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f â ε-îêîëíîñò íà y.

Çà ôóíêöèèòå f ∈ L1(G) âúâåæäàìå èíòåãðàëíèÿ îïåðàòîð

Jεf(y) = fε(y) =
1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)f(x)dG.

fε å êðàòêî îçíà÷åíèå çà Jεf . ×èñëîòî Jεf(y) å óñðåäíåíàòà ñòîéíîñò íà
ôóíêöèÿòà f â ε-îêîëíîñò íà òî÷êà y. Ïî ãîðíàòà ôîðìóëà íà ôóíêöèÿòà
f ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿòà fε. Ôóíêöèÿòà

ωε(x) =
1
εm

ω(
y − x

ε
)

íàðè÷àìå óñðåäíÿâàùî ÿäðî. Ïîðàäè ñïîìåíàòîòî ïî-ãîðå ñâîéñòâî íà íîñè-
òåëÿ é ïî x, ïðè ïðåñìÿòàíå íà fε(y) èíòåãðèðàìå ôóíêöèÿòà f ñàìî âúðõó
êúëáîòî Bε(y) = {x : |y − x| < ε} ñ öåíòúð y è ðàäèóñ ε. Èçâúí íåãî ÿäðîòî
å íóëà.

Òúé êàòî f ∈ L1(G) ïðîäúëæåíà êàòî 0 èçâúí G çàïàçâà êëàñà ñè, ò.å.
f ∈ L1(Rm), òî

Jεf(y) = fε(y) =
1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)f(x)dG =

1
εm

∫

Rm

ω(
y − x

ε
)f(x)dx.

Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë èìà ñìèñúë è çà f ∈ Lloc1 (Rm). Ñëåäîâàòåëíî èíòåã-
ðàëíèÿò îïåðàòîð å äîáðå äåôèíèðàí çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ Lloc1 (Rm).

Àêî ïðîäúëæèì ôóíêöèÿòà f ∈ L2(G) êàòî 0 èçâúí G, òÿ ñúùî çàïàçâà
êëàñà ñè, ò.å. f ∈ L2(Rm). Âúðõó âñÿêî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî K íà Rm
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ôóíêöèÿòà òúæäåñòâåíî ðàâíà íà 1 è ôóíêöèÿòà f ñà ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò
è ïîðàäè î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî

|f(x)| = |1 · f(x)| = 1
2
· 12 +

1
2
|f(x)|2, x ∈ K

èçìåðèìàòà ôóíêöèÿ f ïðèòåæàâà ñóìèðóåìà ìàæîðàíòà âK è ñëåäîâàòåë-
íî å ëîêàëíî ñóìèðóåìà â Rm, ò.å. f ∈ Lloc1 (Rm) è èíòåãðàëíèÿò îïåðàòîð å
äîáðå äåôèíèðàí.

Ëåìà. Óñðåäíåíèåòî fε íà åäíà ôóíêöèÿ f ∈ Lloc1 (Rm) å íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ â öÿëîòî Rm, ò.å. fε ∈ C(Rm).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè ôèêñèðàíî ε ÿäðîòî ω(y−xε ) íà èíòåãðàëíèÿ îïåðà-
òîð å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ íà x è y, êàòî íåêà |ω(y−xε )| ≤ C1, x, y ∈ Rm.

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì fε ∈ C(B), êúäåòî B = {|y0 − y| < R} å
ïðîèçâîëíî îòâîðåíî êúëáî. Çà y ∈ B íîñèòåëÿò ïî x íà ÿäðîòî ñå ñúäúðæà
â ïî-ãîëÿìîòî çàòâîðåíî êúëáî {|y0 − x| ≤ R+ ε}, ò.å.

suppx ω(
y − x

ε
) ⊂ {|y0 − x| ≤ R+ ε}.

Íåêà χ(x) =
{

1, x ∈ {|y0 − x| ≤ R+ ε}
0, x ∈ Rm\{|y0 − x| ≤ R+ ε} å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ

íà òîâà êúëáî. Îò f ∈ Lloc1 (Rm) èìàìå, ÷å χf ∈ L1(Rm). Ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ å èçìåðèìà ôóíêöèÿ è å íåïðåêúñíàòà ïî y çà ïî÷òè âñÿêî x ∈ Rm.

Ïðè y ∈ B ôóíêöèÿòà C1|χf | å ñóìèðóåìà ìàæîðàíòà íà ïîäèíòåãðàë-
íàòà ôóíêöèÿ, ò.å.

|ω(
y − x

ε
)f(x)| ≤ C1|χf |.

Îò ñâîéñòâàòà íà èíòåãðàëèòå çàâèñåùè îò ïàðàìåòúð ïîëó÷àâàìå, ÷å fε ∈
C(B) è íåïðåêúñíàòîñòòà íà óñðåäíåíàòà ôóíêöèÿ å óñòàíîâåíà.

Ñëåä ôîðìàëíî äèôåðåíöèðàíå ïî ïàðàìåòúðà y ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà
èìàìå

∂αy fε(y) =
1
εm

∫

G

∂αy ω(
y − x

ε
)f(x)dG =

1
εm

∫

Rm

∂αy ω(
y − x

ε
)f(x)dx

Ïðè ôèêñèðàíî ε çà y ∈ B ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç îòíîâî èìà ñóìèðóåìà
ìàæîðàíòà

|∂αy ω(
y − x

ε
)f(x)| ≤ C2|χf |.

Îò ñâîéñòâàòà íà èíòåãðàëèòå çàâèñåùè îò ïàðàìåòúð ïîëó÷àâàìå, ÷å ôîð-
ìàëíîòî äèôåðåíöèðàíå å çàêîííî è ∂αy fε ∈ C(B), ò.å. ∂αy fε ∈ C(Rm) çà
ïðîèçâîëåí ìóëòèèíäåêñ α.

Íàïðàâåíèòå ðàçãëåæäàíèÿ äîêàçâàò ñëåäíàòà

3



Ëåìà.Àêî f ∈ L1(G) (L2(G) èëè Lloc1 (Rm)), òî fε ∈ C∞(Rm) è ïðîèçâîä-
íèòå íà òàçè ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå ñ äèôåðåíöèðàíå ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà
ïî ãîðíàòà ôîðìóëà.

Çà åäíî ìíîæåñòâî M ⊂ Rm äà îçíà÷èì ñ Mδ ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè,
ðàçñòîÿíèåòî îò êîèòî äî M å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî îò δ, ò.å. Mδ = {x :
ρ(M,x) ≤ δ}. Ïðîâåðåòå, ÷å Mδ å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êàêâîòî è äà áúäå
ìíîæåñòâîòî M . Mδ ùå íàðè÷àìå δ-îêîëíîñò íà M .

Äåôèíèöèÿ. Íîñèòåë íà åäíà ôóíêöèÿ f ∈ Lloc1 (Rm) íàðè÷àìå äî-
ïúëíåíèåòî äî G íà íàé-ãîëÿìîòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî, â êîåòî f å ïî÷òè
íàâñÿêúäå ðàâíà íà íóëà.

Çà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ òàçè äåôèíèöèÿ å åêâèâàëåíòíà íà èçïîëçâà-
íàòà äîñåãà. Íàïîìíÿìå, ÷å íîñèòåë íà åäíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íàðè-
÷àìå çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè, â êîèòî ôóíêöèÿòà å
ðàçëè÷íà îò íóëà.

Íîñèòåëÿò íà óñðåäíåíàòà ôóíêöèÿ ñå ñúäúðæà â ε-îêîëíîñò íà íîñèòå-
ëÿ íà f , ò.å.

supp fε ⊂ (supp f)ε.

Íàèñòèíà, àêî åäíà òî÷êà y å íà ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò ε îò íîñèòåëÿ íà f ,
òî êúëáîòî ñ öåíòúð y è ðàäèóñ ε, â êîåòî å íîñèòåëÿò ïî x íà ÿäðîòî íà èí-
òåãðàëíèÿ îïåðàòîð è íîñèòåëÿò íà f íÿìàò îáùè òî÷êè è ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ å ðàâíà íà íóëà, ò.å. fε(y) = 0.

Óñòàíîâèõìå, ÷å ïðè óñðåäíÿâàíå ñ áåçêðàéíî ãëàäêî ÿäðî ïîëó÷àâàìå
ãëàäêà ôóíêöèÿ, çàùîòî îñîáåíîñòèòå íà óñðåäíÿâàíàòà ôóíêöèÿ ñå çàã-
ëàæäàò. Òîâà âåäíàãà íè äàâà âúçìîæíîñò çà êîíñòðóèðàíå íà áåçêðàéíî
ãëàäêè ôóíêöèè ñ ïîäõîäÿùî ðàçïîëîæåí íîñèòåë. Íåêà D ⊂ Rm å ïðîèç-
âîëíî ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åíî èëè íåîãðàíè÷åíî. Ùå ïîêàæåì êàê ñå êîíñ-
òðóèðà áåçêðàéíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, êîÿòî å ðàâíà íà åäèíèöà â ε-îêîëíîñò
Dε íà D è å ðàâíà íà íóëà èçâúí 3ε-îêîëíîñò D3ε íà D.

Íåêà ôóíêöèÿòà χ =
{

1, x ∈ D2ε

0, x ∈ Rm\D2ε
å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ

íà 2ε-îêîëíîñò íà ìíîæåñòâîòîD. Òÿ å ëîêàëíî ñóìèðóåìà, çàùîòî ìíîæåñ-
òâîòî D2ε å çàòâîðåíî è ñëåäîâàòåëíî èçìåðèìî. Êàòî ÿ óñðåäíèì ñ ðàäèóñ
íà óñðåäíåíèåòî ε, ïîëó÷àâàìå íóæíàòà íè ãëàäêà ôóíêöèÿ

ϕ(y) = χε(y) =
1
εm

∫

Rm

ω(
y − x

ε
)χ(x)dx =

1
εm

∫

D2ε

ω(
y − x

ε
)dx,

êàòî î÷åâèäíî ϕ ∈ C∞(Rm) è suppϕ = D3ε, ϕ|Dε = 1. Íàèñòèíà, àêî y ∈ Dε,
òî èíòåãðèðàìå ïî êúëáîòî Bε(y) ⊂ D2ε è âúðõó íåãî õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ χ å åäèíèöà, ñëåäîâàòåëíî è èíòåãðàëúò å ðàâåí íà åäèíèöà. Àêî
y 6∈ D3ε, òî èíòåãðèðàìå âúðõó êúëáîòî Bε(y), êúäåòî ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ å ðàâíà íà íóëà. Íàïðàâåòå ðèñóíêà.
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Ìíîãî ÷åñòî, èñêàéêè äà óñòàíîâèì ñ ëîêàëíè ðàçãëåæäàíèÿ â îáëàñò
D ⊂ G íÿêàêâî ñâîéñòâî íà ôóíêöèÿòà f : G → R ÿ óìíîæàâàìå ñ ãëàä-
êà ôóíêöèÿ ψ ∈ C∞(Rm), êîÿòî å ðàâíà íà 1 â îêîëíîñò íà D, ðàâíà å
íà 0 èçâúí ìàëêî ïî-ãîëÿìà îêîëíîñò íà D è âìåñòî f ðàçãëåæäàìå ïðî-
èçâåäåíèåòî ψf . Ôóíêöèÿòà ψ íàðè÷àìå ñ èçðàçèòåëíîòî èìå �ñðÿçâàùà�
ôóíêöèÿ.

Çà äà óñòàíîâèì íÿêàêâî ñâîéñòâî íà f ñ ëîêàëíè ðàçãëåæäàíèÿ â îò-
äåëíèòå ïîäîáëàñòè íà G, èçïîëçâàìå ñðÿçâàùè ôóíêöèè ñ íîñèòåëè â òå-
çè ïîäîáëàñòè, êîèòî îáðàçóâàò òàêà íàðå÷åíîòî �ðàçëàãàíå (ðàçáèâàíå) íà
åäèíèöàòà ïîä÷èíåíî íà ïîêðèòèå ñ îòâîðåíè ìíîæåñòâà�.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ñåìåéñòâîòî îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà {Ui}i∈I ,
êúäåòî I å ìíîæåñòâî îò èíäåêñè ñ ïðîèçâîëíà ïðèðîäà, èìàùî ïðîèçâîëíà
ìîùíîñò, å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî A, àêî A ⊂

⋃

i∈I
Ui.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà {Ui}Ni=1 å êðàéíî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîìïàêò-

íîòî ìíîæåñòâî K, ò.å. K ⊂
N⋃

i=1

Ui. Êàçâàìå, ÷å ñåìåéñòâîòî îò áåçêðàéíî

ãëàäêè ôèíèòíè ôóíêöèè {ϕi}Ni=1 å ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà ïîä÷èíåíî íà
îòâîðåíîòî ïîêðèòèå {Ui}Ni=1 àêî:

ϕi ∈ C∞0 (Ui), ϕi ≥ 0, i = 1, . . . , N,

N∑

i=1

ϕi = 1 â îêîëíîñò íà K.

Òåîðåìà (çà ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà). Çà âñÿêî êðàéíî îòâîðåíî
ïîêðèòèå íà åäíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rm ñúùåñòâóâà ïîä÷èíåíî íà
íåãî ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Ui}Ni=1 å êðàéíî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîìïàê-

òíîòî ìíîæåñòâî K, ò.å. K ⊂
N⋃

i=1

Ui. Ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì

êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà Ki ⊂ Ui, êîèòî ñúùî ïîêðèâàò K, ò.å. K ⊂
N⋃

i=1

Ki.

Íàèñòèíà, çà âñÿêà òî÷êà x ñúùåñòâóâà i0 ≤ N , òàêîâà ÷å x ∈ Ui0 . Íåêà
B(x) å òîëêîâà ìàëêî îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð â òî÷êà x, ÷å çàòâîðåíîòî
êúëáî B(x) ⊂ Ui0 . Îáåäèíåíèåòî íà òåçè îòâîðåíè êúëáà î÷åâèäíî ïîêðèâà
êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî K è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå

{B(xi)}ki=1, K ⊂
k⋃

i=1

B(xi). Ñåãà Ki îïðåäåëÿìå êàòî îáåäèíåíèå îò îíåçè

çàòâîðåíè êúëáà B(xj), êîèòî ñå ñúäúðæàò â Ui, ò.å. Ki =
⋃

B(xj)⊂Ui

B(xj).
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Èçïîëçâàéêè óñðåäíÿâàíå, êàêòî áå ïîêàçàíî ïî-ãîðå ìîæåì äà ïîñòðîèì
ôóíêöèèè ψi ∈ C∞0 (Ui), ðàâíè íà åäèíèöà â îêîëíîñò íà Ki. Î÷åâèäíî
ñóìàòà

N∑
i=1

ψi(x) > 0 â îêîëíîñò íà K è å ðàâíà íà 0 èçâúí ìàëêî ïî-
ãîëÿìà îêîëíîñò. Äîïúëíèòåëíî ïîñòðîÿâàìå ôóíêöèÿ ψ0, êîÿòî å åäèíè-
öà, êúäåòî

N∑
i=1

ψi(x) = 0 è å ðàâíà íà 0 â îêîëíîñò íà K. Î÷åâèäíî èìàìå

ψ(x) =
N∑
i=0

ψi(x) > 0. Ñåãà òúðñåíèòå ôóíêöèè îò ðàçëàãàíåòî íà åäèíèöàòà

äåôèíèðàìå êàòî ϕi(x) = ψi(x)
ψ(x) . Òúé êàòî

N∑

i=1

ϕi(x) =

N∑
i=1

ψi(x)

N∑
i=0

ψi(x)
,

òî ñóìàòà íà òåçè ôóíêöèè å åäèíèöà â îíàçè îêîëíîñò íàK, â êîÿòî ψ0(x) =
0 è òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Àêî åäíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, â ìàëêà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà
òÿ ìàëêî ñå èçìåíÿ, è àêî óñðåäíèì îêîëî òàçè òî÷êà ñ ìàëúê ðàäèóñ íà
óñðåäíåíèå, ùå ïîëó÷èì ñòîéíîñò áëèçêà äî òàçè â òî÷êàòà. Âîäåíè îò òàêè-
âà ñúîáðàæåíèÿ î÷àêâàìå, ÷å ïðè íàìàëÿâàíå íà ðàäèóñà íà óñðåäíÿâàíå,
óñðåäíåíàòà ôóíêöèÿ ùå áúäå ïî-áëèçêà äî ïúðâîíà÷àëíàòà. Ïúðâèÿò àï-
ðîêñèìàòèâåí ðåçóëòàò â òîâà íàïðàâëåíèå å ñëåäíàòà

Ëåìà. Íåêà f ∈ C(G) è K å ïðîèçâîëíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà G.
Òîãàâà fε êëîíè êúì f ïðè ε→ 0 ðàâíîìåðíî âúðõó K.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà y ∈ K è ε < r = ρ(K, ∂G) äà îáðàçóâàìå ðàçëèêàòà

fε(y)− f(y) =
1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)f(x)dG− f(y)

1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)dG =

=
1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)(f(x)− f(y))dG =

1
εm

∫

|y−x|<ε

ω(
y − x

ε
)(f(x)− f(y))dG.

Äà ðàçãëåäàìå êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî F = K r
2

= {x ∈ Rm : ρ(x,K) ≤ r
2},

K ⊂ F ⊂ G. Íàïðàâåòå ðèñóíêà. Ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà è ñëåäîâàòåë-
íî ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â F , ò.å çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà òàêîâà r0,
÷å |f(x)− f(y)| < δ çà âñè÷êè x, y ∈ F , çà êîèòî |x− y| < r0. Ñëåäîâàòåëíî
ïðè âñè÷êè ε < min(r0, r2 ) çà y ∈ K èìàìå

|fε(y)− f(y)| ≤ 1
εm

∫

|y−x|<ε

ω(
y − x

ε
)|f(x)− f(y)|dG ≤ δ

1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)dG = δ
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è ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò âúðõó K å äîêàçàíà.
Ñåãà ùå óñòàíîâèì, ÷å âúâåäåíèÿò èíòåãðàëåí óñðåäíÿâàù îïåðàòîð å

îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð Jε : Lp(G) → Lp(G) ïðè p ≥ 1, p ∈ R, ñ íîðìà
åäèíèöà è Jεf = fε àïðîêñèìèðà f ïî íîðìàòà ‖f‖Lp(G) = (

∫
G

|f |p) 1
p â Lp(G).

Ðàçáèðà ñå, ëèíåéíîñòòà íà îïåðàòîðà å î÷åâèäíà.
Òåîðåìà. à) Çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ Lp(G) è Jεf ∈ Lp(G) è å â

ñèëà îöåíêàòà
‖fε‖Lp(G) ≤ ‖f‖Lp(G) ∀f ∈ Lp(G).

á) fε → f â Lp(G) ïðè ε→ 0, ò.å.

‖fε − f‖Lp(G) → 0 ïðè ε→ 0 ∀f ∈ Lp(G).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà çà L2(G), ò.å. çà p = 2. Òâúð-
äåíèå çà L1(G) ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî, íî ìàëêî ïî-ïðîñòî è ãî îñòàâÿìå
çà óïðàæíåíèå. Ðåçóëòàòúò çà ïðîèçâîëíî p > 1 ñå äîêàçâà ñ ïîìîùòà íà
íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð.

à) Íàé-íàïðåä ùå îöåíèì

|fε(y)| ≤ 1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)|f(x)|dG =

=
1
εm

∫

G

(
ω(
y − x

ε
)
) 1

2
((
ω(
y − x

ε
)
) 1

2 |f(x)|
)
dG.

Ñåãà ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè è ïîëó÷àâàìå

|fε(y)|2 ≤ 1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)dG

1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)|f(x)|2dG.

Òúé êàòî ïúðâèÿò èíòåãðàë íå íàäìèíàâà åäèíèöà, òî

|fε(y)|2 ≤ 1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)|f(x)|2dG.

Ñåãà èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî ïî y âúðõó G è ñëåä ñìÿíà â ðåäà
íà èíòåãðèðàíåòî ïîëó÷àâàìå

‖fε‖2L2(G) =
∫

G

|fε(y)|2dy ≤ 1
εm

∫

G

(∫

G

ω(
y − x

ε
)|f(x)|2dx

)
dy =

=
∫

G

( 1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)dy

)
|f(x)|2dx ≤

∫

G

|f(x)|2dx = ‖f‖2L2(G),
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êàòî îòíîâî èçïîëçâàõìå, ÷å èíòåãðàëúò â ñêîáèòå íå íàäìèíàâà åäèíèöà.
Ñìÿíàòà â ðåäà íà èíòåãðèðàíåòî å çàêîííà ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ôóáèíè,
òúé êàòî ñïîðåä îáðàòíàòà òåîðåìà íà Ôóáèíè 1

εmω|f |2 e ñóìèðóåìà ôóí-
êöèÿ ïî x è y åäíîâðåìåííî, çàùîòî å íåîòðèöàòåëíà è âòîðèÿò êðàòåí
èíòåãðàë îò íåÿ â ãîðíàòà âåðèãà ðàâåíñòâà ñúùåñòâóâà. Ñëåä êîðåíóâàíå
ïîëó÷àâàìå èñêàíàòà îöåíêà.

á) Àêî f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòåí íîñèòåë, ò.å. f ∈ C0(G),
òî ñïîðåä ãîðíàòà ëåìà fε → f ðàâíîìåðíî â G ïðè ε→ 0. Îò ðàâíîìåðíàòà
ñõîäèìîñò ñëåäâà è ñõîäèìîñò ïî íîðìà â L2(G) è ñâîéñòâî á) å ïðîâåðåíî
â òîçè ñïåöèàëåí ñëó÷àé.

Íåêà f ∈ L2(G) è δ > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. C0(G) å íàâñÿêúäå
ãúñòî ïîäìíîæåñòâî íà L2(G), ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ
ϕ ∈ C0(G), ÷å ‖f − ϕ‖L2(G) < δ. Èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíè-
êà ïîëó÷àâàìå

‖fε − f‖L2(G) = ‖(fε − ϕε) + (ϕε − ϕ) + (ϕ− f)‖L2(G) ≤

≤ ‖fε − ϕε‖L2(G) + ‖ϕε − ϕ‖L2(G) + ‖ϕ− f‖L2(G)

Îò îöåíêàòà â òî÷êà à) èìàìå

‖fε − ϕε‖L2(G) = ‖(f − ϕ)ε‖L2(G) ≤ ‖f − ϕ‖L2(G) < δ.

Êàòî ñëåäñòâèå îò âå÷å äîêàçàíîòî ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî ε0, ÷å çà âñè÷êè
ε ≤ ε0 èìàìå ‖ϕε − ϕ‖L2(G) < δ è ñëåäîâàòåëíî

‖fε − f‖L2(G) < 3δ,

êîåòî äîêàçâà, ÷å èñêàíàòà ñõîäèìîñò å íàëèöå.
Ëåìà. Ãëàäêèòå ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë îò C∞0 (G) ñà íàâñÿêúäå

ãúñòî â Lp(G) ïðè p ≥ 1.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà δ > 0. Çíàåì, ÷å C0(G) å íàâñÿêúäå ãúñòî â Lp(G).

Ñëåäîâàòåëíî, àêî f ∈ Lp(G), òî ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ ϕ ∈ C0(G), ÷å
‖f −ϕ‖Lp(G) < δ. Ñúãëàñíî òåîðåìàòà, çà äîñòàòú÷íî ìàëêî ε > 0 ùå èìàìå
ϕε ∈ C∞0 (G) è ‖ϕε − ϕ‖Lp(G) < δ. Òîãàâà

‖f − ϕε‖Lp(G) ≤ ‖f − ϕ‖Lp(G) + ‖ϕ− ϕε‖Lp(G) < 2δ,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.
Ëåìà. Àêî f ∈ Lloc1 (G) è çà âñè÷êè ïðîáíè ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (G) èìàìå

∫

G

fϕdG = 0

òî f = 0 ï.í. (ïî÷òè íàâñÿêúäå) â G.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å f = 0 ï.í. â ïðîèçâîëíî
èçáðàíî ìàëêî êúëáî Bδ(z) ñ öåíòúð â ïðîèçâîëíà òî÷êà z. Áåç îãðàíè÷å-
íè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å äîðè çàòâîðåíîòî êúëáî
K = B2δ(z) ñå ñúäúðæà â îáëàñòòà G. Òúé êàòî K å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî,
òî f ∈ L1(K) = L1(B2δ(z)) è ‖fε − f‖L1(B2δ(z)) → 0 ïðè ε → 0. Ïîðàäè
î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî

0 ≤ ‖fε − f‖L1(Bδ(z)) ≤ ‖fε − f‖L1(B2δ(z))

ñëåäâà, ÷å è ‖fε−f‖L1(Bδ(z)) → 0 ïðè ε→ 0. Íî ïðè ε < δ çà y ∈ Bδ(z) ÿäðîòî
1
εmω(y−xε ) êàòî ôóíêöèÿ íà x å îò C∞0 (B2δ(z)) è ñúãëàñíî ïðåäïîëîæåíèåòî

fε(y) =
1
εm

∫

B2δ(z)

ω(
y − x

ε
)f(x)dG =

1
εm

∫

G

ω(
y − x

ε
)f(x)dG = 0,

ò.å. fε ≡ 0 â Bδ(z) è fε → f â L1(Bδ(z)) ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëíî f = 0 ï.í.
â Bδ(z), ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Àêî çà ëîêàëíî ñóìèðóåìèòå ôóíêöèè f, g ∈ Lloc1 (G) èìàìå
∫

G

fϕdG =
∫

G

gϕdG, ∀ ϕ ∈ C∞0 (G)

òî òå ñúâïàäàò ï.í., ò.å. f = g ï.í. â G.
Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ î÷åâèäíî å èçïúëíåíî

(f − g) ∈ Lloc1 (G),
∫

G

(f − g)ϕdG = 0 ∀ ϕ ∈ C∞0 (G)

è ñúãëàñíî ëåìàòà f − g = 0 ï.í., ò.å. f = g ï.í. â G.

5_2. Ãúñòîòà íà áåçêðàéíî ãëàäêèòå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàòà
íà Ñîáîëåâ.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæåòå ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä, ÷å çà u, v ∈ H1(G) ïðî-
èçâåäåíèåòî uv ïðèòåæàâà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà (uv)xi = uxiv + uvxi îò
L1(G).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæåòå, ÷å çà u, v ∈ H1
loc(G) ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà

ïðîèçâîäíà (uv)xi
= uxi

v + uvxi
îò Lloc1 (G).
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