
4. Îáîáùåíè ïðîèçâîäíè. Ïðîñòðàíñòâà íà Ñîáîëåâ. Ïúëíîòà.

Óâîä
Íàé-íàïðåä ùå âúâåäåì èêîíîìè÷íè è óäîáíè îçíà÷åíèÿ çà ÷àñòíèòå

ïðîèçâîäíè îò âèñîê ðåä. Èíòåðåñóâàìå ñå îò ôóíêöèè, ïðèòåæàâàùè íåï-
ðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè, ïîðàäè êîåòî ðåäúò íà äèôåðåíöèðàìå å íåñúùåñò-
âåí, òðÿáâà ñàìî äà óêàæåì ïî êîÿ ïðîìåíëèâà êîëêî ïúòè äèôåðåíöèðàìå.
Çà öåëòà èçïîëçâàìå ìóëòèèíäåêñè.

Äåôèíèöèÿ. Ìóëòèèíäåêñ íàðè÷àìå âñåêè âåêòîð α = (α1, α2, . . . , αm)
ñ öåëè íåîòðèöàòåëíè êîìïîíåíòè αi ≥ 0, (i = 1, . . . , m). Âúçïðèåìàìå ñëåä-
íèòå êðàòêè îçíà÷åíèÿ

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αm,

α! = α1!α2! . . . αm!,

∂α1+α2+···+αmu

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαm
m

= ∂αu,

êàòî |α| å ðåäà íà ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà,

xα1
1 xα2

2 . . . xαm
m = xα,

êàòî |α| å ñòåïåíòà íà åäíî÷ëåíà.
Íàïðèìåð ïðè m = 3 ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà ux1x1x3 = ∂αu, êúäåòî ìóë-

òèèíäåêñúò α = (2, 0, 1). Ñúñ ñúùèÿ ìóëòèèíäåêñ èìàìå x2
1x3 = xα.

Ïðèåìàìå, ÷å ïðè |α| = 0 èìàìå ∂αu = u. Ùå èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèåòî

α ≤ β,

êîãàòî
αi ≤ βi, i = 1, . . . ,m.

Íàïîìíÿìå, ÷å ñ Cl(G) îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè u, äå-
ôèíèðàíè â G, êîèòî ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè â G ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî
ðåä l âêëþ÷èòåëíî, ò.å. ∂αu ∈ C(G) çà âñåêè ìóëòèèíäåêñ α, |α| ≤ l, êúäåòî
G å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm.

Óäîáñòâîòî íà âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ âåäíàãà ñå âèæäà, àêî ãè èçïîëçâà-
ìå çà äà íàïèøåì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè,
íàïðèìåð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ âèäà íà Ïåàíî.

Òåîðåìà (Ôîðìóëà íà Òåéëîð). Àêî u ∈ Cl(BR(a)), òî å â ñèëà ïðåäñòà-
âÿíåòî

u(x) =
∑

|α|≤l

∂αu(a)
α!

(x− a)α + o(|x− a|l), ∀x ∈ BR(a),

êúäåòî BR(a) å m-ìåðíîòî êúëáî ñ öåíòúð a è ðàäèóñ R.
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Ñ âúâåæäàíåòî íà ìóëòèèíäåêñè ôîðìóëàòà íà Òåéëîð â ìíîãîìåðíèÿ
ñëó÷àé ñå çàïèñâà òî÷íî êàêòî çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Ïî-íàòàòúê ùå íè áúäå ïîëåçíî åäíî îáîáùåíèå íà ôîðìóëàòà íà Ëàéá-
íèö çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå. Íåêà u, v ∈ Cl(G) è |α| ≤ l. Êàòî
äèôåðåíöèðàìå, ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

(uv)x1 = ux1v + uvx1 ,

(uv)x1x1 = ux1x1v + 2ux1vx1 + uvx1x1 ,

(uv)x1x1x2 = ux1x1x2v +ux1x1vx2 +2ux1x2vx1 +2ux1vx1x2 +ux2vx1x1 +uvx1x1x2 .

Âèæäàìå, ÷å âñÿêî íîâî äèôåðåíöèðàíå ïàäà èëè âúðõó ëÿâàòà èëè âúð-
õó äÿñíàòà ñòðàíà íà êîå äà å ïðîèçâåäåíèå âúâ âå÷å ïîëó÷åíèÿ èçðàç. Ïî
èíäóêöèÿ ìîæåì äà ïîêàæåì, ÷å

∂α(uv) =
∑

β≤α

Cβ∂βu∂α−βv,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå Cβ çàâèñÿò ñàìî îò ìóëòèèíäåêñèòå α è β, íî íå
çàâèñÿò îò êîíêðåòíèòå ôóíêöèè u è v. Çà äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòà Cγ

ùå èçáåðåì u è v ïî ïîäõîäÿù íà÷èí, à èìåííî u = xγ , v = xα−γ . Òîãàâà

∂α(uv) = ∂αxα = α!,

∂γxγ = γ!, ∂α−γxα−γ = (α− γ)!.

ßñíî å, ÷å ∂βxγ 6= 0 ñàìî ïðè β ≤ γ, à ∂α−βxα−γ 6= 0 ñàìî ïðè α−β ≤ α− γ,
ò.å. β ≥ γ. Ñëåäîâàòåëíî ïðè çàìåñòâàíå â ãîðíàòà ôîðìóëà åäèíñòâåíîòî
ðàçëè÷íî îò íóëà ñúáèðàåìî îòäÿñíî ñå ïîëó÷àâà ïðè β = γ, ò.å.

α! = Cγγ!(α− γ)!,

îòêúäåòî íàìèðàìå
Cγ =

α!
γ!(α− γ)!

.

Ïî àíàëîãèÿ ñ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé âúâåæäàìå îáîáùåíèòå áèíîìíè êîåôè-
öèåíòè (

α

γ

)
=

α!
γ!(α− γ)!

è òàêà ñòèãàìå äî �ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö�

∂α(uv) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂βu∂α−βv.
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Ïðè âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ ñ ìóëòèèíäåêñè òÿ ñå çàïèñâà ïî åäèí è ñúù
íà÷èí â åäíîìåðíèÿ è ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé.

Ñëåä êàòî ïðèâèêíàõìå ñ èçïîëçâàíåòî íà ìóëòèèíäåêñè, äà âúâåäåì è
òàêà íàðå÷åíàòà ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Íàé-íàïðåä ùå íàïîì-
íèì èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè, îò êîÿòî òÿ å ñëåäñòâèå.

Íåêà G å îãðàíè÷åíà îáëàñò ñ ÷àñòè÷íî ãëàäêà ãðàíèöà ∂G = Γ, ò.å. ãðà-
íèöàòà Γ å ñóìà íà êðàåí áðîé ãëàäêè ïîâúðõíèíè, à n = n(x) å åäèíè÷íèÿò
âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð âúâ òî÷êà x ∈ Γ, êàòî n = (n1, n2, . . . , nm). Ìíîãî
÷åñòî çà êîìïîíåíòèòå íà íîðìàëíèÿ âåêòîð ñå èçïîëçâà è êëàñè÷åñêîòî
îçíà÷åíèå ni = cos(n, xi), i = 1, . . . ,m. Àêî Pi ∈ C(G), Pixi

∈ C(G), òî
∫

G

m∑

i=1

Pixi(x)dG =
∫

Γ

m∑

i=1

Pi(x)nidΓ.

Â òîçè ñè âèä ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè èìà õèäðîäèíàìè÷åí
ñìèñúë è ñ íåÿ ñà ñâúðçàíè îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò õèäðîäèíàìèêàòà è åëåêòðî-
äèíàìèêàòà. Íèå ùå ÿ èçïîëçâàìå ïðåäèìíî êàòî ñðåäñòâî çà ïðåîáðàçóâàíå
íà îáåìåí èíòåãðàë ñúñ ñïåöèàëíà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ â ïîâúðõíèíåí
èíòåãðàë. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñàìî Pi ≡ P 6≡ 0, à Pj ≡ 0, j 6= i. Òîãàâà
ãîðíàòà ôîðìóëà äîáèâà âèäà

∫

G

Pxi(x)dG =
∫

Γ

P (x)nidΓ.

Íåêà u, v ∈ C1(G) ∩ C(G). Òîãàâà, êàòî ïðèëîæèì ãîðíàòà ôîðìóëà
ïîëó÷àâàìå

∫

G

(uxiv + uvxi)dG =
∫

G

(uv)xidG =
∫

Γ

uvnidΓ.

ò.å. ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè
∫

G

uxivdG = −
∫

G

uvxidG +
∫

Γ

uvnidΓ,

êîÿòî ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî ìíîãîìåðåí àíàëîã íà ôîðìóëàòà çà
èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Àêî ïðîèçâåäåíèåòî uv å ðàâíî íà íóëà âúðõó ãðàíèöàòà Γ (íàïðèìåð,
àêî v|Γ = 0, èëè äîðè àêî ôóíêöèÿòà v å íóëà â îêîëíîñò íà ãðàíèöàòà Γ),
òî èíòåãðàëúò ïî ãðàíèöàòà å íóëà è ñòèãàìå äî ñëåäíèÿ ñïåöèàëåí âèä íà
ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

∫

G

uxivdG = −
∫

G

uvxidG.
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Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å G å íåîãðàíè÷åíà îáëàñò u ∈ C1(G) íî v ∈ C1
0 (G).

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà îòíîâî å âÿðíà, çàùîòî èíòåãðèðàíåòî å ñàìî âúðõó
íîñèòåëÿ íà v è ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà ñè ìèñëèì, ÷å
ïðèëàãàìå ãîðíàòà ôîðìóëà â îãðàíè÷åíà îáëàñò ñ ãëàäêà ãðàíèöà.

Äðóã íà÷èí äà ñå óáåäèì âúâ âåðíîñòòà íà ïîñëåäíàòà ôîðìóëà å äà
ÿ èçâåäåì, áåç äà ñå ïîçîâàâàìå íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè (ùå
èçïîëçâàìå ñàìî èäåÿòà, âúðõó êîÿòî ñå îñíîâàâà èçâîäúò íà ôîðìóëàòà íà
Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè, íî òúé êàòî íÿìà ãðàíè÷íè ÷ëåíîâå, âñè÷êî ùå ñòàíå
ïî-ïðîñòî). Íåêà ñè ìèñëèì, ÷å u è v ñà ïðîäúëæåíè êàòî íóëà èçâúí G.
Íåêà

Π = {x : aj < xj < bj , j = 1, . . . , m} = D × (ai, bi)

å êðàåí ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä, êîéòî ñúäúðæà íîñèòåëÿ íà v âúâ âúò-
ðåøíîñòòà ñè. Êàòî èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî íà îáåìíèÿ èíòåãðàë êàòî
êðàòåí è ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè îò åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ïîëó-
÷àâàìå

∫

G

uxivdG =
∫

Π

uxivdG =
∫

D




bi∫

ai

uxivdxi


 dD =

∫

D


−

bi∫

ai

uvxidxi


 dD = −

∫

Π

uvxidG = −
∫

G

uvxidG.

Íåêà G å îáëàñò, îãðàíè÷åíà èëè íåîãðàíè÷åíà, êàòî u ∈ Cl(G), ôóíê-
öèÿòà v ∈ Cl

0(G), à |α| ≤ l. Êàòî ïðèëîæèì ìíîãîêðàòíî ôîðìóëàòà çà
èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå

∫

G

(∂αu)vdG = (−1)|α|
∫

G

u∂αvdG.

Àêî ïîëîæèì w = ∂αu âèæäàìå, ÷å u è íåéíàòà êëàñè÷åñêà ïðîèçâîäíà
w óäîâëåòâîðÿâàò èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî

∫

G

u∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

wvdG

çà âñè÷êè ôóíêöèè v ∈ Cl
0(G). Ôîðìàëíî ïîãëåäíàòî èíòåãðàëèòå â äâåòå

ñòðàíè èìàò ñìèñúë çà ôóíêöèè u è w, êîèòî ñà ñóìèðóåìè âúðõó êîìïàê-
òíèòå ïîäìíîæåñòâà íà G (èíòåãðèðàìå ñàìî âúðõó íîñèòåëÿ íà v, êîéòî å
êîìïàêòíî ìíîæåñòâî).

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å èçìåðèìàòà ôóíêöèÿ f å ëîêàëíî ñóìèðóåìà
â G è ïèøåì f ∈ Lloc

1 (G), àêî f ∈ L1(K) çà âñÿêî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî
K íà G.
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Ãîðíîòî èíòåãðàëíî òúæäåñòâî íè ïîäñåùà äà äàäåì ñëåäíàòà äåôèíè-
öèÿ çà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å äèôåðåíöèðóåìà â
îáè÷àéíèÿ (êëàñè÷åñêè) ñìèñúë.

Îáîáùåíè ïðîèçâîäíè
Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f ∈ Lloc

1 (G) ïðèòåæàâà îáîáùåíà
ïðîèçâîäíà g ∈ Lloc

1 (G), àêî
∫

G

f∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

gvdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G). ∗

Ùå èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèåòî îï∂αf = g èëè ïðîñòî ∂αf = g, êîãàòî å ÿñíî,
÷å äèôåðåíöèðàíåòî ñå ðàçáèðà â îáîáùåí ñìèñúë.

Òúé êàòî ïðîâåðÿâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà, ïðîá-
âàéêè âåðíîñòòà íà èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî çà âñÿêà ôóíêöèÿ v ∈ C

|α|
0 (G),

îáùîïðèåòî å ôóíêöèèòå îò êëàñà C
|α|
0 (G) äà íàðè÷àìå ïðîáíè ôóíêöèè.

Êîãàòî ñå ïîÿâè êëþ÷îâàòà äóìà �ïðîáíà ôóíêöèÿ�, âåäíàãà òðÿáâà äà ðàç-
áèðàìå, ÷å ùå ïðîâåðÿâàìå âàëèäíîñòòà íà íÿêàêâî îòíîøåíèå (ðåëàöèÿ),
êàòî ïðîâåðÿâàìå âàëèäíîñòòà íà èíòåãðàëíî òúæäåñòâî çà âñåâúçìîæíèòå
ïðîáíè ôóíêöèè.

Íàé-íàïðåä äà îòãîâîðèì íà åñòåñòâåíèÿ âúïðîñ, äàëè îáîáùåíàòà ïðî-
èçâîäíà ∂αf = g å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Ùå íè áúäå íåîáõîäèìà ñëåäíàòà
ëåìà, êîÿòî ùå äîêàæåì ïî-íàòàòúê

Ëåìà. Íåêà f ∈ Lloc
1 (G) è å â ñèëà òúæäåñòâîòî

∫

G

fvdG = 0, ∀v ∈ C∞0 (G)

çà âñè÷êè áåçêðàéíî ãëàäêè ôèíèòíè ïðîáíè ôóíêöèè v. Òîãàâà ôóíêöèÿòà
f å ðàâíà íà íóëà ïî÷òè íàâñÿêúäå â G.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâà g1 ∈ Lloc
1 (G), êîÿòî ñúùî å îáîáùåíà

ïðîèçâîäíà îò ðåä α íà f , ò.å. â ñèëà å èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî
∫

G

f∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

g1vdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G).

Êàòî èçâàäèì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îò ∗ ïîëó÷àâàìå
∫

G

(g − g1)vdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G)

è ñúãëàñíî ëåìàòà g − g1 = 0 ï.í. (ïî÷òè íàâñÿêúäå â G), ò.å. g = g1 ï.í.,
êîåòî ïîêàçâà, ÷å îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ∂αf = g å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.
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Ñâîéñòâà íà îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè:
1. Îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ∂αf = g å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà îò

ôóíêöèÿòà f.
2. Ïðîèçâîäíàòà â êëàñè÷åñêè ñìèñúë å è îáîáùåíà ïðîèçâîäíà

è â ÷àñòíîñò êîÿ äà å îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà íà êîíñòàíòà å ðàâíà
íà íóëà.

Íàèñòèíà, àêî f ïðèòåæàâà êëàñè÷åñêà ïðîèçâîäíà ∂αf = g, òî êàêòî
âå÷å îòáåëÿçàõìå, ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå âàëèäíîñòà íà èíòåã-
ðàëíîòî òúæäåñòâî ∗ è ñëåäîâàòåëíî g å è îáîáùåíà ïðîèçâîäíà ∂αf = g
íà f.

3. Äèôåðåíöèðàíåòî â îáîáùåí ñìèñúë å ëèíåéíà îïåðàöèÿ, ò.å.

∂α(f1 + f2) = ∂αf1 + ∂αf2,

∂α(λf) = λ∂αf, λ ∈ R.

êàòî ðåëàöèèòå èìàò ñëåäíèÿ ñìèñúë. Àêî ñúùåñòâóâàò îáîáùå-
íèòå ïðîèçâîäíè â äåñíèòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâàòà, òî ñúùåñòâóâàò
è îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè â ëåâèòå ñòðàíè è ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñà
èçïúëíåíè ïî÷òè íàâñÿêúäå â G.

Ïðîâåðêàòà íà òîâà ñâîéñòâî èçâúðøâàìå, êàòî èçïîëçâàìå ëèíåéíîñòòà
íà èíòåãðàëà, ëèíåéíîñòòà íà îïåðàöèÿòà óìíîæåíèå ñ ôóíêöèÿ è åäíîç-
íà÷íàòà îïðåäåëåíîñò íà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà, ñúãëàñíî ñâîéñòâî 1. Íà-
èñòèíà, íåêà ñúùåñòâóâàò îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè ∂αf1 = g1 è ∂αf2 = g2.
Êàòî ñúáåðåì äåôèíèöèîííèòå òúæäåñòâà

∫

G

f1∂
αvdG = (−1)|α|

∫

G

g1vdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G)

è ∫

G

f2∂
αvdG = (−1)|α|

∫

G

g2vdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G)

ïîëó÷àâàìå
∫

G

(f1 + f2)∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

(g1 + g2)vdG, ∀v ∈ C
|α|
0 (G),

ò.å. ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ∂α(f1 + f2) = g1 + g2 = ∂αf1 +∂αf2.
Âòîðîòî ðàâåíñòâî ñå ïðîâåðÿâà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.

4. Ðåäúò íà äèôåðåíöèðàíå â îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà å íåñú-
ùåñòâåí.
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Òîâà å âúçïðèåòî ïî äåôèíèöèÿ, òúé êàòî çà ïðîáíèòå ôóíêöèè ðåäúò
íà äèôåðåíöèðàíå å íåñúùåñòâåí. Íàïðèìåð îïfx1x2 = îïfx2x1 çàùîòî

∫

G

fvx1x2dG =
∫

G

fvx2x1dG =
∫

G

gvdG, ∀v ∈ C2
0 (G).

Ñïåöèàëíî ùå îòáåëåæèì, ÷å ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà
∂αf ñå óñòàíîâÿâà íàïðàâî ÷ðåç ïðîâåðêà íà èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî çà
âñè÷êè ïðîáíè ôóíêöèè, à íå ñå èçâúðøâà ïîñëåäîâàòåëíî äèôåðåíöèðàíå,
òàêà ÷å ïðîèçâîäíèòå îò ïî-íèñúê ðåä ìîæå è äà íå ñúùåñòâóâàò.

5. Àêî ôóíêöèÿòà f ïðèòåæàâà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà ∂αf = g,
à g ïðèòåæàâà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà ∂βg = h, òî ôóíêöèÿòà f ïðè-
òåæàâà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà

∂α+βf = ∂β(∂αf) = h.

Çàáåëåæêà. Àêî ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ∂α+βf, òî îáîáùå-
íèòå ïðîèçâîäíè ∂αf èëè ∂βf ìîæå è äà íå ñúùåñòâóâàò.

Çà ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ v ∈ C
|α+β|
0 (G), êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å

∂βv ∈ C
|α|
0 (G) è |α + β| = |α|+ |β| ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

∫

G

f∂α+βvdG =
∫

G

f∂α(∂βv)dG = (−1)|α|
∫

G

g∂βvdG =

= (−1)|α|+|β|
∫

G

hvdG = (−1)|α+β|
∫

G

h∂vdG,

ñ êîåòî ñâîéñòâî 5 å äîêàçàíî.
6. Â äåôèíèöèÿòà íà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà å äîñòàòú÷íî äà

ðàçãëåæäàìå ñàìî ïðîáíè ôóíêöèè îò ïî-òÿñíîòî ïðîñòðàíñòâî
C∞0 (G) ⊂ C

|α|
0 (G), ò.å ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ å åêâèâàëåíòíà íà ãîðíàòà

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f ∈ Lloc
1 (G) ïðèòåæàâà îáîáùåíà

ïðîèçâîäíà g ∈ Lloc
1 (G), àêî

∫

G

f∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

gvdG, ∀v ∈ C∞0 (G). ∗∗

Î÷åâèäíî å, ÷å ùîì ∗ å èçïúëíåíî çà ôèíèòíè ïðîáíè ôóíêöèè ñ êðàéíà
ãëàäêîñò, òî å èçïúëíåíî è çà áåçêðàéíî ãëàäêè ôèíèòíè ïðîáíè ôóíêöèè,
ò.å. â ñèëà å ∗∗ . Îáðàòíîòî òâúðäåíèå óñòàíîâÿâàìå ñ ïîìîùòà íà ñëåäíàòà
àïðîêñèìàöèîííà ëåìà, êîÿòî ùå äîêàæåì ïî-íàòàòúê.
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Ëåìà. Çà âñÿêà ôóíêöèÿ v ∈ Cl
0(G) ñúùåñòâóâà àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà

îò ôóíêöèè vν ∈ C∞0 (G), âñè÷êè ñ íîñèòåë â íÿêàêâî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî
K, K ⊂ supp v ⊂ G, êàòî â íåãî èìàìå ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò ∂αvν ⇒ ∂αv
çà âñåêè ìóëòèèíäåêñ |α| ≤ l.

Íåêà v ∈ C
|α|
0 (G) è vν ∈ C∞0 (G), å ñúùåñòâóâàùàòà ñïîðåä ëåìàòà àï-

ðîêñèìèðàùà ðåäèöà. Ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå
∫

G

f∂αvνdG = (−1)|α|
∫

G

gvνdG.

Êàòî èçâúðøèì â òîâà ðàâåíñòâî ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ν →∞ ïîëó÷àâàìå
æåëàíîòî ðàâåíñòâî ∗. Íàèñòèíà

∣∣∣∣∣∣

∫

G

f∂α(v − vν)dG

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

K

f∂α(v − vν)dK

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

K

|f ||∂α(v − vν)|dK ≤

≤ max
K

|∂α(v − vν)|
∫

K

|f |dK → 0 ïðè ν →∞

ïîðàäè ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ïðîèçâîäíèòå âúðõó K. Àíàëîãè÷íî ñå
ïðîâåðÿâà, ÷å ∣∣∣∣∣∣

∫

G

g(v − vν)dG

∣∣∣∣∣∣
→ 0 ïðè ν →∞.

7. Àêî f ïðèòåæàâà îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè ∂α+βf = h è ∂αf = g,
òî g ïðèòåæàâà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà

∂βg = ∂β(∂αf) = ∂α+βf = h.

Òîâà ïðàâèëî ìîæåì äà èçêàæåì è òàêà: Àêî çà åäíà ôóíêöèÿ ñú-
ùåñòâóâà äàäåíà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà è ñúùåâðåìåííî îáîáùåíà
ïðîèçâîäíà îò ïî-íèñúê ðåä, òî ïðîèçâîäíàòà îò ïî-âèñîê ðåä å
îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâîäíàòà îò ïî-íèñúê ðåä, ò.å. ìîæå
äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïîëó÷åíà ñ ïîñëåäîâàòåëíî äèôåðåíöèðàíå ïî óêàçà-
íèÿ íà÷èí.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå
∫

G

f∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

gvdG, ∀v ∈ C∞0 (G).
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Â òîâà ðàâåíñòâî ïðîáíàòà ôóíêöèÿ èçáèðàìå îò âèäà v = ∂βw, êúäåòî
w ∈ C∞0 (G) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ è ïîëó÷àâàìå

∫

G

f∂α+βwdG = (−1)|α|
∫

G

g∂βwdG, ∀w ∈ C∞0 (G).

Ïî ïðåäïîëîæåíèå å â ñèëà è ðàâåíñòâîòî
∫

G

f∂α+βwdG = (−1)|α+β|
∫

G

hwdG, ∀w ∈ C∞0 (G).

Òúé êàòî |α + β| = |α|+ |β|, îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå
∫

G

g∂βwdG = (−1)|β|
∫

G

hwdG, ∀w ∈ C∞0 (G),

êîåòî èñêàõìå äà äîêàæåì.
8. Â ñèëà å ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèç-

âåäåíèå

(uf)xi = uxif + ufxi , u ∈ C1(G), f,îïfxi ∈ Lloc
1 (G)

è íåãîâîòî îáîáùåíèå

∂α(uf) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂βu∂α−βf,

êúäåòî u ∈ C |α|(G) è ñúùåñòâóâàò îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè ∂βf ∈
Lloc

1 (G) çà âñåêè ìóëòèèíäåêñ β ≤ α.
Ùå äîêàæåì ñàìî ïðàâèëîòî çà åäíîêðàòíî äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâå-

äåíèå. Íåãîâîòî îáîáùåíèå ñå ïðîâåðÿâà êàêòî â ñëó÷àÿ, êîãàòî ïðîèçâîä-
íèòå ñà êëàñè÷åñêè.

Íåêà v ∈ C1
0 (G) å ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ è u ∈ C1(G). Òîãàâà

(uv) ∈ C1
0 (G) ñúùî å ïðîáíà ôóíêöèÿ è ïîíåæå uvxi = (uv)xi − uxiv, ïîñëå-

äîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå
∫

G

(uf)vxi
dG =

∫

G

f(uvxi
)dG =

∫

G

f(uv)xi
dG−

∫

G

f(uxi
v)dG =

= −
∫

G

fxi(uv)dG−
∫

G

f(uxiv)dG = −
∫

G

(uxif + ufxi)vdG,

ò.å. ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå, â êîåòî åäèíèÿò îò ìíî-
æèòåëèòå å ãëàäêà ôóíêöèÿ å â ñèëà è ïðè äèôåðåíöèðàíå â îáîáùåí ñìè-
ñúë.
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Ñâîéñòâàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî â îáîáùåí ñìèñúë ñà àíàëîãè÷íè íà
ñâîéñòâàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî â êëàñè÷åñêè ñìèñúë. Åäíà îñíîâíà ðàç-
ëèêà å, ÷å äîêàòî ñúùåñòâóâàíåòî íà êëàñè÷åñêà ïðîèçâîäíà ñå óñòàíîâÿâà
ïîòî÷êîâî, ò.å. çà âñÿêà òî÷êà îò îáëàñòòà è ìîæåì äà ãîâîðèì çà ñúùåñòâó-
âàíåòî íà êëàñè÷åñêàòà ïðîèçâîäíà â òî÷êà, òî ïîíÿòèåòî îáîáùåíà ïðîèç-
âîäíà â òî÷êà íÿìà ñìèñúë, çàùîòî êàêòî ôóíêöèÿòà êîÿòî äèôåðåíöèðàìå,
òàêà è ôóíêöèÿòà, êîÿòî å íåéíà ïðîèçâîäíà, ñà äåôèíèðàíè ïî÷òè íàâñÿ-
êúäå, ò.å. íå ñà äåôèíèðàíè èëè ïðèåìàíàòà ñòîéíîñò å áåç çíà÷åíèå âúðõó
ïîäìíîæåñòâî íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò ñ ëåáåãîâà ìÿðêà íóëà (íàïðèìåð
êðàéíèòå è èçáðîèìèòå ìíîæåñòâà îò òî÷êè èìàò ëåáåãîâà ìÿðêà íóëà, òî÷-
êèòå îò åäíà ÷àñòè÷íî ãëàäêà (n − 1)-ìåðíà ïîâúðõíèíà èìàò â n-ìåðíîòî
ïðîñòðàíñòâî (îáåìíà) ëåáåãîâà ìÿðêà íóëà). Ìàêàð, ÷å ìîæå è äà íå å
äåôèíèðàíà â êîíêðåòíà òî÷êà, ñòîéíîñòòà íà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà â
îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà ñå îïðåäåëÿ îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà â òàçè
îêîëíîñò, ò.å. íàëèöå å òàêà íàðå÷åíîòî �ñâîéñòâî ëîêàëíîñò� íà äèôåðåí-
öèðàíåòî íå ñàìî â êëàñè÷åñêè, íî è â îáîáùåí ñìèñúë. Ñ äðóãè äóìè è
îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè ñå ïðåñìÿòàò ëîêàëíî, ò.å. â îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷-
êà. Ñëåäâàùèòå äâå ñâîéñòâà ðàçãëåæäàò òîçè àñïåêò íà äèôåðåíöèðàíåòî.

9. Àêî g = ∂αf ∈ Lloc
1 (G) å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà f ∈ Lloc

1 (G)
â îáëàñòòà G, òî g ∈ Lloc

1 (D) å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà îò ðåä α íà
f ∈ Lloc

1 (D) è âúâ âñÿêà ïîäîáëàñò D ⊂ G.
Òîâà òâúðäåíèå î÷åâèäíî å âÿðíî, çàùîòî àêî äåôèíèöèîííîòî òúæäåñ-

òâî ∗ å èçïúëíåíî çà ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ C∞0 (G) ñ íîñèòåëè â G, òî å
èçïúëíåíî è çà êëàñà îò ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ C∞0 (D) ñ íîñèòåëè â D.

10. Íåêà f, g ∈ Lloc
1 (G) è âñÿêà òî÷êà x ∈ G ïðèòåæàâà îêîëíîñò

Ux, â êîÿòî g å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà f îò ðåä α, ò.å. îï∂αf = g
â Ux. Òîãàâà g å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà f îò ðåä α è â öÿëàòà
îáëàñò G.

Åëåìåíòàðíàòà ïðîâåðêà íà òîâà ñâîéñòâî ñå îñíîâàâà íà âàæíîòî â ïî-
äîáåí ðîä âúïðîñè �ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà, ïîä÷èíåíî íà ïîêðèòèå ñ îòâî-
ðåíè ìíîæåñòâà�.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ñåìåéñòâîòî îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà {Ui}i∈I ,
êúäåòî I å ìíîæåñòâî îò èíäåêñè ñ ïðîèçâîëíà ïðèðîäà, èìàùî ïðîèçâîëíà
ìîùíîñò, å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî A, àêî A ⊂

⋃

i∈I

Ui.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà {Ui}N
i=1 å êðàéíî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîìïàêò-

íîòî ìíîæåñòâî K, ò.å. K ⊂
N⋃

i=1

Ui. Êàçâàìå, ÷å ñåìåéñòâîòî îò áåçêðàéíî

ãëàäêè ôèíèòíè ôóíêöèè {ϕi}N
i=1 å ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà ïîä÷èíåíî íà

îòâîðåíîòî ïîêðèòèå àêî:

ϕi ∈ C∞0 (Ui), ϕi ≥ 0, i = 1, . . . , N,
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N∑

i=1

ϕi = 1 â îêîëíîñò íà K.

Íàãîòîâî ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò, êîéòî ñêîðî ùå áúäå äîêàçàí,
êàòî èçïîëçâàìå îïåðàòîðè çà îñðåäíÿâàíå.

Òåîðåìà (çà ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà). Çà âñÿêî êðàéíî ïîêðèòèå íà
åäíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rm ñúùåñòâóâà ïîä÷èíåíî íà íåãî ðàçëàãàíå
íà åäèíèöàòà.

Ïðîâåðêà íà ñâîéñòâî 10. Íåêà v ∈ C∞0 (G) å ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíê-
öèÿ. Äà îçíà÷èì ñ K íîñèòåëÿ é. Òîé ñå ïîêðèâà îò îáåäèíåíèåòî íà îêîë-
íîñòèòå Ux, â êîèòî îï∂αf = g, ò.å. K ⊂

⋃

x∈K

Ux. Òúé êàòî K å êîìïàêò-

íî ìíîæåñòâî, ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé îò òåçè îêîëíîñòè {Ux1 , . . . , UxN
},

êîèòî ñúùî ãî ïîêðèâàò, ò.å. K ⊂
N⋃

i=1

Uxi . Íåêà {ϕi}N
i=1 å ðàçëàãàíåòî íà

åäèíèöàòà, ïîä÷èíåíî íà îòâîðåíîòî ïîêðèòèå {Uxi
}N

i=1 íà K. Çà ïðîáíàòà
ôóíêöèÿ (ϕiv) ∈ C∞0 (Uxi) ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå

∫

G

f∂α(ϕiv)dG = (−1)|α|
∫

G

g(ϕiv)dG, i = 1, . . . , N.

Êàòî ñóìèðàìå òåçè ðàâåíñòâà è èçïîëçâàìå ëèíåéíîñòòà íà èíòåãðàëà è
äèôåðåíöèðàíåòî â êëàñè÷åñêè ñìèñúë, ïîëó÷àâàìå

∫

G

f∂α((
N∑

i=1

ϕi)v)dG = (−1)|α|
∫

G

g(
N∑

i=1

ϕi)vdG,

îòêúäåòî ñëåäâà èíòåãðàëíîòî ðàâåíñòâî ∗∗, òúé êàòî èíòåãðèðàìå ñàìî
âúðõó K, à òàì èìàìå

N∑
i=1

ϕi = 1.

Îùå âåäíúæ äà êàæåì êàêâî íàïðàâèõìå. Êàòî èçïîëçâàõìå ðàçëàãàíå
íà åäèíèöàòà äîêàçàõìå, ÷å àêî óñòàíîâèì ëîêàëíî (â îêîëíîñò íà òî÷êà),
÷å g å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà f, òî òîâà ñâîéñòâî å íàëèöå è ãëîáàëíî (â
öÿëàòà îáëàñò G). Ðàçëàãàíåòî íà åäèíèöàòà âúðøè äîáðà ðàáîòà è â ìíîãî
äðóãè ñëó÷àè, êîãàòî äîêàçâàìå, ÷å åäíî ãëîáàëíî ñâîéñòâî å èçïúëíåíî,
êàòî íàé-íàïðåä ãî óñòàíîâèì ëîêàëíî (â îêîëíîñò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà).

Ïðèìåðè:
Ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ôóíêöèè äåôèíèðàíè â ðàâíèíàòà, ò.å. G = R2.
Äîêàæåòå, èçïîëçâàéêè äåôèíèöèÿòà, ÷å ñúùåñòâóâàò îáîáùåíèòå ïðî-

èçâîäíè
(|x1|)x1 = signx1 è (|x1|)x2 = 0,
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äîêàòî â êëàñè÷åñêè ñìèñúë ôóíêöèÿòà f(x) = x1 íÿìà ïðîèçâîäíà ïî x1

ïðè x1 = 0.
Ñúãëàñíî ñâîéñòâî 9, àêî f(x) = x1 èìà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà ïî x1

â öÿëàòà ðàâíèíà, òî òÿ å íåéíà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà è â ïîëóðàâíèíàòà
{x1 > 0}. Òàì òÿ ñúâïàäà ñ ïðîèçâîäíàòà â êëàñè÷åñêè ñìèñúë è å ðàâíà
íà åäèíèöà. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàòà â ëÿâàòà ïîëóðàâíèíà {x1 < 0} å
ðàâíà íà −1. Ïðàâàòà {x1 = 0} èìà ëåáåãîâà ðàâíèííà ìÿðêà íóëà è âúð-
õó íåÿ îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ìîæå äà ïðèåìà êàêâèòî è äà å ñòîéíîñòè.
Çà îïðåäåëåíîñò ïðèåìàìå, ÷å òàì îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà å ðàâíà íà íóëà.
È òàêà, ñ ïîìîùòà íà ñâîéñòâî 9 îòêðèõìå êîÿ å îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà,
àêî ñúùåñòâóâà. Íå ìîæåì äà ïðèëîæèì ñâîéñòâî 10, çàùîòî çàñåãà ñìå
óñòàíîâèëè ëîêàëíî ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà ñàìî â îêîë-
íîñò íà òî÷êèòå îò ëÿâàòà è äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà, íî íå è â îêîëíîñò íà
òî÷êèòå âúðõó ïðàâàòà {x1 = 0}. Íàëàãà ñå äà ïðîâåðèì äåôèíèöèîííîòî
èíòåãðàëíî òúæäåñòâî çà ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíà ïðîèçâîäíà, ïðè òî-
âà íàïðàâî çà öÿëàòà ðàâíèíà (íå å íóæíî äà ñå ïîçîâàâàìå â ñëó÷àÿ íà
ñâîéñòâî 10).

Äîêàæåòå, ÷å íå ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà (signx1)x1 , íî ñú-
ùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà (signx1)x2 = 0.

Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà (signx1)x1x2 = 0, íî
íå ñúùåñòâóâà (signx1)x1 .

Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà
(signx1 + signx2)x1x2 = 0,

íî íå ñúùåñòâóâàò îáîáùåíèòå ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä (signx1 +signx2)x1

è (signx1 + signx2)x2 .

Ïðîñòðàíñòâà íà Ñîáîëåâ. Ïúëíîòà
Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò å è

ëîêàëíî ñóìèðóåìà, ò.å.
f ∈ L2(G) =⇒ f ∈ Lloc

1 (G).

Òîâà ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å àêî K å îãðàíè÷åíî èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî
íà Rm, òî

f ∈ L2(K) =⇒ f ∈ L1(K).

Â K òúæäåñòâåíî ðàâíàòà íà åäèíèöà ôóíêöèÿ å ñóìèðóåìà, à ñúùî èìà
ñóìèðóåì êâàäðàò. Íî òîãàâà è ïðîèçâåäåíèåòî f · 1 å ñóìèðóåìà ôóíêöèÿ
è å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè, ò.å. f = f · 1 å ñóìèðóåìà
ôóíêöèÿ è

∣∣∣∣∣∣

∫

K

fdK

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

K

(f · 1)dK

∣∣∣∣∣∣
≤

√√√√
∫

K

1dK

√√√√
∫

K

f2dK.
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Íåêà G å îáëàñò â Rm, îãðàíè÷åíà èëè íåîãðàíè÷åíà, à l ≥ 0 å íåîòðè-
öàòåëíî öÿëî ÷èñëî.

Äåôèíèöèÿ. Ïðîñòðàíñòâî íà Ñîáîëåâ H l(G) íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè ôóíêöèè ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò â G, êîèòî ïðèòåæàâàò â G îáîáùåíè
ïðîèçâîäíè ñúñ ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò äî ðåä l âêëþ÷èòåëíî, ò.å.

H l(G) =
{
f ∈ L2(G) : ∃ îï∂αf ∈ L2(G), |α| ≤ l

}
.

Ïðîñòðàíñòâîòî H l(G) å ëèíåéíî è â íåãî âúâåæäàìå íîðìà

‖f‖l = ‖f‖l,G =
√ ∑

|α|≤l

‖∂αf‖2 =

√√√√
∫

G

∑

|α|≤l

|∂αf |2dG,

êîÿòî î÷åâèäíî ñå ïîðàæäà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

(f, g)l = (f, g)l,G =
∫

G

∑

|α|≤l

∂αf∂αgdG.

Íàïîìíÿìå, ÷å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è íîðìàòà â L2(G) îçíà÷àâàìå ñ
(·, ·) è ‖ · ‖ ñúîòâåòíî. Î÷åâèäíî H0(G) = L2(G).

Òåîðåìà. H l(G) å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà óñòàíîâèì ñàìî, ÷å H l(G) å ïúëíî ïðîñòðàíñò-

âî. Íåêà fj ∈ H l(G), j = 1, 2, . . . å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà, ò.å. ‖fi−fj‖l → 0,
i, j →∞. Íî òîãàâà ‖∂αfi−∂αfj‖ → 0, i, j →∞ ïðè |α| ≤ l, ò.å. ∂αfj å ôóí-
äàìåíòàëíà ðåäèöà â L2(G) è èìà ãðàíèöà fα. Â ÷àñòíîñò fj èìà â L2(G)
ãðàíèöà f. Ùå äîêàæåì, ÷å fα = îï∂αf, |α| ≤ l, ò.å. f ∈ H l(G). Íåêà
v ∈ C∞0 (G) å ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå

∫

G

fj∂
αvdG = (−1)|α|

∫

G

∂αfjvdG

è êàòî èçâúðøèì â òîâà èíòåãðàëíî òúæäåñòâî ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè j →∞
ïîëó÷àâàìå ∫

G

f∂αvdG = (−1)|α|
∫

G

fαvdG

ò.å. fα å îáîáùåíà ïðîèçâîäíà íà f îò ðåä α. Ïðè ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä èçïîë-
çâàõìå, ÷å ñ ïîìîùòà íà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè

∣∣∣∣∣∣

∫

G

(fj − f)∂αvdG

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖fj − f‖‖∂αv‖ → 0 ïðè j →∞
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è ∣∣∣∣∣∣

∫

G

(∂αfj − fα)vdG

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖∂αfj − fα‖‖v‖ → 0 ïðè j →∞.

Âå÷å óñòàíîâèõìå, ÷å f ∈ H l(G). Òÿ å ãðàíèöà â H l(G) íà ôóíäàìåíòàë-
íàòà ðåäèöà fj , çàùîòî î÷åâèäíî èìàìå

‖fj − f‖2l =
∑

|α|≤l

‖∂α(fj − f)‖2 → 0 ïðè j →∞.

Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
Ïðîñòðàíñòâîòî íà Ñîáîëåâ H̊ l(G) äåôèíèðàìå êàòî çàòâîðåíàòà îáâèâ-

êà â H l(G) íà C∞0 (G). Òî î÷åâèäíî å ïúëíî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ
íîðìàòà è ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà H l(G).
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