
здщчи по кмсическд ЦИЩРЕНЦИАЈЩД гвомдтвия

І. Нека векторната функция ч(о) еС*(І) _ докажете, че
{ч(Ц)ј=сопзІ тогава и само тогава когато ~/ч'=0.

2. Нека вектооната функция ч(ц) еС"°' (п=0 и цяло) в Цц-оо 5<г
докажете, че за всяко Це! е в сила фоомумзта

І дћо“

ч(о) = ч(о„) + 5%[%д(о-оо) + ... +%_:-%‡1(о-о„)*'°' + п (о) (о-о.„)"°' ,

където ц (о) е дефинирано и непрекъсната в 1 и цщ›--д;;‡›о.
.х

3. Нека векторната функция МЦ) ЕС: (І). докажете, че:
а) ако за всяко Це! ч(о) е успореден на постоянна права, то

ч(о) ›<»“(ц) :О за всяко ае! . _
а) ако ч(ц) .-0 _ с_ъ_*;„,_.и.ї„:1}..:›;;‡{тц3,,=г>«-~~-=. за всяко ц«-31 , то

чдоё е успор-Еїенюнаїтостоянна права за всяко цел _

4 Нека вектооната функция ч(о)еС*(І). докажете, че:
а) ако ч(о) е успореден на постоянна равнина за всяко огёї,

то ч(о)\«"(о) ч"(Ц) :О за всяко Це! .
6) ако ч(о) ›<ч'(Ц) „О и ч(о) ч'(ц) \Ј'(о) :О за всяко

оеї, то ч(ц) е успореден на постоянна равнина за всяко Це! _

5. дадена е линията с. :-<,=соз3о, ›<,=зїп3о, к3=соз2о (0<о<::/2). да
се намерят;

а) дължината на с ;
6) дължината на дъгата с„ върху мнията с от точката

А(::/3) до точката В(:т/4) .

6. Нека с: к=к(о), Це! е 3-кратно гладка правилна крива да се
докаже, че тя е оавнинна тогава и само тогава, когато
к'(0) к"(«1)х*"(о) =0 за всяко Це! . о ~



7. дадени са уравненията

а) к *+›<_2=І0,
К=,:4'К.,:=25;

6) ›<.*+›<д‡+><;*=9,
›< :*:~:дд=3.

на линията с, (с,), представена с уравнения а), (6)) да се намерят
тангентата и нормалната равнина през точката г1(І,3,-4) (РЦ2, І ,ЗИ

В. да се намерят скаларните и векторните инварианти, правите и
равнините на придружаващия триедър на следните криви ( а, о са
константи): '

а) к;=а сово ›<д=а вїпо к,„=в ц, -== < о < == ,
6) ›<,=соз3о ›<д=з1п‡о ›<,=сов2о 0<а<л/2 ,
в)><.=аспо ›<,=азћо ›<,=ас1 -==<о<<›=,
г) к,=о- вїпц н2=1-соео ><;=з1пц -х < о < == ,
д) к.: 2 Ц :›<д= Іп Ц :›<,,:ц‡ ц;›СЈ \ _

4'

_ Ј9 дадена е кривата с. =а соео, ›<д=а вто, ><3=ао о, ае! аа, о
сопа-1.). от произволн;шщљ автт'тат;„тї
посока към центъра на кривината нанасямв отсечка г1г1 с
постоянна дължина о. когато М описва С _. точката И описва
кривата с._ да се определи о по такъв начин, че кривите с и С
да притежават едно от следните 4 свойства-

аЈ да имат една и съща кривина;
6) да имат една и съща торзия по абсолютна стойност,
в)да имат взаимно перпендикулярни тангенти;
г) тангентата на с, в точката г1. да е успоредно на

аинормалата на с в И.

10. Сдфера 5. с радиус 2І2 е пресечена с кръговия цилиндър Ѕ_,
чийто диаметър е равен на радиуса на сферата и една от
образуващите му минава през центъра на сферата. Пресечнај'а.ь;.риеа
на Ѕ, их 5: се нарича крива на Вивиани да се намерят

а) параметрични уравнения на кривата на Еїивиани;
6) кривината на кривата и да се провери има ли кривата то-ни

на изправяне;



в) торзията на кривата, равнинните точки и дъгите вътрку които
торзията запазва знака си

г) триедъра на Шрене в равнинните точки и точките на
самопресичане

11, даденате кривата с к =зтп2о, :<:=1-сов2ц, :<3=2соз-Ј, ос!
да се докаже, че тя лежи върху сфера с уравнение ц ‡+ц,.‡+у‡‡=4
И ЧЕ НЕ 9 ІЈВВНИННЕ ДВ СВ НВМВІЈЯТ ППОЕКЦИИТВ Нб КОИВВТ8 ВЬПХУ
координатните равнини.

12. Оскулачните равнини на 3-кратно гладка правилна крива са
успоредни на дадена права. да се докаже, че кривата е равнинна

13. дадена е кривата ›<.=а(с|- вто), ›<,=о(І-соев) ›<,=4а з1п(о/2),
дет От всяка точка на кривата по главната нормала е нанесена към
вдъланатата й част отсечка с дължина с|=4а‡`>; . да се намери
уравнението на кривата образувана от втория край на тази отсечка
да се докаже че тя е равнина и да се определи равнината, в която
тя лежи

14. Бинормалите на 4-кратно гладка пространствено правилна крива
пресичат постояно права да се намерят естествени уравнения на
кривата, ако т=а, аз-сопвт ” `

тб. Нека с: ><=›<&з), зе! п-кратно гладка (п>4) правилна крива аез
равнинни точки. От произволна точка И на с по бинормалата в
полжителна посока е нанесена отсечка с дължина 1/1: до точка г1*.
Когато Г1 описва с, И* описва линията с* . да се намерят
естествените уравнения на кривата с , ако се знае, че с* е права
линия.

16. Кризата с има естествени уравнения да/з,т=о/з (а и о са
константи, 0 < з < === Ј. да се намерят координатни параметрични
уравнения на с спрямо произволна координатна система

П. Между точките на две правилни криви с и с. е установено
биективно съответствие, така, че в съответните точки главните
нормали на с са аинормали на с,. да се докаже, че за кривината
и торзията на кривата с е изпълнено равенството у=›».(у°+ 1-3),



/7

1/2

където ›.=сопзІ е разстоянието между съответните точки на с и
С.

18 НЕК8 ПОНВИАНВТЕ КОИВ15 С 9 5'КП_ВТН0 ГАВДКВ И ВСИЧКИ НЕЙНИ
Јректифицируеми равнини минават през една точка А, да се докаже,
че т/'х=а$+р, където а и о Сб КОНСТВНТИ.

19. кривата с е зададена с векторно параметрично уравнение
›<=аЈт(о)›<т'(о) Ја, сет, където а е константа, а т(о) е
векторно функция от клас
Іт(о)І=І, Іт'(о)І‡0 за ЦЕІ, да
постоянна.

Сї, удволетворяваща условията
се докаже, че торзията на с е

20. да се докаже, че всяка 3~кратно гладка правилна крива с с
постояно торзия може да се зададе с векторно параметрично
уравнение от вида ›<=а Ј' т(о)›<т'(о) а о , ое|, където а е
константа, а гп(о'Ј е векторно Функция от клас С`.
удволетворяваща условията }т(ЦЈї=І, 1т'(Ц)ї-0.

31 Една 3-кратно гладка правилна крива с сег нарича витлова линия
когато тангентите и във всяка точка сключват постоянен ъгъл с една
постоянна посока "г

да се докаже, че ако една
____ ____‡____,.-..._.ц.-а›-.__---____,. _.._. _ -

3-кратно гладка правилна крива
ППИТЕЖЅВВ ЕДНО ОТ СЩВДНИТЕ' 5 СВОИСТВЕ;

В) ДОПИІЈНТЕЦНИТВ И ВЪВ ВСЯКВ ТОЧКВ СКМОЧВВТ ПОСТОЯНЕН ЪГЬЛ С
ЕДНО ГЮСТОЯННВ ПОСОКВЈ

5) ЙИНОПМВАИТЕ И ВЪВ ВСЯКВ ТОЧКБ СКАЮЧВВТ ПОСТОЯНЕН ЪГЪА С
ЗДНВ ПОСТОЯННЕІ ПСІСОКЕ _.

В) ГАВВНИТВ НОПМВАИ Нб КПИВЕТЕ СО УСГЮІЈВДНИ На ПОІЈТОЯННЕІ
ПЅВНИНВ,

Г) ОТНОШЕНИЕТСІ НВ ТЩЈЗИЯТВ И КІЈИВИНБТВ НЕ КОИВНТВ 8
постоянно,

Д) смесеното произведение х" ›<'“' к“ :О ,
ТО ТЯ ППИТЕЧЖВБВ И 0СТбН‡З.^.ИТ9 4 СЕЮИСТВ0

да се докаже, че кривата с: ><,=е", к,=е'°, ›<,=(2)“*‡о, о-51
е витлова линия и да -.те намерят уравнения на цилиндри-.тната
повърхнина върху която тя лквжи.



23. Между точките на две 3-кратно гладки правилни криви с и с.
е установено биективно съответствие, така, че в съответните точки
главните нормали на с са главни нормали и на с.. (т.е. с и с,
са криви на Бертран). да се докаже, че:

а)разстоянието между съответните точкина с и с. е
постоянно,

ъгълът между 1: и 8, в съответните точки е постоянен,
%съществува линеина връзка между кривината и торзията на

всякадот кривите с и с, .

аа докажете, че една крива е крива на Бертран точно тогава,
когато кривината и торзията и удоволетворяват равенството
А;;+Вт=С, където А, В и С са константин (А,В)н(0,0).

їада се докаже, за 3~кратно гладка правилна пространствено
крива с с постоянна кривина ут., винаги съществува крива с*,
такава, че с и с* са криви на Бертран. В частния случай, когато
с не е обикновена винтова линия, с* е пространствено крива със
същата кривина у*=;<,„ . В този случай кривите с и с*
притежават следните свойстват '

а) Всяка една от тези криви е геометричното място на
центровете на кривината на другата, _” __,_

6) в сгъоттветлнитеточки"`Р"`:и Р* еекторите т и †.* са
перпен кулярни,

жнормалната равнина на с в Р съвпада с оскулачната
равнина на С* в Р*.
ШїСёфдаден е роят прави В определен с точка
к (е° созо - л(ц)з1по, е°зтпо + Мо) созо, е“ Ј и вектор
1(-1/(3)'”созо, -І/(3)'”‡'з1по,(2/3)“ ), Жп) ЕС' (І), ае! . да се
определи функцията ›к.(о), така, че роят да бъде развиваем и да се
се намери централната му линия.

27. дадена е 2-параметричната система от прави
О, 1 :=<,:о :<,+у, ><;=у ;-:,+и3/'3, (и,у)Е0. При каква зависимост
между о и у тези прави образуват развиваем рой. да се намери
пресечната крива на този рои с равнината Оня, и централната му
линия.



128. да се докаже, че необходимо и достатачно условие една 3-
кратно гладка правилна пространствено крива да е крива на Бертран
или оаща витлова линия е да сътществува права 9, неизменно
свързана с подвижния триедър на кривата, успоредно на
ректифициращата равнина, която да образува развиваем рой.

29. да се намерят координатни параметрични уравнения на
равнинните криви, зададени със следните естествени уравнения;
а) І2=з*/а + а,
6) Е=а2г‡Ѕ,

(а=сопзІ)

30. Нека с: х=х(з) е 4-кратно гладка равнинна крива с еволюта
с*. да се докаже, че

а) ако Х е монотонна неанулираща се функция, то с* е
гладка крива,

6) ако 1 е монотонна функция, за която съществува точка
во така, че ›;(з,,)=0 то с* се разпада на две гладки криви (за
в<з,, и з>з,, Ј;

в) ако 1 има локален екстремум в точката з„,, то точката,
съответна на в,„ е особена точка за с*. '

31. да се изразят кривината и' дължината на дъгата на еволютата
с* на даденат равнинна крива с във функция на дължината на
дъгата з икривината Х на дадената крива.

32. да се намерят еволютите на
а) елипсата к, =а созо, к,= о вто , 0 5 ост ,
б) астроидата х, =а соззо, ›<,= ІЈ вїпзо , дет.

33. дадени са: п-кратно гкадката линия с: к=х(о), ЦЕІ, вектор у
и точка Не , такива, че х(о)›=к„ , х(о)›<у.-о, където ›<„=0г1„ , да се
намерят:

а) уравнения на цилиндричната повърхнина 5, с направляващо
крива с и образуващи, успоредни на у ,

6) образът на 5, върху Гаусовата сфера;
в) уравнение на коничната повърхнина 5, с връх М, и

направляващо линия с,



г) допирателната равнина към 52 в произволна точка на
направляващата линия с, при условие, че х'(о)><(х(ц)-но )‡о в
тази точка.

34. В равнината Оххз са дадени линията с: х, =Г(ЦЈ.. х3=д(о),
ЦЕІ. `

а) да се намери ротационната повърхнина, която се получава
при пълното завъртане на с около оста дхз ,

б) да се докаже, че нормалата на тази повърхнина в
произволна нейна точка лежи в равнина, минаваща през
ротационната ос.

в) в частният случаи с: х,=2+з1по , х3=о да се намери
образът на ротационната повърхнина върху Гаусовата сфера,

35. да се намерят ротационните повърхнини, получени при пълното
завъртане около Ох, на следните криви:

а) трактрисата с, : х,=а ето и , х3=а Іп то и/2+а совы ,
Овца:/2 ,

б) верижката ст : х. ={аг'2).(е“”°+е'““°), х, :Ц
в) окръжността аз :х, =а+а созо , х3=а зїп Ц, 0Ѕо<2л, о>а>0 ,
г) с, : х, =е“ сови, х:,=е“ зїп и, х3= е“ -:›<›<ы<=к .

)
36. Намерете първата основна форма на ротацоинната повърхнина

Ѕ: х,=ы соз у, х,=о зтп у, х,= Пи) , и еп, 0<у-5 2и, ге-3 СІ
Проверете, че мвридианите и паралелите и образуват ортогонална
мрежа. Намерете линиите, които разполовяват ъглите между
мвридианите и паралелите.

37. дадено е семейството повырхнини Ѕ,,,: х, =ц соз у , х,=и вїп у ,
х‡_= 1'(ы) + ср(у) , (иж) е 0, Т, ср е Е) . да се определи онази
повърхнина 5 е ЗИ, която има свойствата:

а) нормалите и секат Ох, ,
б) ортогоналните проекции върху 0х,х,_, на ортогоналните

траектории на линиите с,: о+у=у от 5 са логаритмични спирали с
един и същи параметър общ полюс-началото на координатната
система Окксхз.

38. даден е хеликоида Ѕ 1 х,=ы вт у, х,,=ы сову, х3= у, (и,у) е ІІЈ



Намерете:
а) първата основна форма на Ѕ ,
б) лицето на криволинейния триъгълник Овивзп у, Озчауо

Вћрху 5,
в) дължините на страните и ъглите на този триъгълник

39. Намерете нормалната кривина на произволно нормално сечение
на параболоида Ѕ : (х,2г*а*) + (х,2/о2)=х3 в началото 0 на
координатната система 0х,х,х,.

40. дадена е повърхнината 5 : х,=и2+ч , х,=и3+иу , х,= и'*+(2/3)и2'~'.
(и,у) е 0

а) да се намерят праволинеините образуващи на повърхнината,
б) да се докаже, че оскулачната равнина във всяка точка на

кривата у=0 съвпада с допирателната равнина към повърхнината
в тази точка, Ъ

в) да се намерят асимптотичните линии на 5 и ортогоналните
проекции върху равнината 0х,х, на онези асимптотичните линии,
които минават през точката д(3‡/2, 3/2, 4/3).

41. Намерете повърхнина Ѕ: х3=Р(х.,><,)_ чиито системи
асимптотични линии с, дч___ са пресечни1е__л,тЩи_и_,на_„ 5
съответнос повърхнинините Ѕ, : кг =а, 5; : х, ї(х,)=о .

42. Повърхнината Ѕ е образувана от главните нормали на 3-кратно
гладката правилна пространствено крива с. докажете, че с е
асимптотична линия на Ѕ.

43. Уравнвниятя х,=и, х,=у, х,=1'(ц,у), в които Т е Функция на
произведението иу и е най-малко двукратно гладка, когато и и у
се менят в областа 0, определят повърхнина Ѕ. да се определи
( по такъв начин, че едната система асимптотични линии на 5 да
се проектира ортогонално върху равнината Ох, ха в 1-системата
от линии с_ : х, = л х,'*. да се определи втората система
асимптотични линии.

44. да се намери параметрично представяне на повърхнината
5: х._‡я,= а кг* , а= сопзї, при което параметричната мрежа да се
състои от асимптотичните линии на Ѕ.



45. дадена е повърхнината Ѕ : х,=ы сое у , изви зїпу , х3= ву ,
о=сопЅ1,(и,\›)Е Е). да се намерят:

а) лининиите на кривините на Ѕ _
б) асимптотичните линиии на. 5.
в) Гаусовата и средната кривина на Ѕ.
г) главните радиуси на кривината на Ѕ .

да се определи характера на точките на повъхнината 5 .

46. да се определи характера на точките на повъхнината

5: х3=Г((х,2-›<,2)'”2), Теб” , |х, [>|х2|

47. докажете, че ако Ѕ : х=х(и,у) , (иди) е 0 е 3-кратно гладка
повъхнина, съставена само от параблични точки, то тя е развиваема.

48. Намерете линиите на кривина на повърхнината
5 :хз = агсћд (х,Хх,).

-49. Намерете Гаусовата кривина на повърхнината
5: е*= = втп (х,2+х,2). '

__ _ `-_- ---____. _ _...‡ -- -- ~-'

50. Намерете ротационна повърхнина с нулева средна кривина.

51. Намерете торзията на асимптотичните линии на повърхнината
З: 2х3=кх„2+2пх, х,+о хј , к,ћ,о-константи.

52. докажете, че ако асимптотичната линия с върху повърхнината
5 се явява и линия на кривина, то нормалата към 5 в точките на
с има постоянно направление, а Гаусовата кривина на 5 в точките
Нд С В ІЈВВНВ На Нудб.

53. Нека 5 е двукратно гладка повърхнина с Гаусова кривина
К<0. да се докаже, че ако двойката асимптотични линии на 5 е
произволна нейна точка се пресичт под постоянен ъгъл 6 , то К и
Н удволетворяват уравнението К сос* о + Н* ен? а =0. ,



54. Намерете геодезичната кривина и нормалната кривина на
витловата .линия х.:а созд х,=а етно х3=о Ц, дет , ако
тя лежи върху:

а) хеликоида 5: х,=и созу, х2=ы зтпу, х3= о у , (н,у) е 0,
р=сопет,

б) цилиндъра 5 _ х.=а сову , х2=а втпу , хо: о , (т_1,у) Е Ех,
а=сопзт,

55. да се намери ковариантната производно на полето

К- сос из (1- ‡\ до линията с' и'+и2-0 въ х... Ч ., + 2 , _ [Ј 31'.аи ди Ј

х, = зїп и' соз ог
а) сферата 5: х,_,= сое и' соз од*

х3= зтп из

1›<.: Т + С, Ц:
б) равнината 5 : хз = ' + сг иї'

743 = СЗ ЬР ЈШСІЈСП1.4га_..
+++

51'Ш'Ш'

|^'„\-_-

С__С +

56. да се докаже, -че панел-елникят -прен-волна--в-ек.т.ор„.1{. по.. крива .в
равнината- не зависи от кривата, а само от началната точка .е и
крайната точка В и представлява транслация в равнината на
вектора Н от точка д до точка Б.

5? да се намери паралелния пренос по произволен меридиан на
сферата от северния полюс Н до южния полюс 5 на сферата.

58. Върху повърхнината
5 : х, :Ц сову, х,=ы вїпу , х,=1гт(ы+(и2-1)“‡`), {и,у) е 0

да се намери геодезичната линия с , която минава през точката
ИОІІЗ, 0,1п(2+3'”2)), и се допира до вектора р(1, 3). л

59. Нека Ѕ : х=х1Іц,у) , (н,у) (5 0 е двукратно гладкаловърхнина и
с: о=н(Ц), у=.-у(ЦЈ, ЩЕ! в двукратно гладка линия върху нея. докажете,
ЧЕ'

81' С Е! бСЪ'1|'~'|ПТЕ1ТИ'-ІНЕ АИНІ-'1Я ТОГЂВВ И СЗМО ТОГВВВ, КОГЕТІЈ ТЯ 8
И.†к|г'І ППВВВ, ЕМИ КІЈИВЂ ВЪВ ВСЯКВ ТОЧКЕ Нд КОЯТО ОСКЪМВЧНЅТЕІ ПВВНИНЕ
СЪВПІЗДВ _С ДОПИПЕТЕМНЕТВ ІЈВВНИНН НВ 5 В ТЕЗИ ТС1Ч|<б.



5) С В ГВОДЕРЗИ'-(Нд .ЦИНИЯ ТОГВВВ И Сбї'-'Ю ТОГЕІВЂ, КОГВТО ТЯ В ИМЧ
ППВВ8, И/АИ КПИВ8 ВЪВ ВСЯКЕ1 ТСІЧКЕІ НЕ КОЯТО ОСРІ},›'/18ЧН8ТгЗ ВЕВНИНВ В
НОПМВДНН НЕ ДППИІЈІЗТВДНЗТЕ [ЈВВНИНВ НЕ 5 В ТЕЗИ ТО'-(Кб.

60. Повърхнината 5 е образувана от биноргиадите на 3~кратно
г.-хадка правилна крива с. докажете, че с е геодезична .чиния за
5 .

51. КВКВО МОЖЕМ Дб КГВЖЕМ За .ЦИНИЯТЕ С , ЕКО 36 ПОВЪІЗХНІ-'1Н8Тб 5
ТЯ В НСИМПТОТИЧНН И ГЕОДВЗИЧНЕ?

62. Да се докаже, че катеноида
5 : ><.=и совч, ><„=и зтпкг, нз: а Іп(ь1+еІІи2-а2)"”*`), е=‡1, ы+е(и*`-а2)“'2>0
и правия хедикоид
Ѕ ; ><,=и соев , ><2=и ет ч , из: а ч
са иаометрични .

63. Дадена е ротационната повърхнина
51><,=ы соев, ><,=о етпч, нз: т'(и).

Да се намери изометрична на не-я друга ротационна повърхнина Ѕ*_.
такава, че паралелите и мвридианите на 5 и 5* да бъдат
съощветни при иеометриа.---.__.___, ._ - ~ ~ -

64. Покажете. че съществува конфортно изображение на
повърхнината 5: ><,‡`+><21”= 2><3 върху област от равнината 0 и,><2.

65. Покажете, че изображението на келикоида 5 върху единичната
сфера посредством норгиадите на 5 е конфортно.

66. Придожете теоремата на Гаус - Боне за равнинен кръгов венец.

67. докажете, че за всяка затворена ориентируема повърхнина 5
от род ,ст с уравнение ><=ц›(ы, кг), където 66123 е изпъднено
равенството На К да = 41: Н- ,о Ј . Намерете интеградната кривина
НВ ТОПЕІ.


