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Ãëàâà 1

Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

1.1 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò

ïúðâè ðåä

1.1.1 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè

ðåä, ðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà

1.Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ � îñíîâíè ïîíÿòèÿ.

à) Íÿêîè ïðèìåðè . Íåêà äà ðàçãëåäàìå ïðèìåðè îò ôèçèêàòà,
êîèòî âîäÿò äî èäåÿòà çà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Îò êóðñà ïî àíàëèç
1 ÷àñò çíàåì, ÷å àêî çàêîíúò çà äâèæåíèå íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà å
x = x(t), t ∈ [0, T ],òî ñêîðîñòòà íà òî÷êàòà å v(t) = x′(t), à óñêîðåíèåòî å
a(t) = x′′(t) ( ïðèïîìíåòå ñè ìåõàíè÷íèÿò ñìèñúë íà ïúðâàòà è âòîðàòà
ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ ). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî íè å èçâåñòåí çàêîíúò
çà äâèæåíèå íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà, òî ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå ìîæåì äà
íàìåðèì ñêîðîñòòà è óñêîðåíèåòî íà òàçè òî÷êà. Íî â ïðàêòèêàòàòà, íàé-
÷åñòî ñå íàëàãà äà ñå ðåøàâà çàäà÷à, â íÿêàêúâ ñìèñúë îáðàòíà íà òàçè,
à èìåííî : àêî ñà íè èçâåñòíè ñèëèòå, êîèòî äåéñòâàò íà ìàòåðèàëíàòà
òî÷êà, íà÷àëíîòî è ïîëîæåíèå è íà÷àëíàòà è ñêîðîñò, ( èëè àêî å èçâåñòíà
ñêîðîñòòà è íà÷àëíîòî è ïîëîæåíèå ) äà ñå íàìåðè çàêîíúò çà äâèæåíèå íà
òàçè ìàòåðèàëíà òî÷êà. Â íàé-ïðîñòèòå ñëó÷àè òîâà íå å òðóäíî. Íàïðèìåð,
íåêà ñêîðîñòòà íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà ñå èçìåíÿ ïî çàêîíà
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v(t) = 2t+ 5, t ≥ 0

è îñâåí òîâà â ìîìåíòà t = 0 òî÷êàòà ñå íàìèðà â ïîëîæåíèå x(0) = 3.
Òîãàâà, î÷åâèäíî

x(t) =

∫
x′(t) dt =

∫
v(t) dt =

∫
2t+5 dt = t2+5t+C, ò.å. x(t) = t2+5t+C.

Êàòî çàìåñòèì â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ t = 0, ïîëó÷àâàìå C = 5,
ñëåäîâàòåëíî x(t) = t2 + 5t+ 5. Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå ðåøàâà è çàäà÷àòà çà
íàìèðàíå íà çàêîíúò çà äâèæåíèå íà ñâîáîäíî ïàäàùà ìàòåðèàëíà òî÷êà
îò âèñî÷èíà h, àêî ñå ïðåíåáðåãíå ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà. Íàèñòèíà,
îò âòîðèÿò ïðèíöèï íà Íþòîí ïîëó÷àâàìå, ÷å

mx′′ = mg, x(0) = 0, x′(0) = 0.

Òóê ìàñàòà íà òî÷êàòà å îçíà÷åíà ñ m, g å çåìíîòî óñêîðåíèå, àáöèñíàòà
îñ å íàñî÷åíà êúì öåíòúðà íà Çåìÿòà, à êîðäèíàòíîòî íà÷àëî x = 0 å íà
âèñî÷èíà h îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Êàòî ñúêðàòèì íà m è èíòåãðèðàìå äâà
ïúòè ïîñëåäîâàòåëíî, ïîëó÷àâàìå

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2

Òúé êàòî â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0 ïî óñëîâèå x(0) = 0 è íà÷àëíàòà ñêîðîñò
v(0) = x′(0) = 0, òî C1 = C2 = 0 è ñëåäîâàòåëíî çàêîíúò çà äâèæåíèå å

x(t) =
1

2
gt2,

êîåòî å ïîçíàòèÿò îò ñðåäíèÿ êóðñ çàêîí çà ñâîáîäíî ïàäàíå íà ìàòåðèàëíà
òî÷êà ïîä äåéñòâèå íà ñèëàòà íà òåæåñòòà. Íàìåðåòå ñàìîñòîÿòåëíî
âðåìåòî, ñëåä êîåòî òî÷êàòà ùå äîñòèãíå çåìíàòà ïîâúðõíîñò è ñêîðîñòòà
â òîçè ìîìåíò.

Âñúùíîñò, â ïúðâèÿò ïðèìåð íèå ðåøèõìå åäíî ïðîñòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âèäà x′(t) = f(t), êúäåòî ôóíêöèÿòà f(t) å
èçâåñòíà, ñ íà÷àëíî óñëîâèå x(0) = 5, îòêúäåòî íàìåðèõìà íåèçâåñòíàòà
êîíñòàíòà C. Âúâ âòîðèÿ ïðèìåð, èçïîëçâàéêè âòîðèÿò ïðèíöèï íà Íþòîí
( m~a =

∑n
i=1

~Fi ) ïðèëîæåí çà ïðàâîëèíåéíî äâèæåíèå ïîä äåéñòâèå íà
åäíà åäèíñòâåíà ñèëà � ñèëàòà íà òåæåñòòà, ñúñòàâèõìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå ( îò âèäà x′′ = f(t) ) è ãî ðåøèõìå.
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Íåêà ñåãà ìàëêî äà óñëîæíèì ìîäåëà. Äà ðàçããëåäàìå òîï÷å ñ ìàñà
m, êîåòî å îêà÷åíî íà ïðóæèíà è íà êîåòî ìó äåéñòâà ñèëàòà íà òåæåñòòà,
è îñâåí òîâà äâèæåíèåòî ñå èçâúðøâà â ñðåäà ñúñ ñúïðîòèâëåíèå. Íåêà
îòíîâî îñòà Ox å íàñî÷åíà êúì öåíòúðà íà çåìÿòà. Åêñïåðèìåíòàëíî
å óñòàíîâåíî, ÷å ïðóæèííàòà ñèëà, îòãîâàðÿùà íà îòêëîíåíèå x íà
òîï÷åòî îò ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå å Fïð = −kx ( çàêîí íà Õóê ïðè
åäíîñòðàííî îïúâàíå ), êúäåòî çíàêúò ìèíóñ ïîêçâà, ÷å òÿ å íàñî÷åíà

”
ñðåùó“ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox. Ñúùî òàêà åêñïåðèìåíòàëíî
å óòàíîâåíî, ÷å ïðè îòíîñèòåëíî ìàëêè ñêîðîñòè ñèëàòà íà ñúïðîòèâëåíèå
å ïðîïîðöèîíàëíà íà ïúðâàòà ñòåïåí íà ñêîðîñòòà íà òî÷êàòà , ò.å.
Fc = −k1x′ ( òóê çíàêúò ìèíóñ èìà ñúùèÿò ñìèñúë, êàòî â ñëó÷àÿ íà
ïðóæèííà ñèëà ). Êàòî ïðèëîæèì âòîðèÿò ïðèíöèï íà Íþòîí çà òîçè
ìîäåë,ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

mx′′ = −kx− k1x′ +mg èëè mx′′ + k1x
′ + kx = mg.

Âèæäàìå, ÷å ñå ïîëó÷àâà âðúçêà ìåæäó íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ x(t) è
íåéíèòå ïðîèçâîäíè x′(t) x′′(t), êîÿòî äàëå÷ íå å òîëêîâà î÷åâèäíà êàòî
â ïúðâèòå äâà ïðèìåðà ( à èìà è ñëó÷àè, êîãàòî ñèëàòà íà ñúïðîòèâëåíèå å
ïðîïîðöèîíàëíà íà êâàäðàòà íà ñêîðîñòòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî
íå å êîíñòàíòà ).

Òåçè ïðèìåðè íè íàâåæäàò íà ìèñúëòà, ÷å "äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå“ òðÿáâà äà å íÿêàêâà çàâèñèìîñò ìåæäó íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ,
íåéíèòå ïðîèçâîäíè è íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà. Çà äà äàäåì ñòðîãî
îïðeäåëåíèå íà òîâà ùî å

”
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå“, âðåìåííî ùå

”
èçîñòàâèì“ ôèçè÷åñêàòà ìó èíòåðïðåòàöèÿ .

á) Îïðåäåëåíèå è îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1 Äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä,
ðàçðåøåíî îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà, íàðè÷àìå èçðàç îò âèäà

(1.1) y′ = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2,

êúäåòî ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè
â îáëàñòòà D îò ðàâíèíàòà, x å íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà, à y = y(x) å
íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ôóíêöèÿòà y = ϕ(x), ïðèòåæàâàùà
íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà çà âñÿêî x ∈ (a, b), íàðè÷àìå ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî (1.1), àêî çà âñÿêî x ∈ (a, b) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)).
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Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = ϕ(x) íàðè÷àìå èíòåãðàëíà êðèâà íà
óðàâíåíèåòî

Ïðèìåð 1.1.1 Ôóíêöèÿòà y = x, x ∈ (−∞,∞) å ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî y′ = 1, à ôóíêöèÿòà y = ex, x ∈ (−∞,∞) e ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî y′ = y.

Äà çàáåëåæèì, ÷å â ïúðâèÿ ñëó÷àé è ôóíêöèÿòà y = x+C, à âúâ âòîðèÿ �
ôóíêöèÿòà y = Cex, êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, ñúùî ñà ðåøåíèÿ íà
äàäåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ãðàôèêèòå íà âñè÷êè òåçè ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åíè ïðè ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà êîíñòàíòèòå ñà èíòåãðàëíè êðèâè
íà òåçè óðàâíåíèÿ.

×åñòî, çàåäíî ñ óðàâíåíèåòî (1.1) å öåëåñúîáðàçíî äà ñå ðàçãëåæäà
è óðàâíåíèåòî

(1.2) x′ =
1

f(x, y)
, (x, y) ∈ D1 ⊆ R2,

ñ íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà y è íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ x = x(y). Òóê ñå
âúçïîëçâàõìå îò èçâåñòíèÿò îò êóðñà ïî Àíàëèç 1 ÷àñò ôàêò, ÷å àêî çà
ôóíêöèÿòà y = y(x) ñúùåñòâóâà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ x = x(y) è, àêî
â ò. x ñúùåñòâóâà ïðîèçâîäíàòà y′(x), òî â ò. y = f(x) ñúùåñòâóâà è
ïðîèçâîäíàòà x′(y) è ïðè òîâà x′(y) = 1/y′(x), êàòî â òåçè òî÷êè îò D,
â êîèòî y′(x) = ∞ ïîëàãàìå x′(y) = 0 è îáðàòíî, àêî â íÿêîÿ òî÷êà îò
D1 x

′(y) = ∞, òî ïîëàãàìå y′(x) = 0. Ïî òîçè íà÷èí êúì äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò íà (1.1) ìîæåì äà ïðèñúåäèíèì è îáëàñòòà D1, à ñúùî è îíåçè
òî÷êè, â êîèòî ôóíêöèòå f(x, y) è 1/f(x, y) èìàò îòñòðàíèìî ïðåêúñâàíå.
Íàïðèìåð, óðàâíåíèåòî y′ = sinx/x ìîæåì äà ñ÷èòàìå äåôèíèðàíî â
öÿëàòà ðàâíèíà, êàòî ïîëîæèì y′(0) = 1 à óðàâíåíèåòî y′ = y ln y � â
îáëàñòòà G = {(x, y)| y > 0, x ∈ R}, êàòî ïîëîæèì y′(x) = 0 ïðè y = 0
( çàùî? ).

Òîçè ïîäõîä êúì äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿâà ðîëÿòà íà
ïðîìåíëèâèòå x è y äà ñ÷èòàìå åäíàêâà ( ñèìåòðè÷íà ) è äà íàïèøåì
óðàâíåíèÿòà (1.1) è (1.2) â åäíà ïî-îáùà ( ñèìåòðè÷íà ) ôîðìà, à èìåííî,
àêî P (x, y) è Q(x, y) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèèíà íà äâå ïðîìåíëèâè,
äåôèíèðàíè â åäíà è ñúùà îáëàñò D ⊆ R2. Òîãàâà ïîä äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, äåôèíèðàíî â òàçè îáëàñò ðàçáèðàìå ñëåäíèÿò èçðàç:

(1.3) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (x, y) ∈ D ⊆ R2,

Îò (1.3) ëåñíî ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî (1.1), êàòî ïîëîæèì

P (x, y) = f(x, y), Q(x, y) = −1
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è óðàâíåíèåòî (1.2), êàòî ïîëîæèì

P (x, y) = 1, Q(x, y) = −1/f(x, y)

è ñúîáðàçèì, ÷å y′(x) = dy/dx, x′(y) = dx/dy. Îñâåí òîâà óðàâíåíèåòî
(1.3) äîïóñêà ñðàâíèòåëíî ïðîñòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïåòàöèÿ. Ñëåäâàùèòå
ïîíÿòèÿ ñà íåîáõîäèìè çà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïðàâèëî ïî êîåòî íà âñÿêî M(x, y) ∈ D ⊆ R2 ñå

ñúïîñòàâÿ åäèíñòâåí âåêòîð ~F (M) ñå íàðè÷à âåêòîðíî ïîëå , çàäàäåíî â
D.

Ñïðÿìî åäíà ðàâíèííà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ïîëåòî ~F ìîæå äà
ñå çàäàäå ÷ðåç äâîéêà ñêàëàðíè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îëáàñòòà D, ïî
ñëåäíèÿò íà÷èí:

(1.4) ~F (x, y) = P (x, y)~i+Q(x, y)~j, (x, y) ∈ D ⊆ R2.

×åñòî ñå èçïîëçâà ñëåäíîòî ïî-êðàòêî îçíà÷åíèå: ~F = (P (x, y), Q(x, y)).
Ïî-íàòàòúê ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) ñà íåïðåêúñíàòè
â îáëàñòòà D, çàåäíî ñúñ ñâîèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ïðàâèëî ïî êîåòî íà âñÿêî t ∈ [α, β] ⊂ R ñå
ñúïîñòàâÿ åäèíñòâåí âåêòîð ~r(t) ñå íàðè÷à âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [α, β].

Ñïðÿìî åäíà ðàâíèííà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ôóíêöèÿòà ~r(t)
ìîæå äà ñå çàäàäå ÷ðåç äâîéêà ñêàëàðíè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â [α, β],
ïî ñëåäíèÿò íà÷èí:

(1.5) ~r(t) = x(t)~i+ y(t)~j, t ∈ [α, β] ⊂ R.

Ñúîòâåòíî, òóê êðàòêîòî îçíà÷åíèå å ~r(t) = (x(t), y(t)). Ñúùî òàêà,
èíòåðâàëúò, â êîéòî å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà, ìîæå äà áúäå è îòâîðåí,
ïîëóîòâîðåíè èëè áåçêðàåí.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Ôóíêöèÿòà ~r = ~r(t) ñå íàðè÷à ãëàäêà â
èíòåðâàëà [α, β], àêî çà çà âñÿêà òî÷êà îò òîçè èíòåðâàë ñúùåñòâóâà

ïðîèçâîäíàòà è ~r′(t) = (x′(t), y′(t)) è îñâåí òîâà ~r′(t) 6= ~0.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â ðàâíèíàòàòà

γ = {M(x(t), y(t)) | ~r(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [α, β] } ,

êúäåòî ôóíêöèÿòà ~r = ~r(t) å ãëàäêà â èíòåðâàëà [α, β] ñå íàðè÷à ãëàäêà
êðèâà â ðàâíèíàòàò .
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Çà äà ñå çàäàäå åäíà êðèâà, îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâà îçíà÷åíèåòî

(1.6) γ : ~r(t) = x(t)~i+ y(t)~j èëè γ : ~r(t) = (x(t), y(t)) t ∈ [α, β].

Âñÿêî åäíî îò òåçè îçíà÷åíèÿ íàðè÷àìå âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå
íà êðèâàòà γ. Òúé êàòî âåêòîðíîçíà÷íè ôóíêöèè è êðèâè ñà îáåêò
íà ðàçãëåæäàíå â åäíà îò ñëåäâàùèòå ãëàâè íà íàñòîÿùèòå çàïèñêè,
òóê íÿìà äà ñå âïóñêàìå â ïîäðîáíîñòè. Íåêà äà èçÿñíèì ñàìî íàé-
âàæíîòî � ñúùåñòâóâàíåòî íà ðàçëè÷íà îò íóëåâèÿò âåêòîð ïðîèçâîäíà
íà âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöèÿ îçíà÷àâà, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà M(x(t), y(t))

îò êðèâàòà γ : ~r = ~r(t), ñúùåñòâóâà íåíóëåâ äîïèðàòåëåí âåêòîð ~r′(t).
Îñâåí òîâà, ïîíÿòèåòî ãëàäêà êðèâà îáîáùàâà ïîíÿòèåòî ãðàôèêà íà
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Íàèñòèíà, íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà y =
g(x), x ∈ [a, b], çà êîÿòî ñúùåñòâóâà g′(x), x ∈ [a, b]. Òîãàâà, êàêòî å
èçâåñòíî îò êóðñà ïî Àíàëèç 1 ÷àñò, ãðàôèêàòà è ñå ñúñòîè îò òî÷êèòå
M(x, g(x)), x ∈ [a, b], êàòî âúâ âñÿêà òî÷êà îò òàçè ãðàôèêà ñúùåñòâóâà
äîïèðàòåëíà ïðàâà ñ úãëîâ êîåôèöèåíò k = tg α = g′(x). Íåêà ñåãà
ðàçãëåäàìå êðèâàòà γg ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå γg : ~r(x) =

(x, g(x)), x ∈ [a, b] è äîïèðàòåëåí âåêòîð ~r′(x) = (1, g′(x)) 6= ~0. Íå òðóäíî
äà ñå âèäè, ÷å êðèâàòà γg è ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = g(x), x ∈ [a, b]
ñúâïàäàò êàòî ìíîæåñòâà îò òî÷êè â ðàâíèíàòà è îñâåí òîâà äîïèðàòåëíèòå
èì ïðàâè âúâ âñÿêà òî÷êà M(x, g(x)), x ∈ [a, b] ñà êîëèíåàðíè ( çàùî
?). Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæå äà ñå çàäàäå è ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ îò âèäà
x = h(y), y ∈ [c, d], êîåòî îñòàâÿìå çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.

Ïîíÿòèåòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå îáîáùè.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Êàçâàìå, ÷å ãëàäêàòà âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöèÿ
~r = ~r(t), t ∈ [α, β], å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.3) àêî çà çà âñÿêà òî÷êà
îò òîçè èíòåðâàë å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

(1.7) P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t) = 0.

Êðèâàòà γ : ~r(t) = (x(t), y(t)) ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å ðàâåíñòâî (1.7) ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðà íà ïîëåòî

~F (t) = (P (x(t), y(t)), Q(x(t), y(t)),

ðàçãëåäàíî ñàìî âúðõó òî÷êà îò êðèâàòà γ è äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð êúì
ãðèâàòà â ñúùàòà òàçè òî÷êà. ò.å. âúðõó èíòåãðàëíèòå êðèâè íà óðàâíåíèåòî
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å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

(1.8) ~F (t).~r′(t) = 0, t ∈ [α, β].

Êàêòî å èçâåñòíî îò êóðñà ïî ËÀÀÃ, ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îçíà÷àâà, ÷å â
òî÷êèòå îò êðèâàòà , â êîèòî ~F 6= ~0 å èçïúëíåíî ñúîòíîøåíèåòî ~F⊥~r′(t).
Òîâà äàâà îñíîâàíèå òî÷êèòå îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ïîëåòî, â êîèòî
~F = ~0 äà ñå íàðè÷àò îñîáåíè çà ðàçãëåæäàíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
( çàùî? ). Âñè÷êè îñòàíàëè òî÷êè îò îáëàñòòà D ñå íàðè÷àò îáèêíîâåíè
èëè ïðàâèëíè çà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Îò òàêà íàïðàâåíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñëåäâà, ÷å äà íàìåðèì ðåøåíèå
íà (1.3) îçíà÷àâà äà íàìåðèì ãëàäêà ãðèâà, ÷èéòî äîïèðàòåëíè âåêòîðè ñà
ïåðïåíäèêóëÿðíè íà âåêòîðèòå íà ïîëåòî â òî÷êèòå îò òàçè êðèâà.

â) Íà÷àëíà çàäà÷à ( çàäà÷à íà Êîøè ) çà îáèêíîâåíî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä. Â ïðèëîæåíèÿòà, îáèêíîâåíî
ñå òúðñÿò íå âñè÷êè ðåøåíèå íà åäíî óðàâíåíèå, à ñàìî òîâà, êîåòî
óäîâëåòâîðÿâà è íÿêàêâî äîïúëíèòåëíî óñëîâèå. Íàé -÷åñòî òîâà å òàêà
íàðå÷åíîòî íà÷àëíî óñëîâèå. Ãðóáî êàçàíî, àêî èñêàìå äà çíàåì òî÷íî
çàêîíà çà äâèæåíèå íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà, íà êîÿòî ïîçíàâàìå
ñêîðîñòòà êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî, òðÿáâà äà çíàåì è

”
îòêúäå å

òðúãíàëà òî÷êàòà“, ò.å. êúäå ñå å íàìèðàëà â ìîìåíòà íà çàïî÷âàíå íà
äâèæåíèåòî. Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òàêàâà çàäà÷à å äà ñå íàìåðè
îíàçè èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî, íà êîÿòî ëåæè åäíà îòíàïðåä
äàäåíà òî÷êà M0(x0, y0), êîÿòî ðàçáèðà ñå å îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò
íà óðàâíåíèåòî.(÷åðò.!). Òàêàâà çàäà÷à , ïîñòàâåíà çà åäíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèåíå ñå íàðè÷à íà÷àëíà çàäà÷à èëè çàäà÷à íà Êîøè çà
äàäåíîòî óðàâíåíèå. Îáèêíîâåíî ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿò íà÷èí:

(1.9)

∣∣∣∣ y′ = f(x, y)
y(x0) = y0

èëè P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, M0(x0, y0).

Â êðàÿ íà òîçè ïàðàãðàô ñà ôîðìóëèðàíè óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå è
åäíèíñòâåíîñò íà çàäà÷àòà íà Êîøè.

ã) Îáùî è ÷àñòíî ðåøåíèå. Îñîáåíî ðåøåíèå. Íåêà îòíîâî
äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

(1.10) y′ = f(x, y), (x, y) ∈ D

è íåêà çà âñÿêî (x0, y0) ∈ D çàäà÷àòà íà Êîøè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.



14 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

Îïðåäåëåíèå 1.8 Êàçâàìå, ÷å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìàòà
ôóíêöèÿ

(1.11) y = ϕ(x,C)

å îáùî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå, àêî:

1. Çà âñÿêî (x, y) ∈ D óðàâíåíèåòî (1.11) å ðàçðåøèìî ñïðÿìî
êîíñòàíòàòà C ò.å. C = ψ(x, y), (x, y) ∈ D;

2. Çà âñÿêà êîíñòàíòà C, ïîëó÷åíà îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôóíêöèÿòà
(1.11) å ðåøåíèå íà (1.10).

Íàïðèìåð çà óðàâíåíèåòî y′ = y ôóíêöèÿòà y = Cex e îáùî ðåøåíèå â
îáëàñòòà D = R2. íàèñòèíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî (x, y) ∈ R2 èìàìå
C = ye−x è (Cex)′ = Cex.

Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà íà Êîøè, çà äàäåíî óðàâíåíèå, àêî íè å
èçâåñòíî îáùîòî ìó ðåøåíèå, ïîñòúïâàìå ïî ñëåäíèÿò íà÷èí : âúâ ôîðìóëà
(1.11) çàìåñòâàìå x = x0, y = y0, îòêúäåòî íàìèðàìå C0 = ψ(x0, y0) è
çàìåñòâàìå ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò â (1.11)

y = ϕ(x,C0)

Íàïðèìåð çà óðàâíåíèåòî îò ïðèìåðà ïî-ãîðå, àêî ïîñòàâèì íà÷àëíî
óñëîâèå y(1) = 2, ïîëó÷àâàìå C0 = 2e−1 è òîãàâà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà
íà Êîøè ñå äàâà ñ ôóíêöèÿòà y = 2ex−1.

Àêî ðåøåíèåòî íà (1.10) èëè (1.3) èëè å äàäåíî â íåÿâåí âèä ( âðúçêà
ìåæäó ïðîìåíëèâèòå x è y ) îò âèäà

F (x, y, C) = 0 èëè ψ(x, y) = C,

òî ñå íàðè÷à îáù èíòåãðàë íà óðàâíåíèåòî, íàïðèìåð çà óðàâíåíèåòî
2 + y′ = 0 îáù èíòåãðàë å íåÿâíî çàäàíåíàòà ôóíêöèÿ 2x + y = C. Çà
óðàâíåíèåòî (1.3) îáùîòî ðåøåíèå ìîæå äà áúäå çàïèñàíî è â ïàðàìåòðè÷íà
ôîðìà

(1.12) x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C).

Íàïðèìåð çà óðàâíåíèåòî xdx + ydy = 0 îáùîòî ðåøåíèå â íåÿâíà ôîðìà
å x2 + y2 = C, C > 0, à â ïàðàìåòðè÷íà ôîðìà å x = C1 cos t, y = C1 sin t.

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.10) ( èëè (1.3) ), âúâ
âñÿêà òî÷êà íà êîåòî èìàìå åäèíñòâåíîñò íà çàäà÷àòà íà Êîøè ñå
íàðè÷à ÷àñòíî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå.
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Àêî íè å èçâåñòíî îáùîòî ðåøåíèå íà åäíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèíå, òî
âñÿêî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî îò îáùîòî ïðè êîíêðåêòíà äîïóñòèìà ñòîéíîñò
íà êîíñòàíòàòà ( âêëþ÷èòåëíî è ±∞ ) å ÷àñòíî ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.10 Ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.10) ( èëè (1.3) ), âúâ
âñÿêà òî÷êà íà êîåòî ñå íàðóøàâà åäèíñòâåíîñòòà íà çàäà÷àòà íà Êîøè
ñå íàðè÷à îñîáåíî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå.

Îñîáåíèòå ðåøåíèÿ íå ñå ñúäúðæàò âúâ ôîðìóëàòà çà îáùî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî, ïðè íèêàêâî çíà÷åíèå íà êîíñòàíòàòà C, âêëþ÷èòåëíî è C =
±∞..

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî (1.10)
å íåïðåêúñíàòà è èìà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îòíîñíî y, òî îñîáåíè ðåøåíèÿ
ìîãàò äà ñà ñàìî òåçè êðèâè, çà êîèòî âúâ âñÿêà òÿõíà òî÷êà ÷àñòíàòà
ïðîèçâîäíà f ′y =∞. Òåçè êðèâè, àêî ñúùåñòâóâàò òàêèâà, ñà ïîäîçðèòåëíè
çà îñîáåíè ðåøåíèÿ. ïðè òîâà, òå ñà îñîáåíè ðåøåíèÿ, àêî 1) ñà ðåøåíèÿ íà
äàäåíîòî óðàâíåíèå ; 2) âúâ âñÿêà òî÷êà îò òÿõ ñå íàðóøàâà åäèíñòâåíîñòòà
íà çàäà÷àòà íà Êîøè. Îò òóê, ñëåäâà íàïðèìåð, ÷å àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà
(1.10) å ïîëèíîì íà x è y, òî óðàâíåíèåòî íÿìà îñîáåíè ðåøåíèÿ (Çàùî?).
Ñúùî òàêà, ìîæå äà äå ïîêàæå, ÷å è óðàâíåíèåòî (1.3) íÿìà îñîáåíè
ðåøåíèÿ, àêî ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) ñà ïîëèíîìè.

Ïðèìåð 1.1.2 Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî y′ = 2
√
y, y ≥ 0. Îáùîòî

ðåøåíèå ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà y = (x + C)2, x ≥ −C, êîåòî ñå âèæäà ñ
íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà. Ôàìèëèÿòà èíòåãðàëíè êðèâè íà óðàâíåíèåòî
ñå ñúñòîè îò

”
ïîëóïàðàáîëèòå“γC : y = (x + C)2, x ∈ [−C, ∞). Äÿñíàòà

ñòðàíà íà äàäåíîòî óðàâíåíèå å f(x, y) = 2
√
y, ÷èÿòî ÷àñòíà ïðîèçâîäíà

f ′y = 1/
√
y å ðàâíà íà +∞ âúâ âñÿêî x. Ñúãëàñíî êàçàíîòî ïî-ãîðå òîâà

îçíà÷àâà, ÷å ïðàâàòà y = 0 ( îñòà Ox ) å ïîäîçðèòåëíà çà îñîáåíî ðåøåíèå.
Îò äðóãà ñòðàíà ôóíêöèÿòà y = 0, x ∈ R, ÷èÿòî ãðàôèêà ñúâïàäà ñ òàçè
ïðàâà å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî, çàùîòî çà âñÿêî x ∈ R å âÿðíî, ÷å 0′ =
0 =
√

0. È òúé êàòî ïðè íèêàêâà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà C îò ôîðìóëàòà
çà îáùîòî ðåøåíèå íå ìîæå äà ñå ïîëó÷è ðåøåíèåòî y = 0, òî å îñîáåíî
ðåøåíèå. Îò êàçàíîòî äîòóê ñå âèæäà ñúùî òàêà, ÷å èìà è ðåøåíèÿ, êîèòî
íå ñà íèòî îñáåíè íèòî ÷àñòíè. Íàïðèìåð, àêî ðàçãëåäàìå ðåøåíèåòî y(x),
äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿò íà÷èí : y(x) = 0, x ∈ (−∞, 0) è y(x) = x2, x ∈
[0, ∞), òî å íèòî ÷àñòíî, íèòî îñîáåíî. Íàïðàâåòå ÷åðòåæ!

Ïðèìåð 1.1.3 Óðàâíåíèåòî x(y − 2)dx + (x2 − 1)(y + 1)dy = 0 ñúùî
íÿìà îñîáåíè ðåøåíèÿ.
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Àêî çà åäíî äàäåíî óðàâíåíèå ôàìèëèÿòà èíòåãðàëíè êðèâè îò âèäà

γC : y = ϕ(x,C) èëè γC : F (x, y, C) = 0

èìàò îáâèâêà, ò.å. êðèâà, êîÿòà âúâ âñÿêà ñâîÿ òî÷êà ñå äîïèðà äî êðèâà
îò ñåìåéñòâîòî èíòåãðàëíè êðèâè, òî òàêàâà êðèâà ñúùî å ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî è ïðè òîâà îñîáåíî. Íàèñòèíà: 1) âñÿêà òàêàâà êðèâà å
ñúøî èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî, çàùîòî â òî÷êèòå íà äîïèðàíå
äîïèðàòåëíèòå èì ïðàâè èìàò åäèí è ñúùè úãëîâ êîåôèöèåíò; 2) âúâ
âñÿêà òî÷êà îò êðèâàòà ñå íàðóøàâà åäèíñòâåíîñòòà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà
íà Êîøè. Óðàâíåíèåòî íà îáâèâêàòà ( àêî èìà òàêàâà ) ñå îïðåäåëÿ îò
ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ

y = ϕ(x,C), ϕ′C = 0 èëè F (x, y, C) = 0, F ′C(x, y, C) = 0.

Ñ äðóãè äóìè îò ñèñòåìàòà, ïîëó÷åíà îò óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà è
÷àñòíàòà ìó ïðîèçâîäíà ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòúðà C, ïðèðàâíåíà íà
íóëà, êàòî èçêëþ÷èì C, ïîëó÷àâàìå âðúçêà ìåæäó ïðîìåíëèâèòå x è y, îò
âèäà H(x, y) = 0. Ñëåä òîâà òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè ïîëó÷åíàòà êðèâà
Γ : H(x, y) = 0 å îáâèâêà íà ôàìèëèÿòà γC èëè íà ÷àñò îò íåãî. Ïî-íàòàòúê
ùå áúäàò ðàçãëåäàíè êîíêðåòíè ïðèìåðè. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ñúùåñòâóâàò
è îñîáåíè ðåøåíèèÿ, êîèòî íå ñà îáâèâêè íà ôàìèëèÿòà îò èíòåãðàëíè
êðèâè íà åäíî óðàâíåíèå.

ä) Ñúñòàâÿíå íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íà ôàìèëèÿ
êðèâè. Èçîãîíàëíè è îðòîãîíàëíè òðàåêòîðèè. Â íÿêîè ñëó÷àè ñå
íàëàãà íî çàäàäåíî óðàâíåíèå íà äàäåíà ôàìèëèÿ êðèâè äà ñå íàïèøå
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, êîåòî òå óäîâëåòâîðÿâàò. Íåêà å äàäåíî
óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà êðèâè

(1.13) γC : F (x, y, C) = 0

( â íåÿâåí âèä). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å â îêîëíîñò íà íÿêîÿ ñâîÿ òî÷êà
M0(x0, y0) êðèâàòà ìîæå äà ñå çàäàäå ñ óðàâíåíèå îò âèäà y = ϕ(x,C).
Òîãàâà â îêîëíîñò íà òàêàâà òî÷êà úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà
êúì êðèâàòà å tg α = y′ = ϕ′(x,C). Òîãàâà, àêî çà òúæäåñòâîòî F (x, y, C) =
0 ( â ñúîòâåòíàòà îêîëíîñò ), ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà
ñëîæíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå :

(1.14) F ′x(x, y, C) + F ′y(x, y, C)y′ = 0.

Çà äà ïîëó÷èì äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå íà ôàìèëèÿòà êðèâè, îò
ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (1.13) è (1.14) èçêêëþ÷âàìå êîíñòàíòàòà C è
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ïîëó÷àâàìå çàâèñèìîñò îò âèäà

(1.15) G(x, y, y′) = 0.

Ïðèìåð 1.1.4 Äà ñå ñúñòàâè óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà ïðàâè

x+ 2y = C.

Êàòî äèôåðåíöèðàìå îòíîñíî x, ïîëó÷àâàìå 1 + 2y′ = 0, ò.å.

y′ = −1

2
.

Â òîçè ñëó÷àé íå å íåîáõîäèìî äà ñå èçêëþ÷âà êîíñòàíòàòà.

Ïðèìåð 1.1.5 Äà ñå ñúñòàâè óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà ïàðàáîëè

y = Cx2.

Î÷åâèäíî y′ = 2Cx. Ñåãà îò äàäåíîòî óðàâíåíèå, íàìèðàìå C = y/x2. Êàòî
çàìåñòèì òîçè èçðàç âúâ ôîðìóëàòà çà y′, ïîëó÷àâàìå

y′ =
2y

x
.

Ïðèìåð 1.1.6 Äà ñå íàïèøå óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà îêðúæíîñòè

(x− C)2 + y2 = 1.

Ñ÷èòàéêè, ÷å y = y(x), êàòî äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî x,
ïîëó÷àâàìå 2(x− C) + 2yy′ = 0. Îò äðóãà ñòðàíà èìàìå

(x− C) = ±
√

1− y2.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

y′ = ±
√

1− y2
y

.

Îáÿñíåòå çàùî ñå ïîëó÷àâàò äâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Íàïðàâåòå
÷åðòåæ íà íÿêîëêî êðèâè îò ôàìèëèÿòà!

Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà òðàåêòîðèèòå.
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Îïðåäåëåíèå 1.11 Íåêà å äàäåíà åäíà ôàìèëèÿ êðèâè γC :
F (x, y, C) = 0, ÷èåòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å (1.15). Êðèâàòà Γ ñå
íàðè÷à èçîãîíàëíà òðàåêòîðèÿ íà òàçè ôàìèëèÿ, àêî òÿ ïðåñè÷à âñÿêà
êðèâà îò ôàìèëèÿòà ïîä åäèí è ñúùè úãúë α. Àêî α = π/2 êðèâàòà Γ ñå
íàðè÷à îðòîãîíàëíà òðàåêòîðèÿ íà ôàìèëèÿòà γC . ×åðò.!!

Íåêà äà îçíà÷èì ñ u = u(x) óðàâíåíèåòî íà Γ è äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ
α 6= π/2. Òîãàâà â ïðåñå÷íàòàò òî÷êàM = Γ∩γC ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

(1.16) y(x) = u(x) è k = tg α = tg (ϕ2 − ϕ1) =
u′(x)− y′(x)

1 + u′(x)y′(x)
,

êúäåòî tg ϕ1 = y′(x) è tg ϕ2 = u′(x) ñà úãëîâèòå êîåôèöèåòíè íà
äîïèðàòåëíèòå â ò.M íà êðèâèòå γC è Γ. Òóê ñå âúçïîëçâàõìå è îò ôàêòà,
÷å α = ϕ2−ϕ1 ( íàïðàâåòå ÷åðòåæ ). Êàòî èçðàçèì îò (1.16) y′ ÷ðåç k è u′,
ïîëó÷àâàìå

(1.17) y′ =
u′ − k
u′k + 1

.

Ñåãà îñòàâà äà çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî íà γC (1.15) y ñ u è y′ ñ èçðàçà îò
(1.17). Ïîëó÷àâàìå

(1.18) G

(
x, u,

u′ − k
u′k + 1

)
= 0,

êîåòî å òúðñåíîòî óðàâíåíèå íà èçîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè.
Àêî α = π/2, êàòî å èçâåñòíî óñëîâèåòî çà ïåðïåíäèêóëÿðíîñò íà

äîïèðàòåëíèòå â ò. M å

(1.19) y′(x) = − 1

u′(x)
.

Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè å

(1.20) G

(
x, u,− 1

u′

)
= 0.

Ïðèìåð 1.1.7 Äà ñå íàïèøå óðàâíåíèåòî íà òðàåêîðèèòå,
ñêëþ÷âàùè úãúë α = π/4 ñ ôàìèëèÿòà ïðàâè γC : x+ 3y = C.

Óðàâíåíèåòî íà äàäåíàòà ôàìèëèÿ êðèâè å γC : y′ = −1/3, à k =
tg π/4 = 1. Òîãàâà ñúîòâåòíîòî óðàâíåíèå å

u′ − 1

u′ + 1
= −1

3
èëè u′ =

1

2
, îòêúäåòî íàìèðàìå u =

1

2
x+ C1.
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ßñíî å, ÷å èçîãîíàëíèòå òðàåòêîðèè ñà ñúùî ôàìèëèÿ óñïîðåäíè
ïðàâè, âñÿêà ïðàâà îò êîÿòî ñêëþ÷âà úãúë α = π/4 ñúñ âñÿêà ïðàâà îò
äàäåíàòà ôàìèëèÿ.

Ïðèìåð 1.1.8 Äà ñå íàïèøå óðàâíåíèåòî íà îðòîãîíàëíèòå
òðàåêîðèè íà ôàìèëèÿòà êîíöåíòðè÷íè îêðúæíîñòè γC : x2 + y2 = C.

Óðàâíåíèåòî íà äàäåíàòà ôàìèëèÿ êðèâè å γC : y′ = −x/y. Òîãàâà,
ñúãëàñíî (1.20), óðàâíåíèåòî íà îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè å

u′ =
u

x
, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å u = Cx.

Îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè â òîçè ñëó÷àé ñà ñúùî ôàôèèëèÿòà ïðàâè
ïðåç êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî, âñÿêà åäíà îò êîèòî å êîëèíåàðíà ñ åäèí îò
ðàäèóñèòå íà îêðúæíîñòèòå îò äàäåíàòà ôàìèëèÿ. Íàïðàâåòå ÷åðòåæ!

1.1.2 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå

ïðîìåíëèâè è õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ

1. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
à)Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, íå ñúäúðæàùè íåèçâåñòíàòà

ôóíêöèÿ èëè íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà. Íàé-ïðîñòèÿò âèä
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ å èçâåñòåí îùå îò êóðñà ïî Àíàëèç 1. Òîâà ñà
óðàâíåíèÿòà îò âèäà:

(1.21) y′ = f(x) èëè dy = f ′(x)dx, x ∈ (a, b),

êúäåòî f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b), êîéòî
ìîæå ñúùî òàêà äà å áåçêðàåí, çàòâîðåí èëè ïîëóîòâîðåí. Â òîçè ñëó÷àé
ðåøåíèåòî, î÷åâèäíî ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

(1.22) y =

∫
f(x)dx+ C, x ∈ (a, b).

Âñúùíîñò, ðåøåíèåòî ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà âñè÷êè ïðèìèòèâíè
ôóíêöèè íà f(x) â äàäåíèÿ èíòåðâàë. Çàäà÷àòà íà Êîøè â òîçè ñëó÷àé
å èçáèðàíåòî íà êîíêðåòíà ïðèìèòèâíà, ìèíààùà ïðåç îòíàïðåä äàäåíà
òî÷êà M0(x0, y0), êúäåòî x0 å ïðîèçâîëíà ôèêñèðàíàí òî÷êà îò (a, b), à y0
å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî ( äà íàïîìíèì, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â äàäåí èíòåðâàë, ïðèòåæàâà ïðèìèòèâíà â òîçè èíòåðâàë è
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÷å ôîðìóëà (1.22) èç÷åðïâà ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà f(x) â
òîçè èíòåðâàë ). Ñåãà íåêà äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

(1.23) y′ = g(y) èëè dx =
1

g(y)
dy, y ∈ (c, d),

êîåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî óðàâíåíèå îò âèäà (1.21) ñ ðàçìåíåíè ðîëè
íà çàâèñèìàòà è íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà. Ðåøåíèåòî ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

(1.24) x+ C =

∫
1

g(y)
dy, y ∈ (c, d).

Òóê òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ðåàëíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî g(y) = 0, àêî
èìà òàêèâà, ñà ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′ = g(y), êîèòî
ìîãàò äà ñå îêàæàò è îñîáåíè . Àêî g(y) å ïîëèíîì, êàêòî áåøå ñïîìåíàòî
â óâîäíèÿò ðàçäåë, óðàâíåíèåòî íÿìà îñîáåíè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.9 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî y′ = cos2 y.

Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

dy

cos2 y
= dx, îòêúäåòî

∫
1

cos2 y
=

∫
dx+ C ò.å. tg y = x+ C,

êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå è òàêà:

y = arctg(x+ C).

Äà çàáåëåæèì, ÷å ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿ y = (2k + 1)π/2 ( òîâà ñà êîðåíèòå
íà óðàâíåíèåòî cos2 y = 0 ) ñà ðåøåíèèÿ íà äàäåíîòî óðàâíåíèå ïðè òîâà
÷àñòíè, íå îñîáåíè, çàùîòî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò îò îáùîòî ðåøåíèå ïðè
C = ±∞.

á)Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Îïðåäåëåíèå 1.12 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.25) y′ = f(x)g(y) èëè P1(x)Q1(y)dx+ P2(x)Q2(y)dy = 0,

êúäåòî ôóíêöèèòå P1(x) è P2(x) ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë
(a, b), à ôóíêöèèòå Q1(y) è Q2(y) ñà íåïðåêúñíàòè ïðè y ∈ (c, d), ñå
íàðè÷à óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
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Äà ðàçãëåäàìå íàé-íàïðåä åäèí ÷àñòåí ñëó÷àé íà òîâà óðàâííåíèå

(1.26) P (x)dx+Q(y)dy = 0,

êîåòî ñå íàðè÷à óðàâíåíèå ñ îòäåëåíè ïðîìåíëèâè è êúì êîåòî ìîæå
äà ñå ñâåäå (1.25). Ôóíêöèèòå P è Q ñ÷èòàìå íåïðåêúñíàòè â ñúîòâåòíèòå
èíòåðâàëè. Íåêà ãëàäêàòà êðèâà γ : ~r = (x(t), y(t)), t ∈ [α, β] ( òóê ñå
âêëþ÷âàò è ñëó÷àèòå, êîãàòî êðèâàòà å ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ îò âèäà y =
f(x) èëè x = g(y) ) óäîâëåòâîðÿâà (1.26), ò.å.

(1.27) P (x(t))x′(t)dt+Q(y(t))y′(t)dt = 0, t ∈ [α, β]

Êàòî èíòåãðèðàìå îòíîñíî t òúæäåñòâîòî (1.27), ïîëó÷àâàìå

(1.28)

∫
P (x(t))x′(t)dt+

∫
Q(y(t))y′(t)dt = C, t ∈ [α, β],

êîèòî ñëåä âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà íà x′(t) è y′(t), ìîæå äà ñå
çàïèøå âúâ âèäà

(1.29)

∫
P (x)dx+

∫
Q(y)dy = C, C = const.

Àêî âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà F (x) =
∫
P (x)dx è G(y) =

∫
Q(y)dy, òî ðàâåíñòâî

(1.29) ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà

(1.30) F (x) +G(y) = C

Ðàâåíñòâî (1.30) ïðåäñòàâëÿâà îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (1.26),
çàùîòî àêî ïðè ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà íàïèïèøåì êîå äà
å ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà, îïðåäåëåíà îò (1.30) ñëåä êàòî
çàìåñòèì x = x(t) è y = y(t) è äèôåðåíöèðàìå îòíîñíî ïàðàìåòúðà t ùå
ïîëó÷èì (1.27), êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà (1.26). Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å
êîíñòàíòàòà ìîæå äà ïðèåìà ñàìî îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè, êîèòî çàâèñÿò
îò äåôèíèöèîííèòå èíòåðâàëè íà ôóíêöèèòå P è Q. Çàäà÷àòà íà Êîøè çà
(1.26) ñå ðåøàâà êàòî çàìåñòèì âúâ ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå x è y ñ x0
è y0, îòêúäåòî íàìèðàìå C0 = F (x0)+G(y0) è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå
F (x)+G(y) = C0. Àêî íà÷àëíèòå äàííè íå ñà â äåôèíèöèîííèòå îáëàñòè íà
P è Q íå ñå ãàðàíòèðà íèòî ñúùåñòâóâàíå íèòî åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî
íà çàäà÷àòà íà Êîøè. Àêî ïúê â ò.M(x0, y0) ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî è P
è Q ( îñîáåíà òî÷êà ), òî ïðåç òàçè òî÷êà ìîãàò äà ìèíàâàò ïîâå÷å îò åäíà



22 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî. Â íÿêîè ñëó÷àè ( äàëå÷ íå âúâ âñè÷êè,
îáà÷å ) îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå èçðàçè y êàòî ÿâíà ôóíêöèÿ íà x
èëè îáðàòíî.

Íåêà äà ðàçãëåäàâìå óðàâíåíèÿòà îò (1.25). Íå å òðóäíî äà ñå âèäè,
÷å îò çàïèñà y′ = f(x)g(y) ëåñíî ñå ìèíàâà êúì çàïèñà ñ äèôåðåíöèàëè
( âòîðîòî óðàâíåíèå ), êîåòî ñå ñâåæäà êúì óðàâíåíèå (1.26). Íàèñòèíà,
íåêà äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà (1.25) íà ïðîèçâåäåíèåòî P2(x)Q1(y) 6= 0.
Ïîëó÷àâàìå

P1(x)Q1(y)

P2(x)Q1(y)
dx+

P2(x)Q2(y)

P2(x)Q1(y
(y)dy = 0,

èëè

(1.31)
P1(x)

P2(x)
dx+

Q2(y)

Q1(y)
dy = 0,

êîåòî å îò âèäà (1.26). Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ïî
àíàëîãè÷åí íà÷èí çàêëþ÷àâàìå, ÷å îáùîòî ðåøåíèå íà (1.25) ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà

(1.32) F (x) +G(y) = C,

êúäåòî F (x) =

∫
P1(x)

P2(x)
dx è G(y) =

∫
Q2(y)

Q1(y)
dy.

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ðåàëíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèÿòà P2(x) = 0
è Q1(y) = 0 ñà ñúùî ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.25).
Íàèñòèíà, íåêà P2(x1) = 0, x1 = const. Òîãàâà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà
êðèâà

~r = (x1, t), t ∈ (−∞,∞)

å èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî, çàùîòî

P1(x1)Q1(t)dx1 + P2(x1)Q2(t)dt = P1(x1)Q1(t).0 + 0.Q2(t)dt = 0 + 0 = 0.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæåì äà ñå óáåäèì, ÷å àêî Q1(y1) = 0, y1 = const,
òî êðèâàòà ñ óðàâíåíèå

~r = (t, y1), t ∈ (−∞,∞)

å èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî.
Ðåøåíèÿòà îò òîçè âèä ìîãàò ñà ÷àñòíè èëè îñîáåíè. Àêî ôóíêöèèòå

P2(x) è Q1(y) ñà ïîëèíîìè, òåçè ðåøåíèÿ îáåçàòåëíî ñà ÷àñòíè ( âæ.
ïðåäèøíèÿ ðàçäåë ).

Íåêà äà ðàçãëåäàìå íÿêîè ïðèìåðè.
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Ïðèìåð 1.1.10 Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî

dx√
1− x2

+
dy√

1− y2
= 0.

ïðè ñëåäíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ x = 0 è y = 1/2.
Óðàâíåíèåòî å ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè. Èìàìå∫

dx√
1− x2

+

∫
dy√

1− y2
= C

èëè :

arcsinx+ arcsin y = C è â ÿâåí âèä ñúîòâåòíî y = sin(C − arcsinx).

Çàìåñòâàìå ñ äàäåíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ è ïîëó÷àâàìå

C = arcsin 0 + arcsin 1/2 = 0 + π/6 = π/6.

Ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y = sin(π/6− arcsinx).

Óðàâíåíèåòî íÿìà îñîáåíè ðåøåíèÿ ( çàùî?).

Ïðèìåð 1.1.11 Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî

y′ =

√
y
√
x

ïðè ñëåäíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ: 1) ïðè x = 1 è y = 0; 2) x = 0 è y = 0.
Óðàâíåíèåòî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Èìàìå

dy

dx
=

√
y
√
x
,

dy
√
y

=
dx√
x

èëè : ∫
dy
√
y

=

∫
dx√
x

+ C, 2
√
y = 2

√
x+ C.

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå C1 = 2
√

0− 2
√

1 = −2 è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî
ðåøåíèå å 2

√
y = 2

√
x − 2, à âúâ âòîðèÿ ñúîòâåòíî C2 = 2

√
0 − 2

√
0 = 0

è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å 2
√
y = 2

√
x ò.å. y = x. Ñåãà îñòàâà äà

èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå y = 0, è x = 0. Ôóíêöèÿòà y = 0, x > 0 e ðåøåíèå íà
äàäåíîòî óðàâíåíèå, à ôóíêöèÿòà x = 0, y > 0 å ðåøåíèå íà

”
îáúðíàòîòî“

óðàâíåíèå x′ =
√
x/
√
y. Ïðè òîâà è äâåòå ðåøåíèÿ ñà îñîáåíè (çàùî?).
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2.Õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.13 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.33) y′ = f
(y
x

)
,

êúäåòî ôóíêöèÿòà f(z) å íåïðåêúñíàòà â íÿêàêúâ èíòåðâàë (a, b), ñå
íàðè÷à õîìîãåííî óðàâíåíèå.

Âñÿêî õîìîãåííî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ñâåäå êúì óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå
ïðîìåíëèâè ïîñðåäñòâîì ïîëàãàíåòî

(1.34) y(x) = z(x)x,

êúäåòî z(x) å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ è çàïàçèì íåçàâèñèìàòà
ïðîìåíëèâà x. Çà äà íàïðàâèì ñìÿíàòà òðÿáâà äà èçðàçèì y′(x) ÷ðåç z′(x).
Îò ðàâåíñòâî (1.34) íàìèðàìå

y′(x) = (zx)′ = z′(x)x+ z(x)x′ = z′x+ z.

Ñëåä êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

(1.35) z′x+ z = f(z), èëè
dz

dx
= f(z)− z,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Îò (1.35) ñëåäâà, ÷å

(1.36)
dz

f(z)− z
=
dx

x
ò.å.

∫
dz

f(z)− z
=

∫
dx

x
+ C1

Íåêà îçíà÷èì ñ F (z) èíòåãðàëà â ëÿâàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
è çà óäîáñòâî ïîëîæèì C1 = lnC, C > 0 ïîëó÷àâàìå F (z) = lnCx. Òîãàâà
îáùîòî ðåøåíèå ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

(1.37) F
(y
x

)
= lnCx

Ñåãà îñòàâà äà ïðîâåðèì äàëè óðàâíåíèåòî F (z)−z = 0 èìà ðåàëíè êîðåíè,
çàùîòî àêî z1 å åäèí íåãîâ êîðåí, òî ôóíêöèÿòà z = z1 = const å ðåøåíèå
íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.35), è ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå
y = z1x e ðåøåíèå íà èçõîäíîòî õîìîãåííî óðàâíåíèå, êîåòî ìîæå äà å
îñîáåíî èëè ÷àñòíî.
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Çàáåëåæêà 1.1.1 Àêî óðàâíåíèåòî å äàäåíî â ñèìåòðè÷íà ôîðìà
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 ìîæåì äà ïðîâåðèì äàðè å õîìîãåííî ïî äâà
íà÷èíà: èëè êàòî ãî ðåøèì ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà èëè êàòî ïðîâåðèì äàëè
P è Q ñà õîìîãåííè ôóíêöèè îò åäíà è ñúùà ñòåïåí. Äà íàïîìíèì, ÷å
ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íàðè÷à õîìîãåííà îò ñòåïåí α, àêî çà âñÿêî t 6= 0 å
èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî f(tx, ty) = tαf(x, y). Ïðîâåðåòå ñàìîñòîÿòåëíî, ÷å
àêî P è Q ñà õîìîãåííè ôóíêöèè îò åäíà è ñúùà ñòåïåí, òî óðàâíåíèåòî å
õîìîãåííî.

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå íÿêîè ïðèìåðè, êîèòî èëþñòðèðàò êàçàíîòî äîòóê.

Ïðèìåð 1.1.12 Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî

y′ = e−y/x +
y

x
, M0(1, 0).

Óðàâíåíèåòî å õîìîãåííî. Ïîëàãìå y = z(x)x, íàìèðàìå

y′(x) = z′(x)x+ z(x)x′ = z′x+ z

è çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå. Ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

z′x+ z = e−z + z, z′ = e−z, ezdz =
dx

x
,

∫
ezdz =

∫
dx

x
+ lnC.

Òóê, çà óäîáñòâî ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà ÿ çàïèñàõìå âúâ âèäà lnC, C > 0,
êîåòî å âèíàãè óäîáíî, êîãàòî ðåøàâàìå õîìîãåííî óðàâíåíèå. Ïî-íàòàòúê,
èìàìå

ez = lnC1x,
y

x
= ln(lnC1x), y = x ln(lnC1x), C1 = ±C.

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà, ïî-ãîðå âäÿñíî å ÿâåí çàïèñ íà îáùîòî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî. Ñåãà îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñëåäâà, ÷å 0 = 1 ln(lnC11), ò. å.
lnC1 = 1, îòêúäåòî å ÿñíî, ÷å C1 = e. Òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y = x ln(1 + lnx).

Ïðîâåðåòå ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå ñàìîñòîÿòåëíî, ÷å òàêà íàìåðåíàòà
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî è íà÷àëíîòî óñëîâèå.

Ïðèìåð 1.1.13 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(x2 − y2)dx+ 2xydy = 0.
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Óðàâíåíèåòî å ñúùî õîìîãåííî, òúé êàòî ôóíêöèèòå

P (x, y) = x2 − y2 è Q(x, y) = 2xy

ñà õîìîãåííè îò âòîðà ñòåïåí. Óðàâíåíèåòî ìîæå äà áúäå ðåøåíî, êàòî
â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð. Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé óðàâíåíèåòî å çàïèñàíî
â ñèìåòðè÷íà ôîðìà, áåç äà ãî ðåøàâàìå ñïðÿìî y′, ïîëàãìå y = zx è
íàìèðàìå dy = xdz + zdx. Ñëåä òîâà çàìåñòâàìå ïîëó÷åíèÿò èçðàç çà dy
â äàäåíîòî óðàâíåíèå è èçíàñÿìå çàä ñêîáè dx è dz. Àêî ðàáîòèì âÿðíî
òðÿáâà äà ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Âòîçè ñëó÷àé
èìàìå

(x2 − x2z2)dx+ 2xzx(xdz + zdx) = 0, (x2 − x2z2 + 2x2z2)dx+ 2x3zdz = 0,

èëè

x2(1 + z2)dx+ 2x3zdz = 0,

êîåòî î÷åâèäíî å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ïî-íàòàòúê, ñëåä
êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî íà x3(1 + z2) 6= 0, ïîëó÷àâàìå

dx

x
+

2zdz

1 + z2
= 0 è ñëåä êàòî èíòåãðèðàìå ln |x|+ ln(1 + z2) = lnC.

Ñëåä ïðåðàáîòâàíå íà ïîëó÷åíèÿò èçðàç ( íàïðàâåòå òîâà ñàìàñòîÿòåëíî ),
îáùîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà:

(x− C1)2 + y2 = C2
1 êúäåòî C1 = ±C

2
.

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å íà ôàìèëèÿ îêðúæíîñòè ñ öåíòúð ò. M(C1, 0),
ëåæàùà íà àáöèñíàòà îñ è ðàäèóñ R = C1. Äà çàáåëåæèì ñúùî òàêà,
÷å ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå x = 0 ( îðäèíàòíàòà îñ ) å ñúùî ðåøåíèå íà
èçõîäíîòî óðàâíåíèå, ïðè òîâà å ÷àñòíî ( ïîëó÷àâà ñå îò îáùîòî ïðè
C1 = ∞ ). Óðàâíåíèåòî íÿìà îñîáåíè ðåøåíèÿ, òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé
f(z) − z = 1 + z2 6= 0 çà ðåàëíè ñòîéíîñòè íà z. Èìà ñàìî åäíà îñîáåíà
òî÷êà � ò.O(0, 0), çàùîòî çàäà÷àòà íà Êîøè ñ íà÷àëíè äàííè x0 = 0, y0 = 0
èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ ( âñè÷êè îêðúæíîñòè îò ôàìèëèÿòà ñå äîïèðàò
äî îðäèíàòíàòà îñ â òàçè òî÷êà � íàïðàâåòå ÷åðòåæ! ). Ôàêòà, ÷å ò.O(0, 0)
å îñîáåíà ñå âèæäà è îò èçõîäíîòî óðàâíåíèå � åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà
ñèñòåìàòà x2 − y2 = 0, 2xy = 0.
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1.1.3 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìè êúì

óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è êúì

õîìîãåííè óðàâíåíèÿ

1. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìè êúì óðàâíåíèÿ ñ
îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

à) Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.38) y′ = f(ax+ by + c), a, b, c = const,

à f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆. Óðàâíåíèÿòà
îò òîçè âèä ëåñíî ñå ñâåæäàò êúì óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè
÷ðåç âúâåæäàíå íà íîâà íåèçâåñòíà ôóíöèÿ z(x) = ax+ by(x)+ c. Òúé êàòî
z′(x) = a+ by′(x), êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

(1.39)
z′ − a
b

= f(z),

êîåòî å ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Ïðèìåð 1.1.14 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y′ = −x2 − 2xy − y2

è äà ñå íàìåðÿò îíåçè èíòåãðàëíè êðèâè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êèòå
M(0, 1) .

Óðàâíåíèåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà y′ = −(x+y)2. Ñëåä êàòî
ïðîëîæèì z = x+y è äèôåðåíöèðàìå: z′ = 1 +y′, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî
z′ = −1− z2, êîåòî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Òîãàâà

dz

1 + z2
= −dx,

∫
dz

1 + z2
= −

∫
dx+ C, arctg z = -x+C, .

ò.å. z = tg (−x+ C). Îáùîòî ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå å

y = −x+ tg (−x+ C),

à ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y = −x+ tg (−x+ π/4).

á) Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.40) y′ =
y

x
+ b(x)yα, α = const,
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à b(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆.
Óðàâíåíèÿòà îò òîçè âèä íå ñà õîìîãåííè ( ÷àñòåí ñëó÷àé íà

óðàâíåíèå íà Áåðíóëè, êîåòî ñå ðàçãëåæäà â ñëåäâàùàòà ëåêöèÿ ), íî ÷ðåç
ïîëàãàíåòî y = zx ñå ñâåæäàò êúì óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
Íàèñòèíà, êàòî çàìåñòèì y′ = z′x+ z,

(1.41) z′x+ z = z + b(x)zαxα, èëè z′ = b(x)zαxα−1,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Ïðèìåð 1.1.15 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y′ =
y

x
+ (1 + x)

√
y

è äà ñå íàìåðÿò îíåçè èíòåãðàëíè êðèâè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êèòå
M(1, 1) .

Ñëåä êàòî ïðîëîæèì y = zx è äèôåðåíöèðàìå: y′ = z′x + z,
ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî z′x = (1 + x)

√
zx, êîåòî å ñ ðàçäåëÿùè ñå

ïðîìåíëèâè. Òîãàâà, ïðè x ≥ 0 è z > 0, ïîëó÷àâàìå

dz√
z

=
(1 + x)√

x
dx,

∫
dz√
z

=

∫
(1 + x)√

x
dx+ C.

Ñëåä êàòî ðåøèì èíòåãðàëèòå ( íàïðàâåòå òîâà ñàìîñòîÿòåëíî ),
ïîëó÷àâàìå

2
√
z = 2

√
x+

2

3

√
x3 + C,

à êàòî çàìåñòèì z ñ y/x è ïîâäèãíåì íà êâàäðàò äâåòå ñòðàíè íà
óðàâíåíèåòî, ìîæåì äà çàïèøåì îáùîòî ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

y = x(
√
x+

1

3

√
x3 + C1)2, C1 =

C

2
.

Çà äà îïðåäåëèì êîíñòàíòàòà, çàìåñòâàìå ñ íà÷àëíèòå äàííè â ïîñëåäíàòà
ôîðìóëà è ïîëó÷àâàìå C1 = − 7

3 èëè C1 = − 1
3 , ïúðâàòà îò êîÿòî íå

å ðåøåíèå íà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à íà Êîøè çà òîâà óðàâíåíèå ( Çàùî?).
Ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y = x(
√
x+

1

3

√
x3 − 1

3
)2.

Êàêâî ìîæå äà ñå êàæå çà ðåøåíèåòî y = 0?
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2. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.42) y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
,

êúäåòî f = f(z) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆, à
ai, bi, ci, i = 1, 2 ñà êîíñòàíòè. Ñúùåñòâóâàò òðè ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ, êîèòî
ñà ðàçãëåäàíè ïî-äîëó.

à)

(1.43)
a1
a2

=
b1
b2

=
c1
c2

= λ = const.

Òîãàâà óðàâíåíèåòî (1.42) ïðèäîáèâà âèäà

(1.44) y′ = f(λ) = const, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å y = f(λ)x+ C,

êîåòî å îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî.

Ïðèìåð 1.1.16 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y′ =

√
2x+ 4y − 6

x+ 2y − 3

è äà ñå íàìåðÿò îíåçè èíòåãðàëíè êðèâè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êèòå
M(
√

2, 3) .
Óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà

y′ =
√

2, ò.å. y =
√

2 x+ C,

Îò íà÷àëíîòî óñëîâèå ñëåäâà, ÷å C = 1. Ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å
y =
√

2x+ 1.

á)

(1.45)
a1
a2

=
b1
b2

= λ = const 6= c1
c2
.

Â òîçè ñëó÷àé å óäîáíî äà ñå âúâåäå íîâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ

(1.46) z(x) = a2x+ b2y(x). Òîãàâà a1x+ b1y + c1 = λz + c1,

(1.47) y′ =
z′ − a2
b2
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è êàòî çàìåñòèì â (1.42), ïîëó÷àâàìå

(1.48)
z′ − a2
b2

= f

(
λz + c1
z + c2

)
,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Äî ïîäîáåí ðåçóëòàò ñå ñòèãà
è ïðè ïîëàãàíåòî z(x) = a1x+ b1y.

Ïðèìåð 1.1.17 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

y′ =
x− 2y + 1

2x− 4y − 3
.

Òóê å óäîáíî äà ïîëîæèì z = x−2y, îòêúäåòî íàìèðàìå z′ = 1−2y′

è çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå:

1− z′

2
=

z + 1

2z − 3
, èëè z′ =

−5

2z − 3
, (2z − 3)dz = −5dx,

ò.å. ∫
(2z − 3)dz = −5

∫
dx+ C.

Îò òóê ñëåäâà, ÷å z2 − 6z = −10x + C1, C1 = 2C. Îáùîòî ðåøåíèå íà
äàäåíîòî óðàâíåíèå å

(x− 2y)2 + 4x+ 12y = C1

Îñîáåíè ðåøåíèÿ íÿìà.

â) Êîåôèöèåíòèòå ïðåä x y óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

(1.49)
a1
a2
6= b1
b2
.

Òîãàâà ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(1.50)

∣∣∣∣ a1x+ b1y = −c1
a2x+ b2y = −c2

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = α, y = β (çàùî?). Äà ñìåíèì ïðîìåíëèâèòå â
óðàâíåíèå (1.42) ïî ôîðìóëèòå

(1.51) x = t+ α, y = z + β, êúäåòî z = z(t)
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å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ è äà äèôåðåíöèðàìå îòíîñíî x ðàâåíñòâîòî
y(x) = z(t(x)) + β. Ïîëó÷àâàìå y′(x) = z′(t)t′(x) = z′(t), çàùîòî t′(x) =
(x − α)′ = 1. Ñåãà êàòî çàìåñòèì â (1.42) ñ íîâèòå ïðîìåíëèâè è y′(x) ñúñ
z′(t), è îò÷åòåì ôàêòà, ÷å α è β ñà ðåøåíèÿ íà (1.50) ïîëó÷àâàìå

(1.52) z′ = f

(
a1t+ b1z

a2t+ b2z

)
,

êîåòî å õîìîãåííî óðàâíåíèå. Òîâà ñå âèæäà, àêî ðàçäåëèì ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ íà äðîáòà âäÿñíî íà t ( âæ. òåìàòà çà õîìîãåííè óðàâíåíèÿ ).
Îñòàâà äà ïîëîæèì z(t) = w(t)t. Ñëåä êàòî èçðàçèì z′ è çàìåñòèì â (1.52)
ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

(1.53) w′t+ w = f

(
a1 + b1w

a2 + b2w

)
,

êîåòî å ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ñëåä êàòî ãî ðåøèì, îñòàâà äà ñå âúðíåì
êúì ñòàðèòå ïðîìåíëèâè.

Ïðèìåð 1.1.18 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(2x− y + 1)dx+ (2y − x− 1)dy = 0.

Êàòî ãî ðåøèì ãî ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà ñå âèæäà, ÷å òî å îò âèäà, ðàçãëåäàí
ïî-ãîðå. Ðåøíèÿòà íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ 2x− y = −1

−x+ 2y = 1

ñà α = −1/3, β = 1/3. Ñëåä ïîëàãàíåòî x = t−1/3, y = z+1/3, êàòî îò÷åòåì,
÷å dx = dt è dy = dz è çàìåñòèì â äàäåíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

(2t− z)dt+ (2z − t)dz = 0.

Ñåãà îòíîâî ïîëàãàìå z = wt, îòêúäåòî íàìèðàìå dz = tdw + wdt è
çàìåñòâàìå â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå. Èìàìå

(2t− tw)dt+ (2wt− t)(tdw + wdt) = 0,

èëè

2t(1− w + w2)dt+ t2(2w − 1)dw = 0.
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Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íà t2(w2 + w − 1) 6= 0 è
èíòåãðèðàìå: ∫

2

t
dt+

∫
(2w − 1)

(w2 − w + 1)
dw = lnC.

Ïúðâèÿò èíòåãðàë å òàáëè÷åí, à çà äà ðåøèì âòîðèÿ, ñúîáðàçÿâàìå, ÷å
d(w2 − w + 1) = (2w − 1)dw, è òîé ñå ñâåæäà êúì òàáëè÷åí. Ïîëó÷àâàìå

ln t2 + ln |w2 − w + 1| = lnC, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å t2(w2 − w + 1) = C1,

ò.å.
z2 − zt+ t2 = C1.

Ñåãà äà çàìåñòèì z ñ y − 1/3, à t ñ x + 1/3 ( èçâúðøåòå íåîáõîäèìèòå
ïðåñìÿòàíèÿ ). Îáùîòî ðåøåíèå èçãëåæäà òàêà:

x2 + y2 − xy + x− y = C2, C2 = C1 −
1

3

Îñîáåíè ðåøåíèÿ íÿìà, èìà ñàìî åäíà îñîáåíà òî÷êà ( êîÿ ?).

1.1.4 Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ

íà Áåðíóëè è Ðèêàòè

1. Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä.

Îïðåäåëåíèå 1.14 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.54) y′ = a(x)y + b(x),

êúäåòî ôóíêöèèòå a(x) ñà b(x) íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆, à
y = y(x) å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, ñå íàðè÷à ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä ( ËÄÓ îò ïúðâè ðåä ).

Òåðìèíúò
”
ëèíåéíî“ îòðàçÿâà ôàêòà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà íåèçâåñòíàòà

ôóíêöèÿ y′ å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà y ñ êîåôèöèåíòè, çàâèñåùè îò
íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x. Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å óðàâíåíèå îò âèäà

(1.55) x′ = a1(y)x+ b1(y),

êúäåòî ôóíêöèèòå a1(y) è b1(y) ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë,
ñúùî ñå íàðè÷à ËÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà y íåèçâåñòíà
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ôóíêöèÿ x = x(y). Íåùî ïîâå÷å � èìà óðàâíåíèÿ, êîèòî êàòî ãè ðåøèì
ñïðÿìî y′ íå ñà îò íèòî åäèí îò ïîçíàòèòå âèäîâå, íî êàòî ðàçìåíèì ðîëèòå
íà x è y ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèå îò âèäà (1.55).

Îêàçâà ñå, ÷å çà óðàâíåíèÿòà îò âèäà (1.54), ðåñïåêòèâíî (1.55),
âèíàãè ìîæå äà ñå íàìåðè ðåøåíèå â ÿâåí âèä, ïðè òîâà äåôèíèðàíî, â
öåëèÿ èíòåðâàë, â êîéòî ñà äåôèíèðàíè êîåôèöèåíòèòå. Çà äà ïîëó÷èì
ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà (1.54) ( äðóãîòî ñå ðåøàâà ïî ñúùèÿ
íà÷èí ), ïðèëàãàìå ìåòîäà íà Ëàãðàíæ, íàðå÷åí îùå ìåòîä íà âàðèðàíå
íà ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà. Íàé-íàïðåä òúðñèì ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî
ËÕÄÓ îò ïúðâè ðåä, à èìåííî íà óðàâíåíèåòî

(1.56) y′ = a(x)y,

êîåòî å ñúùî òàêà è ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Èìàìå

(1.57)
dy

y
= a(x)dx, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ln |y| =

∫
a(x)dx+ C,

êîåòî ìîæå äà ñå íàïèøå è òàêà :

(1.58) y = C1e
∫
a(x)dx, C1 = ±eC .

Èäåÿòà íà ìåòîäà íà Ëàãðàíæ ñå ñúñòîè â òîâà, äà ñå çàìåíè íåèçâåñòíàòà
êîíñòàíòà C1ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ ϕ(x), êîÿòî äà îïðåäåëèì òàêà , ÷å
ôóíêöèÿòà

(1.59) y = ϕ(x)e
∫
a(x)dx

äà å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.54. Çà òîâà äèôåðåöèðàìå (1.59) è
çàìåñòâàìå â (1.54). Ïîëó÷àâàìå

y′(x) = ϕ′(x)e
∫
a(x)dx +ϕ(x)

(
e
∫
a(x)dx

)′
= ϕ′(x)e

∫
a(x)dx +ϕ(x)e

∫
a(x)dxa(x),

ϕ′(x)e
∫
a(x)dx + ϕ(x)e

∫
a(x)dxa(x) = a(x)ϕ(x)e

∫
a(x)dx + b(x),

îò êúäåòî ñëåäâà ÷å

ϕ′(x)e
∫
a(x)dx = b(x), ò.å. ϕ′(x) = b(x)e−

∫
a(x)dx

è ñëåäîâàòåëíî

(1.60) ϕ(x) =

∫
b(x)e−

∫
a(x)dxdx+ C.
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Ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà (1.54) ïîëó÷àâàìå êàòî â (1.59) çàìåñòèì
ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò çà (1.60):

(1.61) y = e
∫
a(x)dx

[
C +

∫
b(x)e−

∫
a(x)dxdx

]
Îò íàïðàâåíîòî äîòóê ñå âèæäà, ÷å çà äà ðåøèì åäíî ëèíåéíî óðàâíåíèå,
ïúðâî òðÿáâà äà ãî

”
ïîçíàåì, ÷å ëèíåéíî“è âòîðî � äà ðåøèì ïðàâèëíî

èíòåãðàëèòå. Îñâåí òîâà, òðÿáâà äà ñå èìà ïðåäâèä è, ÷å â íÿêîè ó÷åáíèöè
è ñáîðíèöè îáùèÿò âèä íà ëèíåéíî óðàâíåíèå ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

(1.62) y′ + p(x)y = q(x)

è ñúîòâåòíî ðåøåíèåòî ñ ôîðìóëàòà

(1.63) y = e−
∫
p(x)dx

[
C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

]
.

Ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ íÿìàò îñîáåíè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.19 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

x3y′ + 3x2y − 2 = 0

è äà ñå íàìåðè îíàçè èíòåãðàëíà êðèâà, ìèíàâàùà ïðåç ò. M(1, 1).
Êàòî ãî ðåøèì ãî ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà ñå âèæäà, ÷å òî ëèíåéíî:

y′ = − 3

x
y +

2

x3
, â òîçè ñëó÷àé a(x) = − 3

x
, b(x) =

2

x3
, x 6= 0.

Çàìåñòâàìå âúâ ôîðìóëà (1.61) :

y = e−
∫

3
xdx

[
C +

∫
2

x3
e
∫

3
xdxdx

]
.

Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå∫
3

x
dx = 3 ln |x|, è òúé êàòî e3 ln |x| = |x|3, e−3 ln |x| =

1

|x|3
(çàùî?),

òî ∫
2

x3
e
∫

3
xdxdx =

∫
2

x3
|x|3dx = ±2 x.
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Òúé êàòî ñëó÷àèòå x > 0 è x < 0 ñå ðàçãëåæäàò àíàëîãè÷íî, ìîæåì
äà ñå îñâîáîäèì îò ìîäóëà çà ñìåòêà íà ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà C, êàòî
ùå çàïàçèì ñúùîòî îçíà÷åíèå çà íåÿ. Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñå
çàïèøå òàêà

y =
1

x3
[C + 2 x.] èëè y =

C

x3
+

2

x2
, x 6= 0.

Ñåãà äà çàìåñòèì x è y ñ åäèíèöà. Ïîëó÷àâàìå

1 = C + 2, C = −1. Ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å y = − 1

x3
+

2

x2
.

Ïðèìåð 1.1.20 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(x− 2xy − y2)y′ + y2 = 0.

Òîâà óðàâíåíèå íå å íèòî ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè íèòî õîìîãåííî íèòî
ëèíåéíî ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ y ( çàùî?).

Êàòî ãî ðåøèì ãî ñïðÿìî x′(y) = 1/y′(x) ñå âèæäà, ÷å òî e ËÄÓ ñ
íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ x. Íàèñòèíà

x′ =
2y − 1

y2
x+ 1,

(
a(y) =

2y − 1

y
, b(y) = 1

)
, y 6= 0.

Çàìåñòâàìå âúâ ôîðìóëà (1.61), êàòî ðàçìåíèì ðîëèòå íà x è y:

x = e
∫
(2y−1)/y2dy

[
C +

∫
e−

∫
(2y−1)/y2dydy

]
.

Ïðåñìÿòàìå∫
2y − 1

y2
dy = 2

∫
1

y
dy −

∫
1

y2
dy = 2 ln |y|+ 1

y
= ln y2 +

1

y

è ñëåäîâàòåëíî ( êàêòî â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð ), ïîëó÷àâàìå

eln y
2+1/y = y2e1/y, è e− ln y2−1/y =

1

y2
e−1/y.

Çà âòîðèÿ èíòåãðàë ïîëó÷àâàìå∫
1

y2
e−1/ydy =

∫
e−1/yd (−1/y) = e−1/y.

Îáùîòî ðåøåíèå å:
x(y) = y2(Ce1/y + 1).
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2. Áåðíóëèåâè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ .

Îïðåäåëåíèå 1.15 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.64) y′ = a(x)y + b(x)yα,

êúäåòî ôóíêöèèòå a(x) ñà b(x) íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆,
y = y(x) å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, à α = const, α 6= 0, 1 ñå íàðè÷à
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íà Áåðíóëè .

Íàé-íàïðåä äà çàáåëåæèì, ÷å ñëó÷àèòå α = 0 èëè α = 1 ñà âå÷å ïîçíàòè. Â
ïúðâèÿ ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâà ëèíåéíî óðàâíåíèå, à âúâ âòîðèÿ � óðàâíåíèå
ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè äàäåíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ñâåäå
êúì ëèíåéíî ÷ðåç ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà (1.64) íà yα 6= 0. Èìàìå

(1.65) y′y−α = a(x)y1−α + b(x),

â êîåòî ïðàâèì ñìÿíà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ïî ôîðìóëàòà

(1.66) z(x) = y1−α(x)

è äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî:

(1.67) z′(x) = (1− α)y−αy′(x).

Ñåãà îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ìîæåì çàìåñòèì èçðàçà â ëÿâàòà ñòðàíà íà
(1.65), êîéòî å y′y−α ñ z′/(1− α) ( ðàçáèðà ñå è y1−α ñúñ z ) è äà óìíîæèì
äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ 1− α. Ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(1.68) z′ = a(x)(1− α)z + b(x)(1− α),

êîåòî å ëèíåéíî ñ êîåôèöèåíòè a1(x) = a(x)(1 − α) b1(x) = b(x)(1 − α) è
íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ z. Íàìèðàìå îáùîòî ìó ðåøåíèå z(x) = ϕ(x,C) ïî
ôîìóëà (1.61) , ñëåä êîåòî ñå âðúùàìå êúì èçõîäíàòà ôóíêöèÿ :

(1.69) y(x) = ϕ(x,C)1/(1−α),

êîåòî å è îáùîòî ðåøåíèå íà (1.64). Îñòàâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè α > 0
ôóíêöèÿòà y ≡ 0 å ñúùî ðåøåíèå íà (1.64), ïðè òîâà îñîáåíî, àêî 0 < α < 1
è ÷àñòíî ïðè α > 1.
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Ïðèìåð 1.1.21 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

y′ − 9x2y − 3(x5 + x2)y2/3 = 0.

Ðåøàâàìå ãî ñïðÿìî y′ è âèæäàìå, ÷å òî e Áåðíóëèåâî ñ íåèçâåñòíà
ôóíêöèÿ y è α = 2/3. Íàèñòèíà

y′ = 9x2y + 3(x5 + x2)y2/3

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íà y2/3 6= 0.

y′y−2/3 = 9x2y1/3 + 3(x5 + x2).

Ïîëàãàìå y1/3 = z, îòêúäåòî íàìèðàìå

1

3
y−2/3y′ = z′.

Ñëåä çàìåñòâàíå ïî-ãîðå, ñå ïîëó÷àâà ëèíåéíîòî óðàâíåíèå

z′ = 3x2z + (x5 + x2).

Ñåãà îò ôîðìóëàòà çà ðåøåíèå íà ëèíåéíî óðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å

z = e
∫
3x2dx

[
C +

∫
(x5 + x2)e−

∫
3x2dxdx

]
,

ò.å.

z = ex
3

[
C +

∫
(x5 + x2)e−x

3

dx

]
.

Âòîðèÿ èíòåãðàë ðåøàâàìå, êàòî âíåñåì x2 ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è
èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:∫

(x5 + x2)e−x
3

dx =
1

3

∫
(x3 + 1)e−x

3

3x2dx =
1

3

∫
(x3 + 1)e−x

3

dx3.

Çà óäîáñòâî ïîëàãàìå x3 = t. Ïî-íàòàòúê, ïîëó÷àâàìå

1

3

∫
(t+ 1)e−tdt = −1

3

∫
(t+ 1)de−t = −1

3
(t+ 1)e−t +

1

3

∫
e−td(t+ 1) =

= −1

3
(t+ 1)e−t +

1

3

∫
e−tdt =

1

3
(t+ 1)e−t − 1

3
e−tdt = −1

3
e−t (t+ 2).
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Òîãàâà ∫
(x5 + x2)e−x

3

dx = −1

3
e−x

3 (
x3 + 2

)
.

Îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî óðàâíåíèå å

z = ex
3

[
C − 1

3
e−x

3 (
x3 + 2

)]
Ñåãà îò ïîëàãàíåòî ñëåäâà, ÷å y = z3, ò.å. îáùîòî ðåøåíèå íà Áåííóëèåâîòî
óðàâíåíèå å

y = e3x
3

[
C − 1

3
e−x

3 (
x3 + 2

)]3
.

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å y = 0 ñúùî ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå, ïðè
òîâà îñîáåíî ( α = 2/3 ∈ (0, 1) ).

3. Óðàâíåíèå íà Ðèêàòè.

Îïðåäåëåíèå 1.16 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.70) y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x),

êúäåòî ôóíêöèèòå a(x), b(x) è c(x) ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë
∆, y = y(x) å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå íà Ðèêàòè .

Ñ äðóãè äóìè, òîâà å óðàâíåíèå, â êîåòî y′ å êâàäðàòíà ôóíêöèÿ íà y ñ
íåïåêúñíàòè êîåôèöèåíòè, çàâèñåùè îò x. Õàðàêòåðíà îñîáåíîñò íà òîçè
âèä óðàâíåíèÿ å, ÷å îáùîòî èì ðåøåíèå íå âèíàãè ìîæå äà áúäå íàìåðåíî.
Íàïðèìåð óðàâíåíèåòî

y′ = x2 + y2

e óðàâíåíèå íà Ðèêàòè ñ êîåôèöèåíòè a(x) = 1, b(x) = 0 è c(x) = x2, íà
êîåòî íå å èçâåñòíî òî÷íîòî ðåøåíèå âúïðåêè, ÷å èçãëåæäà äîñòà ïðîñòî.

Íî, àêî å èçâåñòíî åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà (1.70) � y = y1(x), òî òîâà
óðàâíåíèå ìîæå äà áúäå ñâåäåíî êúì ëèíåéíî ÷ðåç ïîëàãàíåòî

(1.71) y(x) = y1(x) +
1

z(x)
,

êúäåòî z å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ. Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, íàìèðàìå
y′:

y′ = y′1 −
1

z2
z′
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è çàìåñòâàìå â (1.70). Ïîëó÷àâàìå

y′1 −
1

z2
z′ = a(x)

(
y1 +

1

z

)2

+ b(x)

(
y1 +

1

z

)
+ c(x).

Êàòî ïðåðàáîòèì ïîñëåäíèÿ èçðàç è îò÷åòåì ôàêòà, ÷å y1 å ðåøåíèå íà
(1.70), ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî.

(1.72) − 1

z2
z′ = 2a(x)

1

z
+ a(x)

1

z2
+ b(x)

1

z
.

Ñëåä êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà (1.71) ïî −1/z2 ïîëó÷àâàìå

(1.73) z′ = −(2a(x) + b(x))z − a(x),

êîåòî å ëèíåéíî îòíîñíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ z. Òúé êàòî äÿñòàòà ñòðàíà
íà âñÿêî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè å ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí ñïðÿìî y, òî íÿìà
îñîáåíè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.22 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

xy′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x,

àêî å èçâåñòíî, ÷å ïðèòåæàâà ÷àñòíî ðåøåíèå îò âèäà y1 = ax+ b.
Óðàâíåíèåòî å Ðèêàòèåâî. Òðÿáâà äà îïðåäåëèì êîíñòàíòèòå a è

b òàêà, ÷å y1 äà ãî óäîâëåòâîðÿâà. Çà äà ãè íàìåðèì äèôåðåíöèðàìå è
çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå. Ïîëó÷àâàìå

ax = (ax+ b)2 − (2x+ 1)(ax+ b) + x2 + 2x.

Ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå è ïîäðåæäàíå ïî ñòåïåíèòå íà x, ñòèãàìå äî
ðàâåíñòâîòî

(a2 − 2a+ 1)x2 + (2ab− 2a+ 2b+ 2)x+ b2 − b = 0,

êîåòî òðÿáâà äà å èçïúëíåíî çà âñÿêî x. Êàòî ïðèðàâíèì êîåôèöèåíòèòå
ïðåä ñòåïåíèòå íà x íà 0 è ðåøèì ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà çà a è b, íàìèðàìå
a = 1 è b = 0, ò.å. ÷àñòíîòî ðåøåíèå èìà âèäà y1 = x. Ïîëàãàìå y = x +
1/z, îòêúäåòî íàìèðàìå y′ = 1− 1/(z2z′) è çàìåñòâàìå îòíîâî â èçõîäíîòî
óðàâíåíèå :

x

(
1− z′

z2

)
=

(
x+

1

z

)2

− (2x+ 1)

(
x+

1

z

)
+ x2 + 2x.
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Êàòî èçâúðøèì âñè÷êè íåîáõîäèìè ïðåñìÿòàíèÿ, ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

z′x = z − 1, îòêúäåòî

∫
dz

z − 1
=

∫
dx

x
èëè z = Cx+ 1

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

y = x+
1

Cx+ 1

Íåêà îòáåëåæèì, ñúùî òàêà, ÷å çà óðàâíåíèÿòà íà Áåðíóëè è Ðèêàòè
ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè èìà ëîêàëåí õàðàêòåð,
ò.å. äîðè äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî äà å äåôèíèðàíà â öÿëàòà ðàâíèíà,
ðåøåíèåòî ïðè êîíêðåêòíè íà÷àëíè äàííè ìîæå äà å äåôèíèðàíî â ïî-
ìàëúê èíòåðâàë.

1.1.5 Òî÷íè äèôåðåíöèàëíè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ, äîïóñêàùè èíòåãðèðàù

ìíîæèòåë

1. Òî÷íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ .

Îïðåäåëåíèå 1.17 Óðàâíåíèåòî

(1.74) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

êúäåòî ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) ñà äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè â
îáëàñòòà D ⊆ R2, ñå íàðè÷à òî÷íî, àêî ñúùåñòâóâà äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ U = U(x, y), äåôèíèðàíà â D è òàêàâà, ÷å ñà èçïúëíåíè
ðàâåíñòâàòà:

(1.75)
∂U(x, y)

∂x
= P (x, y) è

∂U(x, y)

∂y
= Q(x, y), (x, y) ∈ D.

Íåêà êðèâàòà γ ñ ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

(1.76) γ : ~r = x(t)~i+ y(t)~j, t ∈ ∆,

ëåæàùà â D å èíòåãðàëíà êðèâà íà (1.74). Òîãàâà

(1.77)

dU(x(t), y(t))

dt
= U ′x(x(t), y(t))x′(t) + U ′y(x(t), y(t))y′(t) =

= P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t) = 0, t ∈ ∆.
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Íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúðõó γ ôóíêöèÿòà U å ðàâíà íà êîíñòàíòà.
Òúé êàòî γ å ïðîèçâîëíî èçáðàíà èíòåãðàëíà êðèâà íà óðàâíåíèåòî, òîâà
îçíà÷àâà, ÷å âúðõó âñÿêî ðåøåíèå íà (1.74) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

(1.78) U(x, y) = C = const.

Ñ äðóãè äóìè, îò ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ïðè âñè÷êè äîïóñòèìè ñòîéíîñòè
íà êîíñòàíòàòà ñå ïîëó÷àâàò ðåøåíèÿòà íà (1.74), çàïèñàíè â íåÿâåí âèä
� ò.å.ôîðìóëà (1.78) å îáùîòî ðåøåíèå íà (1.74). Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å
ôóíêöèÿòà U(x, y) ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè
ðåä â D, òî íåîáõîäèìî óñëîâèå óðàâíåíèåòî (1.74) äà å òî÷íî â îáëàñòòà
D å äà å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

(1.79)
∂P (x, y)

∂y
≡ ∂Q(x, y)

∂x
, (x, y) ∈ D.

Íàèñòèíà, êàòî äèôåðåíöèðàìå, êàòî äèôåðåöèðàìå ïúðâîòî îò
ðàâåíñòâàòà â (1.75) îòíîñíî x, à âòîðîòî îòíîñíî y, ïîëó÷àâàìå

(1.80)
∂2U(x, y)

∂y∂x
=
∂P (x, y)

∂y
è
∂2U(x, y)

∂x∂y
=
Q(x, y)

∂x
, (x, y) ∈ D.

Ðàâåíñòâî (1.79) ñëåäâà îò òåîðåìàòà çà ðàâåíñòâî íà âòîðèòå ñìåñåíè
ïðîèçâîäíè íà íà ôóíêöèÿ íà äâå è ïîâå÷å ïðîìåíëèâè. Ïðè íÿêîè
äîïúëíèòåëíè ïðåäïîëîæåíèÿ çà îáëàñòòà D óñëîâèåòî (1.79) å è
äîñòàòú÷íî çà äà áúäå (1.74) òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.18 Îáëàñòòà D ⊆ R2 ñå íàðè÷à åäíîñâúðçàíà,
àêî çà âñÿêà çàòâîðåíà íà÷óïåíà ëèíèÿ, ëåæàùà èçöÿëî â D è
ìíîãîúãëíèêúò, êîéòî å çàãðàäåí îò òàçè ëèíèÿ, ñúùî ëåæè èçöÿëî â
D. ( ×åðòåæ!).

Ñ äðóãè äóìè, åäíà îáëàñò â ðàâíèíàòà ñå íàðè÷à åäíîñâúðçàíà, àêî
â íåÿ íÿìà

”
äóïêè“. Íàïðèìåð, ëèñò õàðòèÿ ñ ïðîèçâîëíà ôîðìà ìîæå äà

ïîñëóæè çà
”
ðåàëåí“ ìîäåë íà åäíîñâúðçàíà îáëàñò. Íî, àêî èçðåæåì åäèí

èëè ïîâå÷å îòâîðè âúòðå â ëèñòà ( äîðè ñàìî äà ïðîáèåì ëèñòà ñ èãëà )
ùå ïîëó÷èì îáëàñò, êîÿòî íå å åäíîñâúðçàíà. Çà åäíîñâúðçàíè îáëàñòè å
âÿðíà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1 Íåêà ôóíêöèèòå P (x, y), Q(x, y) è ÷àñòíèòå èì
ïðîèçâîäíè P ′y(x, y) è Q′x(x, y) ñà íåïðåêúñíàòè â åäíîñâúðçàíàòà îáëàñò
D ⊆ R2 Òîãàâà íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå äà ñúùåñòâóâà
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äèôåðåíöèðóeìà ôóíêöèÿ U = U(x, y), äåôèíèðàíà â îáëàñòòà D è
òàêàâà, ÷å U ′x(x, y) = P (x, y) è U ′y(x, y) = Q(x, y) å â D äà å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî (1.79).

Íàìèðàíåòî íà ôóíêöÿòà U(x, y) ìîæå äà ñòàíå åäíàòà îò ñëåäíèòå
ôîðìóëàòà ( îáîñíîâêàòà íà òîçè ôàêò å ïðåäìåò íà òåìàòà çà
êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä ) :

(1.81)

U(x, y) =
∫ x
x0
P (t, y0)dt+

∫ y
y0
Q(x, s)ds

èëè
U(x, y) =

∫ x
x0
P (t, y)dt+

∫ y
y0
Q(x0, s)ds,

êúäåòî M0(x0, y0) å ïðîèçâîëíà ôèêñèðàíà òî÷êà îò D, à M(x, y) å êîÿ è
äà å òî÷êà îò ñúùàòà îáëàñò, à èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî îòñå÷êèòå,
óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè è ñâúðçâàùè ò.M0(x0, y0), ò.N(x, y0) è
M(x, y) èëè ò.M0, ò.L(x0, y) è ò.M . Íàïðàâåòå ÷åðòåæ! Àêî âå÷å ñìå
íàìåðèëè ôóíêöèÿòà U , îáùîòî ðåøåíèå íà (1.74) ñå äàâà ñ ôîðìóëà (1.78).

Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî (1.74) å äîñòàòú÷íî
ñ êîíêðåòíèòå íà÷àëíè äàííè M0(x0, y0) ∈ D äà çàìåñòèì â (1.78), îò
êúäåòî íàìèðàìå òî÷íàòà êîíñòàíòà C0 = U(x0, y0). Ñúùåñòâóâàíåòî è
åäèíñâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷aòà íà Êîøè å ãàðàíòèðàíî â ñëó÷àé,
÷å òî÷êàòà M0(x0, y0) ∈ D íå e îñîáåíà, ò.å.

(1.82) ~F (M0) = P (x0, y0)~i+Q(x0, y0)~j 6= ~0.

Òî÷íèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ íÿìàò îñîáåíè ðåøåíèÿ, à ñàìî îòäåëíè
îñîáåíè òî÷êè.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå è åäèí äðóã ( íàé-÷åñòî ïðèëàãàí íà ïðàêòèêà
íà÷èí ) çà íàìèðàíå íà ôóíêöèÿòà U(x, y). Îò ðàâåíñòâîòî U ′x = P (x, y)
( ïúðâîòî ðàâåíñòâî â (1.75) ) ñëåäâà, ÷å

(1.83) U(x, y) =

∫
P (x, y)dx+ ϕ(y),

êàòî ïðè èíòåãðèðàíåòî íà y ãëåäàìå êàòî íà êîíñòàíòà è çàòîâà äîáàâÿìå
çàñåãà íåèçâåñòíàòà ôóêöèÿ ϕ(y) ( ϕ′x(y) = 0 ). Ñåãà îò åäíà ñòðàíà èìàìå
ðàâåíñòâîòî U ′y(x, y) = Q(x, y), à îò äðóãà

(1.84) U ′y(x, y) =

(∫
P (x, y)dx

)′
y

+ ϕ′(y).
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Êàòî ãè ïðèðàâíèì, ïîëó÷àâàìå

(1.85) ϕ′(y) = Q(x, y)−
(∫

P (x, y)dx

)′
y

.

Àêî ðàáîòèì âÿðíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà íà (1.85) çàâèñè ñàìî îò
y ( êàòî ñå äèôåðåíöèðà ëÿâÿòà ñòðàíà íà (1.85) îòíîñíî x, îò òåîðåìàòà
çà ðàâåíñòâî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè è îò (??) ñëåäâà, ÷å òàçè ïðîèçâîäíà
å ðàâíî íà íóëà ). Òàêà ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

(1.86) ϕ′(y) = g(y), îòêúäåòî íàìèðàìå ϕ(y) =

∫
g(y)dy.

Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.74) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

(1.87)

∫
P (x, y)dx+

∫
g(y)dy = C.

Íå òðóäíî äà ñå âèäè, ÷å àêî ñå òðúãíå îò âòîðîòî ðàâåíñòâî íà (1.75)ñå
ñòèãà äî ñúùèÿò ðåçóëòàò ñàìî, ÷å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ çàâèñè ñàìî îò
x.

Ïðèìåð 1.1.23 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(2x+ 3y − 5)dx+ (3x− 4y + 3)dy = 0

è äà ñå íàìåðè èíòåãðàëíàòà êðèâà íà òîâà óðàâíåíèå, ìèíàâàùà ïðåç
ò.M0(2, 3).

Òóê P = 2x+3y−5, Q = 3x−4y+3 è ðàâåíñòâîòî P ′y = 3 = Q′x, êîåòî
ñå èçïúëíÿâà â öÿëàòà ðàâíèíà, ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî. Îáúðíåòå âíèìàíèå,
÷å óðàâíåíèåòî è îò òåçè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðèâåäàò êúì õîìîãåííî
óðàâíåíèå, íî àêî ãî ðåøèì êàòî òàêîâà óðàâíåíèå, êîëè÷åñòâîòî íà
ïðåñìÿòàíèÿòà ùå áúäå äîñòà ïî-ãîëÿìî. Äà ïðèëîæèì ìåòîäà, èçëîæåí
ïî-ãîðå. Òîãàâà

U =

∫
(2x+3y−5)dx+ϕ(y) = x2+3xy−5x+ϕ(y), U ′y = 3x+ϕ′(y) = 3x−4y+3,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

ϕ′(y) = −4y + 3, èëè ϕ(y) = −2y2 + 3y.



44 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

Îáùîòî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèåíèå å

x2 + 3xy − 5x− 2y2 + 3y = C

Çà äà íàìåðèì êîíñòàíòàòà C çàìåñòâàìå â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ x = 2
è y = 3 è ïîëó÷àâàìå C = 3.Ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

x2 + 3xy − 5x− 2y2 + 3y = 3

Àêî òðúãíåì îò óñëîâèåòî U ′y = Q = 3x− 4y + 3, ïîëó÷àâàìå

U =

∫
3x−4y+3dy+ψ(x) = 3xy−2y2+3y+ψ(x) è 2x+3y−5 = U ′x = 3y+ψ′(x),

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

ψ′(x) = 2x− 5, ψ(x) = x2 − 5x è ñúîòâåòíî U = 3xy − 2y2 + 3y + x2 − 5x,

êîÿòî å ñúùàòà ôóíêöèÿ

Çàáåëåæêà 1.1.2 Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî îáëàñòòà D íå å
åäíîñâúðçàíà, âúïðåêè íàëè÷èåòî íà óñëîâèå (1.79), ìîæå óðàâíåíèåòî
(1.74) äà íå òî÷íî, ò.å. äà íå ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ U(x, y) òàêàâà, ÷å
äà ñå èçïúëíÿâàò ðàâåíñòâàòà (1.75) èëè ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ äà áúäå
ìíîãîçíà÷íà. Íî âúâ âñÿêà åäíîñâúðçàíà ïîäîáëàñò D1 íà D óñëîâèåòî
(1.79) ãàðàíòèðà, ÷å óðàâíåíèåòî å òî÷íî.

Çàáåëåæêà 1.1.3 Ôóíöèÿòà U(x, y), äåôèíèðàíà â åäíîñâúðçàíàòà
îáëàñò D è óäîâëåòâîðÿâàùà óðàâíåíèåòî (1.74) ñå íàðè÷à ïîòåíöèàëíà

ôóíêöèÿ, èëè ñàìî ïîòåíöèàë, à ïîëåòî ~F , êîåòî òÿ ïîðàæäà
÷ðåç ôîðìóëèòå (1.75) ñå íàðè÷à ïîòåíöèàëíî, èëè êîíñåðâàòèâíî
âåêòîðíî ïîëå. Ëèíèòå γC : U(x, y) = C ñå íàðè÷àò åêâèïîòåíöèàëíè
ëèíèè íà ïîëåòî- ò.å. ëèíèè, âúðõó êîèòî ïîòåíöèàëà å åäèí è ñúù. Äà
ñå ðåøè åäíî òî÷íî äèôåðåíèöèàëíî óðàâíåíèå îçíà÷àâà ïî ñúîòâåòíîòî
ïîòåíöèàëíî âåêòîðíî ïîëå, äåôèíèðàíî â åäíîñâúðçàíàòà îáëàñò D äà
ñå íàìåðÿò åêâèïîòåíöèàëíèòå ëèíèè íà ïîëåòî. Ïîòåíöèàëíèòå ñèëîâè
ïîëåòà èãðàÿò âàæíà ðîëÿ â ìíîãî çàäà÷è îò ôèçèêàòà è ìåõàíèêàòà.
Ïðèìåðè íà ïîòåíöèàëíè ñèëîâè ïîëåòà ñà ïîëåòî íà òî÷êîâ åëåêòðè÷åí
çàðÿä ñ ãîëåìèíà q , ïîñòàâåí â òî÷êà îò ðàâíèíàòà ( èëè ïðîñòðàíòñâîòî ),
ñúùî òàêà ãðàâèòàöèîííîòî ñèëîâî ïîëå, ñúçäàäåíî îò ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ
ìàñà m.
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2. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, äîïóñêàùè èíòåãðèðàù
ìíîæèòåë. Ñåãà íåêà ñå îïèòàìå äà ðåøøì åäíà òàêàâà çàäà÷à: îòíîâî
å äàäåíî óðàâíåíèåòî (1.74), íî óñëîâèåòî (1.79) íå èçïúëíåíî. Çàäà÷àòà
å ïðè êàêâè óñëîâèÿ ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ µ = µ(x, y) 6= 0 è òàêàâà, ÷å
óðàâíåíèåòî

(1.88) µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0

äà å òî÷íî â íÿêàêâà åäíîñâúðçàíà îáëàñò D â ðàâíèíàòà. Àêî òàêàâà
ôóíöèÿ ñúùåñòâóâà çà äàäåíîòî óðàâíåíèå òÿ ñå íàðè÷à èíòåãðèðàù
ìíîæèòåë çà òîâà óðàâíåíèå. Ñúãëàñíî òåîðåìà 1.1, íåîáõîäèìîòî è
äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà å òúæäåñòâîòî

(1.89) (µ(x, y)P (x, y))′y ≡ (µ(x, y)Q(x, y))′x, (x, y) ∈ D

Ñëåä êàòî èçâúðøèì äèôåðåíöèðàíåòî â (1.89) è ïðåðàáîòèì, ïîëó÷àâàìå

(1.90) µ′xQ− µ′yP = µ(P ′y −Q′x),

êîåòî å óðàâíåíèå, ñúäúðæàùî ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ò.å. çàäà÷àòà çà
íàìèðàíå íà èíòåãðèðàù ìíîæèòåë çà äàäåíî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå îêàæå
è ïî-òðóäíà îò ðåøàâàíåòî íà ñàìîòî óðàâíåíèå. Çà òîâà íàé-÷åñòî ñå
òúðñè èíòåãðèðàù ìíîæèòåë îò íÿêàêúâ ïî-ñïåöèàëåí âèä µ = µ(ω),
êúäåòî ω = ω(x, y), â ÷àñòåí ñëó÷àé ω = x èëè ω = y. Íåêà ïîòúðñèì
äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà èíòåãðèðàù ìíîæèòåë îò âèäà
µ = µ(ω(x, y)).Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å òàêúâ íàèñòèíà ñúùåñòâóâà, òî µ′x =
µ′ωω

′
x è µ′y = µ′ωω

′
y. Ñëåä êàòî çàìåñòèì â (1.89) è ïðåðàáîòèì, ñòèãàìå äî

óðàâíåíèåòî

(1.91) µ′ω =
P ′y −Q′x

Qω′x − Pω′y
µ.

Ñåãà å ÿñíî, ÷å àêî ìíîæèòåëÿò ïðåä µ â (1.91)çàâèñè ñàìî îò ω, .ò. å. èìà
âèäà g = g(ω), òî çà µ ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

(1.92) µ′ω = g(ω)µ, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å µ = e
∫
g(ω)dω, (C = 1).

Â ÷àñòíîñò, àêî òúðñèì ìíîæèòåë µ = µ(x), ò.å. ω = x è î÷åâèäíî ω′x = 1,
ω′y = 0. Òàêúâ ñúùåñòâóâà, êîãàòî

(1.93)
P ′y −Q′x

Q
≡ g(x) è òîãàâà µ(x) = e

∫
g(x)dx.



46 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

Àêî òúðñèì ìíîæèòåë îò âèäà µ = µ(x), àíàëîãè÷íî ω = y, ω′x = 0, ω′y = 1
è òàêúâ ñúùåñòâóâà, êîãàòî

(1.94)
P ′y −Q′x
−P

≡ g(y) è ñëåäîâàòåëíî µ(y) = e
∫
g(y)dy.

×åñòî ñðåùàíè èíòåãðèðàùè ìíîæèòåëè ïðè ðåøàâàíå íà ïîäîáíè
óðàâíåíèÿ ñà, êîãàòî ω å åäíà îò ñëåäíèòå ôóíêöèè : x ± y, xy, x2 ± y2 è
äð.

Ñëåä êàòî íàìåðèì èíòåãðèðàù ìíîæèòåë çà åäíî óðàâíåíèå, ìîæåì
äà ãî ðåøèì ïî ìåòîäà, èçëîæåí â òî÷êà 1 îò òàçè òåìà. Íî ìîæå äà ñå ñëó÷è
ñëåäíîòî: 1) äà çàãóáèì ðåøåíèÿ íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå, êîèòî ìîãàò äà ñå
îêàæàò îñîáåíè; 2) ìîæå äà ïîëó÷èì è ÷óæäè ðåøåíèÿ. Ïúðââèÿò îò òåçè
ñëó÷àè å âúçìîæåí, àêî íàìåðåíèÿò èíòåãðèðàù ìíîæèòåë µ å ðàâåí íà
áåçêðàéíîñò âúðõó íÿêàêâà êðèâà, êîÿòî å èíòåãðàëíà êðèâà íà èçõîäíîòî
óðàâíåíèå, à âòîðèÿò , àêî µ ñå àíóëèðà, îòíîâî âúðõó íÿêàêâà êðèâà, êîÿòî
ìîæå è äà å ðåøåíèå íà íîâîïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå, íî íå è íà èçõîäíîòî.

Ïðèìåð 1.1.24 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(
√
x2 − y + 2x)dx− dy = 0,

àêî å èçâåñòíî, ÷å ñúùåñòâóâà èíòåãðèðàù ìíîæèòåë îò âèäà µ = µ(x2−y),
ò.å. ω = x2 − y.

Òóê P =
√
x2 − y + 2x, Q = −1 Òîãàâà P ′y = −1/(2

√
x2 − y), à Q′x =

−1 Çà äà ïðîâåðèì äàëè ìíîæèòåëÿò ïðåä µ â (1.91) çàâèñè ñàìî îò ω,
ïðåñìÿòàìå ω′x = 2x è ω′y = −1 è çàìåñòâàìå â ñúùèÿò òîçè èçðàç :

P ′y −Q′x
Qω′x − Pω′y

=
−1/(2

√
x2 − y)

−2x+ (
√
x2 − y + 2x)

= − 1

2(x2 − y)
= − 1

2ω

Óðàâíåíèåòî çà µ(ω) â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé èìà âèäà :

dµ

dω
= − 1

2ω
µ, îòêúäåòî íàìèðàìå µ = e−1/2

∫
1/ωdω =

1√
ω

=
1√
x2 − y

.

Ñåãà óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà äàäåíîòî óðàâíåíèå ñ íàìåðåíèÿò
èíòåãðèðàù ìíîæèòåë è ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî(

1 +
2x√
x2 − y

)
dx− dy√

x2 − y
= 0,
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êîåòî, ðàçáèðà ñå å òî÷íî ( àêî ñìå ðàáîòèëè âÿðíî). Òîãàâà

U =

∫ (
1 +

2x√
x2 − y

)
dx+ ϕ(y) = x+ 2

∫
d(x2 − y)

2
√
x2 − y

+ ϕ(y) =

= x+ 2
√
x2 − y + ϕ(y).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ϕ(y) = const, êîåòî çíà÷è, ÷å îáùîòî ðåøåíèå
äàäàäåíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà :

x+ 2
√
x2 − y = C

Ñåãà îñòàâà äà ïðîâåðèì, äàëè íå ñìå èçãóáèëè íÿêîå ðåøåíèå íà
èçõîäíîòî óðàâíåíèå ( èëè íå ñìå ïðèäîáèëè ÷óæäî ðåøåíèå, êîåòî íå ãî
óäîâëåòâîðÿâà ). Òúé êàòî, â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé èíòåãðèðàùèÿò ìíîæèòåë
µ(x, y) íå ñå àíóëèðà íèêúäå, ïðèäîáèòè ðåøåíèÿ íÿìà. Îò äðóãà ñòðàíà,
êðèâàòà ñ óðàâíåíèå y = x2 íå å ðåøåíèå íà ïîëó÷åíîòî òî÷íî óðàâíåíèå,
çàùîòî âúðõó òàçè êðèâà ïîëåòî íå å äåôèíèðàíî ( P (x, y) =∞ è Q(x, y) =
∞ âúðõó íåÿ ), äîêàòî, êàêòî ñå âèæäà òÿ å èíòåãðàëíà êðèâà ( ðåøåíèå )
íà ïúðâîíà÷àëíî çàäàäåíîòî óðàâíåíèå. Ïðè òîâà, êàêòî ñå âèæäà îñîáåíî,
çàùîòî íå ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïðè íèêàêâà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà.

Çàáåëåæêà 1.1.4 Íåêà îáúðíåì âíèìàíèå íà ôàêòà, ÷å âñúùíîñò
êëàñúò íà òî÷íèòå óðàâíåíèÿ è íà òåçè êîèòî äîïóñêàò èíòåãðèðàù
ìíîäèòåë å ìíîãî øèðîê. Íàïðèìåð, âñÿêî óðàâíåíèå ñ îòäåëåíè
ïðîìåíëèâè å òî÷íî, çàùîòî â òîçè ñëó÷àé P (x, y) = P (x) è Q(x, y) = Q(y),
îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å P ′y = Q′x = 0. Îñâåí òîâà âñÿêî óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè
ñå ïðîìåíëèâè äîïóñêà èíòåãðèðàù ìíîæèòåë ( çàùî?). Îò òóê â ÷àñòíîñò
ñëåäâà, ÷å è âñÿêî õîìîãåííî óðàâíåíèå ñëåä ñúîòâåòíîòî ïîëàãàíå ñå
ñâåæäà äî óðàâíåíèå, äîïóñêàùî èíòåãðèðàù ìíîæèòåë.

1.1.6 Íÿêîè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, íåðåøåíè

îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà. Óðàâíåíèÿ íà Ëàãðàíæ è

Êëåðî

Â òàçè ëåêöèÿ ñà ðàçãëåäàíè íÿêîè âèäîâå óðàâíåíèèÿ, íåðåøåíè
ñòïðÿìî ïðîèçâîäíàòà, ò. å. óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.95) F (x, y, y′) = 0,
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êúäåòî ôóíêöèÿòà F (x, y, z) å íåïðåêúñíàòà çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ñè
ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä F ′y(x, y, z) è F ′z(x, y, z) çà âñÿêà ò.M(x, y, z) îò
îáëàñòòà G ⊆ R3.

1. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, â êîèòî ïðîèçâîäíàòà ñå
ñðåùà íà ñòåïåí ïî-âèñîêà îò ïúðâà. Íåêà äà ðàçãëåäàìå íÿêîè
ïðèìåðè.

Ïðèìåð 1.1.25 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y′2 − 4x2 = 0

è äà ñå íàìåðÿò îíåçè èíòåãðàëíè êðèâè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êèòå
M(1, 2) è O(0, 0).

Óðàâíåíèåòî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå (y′− 2x)(y′−+2x) = 0,
ò.å. y = 2x èëè y = −2x, îòêúäåòî íàìèðàìå y = x2 + C y = −x2 + C
Îáùîòî ðåøåíèå èìà âèäà

(y + x2 − C)(y − x2 − C) = 0.

Èíòåãðàëíèòå êðèâè ñà äâå ñåìåéñòâà ïàðàáîëè, ñ îñè ñúâïàäàùè ñ
îîðäèíàòíàòà îñ (×åðòåæ!). Êàòî çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî íà ïúðâîòî
ñåìåéñòâî ïàðàáîëè ñ êîîðäèíàòèòå íà ò.M(1, 2), ïîëó÷àâàìå C = 1,
âúâ âòîðîòî � C = 3. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðåç òàçè òî÷êà ìèíàâàò äâå
èíòåòãðàëíè êðèâè

y = x2 + 1 è y = −x2 + 3,

íî òîâà íå å íàðóøåíèå íà åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà
Êîøè, çàùîòî úãëîâèòå êîåôèöèåíòè íà äîïèðàòåëíèòå íà äâåòå êðèâè â
ò.M(1, 2) ñà ðàçëè÷íè ( ïðîâåðåòå! ). Êàòî çàìåñòèì ñ êêîðäèíàòèòå íà
ò.O(0, 0) â óðàâíåíèÿòà è íà äâåòå ôàìèëèè êðèâè, ïîëó÷àâàìå C = 0.
Ðåøåíèÿòà, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òàçè òî÷êà ñà ÷åòèðè: y = x2, y = −x2,

y =

 y = −x2, x < 0,

y = x2, x ≥ 0
è y =

 y = x2, x < 0,

y = −x2, x ≥ 0.

Âèæäà ñå, ÷å òàçè òî÷êà å îñîáåíà è çà âñè÷êèòå ÷åòèðè ðåøåíèèÿ,
ìèíàâàùè ïðåç íåÿ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî y′(0) = 0.

Ïðèìåð 1.1.26 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y′3 − 8xy = 0
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ñ íà÷àëíî óñëîâèå y(0) = 0
Åäèíñòâåíîòî ðåàëíî ðåøåíèå îòíîñíî y′ å y′ = 2 3

√
x 3
√
y, êîåòî å

óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ñëåäîâàòåëíî

y−
1
3 dy = 2x

1
3 dx è

∫
y−

1
3 dy = 2

∫
x

1
3 dx+ C, è

3

2
y

2
3 =

3

2
x

4
3 + C,

êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå è òàêà y
2
3 = x

4
3 + C1. Ñåãà îò íà÷àëíîòî

óñëîâèå, ïîëó÷àâàìå C = 0, à ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè ðåøåíèà ñà y = ±x2.
Äà çàáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà y = 0 å ñúùî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå ,
ïðè òîâà îñîáåíî ( çàùî? ). Ïî êîëêî ðåøåíèÿ ìèíàâàò ïðåç âñÿêà òî÷êà
îò àáöèñíàòà îñ?

2. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, â êîèòî íå ó÷àñòâà
íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà èëè íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ.Ïðè íÿêîè îò
òåçè óðàâíeíèÿ ðåøeíèåòî ñå òúðñè â ïàðàìåòðè÷åí âèä ~r(t) = (x(t), y(t)),
êàòî çà ïàðàìåòúð å óäîáíî äà ñå èçáåðå ïðîèçâîäíàòà íà íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ.

à) Óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.96) y = f(y′)

Â òîâà óðàâíåíèå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â
íÿêàêúâ èíòåðâàë. Äà ïîëîæèì y′ = p ( èëè íÿêàêâà äðóãà áóêâà ). Òîãàâà
y = f(p) è îñòàâà äà èçðàçèì è x ÷ðåç p. Êàòî äèôåðåíöèðàìå óðàâíåíèåòî
y = f(p) îòíîñíî x, ñ÷èòàéêè, ÷å p = p(x), ïîëó÷àâàìå

y′(x) = f ′(p)p′(x), îòêúäåòî dx =
f ′(p)

p
dp ò.å. x(p) =

∫
f ′(p)

p
dp+ C.

Òóê ñå âúçïîëçâàõìå îò ïîëàãàíåòî y′ = p è ôàêòà, ÷å dx/dp = (dp/dx)−1.
Îáùîòî ðåøåíèå íà (1.96) â ïàðàìåòðè÷åí âèä å

(1.97) x(p) =

∫
f ′(p)

p
dp+ C, y(p) = f(p).

á) Óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.98) x = g(y′)

Òóê îòíîâî òúðñèì ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åí âèä, èçïîëçâàéêè ñúùîòî
ïîëàãàíå , êàòî â ïðåäèøíîòî óðàâíåíèå. Òîãàãà x = g(p). Äà
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äèõôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòîò ðàâåíñòâî îòíîñíî p. Î÷åâèäíî dx/dp =
g′(p). Ñåãà îò ðàâåíñòâîòî dy = y′(x)dx ñëåäâà, ÷å dy = pg′(p)dp è
y(p) =

∫
pg′(p)dp+ C. Îáùîòî ðåøåíèå íà (1.98) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

(1.99) x = g(p), y =

∫
pg′(p)dp+ C.

Ïðèìåð 1.1.27 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

y =
1

2
y′2 + 2y′

ñ íà÷àëíî óñëîâèå y(1) = 0.
Äà ïîëîæèì y′ = t. Òîãàâà y = 1

2 t
2 + 2t. Ñåãà äà äèôåðåíöèðàìå

ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî x. Ïîëó÷àâàìå y′ = tt′(x)+2t′(x). Ñëåä êàòî
çàìåñòèì y′ ñ t è t′(x) ñ 1/x′(t), ñëåä ëåêè ïðåîáðàçóâàíèèÿ, ñòèãàìå äî
óðàâíåíèåòî

dx = 1 +
2

t
ò.å. x(t) = t+ ln |t|+ C.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå â ïàðàìåòðè÷åí âèä å

x(t) = t+ ln |t|+ C, y(t) =
1

2
t2 + 2t.

Çà äà íàìåðèì íåèçâåñòíàòà êîíñòàíòà, ïîëàãàìå y = 0, îòêúäåòî íàìèðàìå
t1 = 0, t2 = −4 è çàìåñòâàìå âúâ ïúðâîòî óðàâíåíèå x = 1 è t = −4 è
ñëåäîâàòåëíî C = 5−ln 4, òúé êàòî ïðè t1 = 0 ëîãàðèòúìúò íå å äåôèíèðàí.

Ïðèìåð 1.1.28 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

x = y′ ln y′.

Óðàâíåíèåòî å îò âèäà (1.98). Äà ïîëîæèì y′ = t. Òîãàâà x = t ln t.
Ñåãà äà äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî t. Ïîëó÷àâàìå

dx = (ln t+ 1)dt.

Òîãàâà

dy = y′dx = t(ln t+ 1)dt y =

∫
(t ln t+ t)dt+ C =

1

2
t2 ln t− 1

4
t+ C.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå â ïàðàìåòðè÷åí âèä å

x(t) = t ln t, y(t) =
1

2
t2 ln t− 1

4
t+ C.
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3. Óðàâíåíèÿ íà Ëàãðàíæ è Êëåðî.
à) Óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ

Îïðåäåëåíèå 1.19 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.100) y = ϕ(y′)x+ ψ(y′),

êúäåòî ôóíêöèèòå ϕ è ψ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè â íÿêàêúâ
èíòåðâàë (a, b) è ϕ(y′) 6= y′, ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ.

Ñëåä èçâåñòíà
”
ïîäãîòîâêà“ óðàâíåíèåòî íà Ëàãðàíæ ìîæå äà ñå ñâåäå êúì

ëèíåéíî äèôåðåöèàëíî óðàâíåíèå. Çà òàçè öåë, äà ïîëîæèì y′ = p(x) è äà
ïîòúðñèì ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî â ïàðàìåòðè÷íà ôîðìà ( ò.å.äà èçðàçèì
x è y êàòî ôóíêöèè íà ïàðàìåòúðà ). Äà çàïèøåì äàäåíîòî óðàâíåíèå âúâ
âèäà

(1.101) y = ϕ(p)x+ ψ(p)

è äà äèôåðåíöèðàâå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî x. Ïîëó÷àâàìå

(1.102) y′ = ϕ′(p)p′x+ ϕ(p)x′ + ψ′(p)p′.

Ñåãà äà çàìåñòèì y′ ñ p è äà èçíåñåì âäÿñíî p′ çàä ñêîáè è äà ïðåõâúðëèì
âëÿâî ϕ(p) ( ðàçáèðà ñå x′ = 1, çàùî?). Òîãàâà

(1.103) p− ϕ(p) = (ϕ′(p)x+ ψ′(p))p′.

Ñåãà äà çàáåëåæèì, ÷å àêî ðàçìåíèì ðîëèòå íà p è x è ñå âúçïîëçâàìå îò
ôàêòà, ÷å x′(p) = 1/p′(x), ïðè p− ϕ(p) 6= 0, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(1.104) x′(p) =
ϕ′(p)

p− ϕ(p)
x+

ψ′(p)

p− ϕ(p)
,

êîåòî å ëèíåéíî óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ x è íåçàâèñèìà
ïðîìåíëèâà p, ÷èåòî îáùî ðåøåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà ( âæ.
ëåêöèÿòà çà ëèí. óðàâíåíèå ).

x(p) = CA(p) +B(p), C = const.

Òîãàâà, ñëåä êàòî çàìåñòèì âå÷å ïîëó÷åíèÿò èçðàç çà x â óðàâíåíèåòî
(1.101), ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ñúùîòî òîâà óðàâíåíèå â
ïàðàìåòðè÷íà ôîðìà:

(1.105) x(p) = x(p) = CA(p) +B(p), y(p) = CA1(p) +B1(p).
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Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî p−ϕ(p) = 0. Àêî òîâà óðàâíåíèå èìà
ðåàëíè êîðåíè p = pi, i = 1, 2, . . . , k, êàòî çàìåñòèì â (1.101), ïîëó÷àâàìå

(1.106) y = pix+ ψ(pi), i = 1, 2, . . . , k.

Âñÿêà îò òåçè ëèíåéíè ôóíêöèè å ðåùåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.101),
êîèòî ìîãàò äà ñå îêàæàò è îñîáåíè ðåøåíèÿ.

à) Óðàâíåíèå íà Êëåðî

Îïðåäåëåíèå 1.20 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.107) y = y′x+ ψ(y′),

êúäåòî ôóíêöèÿòà ψ å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â íÿêàêúâ èíòåðâàë
(a, b) ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Êëåðî.

Óðàâíåíèåòî íà Êëåðî ìîæå äà ñå ðåøè ïî ñúùèÿò íà÷èí, êàêòî
óðàâíåíèåòî íà Ëàãðàíæ. Îòíîâî ïîëàãàìå y′ = p(x), çàìåñòâàìå â (1.107),
äèôåðåíöèðàìå îòíîñíî x è ñëåä ïðåðàáîòêà ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(1.108) (x+ ψ′(p))p′ = 0,

êîåòî ñå ðàçïàäà íà óðàâíåíèÿòà p′ = 0 èëè x + ψ′(p) = 0. Îò ïúðâîòî îò
òÿõ ñëåäâà, ÷å p = C = const. Êàòî çàìåñòèì â (??), ïîëó÷àâàìå

(1.109) y = Cx+ ψ(C),

êîåòî å óðàâíåíèå íà ôàìèëèÿ ïðàâè. Òàçè ôîðìóëà äàâà îáùîòî óðàâíåíèå
íà óðàâíåíèåòî íà Êëåðî. Îò óðàâíåíèåòî x = −ψ′(p), çàåäíî ñ (1.107)
ïîëó÷àâàìå ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà êðèâàòà

(1.110) γ :

 x = −ψ′(p)

y = −ψ′(p)p+ ψ(p),

êîÿòî îáèêíîâåíî ñå îêàçâà îñîáåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Êëåðî.
Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ψ′′(p) èìà ïîñòîÿíåí çíàê â íÿêàêúâ èíòåðâàë
(a, b), âñÿêà ïðàâà îò ôàìèëèÿòà (1.109) ñå äîïèðà äî êðèâàòà êðèâàòà γ â
ò. M(−ψ′(C),−ψ′(C) + ψ(C))( Çàùî?).

Äî óðàâíåíèå íà Êëåðî ñå ñòèãà âèíàãè, êîãàòî ñå òúðñè êðèâà ñúñ
ñâîéñòâî íà äîïèðàòåëíàòà, íå çàâèñåùî îò òî÷êàòà íà äîïèðàíå. Ïðè òîâà
îò ãåîìåòðè÷íà ãëåäíà òî÷êà, èíòåðåñíî å îñîáåíîòî ðåøåíèå.
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Ïðèìåð 1.1.29 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

y = 2xy′ − y′2.

Óðàâíåíèåòî å óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ. Êàòî ñëåäâàìå ìåòîäà,
èçëîæåí ïî-ãîðå è ñëåä êàòî ïîëîæèì y′ = p, ïîëó÷àâàìå

y = 2xp− p2, y′ = 2xp′ + 2p− 2pp′ èëè − p = (2x− 2p)p′, x′ = −2

p
x+ 2.

Êàòî ðåøèì ñúîòâåòíîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå
â ïàðàìåòðè÷íà ôîðìà

x(p) =
C

p2
+

2

3
p, y(p) =

2C

p
+

1

3
p2, p 6= 0.

Ñëó÷àÿò p = 0 âîäè äî ðåøåíèåòî y = 0, êîåòî å ÷àñòíî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 1.1.30 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

y = xy′ + y′2.

Òîâà å óðàâíåíèå íà Êëåðî. Ñëåä êàòî ïîëîæèì y′ = p è äèôåðåíöèðàíå
îòíîñíî x ïîëó÷àâàìå

y = xp+ p2, y′ = xp′ + p+ 2pp′, 0 = (x+ 2p)p,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

x = −2p èëè p = C = const.

Êàòî çàìåñòèì â èçõîäíîòî óðàâíåíèå ñ p = C, ïîëó÷àâàìå ôàìèëèÿòà
ïðàâè gC : y = Cx + C2, a êàòî çàìåñòèì ïàê òàì ñ x = −2p è èçêëþ÷èì
ïàðàìåòúðà p, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà ïàðáîëàòà γ : y = −x2/4. Íå
òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å âñÿêà ïðàâà îò ôàìèëèÿòà {gC} ñå äîïèðà äî γ â
ò. M(−2C,−C2). Òîâà ïîêàçâà, ÷å γ å îñîáåíî ðåøåíèå çà òîâà óðàâíåíèå.
Íàïðàâåòå ÷åðòåæ è âñè÷êè íåîáõîäèìè ïðåñìÿòàíèÿ!
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1.1.7 Òåîðåìè çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà

ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèÿ îò

ïúðâè ðåä

1.Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà
çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèÿ, ðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà. Äà
ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

(1.111) y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà òàçè
çàäà÷à ñå äàâà îò ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2 Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà â îáëàñòòà
D ⊆ R2 è ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îòíîñíî y â òàçè
îáëàñò. Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà M0(x0, y0) ∈ D ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà Oh(x0) = {x ∈ R : |x− x0| ≤ h, h > 0}, â êîÿòî ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå y = y(x) íà çàäà÷àòà (1.111).

Èäåÿ çà äîêàçàòåëñòâî. Èäåÿòà ñå ñúñòîè â òîâà, äà ðàçãëåäàìå
çàäà÷à, åêâèâàëåíòà íà çàäà÷àòà (1.111), à èìåííî çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà
ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

(1.112) y = y0 +

∫ x

x0

f(t, y)dt

ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ y è äà ïðèëîæèì êúì òàçè çàä÷à ò.íàð. ìåòîä
íà ìåòîä íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ , êîéòî ñå ñúñòîè â
ïîñòðîÿâàíåòî íà ðåäèöà îò ôóíêöèè {yk(x)}∞k=0 ÷ðåç ðåêóðåíòíàòà
ôîðìóëà

(1.113) yk+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yk(t))dt, k = 1, 2, . . . ,

ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå y0(x) ≡ y0. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ïðè
íàëîæåíèòå óñëîâèÿ çà äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî, ðåäèöàòà îò
ôóíêöèè ïðîñòðîåíà ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí êëîíè êúì ôóíêöèÿ ỹ(x),
äåôèíèðàíà â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà x0 è êîÿòî å ðåøåíèå íà
çàäà÷àòà íà Êîøè, ïðè òîâà åäèíñòâåíî.
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Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å àêî ïîèñêàìå ñàìî íåïðåêúñíàòîñò íà äÿñíàòà
ñòðàíà, ðåøåíèåòî ñúùåñòâóâà , íî ìîæå äà íå å åäíèñòâåíî ( òåîðåìà íà
Ïåàíî ).

Çà ËÄÓ îò ïúðâè ðåä å â ñèëà åäíà ïî-ñèëíà òåîðåìà îò òåîðåìà 1.2.

Òåîðåìà 1.3 Íåêà ôóíêöèèòå a(x) è b(x) ñà íåïðåêúñíàòè â
èíòåðâàëà ∆ ⊆ R. Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà M0(x0, y0), òàêàâà ÷å x0 ∈ ∆,
à y0 ∈ (−∞,+∞) å ïðîèçâîëíî ôèñêèðàíî ÷èñëî, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(1.114) y′ = a(x)y + b(x),

óäîâëåòâîðÿâàùî íà÷àëíîòî óñëîâèå y(x0) = y0 è äåôèíèðàíî â öåëèÿ
èíòåðâàë ∆.

Çàáåëåæêà 1.1.5 Çà íåëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ïîäîáåí
ôàêò íå å â ñèëà äîðè, êîãàòî äÿñíàòà ÷àñò íà óðàâíåíèåòî ( ôóíêöèÿòà
f(x, y) ) å äåôèíèðàíà â öÿëàòà ðàâíèíà. Òîâà ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ ïðèìåð.
Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî

y′ = y2x, y(0) = 1, ÷èåòî îáùî ðåøåíèå å y =
1

C − x2
( ïðîâåðåòå !).

Êàòî çàìåñòèì ñíà÷àëíèòå äàííè, ïîëó÷àâàìå C = 1 è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî
ðåøåíèå å

y =
1

1− x2
,

êîåòî å äåôèíèðàíî ñàìî â èòíåðâàëà (−1, 1) âúïðåêè , ÷å äÿñíàòà ñòðàíà
íà òîâà óðàâíåíèå f(x, y) = xy2 å äåôèíèðàíà â öÿëàòà ðàâíèíà.

2.Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà
çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèÿ, íåðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà.
Íåêà îòíîâî äà ñå ñïðåì íà ïðèìåð 1.1.25, ðàçããëåäàí â ïðåäèøíàòà ëåêöèÿ
� óðàâíåíèåòî y′2 − 4x2 = 0, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å y′ = 2x èëè y′ = −2x. Àêî
òúðñèì ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè íàïðèìåð â ò. M(1, 1), ïîëó÷àâàìå
äâåòå èíòåãðàëíè êðèâè γ1 : y = x2 è γ2 : y = −x2 + 2. Òîâà

”
ÿâëåíèå“ íå

áèâà äà ñå ñõâàùà , îáà÷å êàòî íàðóøåíèå íà åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî
íà çàäà÷àíà íà Êîøè â äàäåíàòà òî÷êà, òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé ñòàâà äóìà
çà äâå îòäåëíè óðàâíåíèÿ, êîèòî ñëåäâàò îò èçõîäíîòî óðàâíåíèå. Îñâåí
òîâà è úãëîâèòå êîåôèöèåíòè íà äâåòå êðèâè â ò.M(1, 1) ñà ðàçëè÷íè �
k1 = 1, à k2 = −1 ( íåêà äà íàïîìíèì, ÷å îñîáåíà òî÷êà å òàêàâà òî÷êà,



56 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

ïðåç êîÿòî ìèíàâàò äâå èëè ïîâå÷å èíòåãðàëíè êðèâè íà óðàâíåíèåòî, íî
âñè÷êèòå òå èìàò åäíà è ñúùà äîïèðàòåëíà, èëè òî÷êà, â êîÿòî ïîëåòî
~F = ~0 ! ). Îò òåçè ñúîáðàæåíèÿ ñëåäâà, ÷å òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è
åäíèñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîùè çà óðàâííåíèå îò âèäà

(1.115) F (x, y, y′) = 0

áè òðÿáâàëî äà èìà ïî-ðàçëè÷íà ôîðìóëèðîâêà îò òàçè íà òåîðåìà 1.2.

Ïî-íàòàòúê ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôóííêöèÿòà F (x, y, z) å äåôèíèðàíà
è íåïðåêúñíàòà, çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ñè ïðîèçâîäíè îòíîñíî y è z â
ìíîæåñòâîòî G ⊆ R3, êîåòî èìà âèäà

G = {(x, y, z) : (x, y) ∈ G′, z ∈ (c, d)} ,

êúäåòî G′ å îáëàñò â ðàâíèíàòà.

Îïðåäåëåíèå 1.21 Òî÷êàòà (x0, y0) ∈ G′ ñå íàðè÷à îáèêíîâåíà
òî÷êà çà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.115), àêî:
1) óðàâíåíèåòî F (x0, y0, z) = 0 èìà êðàåí áðîé êîðåíè zi ∈ (c, d), i =
1, 2, . . . , k ;
2) âúâ âñÿêà åäíà îò òåçè òî÷êè èìàìå F ′z(x0, y0, zi) 6= 0, i = 1, 2, . . . , k.

Àêî ïîíå â åäíî îò ðåøåíèÿòà zi0 å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
F ′z(x0, y0, zi0) = 0 çà íÿêîå 1 ≤ i0 ≤ k, òî÷êàòà ñå íàðè÷à îñîáåíà çà
(1.115).

Çà îáèêíîâåíèòå òî÷êè íà óðàâíåíèåòî (1.115) å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4 Íåêà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ G′ å îáèêíîâåíà çà
óðàâíåíèåòî (1.115). Òîãàâà çà âñÿêî ðåøåíèå zi i = 1, 2, . . . , k íà
óðàâíåíèåòî F (x0, y0, z) = 0 çàäà÷àòà íà Êîøè çà (1.115) ñ íà÷àëíî
óñëîâèå y(x0) = y0 ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå y = fi(x), êîåòî
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî f ′i(x0) = zi, i = 1, 2, . . . , k è êîåòî å äåôèíèðàíî
â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0).
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1.2 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò

ïî-âèñîê ðåä

1.2.1 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä �

îñíîâíè ïîíÿòèÿ. Íÿêîè óðàâíåíèÿ, äîïóñêàùè

ïîíèæåíèå íà ðåäà

1. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä. Çàäà÷à íà
Êîøè. Îáùî ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.22 Óðàíåíèå îò âèäà

(1.116) F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0,

êúäåòî ôóíêöèÿòà F e íåïðåêúñíàòà êàòî ôóíêöèÿ íà n+ 2 ïðîìåíëèâè
â íÿêàêâà îáëàñò D ⊆ Rn+2, ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò
n-òè ðåä. Ôóíêöèÿòà y = ϕ(x), ÷èéòî ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè
äî ðåä n âêëþ÷èòåëíî â íÿêàêúâ èíòåðâàë (a, b), ñå íàðè÷à ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî (1.116), àêî ðàâåíñòâîòî F (x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n)(x)) = 0 å
òúæäåñòâî ïðè x ∈ (a, b).

Ãðàôèêàòà íà âñÿêî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.116) íàðè÷àìå
èíòåãðàëíà êðèâà íà òîâà óðàâíåíèå, êîÿòî ìîæå äà ñå òúðñè ñúùî â íåÿâåí
âèä Φ(x, y) = 0 èëè â ïàðàìåòðè÷åí âèä x = ϕ(t), y = ψ(t).

Àêî îò ðàâåíñòâî (1.116) ìîæå äà ñå èçðàçè ñòàðøàòà ïðîèçâîäíà
y(n), òî óðàâíåíèåòî ïðèäîáèâà âèäà

(1.117) y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

è ñå íàðè÷à óðàâíåíèå îò n-òè ðåä, ðåøåíî ñïðÿìî ñòàðøàòà
ïðîèçâîäíà.

×àñòåí ñëó÷àé òåçè óðàâíåíèÿ ñà óðàâíåíèÿòà îò âèäà

(1.118) a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = g(x),

êúäåòî ôóíêöèèòå ai(x), i = 1, 2, . . . , n g(x) ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ
èíòåðâàë (a, b) è a0(x) íå e òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà ïðè x ∈ (a, b).

Óðàâíåíèåòî (1.118) ñå íàðè÷à ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèÿ îò n-òè ðåä. Àêî g(x) ≡ 0 â (a, b) óðàâíåíèåòî ñå
íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n-òè
ðåä, (íàêðàòêî ËÕÄÓ îò n-òè ðåä ), à â ïðîòèâåí ñëó÷àé ëèíåéíî
íåõîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n-òè ðåä, (íàêðàòêî
ËÍÕÄÓ îò n-òè ðåä ).
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Îïðåäåëåíèå 1.23 Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå y = y(x) íà
óðàâíåíèåòî (1.116), óäîâëåòâîðÿâàùî íà÷àëíèòå óñëîâèÿ

(1.119) y = y0, y
′ = y′0, . . . , y

(n−1) = y
(n−1)
0 ïðè x = x0,

êúäåòî x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 ñà çàäàäåíè ÷èñëà îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò

íà (1.116) ( íà÷àëíè äàííè )ñå íàðè÷à çàäà÷à íà Êîøè èëè íà÷àëíà
çàäà÷à çà òîâà óðàâíåíèå.

Óñëîâèÿòà, êîèòî ãàðàíòèðàò ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåííîñò íà ðåøåíèåòî
íà çàäà÷àòà íà Êîøè ñà ôîðìóëèðàíè â åäèí oò ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè.

Ïîðàäè òîâà, ÷å óðàâíåíèÿòà îò âòîðè ðåä ñà ìíîãî âàæíè çà
ïðàêòèêàòà, íåêà äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî òîçè ñëó÷àé. Çà óðàâíåíèå
îò âòîðè ðåä, ðåøåíî ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà

(1.120) y′′ = f(x, y, y′)

çàäà÷àòà íà Êîøè ñå ñúñòîè â íàìèðàíå íà ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùî
íà÷àëíèòå óñëîâèÿ y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0, êîåòî ãåîìåòðè÷íî îçíà÷àâà,
÷å ñå òúðñè èíòåãðàëíà êðèâà , ìèíàâàùà ïðåç äàäåíà òî÷êà M0(x0, y0) è
îñâåí òîâà â òàçè òî÷êà å çàäàäåí è íàêëîíà íà äîïèðàòåëíàòà tg α0 =
y′(x0) = y′0. ( ×åðòåæ! ).

Çà äà äàäåì ìåõàíè÷íî òúëêóâàíå íà çàäà÷àíà íà Êîøè çà óðàâíåíèå
îò âòîðè ðåä íåêà äà ðàçãëåäàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî
äâèæåíèåòî íà íà ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà ðàâíà íà åäèíèöà, ïîä äåéñòâèå
íà ñèëà ñ íàïðàâëåíèå ïî îñòà Ox. Óðàâíåíèåòî èìà âèäà

(1.121) ẍ = f(t, x, ẋ).

Â òîâà óðàâíåíèå íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà t èìà ñìèñúë íà âðåìå, x å
ïîëîæåíèåòî íà ìàòåðèàíàòà òî÷êà â ìîìåíòà t, à ẋ è ẍ ñà ñúîòâåòíî
ñêîðîñòòà è óñêîðåíèåòî íà ñúùàòàòà òî÷êà â òîçè ìîìåíò. Ôóíêöèÿòà
f(t, x, ẋ) èìà ñìèñúë íà ðåçóëòàíòíàòà ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó òî÷êàòà â
ìîìåíòà t. ×èòàòåëÿò âå÷å íàâÿðíî ñå äîñåùà, ÷å óðàâíåíèå (1.121) íå å
íèùî äðóãî îñâåí âòîðèÿò ïðèíöèï íà Íþòîí, ïðèëîæåí çà ìàòåðèàëíàòà
òî÷êà. Ðåøåíèåòî íà òîâà óðàâíåíèå å çàêîíà çà äâèæåíèå íà ìàòåðèàëíàòà
òî÷êà, ïîä äåéñòâèå íà ñèëàòà f , êîÿòî ñ÷èòàìå èçâåñòíà. Çàäà÷àòà íà Êîøè
â òîçè ñëó÷àé å äà ñå íàìåðè òîçè çàêîí çà äâèæåíèå, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà
íà÷àëíèòå óñëîâèÿ x(t0) = x0� äàäåíî íà÷àëíî ïîëîæåíèå íà òî÷êàòà,

à ˙x(t0) = ẋ0 = v0� äàäåíà íà÷àëíà ñêîðîñò íà òî÷êàòà. Ò. å. çà äà
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îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî äâèæåíèåòî íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà, äâèæåùà
ñå ïîä äåéñòâèåòî íà íÿêàêâà èçâåñòíà ñèëà, òðÿáâà äà çíàåì îùå îò

”
êúäå

å òðúãíàëà òî÷êàòà
”
è ñ êàêâà íà÷àëíà ñêîðîñò å

”
òðúãíàëà

”
äà ñå äâèæè.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí, êàêòî ïðè óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä ( âæ. óâîäíàòà
ëåêöèÿ ) ìîæå äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî îáùî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî
(1.116) ñàìî, ÷å òóê òðÿáâà äå ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å îáùîòî ðåøåíèå çàâèñè
îò n ( êîëêîòî å ðåäà íà óðàâíåíèåòî ) ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè C1, C2, . . . , Cn
è èìà âèäà y = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn) è çàòîâà ðåøåíèåòî íà äàäà÷àòà íà
Êîøè âîäè äî ðåøàâàíåòî íà ñèòåìà óðàâíåíèÿ çà íåèçâåñòíèòå êîíñòàíòè.
Íàïðèìåð, àêî çà óðàâíåíèåòî(1.120) ñìå íàìåðèëè îáùîòî ðåøåíèå y =
ϕ(x,C1, C2), çà íåèçâåñòíèòå êîíñòàíòè ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà

(1.122)

∣∣∣∣∣∣
y0 = ϕ(x0, C1, C2)

y′0 = ϕ′(x0, C1, C2)
,

îò êîÿòî ìîæåì äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî C1 è C2. Äà íàïîìíèì, ñúùî
òàêà, ÷å ðåøåíèå íà (1.116) èëè (1.117), âúâ âñÿêà òî÷êà íà êîåòî çàäà÷àòà
íà Êîøè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ñå íàðè÷à ÷àñòíî. Àêî ôóíêöèÿòà
y = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn) å îáùî ðåøåíèå íà (1.116) èëè (1.117), òî
âñÿêî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî îò íåãî ïðè ïðîèçâîëíè äîïóñòèìè çíà÷åíèÿ
íà êîíñòàíòèòå, âêëþ÷èòåëíî ±∞ å ñúùî ÷àñòíî ðåøåíèå. Ðåøåíèÿòà,
âúâ âñÿêà òî÷êà íà êîèòî ñå íàðóøàâà åäèíñòâåííîñòòà íà ðåøåíèåòî íà
çàäà÷àòà íà Êîøè ñå íàðè÷àò îñîáåíè.

2. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä, êîèòî
äîïóñêàò ïîíèæåíèå íà ðåäà. Â ìíîãî ñëó÷àè óðàâíåíèÿòà îò âèäà
(1.116) èëè (1.117) äîïóñêàò ïîíèæåíèå íà ðåäà ñ íÿêîëêî åäèíèöè è
ñâåæäàíå äî ïîçíàòè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä. Òóê ñà
ðàçãëåäàíè ñàìî íÿêîè îò òÿõ.

à) Óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.123) y(n) = f(x).

Òóê ïðåäïîëàãìå, ÷å ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà â äàäåí èòíåðâàë (a, b).
Çà òàêèâà óðàâíåíèÿ çàäà÷àòà íà Êîøè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ( âæ.

ñëåäâàùàòà ëåêöèÿ ) ïðè ïðîèçâîëíè íà÷àëíè äàííè y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 è

x0 ∈ (a, b). Îáùîòî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç
ïîñëåäîâàòåëíî èíòåãðèðàíå. Îò (1.123) ñëåäâà, ÷å

y(n−1) =

∫
f(x)dx+C1, y

(n−2) =

∫
y(n−1)(x)dx =

∫ ∫
f(x)dxdx+C1x+C2, . . . ,
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y(x) =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

n ïúòè

f(x)dxdx . . . dx+C1
xn−1

(n− 1)!
+C2

xn−2

(n− 2)!
+. . .+Cn−1x+Cn.

Êàòî ñúîáðàçèì, ÷å ôàêòîðåëèòå â çíàìåíàòåëèòå ìîãàò äà áúäàò

”
ïîãúëíàòè“ îò ïðîèçâîëíèòå êîíñòàíòè, ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà
áúäå çàïèñàíî âúâ âèäà
(1.124)

y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

n ïúòè

f(x)dxdx . . . dx + C1x
n−1 + C2x

n−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn,

êîåòî å è îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.

Ïðèìåð 1.2.1 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

y′′′ = xe2x

è äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè ïðè íà÷àëíè äàííè y(0) = 1, y′(0) =
0, y′′(0) = −2.

Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå:

y′′ =
∫
y′′′(x)dx =

∫
xe2xdx = 1

2

∫
xe2xd2x = 1

2

∫
xde2x =

= 1
2xe

2x − 1
2

∫
e2xdx = 1

2xe
2x − 1

4

∫
e2xd2x = 1

2xe
2x − 1

4e
2x + C1,

y′ =
∫
y′′(x)dx = 1

2

∫
xe2xdx− 1

4

∫
e2xdx+

∫
C1dx =

= 1
2 ( 1

2xe
2x − 1

4e
2x)− 1

8e
2x + C1x+ C2 = 1

4xe
2x − 1

4e
2x + C1x+ C2,

y =
∫
y′(x)dx = 1

4

∫
xe2xdx− 1

4

∫
e2xdx+ C1

∫
xdx+ C2

∫
1dx+ C3,

y = 1
8xe

2x − 3
16e

2x + C1
1
2x

2 + C2x+ C3.

Ïîñëåäíèÿò ðåä â ãîðíàòà ôîðìóëà å îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî. Ñåãà
îò íà÷àëíèòå äàííè , íàìèðàìå y(0) = C3 = 1, y′(0) = C2 = 0 y′′(0) = C1 =
−2. Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y =
1

8
xe2x − 3

16
e2x − x2 + 1.
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á) Óðàâíåíèÿ îò âèäà

(1.125) F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, 1 ≤ k < n.

Óðàâíåíèÿ îò ïîñî÷åíèÿ âèä äîïóñêàò ïîíèæåíèå íà ðåäà ñ k åäèíèöè
êàòî íàïðàâèì ïîëàãàíåòî y(k)(x) = z(x), êúäåòî z(x) å íîâàòà íåèçâåñòíà
ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî

z′(x) = y(k+1)(x), z′′(x) = y(k+2)(x), . . . , z(n−k)(x) = y(n)(x)

è êàòî çàìåñòèì â (1.125) ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(1.126) F (x, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0.

Àêî ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà áúäå èíòåãðèðàíî è ìîæåì äà íàìåðèì
ôóíêöèÿòà z = g(x,C1, C2, . . . , Cn−k) â ÿâåí âèä, êàòî ñå âúðíåì êúì
ñòàðàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(1.127) y(k) = g(x,C1, C2, . . . , Cn−k),

êîåòî å óðàâíåíèå îò âèäà, ðàçãëåäàí â ïîäòî÷êà à). Êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà
óðàâíåíèå îò âèäà (1.125), âèíàãè ìîæå äà áúäå ïîíèæåí ðåäà íà ëèíåéíî
óðàâíåíèå îò âèäà

y(n) = a(x)y(n−1) + b(x),

êàòî ïîëîæèì y(n−1)(x) = z(x), ïîëó÷àâàìå ëèíåéíî óðàâíåíèå îò ïúðâè
ðåä:

z′ = a(x)z + b(x).

Ïðèìåð 1.2.2 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

xy′′′ = y′′ + x2

Äà ïîëîæèì y′′(x) = z(x).Òîãàâà y′′′ = z′ è óðàâíåíèåòî ïðèäîáèâà
âèäà

z′ =
1

x
z + x,

êîåòî å ëèíåéíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä. Ïî ôîìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå
íà ëèíåéíî óðàâíåíèå ( âæ. ...), ïîëó÷àâàìå

z = e
∫

1
xdx[C +

∫
xe−

∫
1
xdxdx] = eln |x|[C +

∫
xe− ln |x|dx],

z = |x|[C +
∫

x
|x|dx] = C1x+ x2, C1 = ±C.
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Ïîëó÷èõìå, ÷å y′′ = C1x + x2. Òîâà å óðàâíåíèå îò âèäà ðàçããëåäàí â
ïðåäèøíàòàò ïîäòî÷êà. Òîãàâà

y′ =

∫
x2dx+

∫
C1xdx+ C2 =

1

3
x3 +

C1

2
x2 + C2,

è ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå å:

y =
1

12
x4 +

C1

6
x2 + C2x+ C3.

â) Óðàâíåíèÿ íå ñúäúðæàùè íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà.
Âñÿêî åäíî óðàâíåíèå îò òîçè âèä ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà:

(1.128) F (y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0.

Òåçè óðàâíåíèÿòà äîïóñêàò ïîíèæåíèå íà ðåäà ñ åäèíèöà, ÷ðåç ïîëàãàíåòî

(1.129) y′(x) = z(y),

êúäåòî z å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ, à y ñ÷èòàìå çà íåçàâèñèìà
ïðîìåíëèâà çà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà â íîâîïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå. ×ðåç
äèôåðåíöèðàíå îòíîñíî x, ( ðàçáèðà ñå òóê z = z(y(x)) ñå ðàçãëåæäà êàòî
ñëîæíà ôóíêöèÿ òà x ), ïîëó÷àâàìå

y′′ = (y′)′ = z′(y)y′(x) = z′z,

y′′′ = (y′′)′ = (z′(y)z)′ = z′′(y)y′(x)z + z′(y)z′(y)y′(x) = z′′z2 + z′2z

è ò.í. ßñíî å, ÷å ïî òîçè íà÷èí, y(k)(x) ñå èçðàçÿâà êàòî íÿêàêâà ôóíêöèÿ
íà z(k−1)(y), k = 1, 2, . . . , n, êîåòî âîäè äî ïîíèæàâàíå íà ðåäà íà èçõîäíîòî
óðàâíåíèå ñ åäèíèöà, ò.å. ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå îò âèäà

(1.130) Φ(y, z, z′, . . . , z(n−1)) = 0.

Ïðèìåð 1.2.3 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

1 + y′2 = 2yy′′.

Ïîëàãàìå y′(x) = z(y).Òîãàâà y′′ = z′z îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å

1 + z2 = 2yz′z.
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Ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ñëåä ðàçäåëÿíå íà
ïðîìåíëèâèòå ñå ïîëó÷àâà

2zdz

1 + z2
=
dy

y
, îòêúäåòî, ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå

z = |x|[C +
∫

x
|x|dx] = C1x+ x2, C1 = ±C.

Ïîëó÷èõìå, ÷å y′′ = C1x + x2. Òîâà å óðàâíåíèå îò âèäà ðàçããëåäàí â
ïðåäèøíàòàò ïîäòî÷êà. Òîãàâà

y′ =

∫
x2dx+

∫
C1xdx+ C2 =

1

3
x3 +

C1

2
x2 + C2,

è ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå å:

y =
1

12
x4 +

C1

6
x2 + C2x+ C3.

ã) Óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà õîìîãåííè îòíîñíî íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ è íåéíèòå ïðîèçâîäíè. Òîâà ñà óðàâíåíèÿ îò âèäà (1.116)
â êîèòî ôóíêöèÿòà F å õîìîãåííà îò ñòåïåí m 6= 0 îòíîñíî y, y′, . . . , y(n).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìó ëÿâàòà ñòðàíà äîïóñêà ïðåäñòàâÿíåòî

(1.131) F (x, y, y′, . . . , y(n)) = ymF

(
x, 1,

y′

y
, . . . ,

y(n)

y

)
.

Ñ äðóãè äóìè, óðàâíåíèåòî ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿò íà÷èí

(1.132) F

(
x, 1,

y′

y
, . . . ,

y(n)

y

)
= 0.

Ïðè òåçè óðàâíåíèÿ ðåäúò ñúùî ìîæå äà áúäå íàìàëåí ñ åäèíèöà,
÷ðåç ïîëàãàíåòî

(1.133) y′(x) = y(x)z(x),

êúäåòî z(x) å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ. Íåêà èçðàçèì y′′ è y′′′ ÷ðåç
z(x) è íåéíèòå ïðîèçâîäíè. Êàòî äèôåðåíöèðàìå îòíîñíî x ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå

(1.134)
y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y′(z2 + z′) + y(2zz′ + z′′) = y(z3 + 3zz′ + z′′).
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ßñíî å, ÷å àêî ïðîäúëæèì ïî òîçè íà÷èí, çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n ìîæåì äà
èçðàçèì k� òàòà ïðîèâîäíà íà y ÷ðåç k−1�âàòà ïðîèçâîäíà íà z. Ñëåä êàòî
çàìåñòèì ïîëó÷åíèòå èçðàçè çà ïðîèçâîäíèòå íà y â èçõîäíîòî óðàâíåíèå,
ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå îò âèäà

(1.135) G(x, z, z′, . . . , z(k−1)) = 0,

êîåòî å óðàâíåíèå îò ðåä n − 1. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì
îáùîòî ìó ðåøåíèå z = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1). Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì z ñ
y′/y âúâ ïîñëåäíàòà ôîðìóëà

y′

y
= ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1)

è èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè ,
ïîëó÷àâàìå

(1.136) y = Cne

∫
ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1)dx

.

Ôîðìóëà (1.136) äàâà îáùîòî ðåøåíèå íà ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå.

Ïðèìåð 1.2.4 Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

x2yy′′ = (y − xy′)2.

Óðàâíåíèåòî å õîìîãåííî îòíîñíî y, y′ è y′′, çàùîòî ôóíêöèÿòà
F (x, y, y′, y′′) = x2yy′′ − (y − xy′)2 å õîìîãåííà îò ñòåïåí äâå, îòíîñíî y,
y′ è y′′. Ñëåä êàòî ðàçêðèåì ñêîáèòå âäÿñíî è ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà
y2 6= 0, ïîëó÷àâàìå

x2
y′′

y
= 1− 2x

y′

y
+ x2

y′2

y2

Ïîëàãàìå y′/y = z. Ñúãëàñíî ôîðìóëà (1.134), y′′/y = z2 + z′. Êàòî
çàìåñòèì è ïðåðàáîòèì ïîëó÷åíèÿò èçðàç, ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

z′ = − 2

x
z +

1

x2
,

êîåòî å ëèíåéíî ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ z. Îò ôîìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå
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íà ëèíåéíî óðàâíåíèå ( âæ. ...) ñëåäâà, ÷å

z = e−
∫
2/xdx[C1 +

∫
1

x2
e
∫
2/xdxdx] = e−2 ln |x|[C1 +

∫
1

x2
e2 ln |x|dx],

z =
1

x2
[C1 +

∫
1dx] =

C1

x2
+

1

x
.

Òîãàâà
y′

y
=
C1

x2
+

1

x
, ò.å.

dy

y
=

(
C1

x2
+

1

x

)
dx.

Ñëåä êàòî èíòåãðèðàìå ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

ln |y| = −C1

x
+ ln |x|+ C èëè |y| = eCe−C1/x|x|.

Îáùîòî ðåøåíèå ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà

y = C2xe
−C1/x, êúäåòî C2 = ±eC .

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å y = 0 å ñúùî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, ïðè òîâà ÷àñòíî ( çàùî? ).

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè âèäîâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, íà êîèòî
ìîæå äà áúäå ïîíèæåí ðåäà è êîèòà ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ( öèòàò ).
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