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Ïðåäãîâîð

Òåçè ëåêöèè ñà ïðåäíàçíà÷åíè çà ñòóäåíòèòå, êîèòî èçó÷àâàò óíèâåðñèòåòñêèÿ êóðñ ïî
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êàêòî è çà òåçè ÷èòàòåëè, êîèòî èñêàò äà èçó÷àò ïðåäìåòà
ñàìîñòîÿòåëíî. Êíèãàòà å íàïèñàíà íà îñíîâàòà íà ëåêöèîííè êóðñîâå, êîèòî àâòîðúò îò
ìíîãî ãîäèíè âîäè â ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� , à ñúùî è â íÿêîè äðóãè óíèâåðñèòåòè.
Ñòàðàë ñúì ñå òåêñòúò äà ñúäúðæà âñè÷êè íåîáõîäèìè äîïúëíèòåëíè ñâåäåíèÿ, êàòî
ñòàíå ïî âúçìîæíîñò íåçàâèñèì îò äðóãè èçòî÷íèöè. Çàåäíî ñ òîâà, ñìå ñå îïèòâàëè
äà èçáåãíåì èçêóøåíèåòî çà âêëþ÷âàíå íà èíòåðåñíè è âàæíè òåìè, íî íåïîêðèâàíè â
ñòàíäàðòíèÿ êóðñ. Ñ äðóãè äóìè ñòàðàíèåòî íè å áèëî òîâà äà å òåêñò, êîëêîòî ñå ìîæå
ïî-áëèçúê äî ëåêöèîííè çàïèñêè.

Íåîòìåííà ÷àñò îò ó÷åáíèêà ñà çàäà÷èòå, ïðåäíàçíà÷åíè çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà.
Íàøåòî ìíåíèå å, ÷å óñâîÿâàíåòî íà âñè÷êè ïðåäëîæåíè çàäà÷è å ãàðàíöèÿ çà äîáðî
âëàäååíå íà ìàòåðèàëà.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ, çàäà÷è è ïîäõîäè

1.1 Ïðåäìåò íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ

Ïðåäìåòúò íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å âúçíèêíàë åäíîâðåìåííî ñ ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç è ìåõàíèêàòà â òðóäîâåòå ãëàâíî íà Íþòîí, Ëàéáíèö, áðàòÿòà Áåðíóëè. Òèïè÷íà
çàäà÷à â äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å: äà ñå âúçñòàíîâè ïúòÿò íà äâèæåùî ñå òÿëî ïî
íåãîâàòà ñêîðîñò. Êàêòî ñå âèæäà, çàäà÷àòà å èçöÿëî â ìåõàíè÷íè òåðìèíè. Çàåäíî ñ òîâà,
àêî ñè ïðèïîìíèì èíòåðïðåòàöèÿòà íà ñêîðîñòòà êàòî ïúðâà ïðîèçâîäíà, áèõìå ìîãëè
äà íàïèøåì óðàâíåíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà x(t) îçíà÷àâà êîîðäèíàòàòà (çàñåãà åäíà)
íà äâèæåùîòî ñå òÿëî â ìîìåíòà t è íåêà ñêîðîñòòà (èëè âñå åäíî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà) e
ẋ(t). Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñêîðîñòòà çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òÿëîòî â äàäåí ìîìåíò t è
îò ñàìèÿ ìîìåíò, ò.å. èìà âèäà v(x, t). Òîãàâà óðàâíåíèåòî çà íàìèðàíå íà êîîðäèíàòàòà
x(t) e:

ẋ = v(x(t), t) (1.1)

Óðàâíåíèå çà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ, â êîåòî ó÷àñòâà è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè (â åäíà è ñúùà
òî÷êà) ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Â ñëó÷àé, êîãàòî ïðîèçâîäíèòå ñà ñàìî ïî åäíà ïðîìåíëèâà, óðàâíåíèåòî ñå íàðè÷à
îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Äî ïîñëåäíàòà ãëàâà â òîçè êóðñ ùå ñå çàíè-
ìàâàìå ñàìî ñ îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Çàòîâà ùå ãè íàðè÷àìå ïðîñòî
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è äàæå ñàìî óðàâíåíèÿ, êîãàòî íÿìà îïàñíîñò îò îáúðêâàíå.

Òîâà óðàâíåíèå, êàêòî è íåãîâèòå åñòåñòâåíè îáîáùåíèÿ, ùå áúäå îáåêò íà òîçè êóðñ.
Íÿêîè îò îáîáùåíèÿòà ùå âêëþ÷âàò è ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òîâà ñà óðàâ-
íåíèÿ, â êîèòî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å íà ìíîãî ïðîìåíëèâè è â êîåòî ó÷àñòâàò íÿêîëêî
÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî ðàçëè÷íè ïðîìåíëèâè.

Â íà÷àëîòî ùå óòî÷íèì êàêâî èñêàìå äà íàïðàâèì ñ òîâà óðàâíåíèå. Åäèí î÷åâè-
äåí îòãîâîð å: èñêàìå äà íàìåðèì âñè÷êè ðåøåíèÿ, òî÷íî êàêòî ïðàâèì îáèêíîâåíî ñ
àëãåáðè÷íèòå óðàâíåíèÿ.

1



2 ÃËÀÂÀ 1. ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎÍßÒÈß, ÇÀÄÀ×È È ÏÎÄÕÎÄÈ

Ïðèìåð 1.1. Òÿëî ñå äâèæè ñúñ ñêîðîñò V (t), êîÿòî ìîæå äà çàâèñè îò
âðåìåòî, íî íå çàâèñè îò êîîðäèíàòèòå. Â òîçè ñëó÷àé óðàâíåíèåòî å

ẋ(t) = V (t).

Âñè÷êè ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâíåíèå, êàêòî å èçâåñòíî îò êóðñà ïî àíàëèç,
ñå äàâàò ñ íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

x(t) =

∫
V (t)dt.

Ïðèìåðè îò òîçè âèä ìîãàò äà îáîñíîâàò íàçâàíèåòî íà ïðîöåäóðàòà ïî ÿâíîòî íàìèðàíå
íà ðåøåíèÿòà � èíòåãðèðàíå, ìàêàð ÷å ÷åñòî ðåøåíèÿòà ñå íàìèðàò è ñ äðóãè ìåòîäè.

Ïðèìåð 1.1.1. Óðàâíåíèå íà íîðìàëíîòî ðàçìíîæàâàíå.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å áèîëîãè÷åí âèä, ÷èåòî êîëè÷åñòâî â ìîìåíòà t îçíà÷à-
âàìå ñ x(t), ñå ðàçìíîæàâà ñúñ ñêîðîñò, ïðîïîðöèîíàëíà íà êîëè÷åñòâîòî â
äàäåíèÿ ìîìåíò. Òàêàâà ñèòóàöèÿ ñå ñëó÷âà, êîãàòî íåîáõîäèìàòà õðàíèòåëíà
ñðåäà å â îòíîñèòåëíî ãîëÿìî êîëè÷åñòâî, ò.å íÿìà êîíêóðåíöèÿ. Ñúîòâåòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

ẋ = kx

Àêî çàáðàâèì ïðîèçõîäà íà óðàâíåíèåòî, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å íåãîâàòà äå-
ôèíèöèîííà îáëàñò å ðåàëíàòà ïðàâà. Ñìèñúëúò íà çàäà÷àòà îáà÷å ïîäñêàçâà,
÷å ïðàâèëíèÿò èçáîð å ïîëîæèòåëíàòà ïîëóîñ.

Óðàâíåíèåòî ëåñíî ñå èíòåãðèðà, (ò.å. ðåøàâà) êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè ñ
ôóíêöèàòà x è ñëåä òîâà èíòåãðèðàìå. Ïîëó÷àâàìå.∫

ẋ

x
dt =

∫
kdt

Êàòî ðåøèì èíòåãðàëèòå ïîëó÷àâàìå

lnx = kt+ c,

êúäåòî å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå x(t) = ektC, êúäåòî
ñ C ñìå îçíà÷èëè êîíñòàíòàòà ec.

Èçëîæåíîòî ðåøåíèå å òèïè÷íàòà ñõåìà íà ðåøàâàíå ñ ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðî-
ìåíëèâèòå. Ïîâå÷åòî óðàâíåíèÿ, êîèòî ìîãàò äà ñå èíòåãðèðàò, ñà òàêèâà çàùîòî ãîðíàòà
ñõåìà å ïðèëîæèìà, åâåíòóàëíî ñëåä ïðåîáðàçóâàíå íà óðàâíåíèåòî â íÿêîå äðóãî. Â ãëà-
âà 2, ùå âèäèì ìíîãî êëàñîâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèåÿ, çà êîèòî ìîæåì äà íàìåðèì
âñè÷êè ðåøåíèÿ. Êàòî öÿëî îáà÷å, òàçè çàäà÷à å íåðåøèìà. Íàïðèìåð çà ñëåäíîòî óðàâ-
íåíèå Ëèóâèë å ïîêàçàë, ÷å íå ìîæå äà ñå ðåøè ÿâíî
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Ïðèìåð 1.1.2.

ẋ(t) = x2 − t

Âïðî÷åì òî÷íèÿò ìàòåìàòè÷åñêè ñìèñúë íà ãîðíèòå äóìè ñå ïðèäàâà ÷ðåç äîñòà äàëå-
÷å îòèâàùà òåîðèÿ � äèôåðåíöèàëíà òåîðèÿ íà Ãàëîà. Â òîçè êóðñ íÿìà äà ñå çàíèìàâàìå
ñ íåÿ.

1.2 Çàäà÷à íà Êîøè

Â äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, îáà÷å èìà è äðóãè ðàçóìíè çàäà÷è. Îò ôèçè÷åñêàòà
ïîñòàíîâêà ñëåäâà, ÷å å åñòåñòâåíî äà íàìåðèì åäíî ñïåöèàëíî ðåøåíèå � òîâà, êîåòî
ñå ðåàëèçèðà â äåéñòâèòåëíîñò. Çà äà äîáèåì ïðåäñòàâà çà òåçè äóìè íåêà ðàçãëåäàìå
ïðîñòèÿ ïðèìåð, êîãàòî ñêîðîñòòà å ïîñòîÿííà, v = v0. Â òîçè ñëó÷àÿ íèå íàèñòèíà ìîæåì
äà íàìåðèì âñè÷êè ðåøåíèÿ. Òå ñå äàâàò ñ ôîðìóëàòà

x(t) = v0t+ x0,

ò.å. ðåøåíèÿòà ñå ïàðàìåòðèçèðàò ñ êîíñòàíòàòà x0, êîÿòî èìà î÷åâèäåí ìåõàíè÷åí ñìè-
ñúë � íà÷àëíîòî ïîëîæåíèå íà òÿëîòî â ìîìåíòà t = 0. Ñ äðóãè äóìè çàäà÷àòà - äà ñå
íàìåðè ïúòÿò ïî ñêîðîñòòà - íå å îïðåäåëåíà ïúëíî; òðÿáâà äà çíàåì îùå è íà÷àëíîòî
ïîëîæåíèå. Òî÷íî ïî ñúùèÿ íà÷èí, èìàéêè ïðåäâèä ìåõàíè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ, ñå äî-
ñåùàìå, ÷å àêî çàäàäåì íà÷àëíîòî ïîëîæåíèå, ðåøåíèåòî ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî. Òîâà
ñà åâðèñòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ, íî òå ìîãàò ëåñíî äà ñå ïðåöèçèðàò. Íåêà (x0, t0) e òî÷êà îò
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà v(x, t).

Äåôèíèöèÿ 1.1. 1.1 Çàäà÷à íà Êîøè ùå íàðè÷àìå óðàâíåíèåòî (1.1) çàåäíî ñ íà÷àë-
íîòî óñëîâèå

x(t0) = x0. (1.2)

Ñ äðóãè äóìè, òúðñèì ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.1), êîåòî â òî÷êàòà t0 èìà ñòîéíîñò
x0.

Åäíà îò îñíîâíèòå òåîðåìè â äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, à è â öÿëàòà ìàòåìàòèêà
å òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè. Âúâ
ôèçè÷åñêè òåðìèíè òåîðåìàòà êàçâà, ÷å äâèæåíèåòî íà òÿëîòî ñå âúçñòàíîâÿâà åäíîç-
íà÷íî àêî çíàåì çàêîíà çà èçìåíåíèå íà ñêîðîñòòà è íà÷àëíîòî ïîëîæåíèå. Ðàçáèðà ñå
íèå òðÿáâà äà íàëîæèì íÿêàêâè óñëîâèÿ âúðõó ôóíêöèÿòà v(x, t). Òåçè óñëîâèÿ, îáà÷å
ñà íàé-åñòåñòâåíèòå, êîèòî ìîãàò äà ñå î÷àêâàò. Íàïðèìåð ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
ôóíêöèÿòà v(x, t) å äèôåðåíöèðóåìà â íÿêàêâî îòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî òî÷êàòà
(x0, t0).
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Òåîðåìà 1.1. Ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ x(t), äåôèíèðàíà
â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0, êîÿòî å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè.
Òàçè ôóíêöèÿ å åäèíñòâåíà, â ñìèñúë, ÷å âñÿêî äðóãî ðåøåíèå ñúâïàäà ñ x(t) â ñå÷åíèåòî
íà äåôèíèöèîííèòå èì îáëàñòè.

Ùå äîêàæåì òàçè òåîðåìà â ãëàâà 3 . Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å íèå ñàìî äîêàçâàìå
ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå, íî íå ãî íàìèðàìå ÿâíî. Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà äîêàæåì
îùå ìíîãî ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà áåç äà ðåøàâàìå ÿâíî óðàâíåíèÿòà. Íàïðèìåð, îò
ôóíäàìåíòàëíî çíà÷åíèå å äà çíàåì êàê çàâèñè ðåøåíèåòî îò íà÷àëíîòî ñè óñëîâèå èëè
îò äðóãè ïàðàìåòðè. Àêî ðåøåíèåòî íå çàâèñè íåïðåêúñíàòî îò íà÷àëíîòî ñè óñëîâèå,
òî äâèæåíèåòî èëè ïðîöåñà, êîèòî òî îïèñâà íÿìàò ïðàêòè÷åñêè ñìèñúë, òúé êàòî íèå
ðàáîòèì ñàìî ïðèáëèæåíî â ðåàëíèòå çàäà÷è. Íà âúïðîñè îò òîçè âèä å ïîñâåòåíà ãëàâà
3 íà íàøèòå ëåêöèè.

1.3 Ãåîìåòðè÷íè ìåòîäè

Äâèæåíèÿòà â ïðèðîäàòà ñà íàé-÷åñòî â ìíîãîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð òðèìåðíî.
Ïðè îïèñàíèå íà äâèæåíèåòî íà ìíîãî òî÷êè èëè ïðè ïî-ñëîæíè çàêîíè íà äâèæåíèå
äîðè â äâóìåðíîòî ôèçè÷åñêî ïðîñòðàíñòâî ñå íàëàãà äà ðàçãëåæäàìå (òîçè ïúò - ìàòå-
ìàòè÷åñêè) ïðîñòðàíñòâà ñ ïîâå÷å ðàçìåðíîñòè. Òîâà åñòåñòâåíî íè âîäè äî èçó÷àâàíåòî
íà ñèñòåìè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.∣∣∣∣∣∣∣∣

ẋ1(t) = v1(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
ẋ2(t) = v2(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn(t) = vn(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

Íàé-÷åñòî ãîðíàòà ñèñòåìà ñå çàïèñâà êàòî åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ñõåìàòà çà òîâà å
ñëeäíàòà. Ùå âúâåäåì âåêòîðèòå x = (x1, . . . , xn), ẋ = (ẋ1, . . . , ẋn) è v(t, x) = (v1, . . . , vn).
Òîãàâà íàøàòà ñèñòåìà ùå ñå çàïèøå êàòî ñëåäíîòî óðàâíåíèå:

ẋ = v(x, t). (1.3)

Òåçè çàïèñè îáîñíîâàâàò óïîòðåáàòà íà òåðìèíèòå ½óðàâíåíèå� è ½ñèñòåìà� êàòî åêâèâà-
ëåíòíè. Íèå ùå óïîòðåáÿâàìå è äâàòà. Óðàâíåíèåòî (1.3) e îáîáùåíèåòî íà åäíî ñêàëàðíî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, çà êîåòî ñòàíà äóìà ïî-ãîðå.

Òóê îòíîâî âúçíèêâà âúïðîñúò êàêâî ùå èçó÷àâàìå íà òîâà óðàâíåíèå è îòíîâî íàé-
ïðîñòîòî íåùî, êîåòî ùå ïîèñêàìå å äà íàìåðèì ÿâíî âñè÷êè ðåøåíèÿ. Åñòåñòâåíî, íàé-
÷åñòî, êàêòî â ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé, òîâà íå å âúçìîæíî. Íàé-âàæíèÿò êëàñ ñèñòåìè, êîèòî
ìîæåì äà èçó÷èì å êëàñúò íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Òîâà îçíà-
÷àâà, ÷å âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ v(x, t) îò (1.3) èìà âèäà v(x, t) = Ax, êúäåòî A å ìàòðèöà,
÷èèòî åëåìåíòè íå çàâèñÿò îò âðåìåòî t. Â ãëàâà 4 ùå áúäàò èçâåäåíè ÿâíè ôîðìóëè çà
òîçè ñëó÷àé è çà íÿêîè íåãîâè âàðèàíòè. Äðóãè âúïðîñè, êîèòî ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå,
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ñà îïèñàíèòå ïî-ãîðå òåîðåìè çà ñúùåñòâóâàíå, åäèíñòâåíîñò, íåïðåêúñíàòà è äèôåðåí-
öèðóåìà çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðè è äð. Íåêà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å òåçè ñâîéñòâà ñà
ïî-ñêîðî ëîêàëíè.

Íî ÷åñòî íèå áèõìå æåëàëè äà èçó÷èì ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà â ãîëåìè èíòåðâàëè
îò âðåìå (òîâà å íà ïðàêòèêà; íà òåîðèÿ òå ñà áåçêðàéíè). Íàïðèìåð áèõìå æåëàëè äà
çíàåì äàëè ðåøåíèÿòà, êîèòî çàïî÷âàò äâèæåíèåòî ñè áëèçî äî äðóãî äàäåíî ðåøåíèå,
âå÷íî îñòàâàò áëèçêî äî íåãî.

Èìà è äðóãè âúïðîñè, êîèòî ñà ïî-ñêîðî îò êà÷åñòâåí èëè ãåîìåòðè÷åí õàðàêòåð. Ñ
ïîìîùòà íà ãåîìåòðè÷íèòå ìåòîäè èçó÷àâàìå ñâîéñòâà íà ñèñòåìàòà (1.3) èëè íà íÿêîè
íåéíè ðåøåíèÿ áåç äà ÿ ðåøàâàìå ÿâíî, êîåòî íàé-÷åñòî è íå ìîæå äà ñòàíå. Çà òîâà èìà
ðàçëè÷íè âúçìîæíîñòè. Íàé-÷åñòî ùå èñêàìå äà âçàèìíîòî ðàçïîëîæåíèå è ôîðìàòà
íà êðèâèòå, çàäàäåíè îò ðåøåíèÿòà x(t) íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Íåêà îáúðíåì
âíèìàíèå, ÷å âåêòîðúò v(x(t), t) èìà èíòåðïðåòàöèÿ ÷ðåç äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà
x(t). Ñëåäîâàòåëíî åäíà ïðîñòà ãåîìåòðè÷íà êàðòèíà, äàâàùà èäåÿ çà êðèâèòå, å äà
íàðèñóâàìå ñêîðîñòòà v(x(t), t) âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïðîñòðàíñòâîòî. Íàé-ïîëåçíà òàêàâà
ðèñóíêà å, êîãàòî ôóíêöèÿòà v(x(t), t) íå çàâèñè ÿâíî îò t , ò.å. èìà âèäà v(x).

Ïðèìåð 1.3.1. Äà ðàçãëåäàìå äâóìåðíàòà ñèñòåìà, îïèñâàùà ñèñòåìàòà æåðòâà-
õèùíèê è èçâåäåíà îò Âîëòåðà è Ëîòêà:∣∣∣∣ ẋ = x(a−my)

ẏ = y(−b+ nx)

Òóê êîíñòàíòèòå a, b,m, n çàâèñÿò îò êîíêðåòíèòå óñëîâèÿ. Âåêòîðíîòî ïîëå
çà íà òàçè ñèñòåìà å èçîáðàçåíî íà Ôèãóðà 1.1.

Â ìíîãî ñëó÷àè ñå èíòåðåñóâàìå äàëè ñúùåñòâóâàò ðåøåíèÿ ñ îïðåäåëåíè ñâîéñò-
âà. Íàïðèìåð â íåáåñíàòà ìåõàíèêà, ðàäèîòåõíèêàòà è äðóãè èíæåíåðíè äèñöèïëèíè å
âàæíî äà çíàåì äàëè èìà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.2. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìà, îïèñâàùà ìàëêè òðåïòåíèÿ íà ìàõà-
ëî.

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −x

Ôèãóðà 1.2 ïîêàçâà, ÷å âñè÷êè ðåøåíèÿ ñà ïåðèîäè÷íè.

1.4 Êàêâî îïèñâàò äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçãëåäàìå ïðèìåðè íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, çàåäíî ñ îïèñà-
íèå íà ïðîöåñèòå èëè ÿâëåíèÿòà, íà êîèòî òå ñúîòâåòñòâàò.
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1.4.1 Ìåõàíèêà

Êàêòî áåøå êàçàíî â íà÷àëîòî, äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ â íà÷àëîòî ñà îïèñâàëè
ìåõàíè÷íè çàäà÷è. Íàé-âàæíàòà îò òÿõ å îïèñàíèåòî íà ïëàíåòíèòå äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð 1.3. Äà ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ïëàíåòà îêîëî Ñëúíöåòî. Ìî-
æåì äà ñ÷èòàìå, ÷å Ñëúíöåòî å íåïîäâèæíî è ïîìåñòåíî â íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Ùå îçíà÷èì ñ (x1, x2, x3) êîîðäèíàòèòå íà ïëà-
íåòàòà (ðàçãëåæäàíà êàòî òî÷êà). Bòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí òâúðäè, ÷å
ñèëàòà F , äåéñòâóâàùà íà åäíî òÿëî, å ðàâíà íà ìàñàòà íà òÿëîòî m ïî
óñêîðåíèåòî íà òÿëîòî −→a èëè ñ ôîðìóëè:

m−→a = F

Ñèëàòà, äåéñòâóâàùà íà òÿëîòî ñå äàâà ñúñ çàêîíà (ïàê íà Íþòîí) çà âñå-
ìèðíîòî ïðèâëè÷àíå:

F = −GmMx

||x||3
,

ò.å. ãîëåìèíàòà íà ñèëàòà íà ïðèâëè÷àíå ìåæäó Ñëúíöåòî è ïëàíåòàòà å
ïðîïîðöèîíàëíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàñàòà íà Ñëúíöåòî M è ìàñàòà íà
ïëàíåòàòà m (ñ êîåôèöèåíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò G), ðàçäåëåíî íà ðàçñòî-
ÿíèåòî ìåæäó äâåòå òåëà. Âåêòîðúò íà ñèëàòà å íàñî÷åí êúì Ñëúíöåòî.
Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å óñêîðåíèåòî −→a = ẍ ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî (âåêòîð-
íî) óðàâíåíèå çà äâèæåíèåòî íà ïëàíåòà îêîëî Ñëúíöåòî:

ẍ = −GmMx

||x||3
(1.4)

Òóê å óìåñòíî äà îòáåëåæèì, ÷å ðåøàâàéêè èìåííî òîâà óðàâíåíèå Õàëåé å
ïðåäñêàçàë ïðèáëèæàâàíåòî íà èçâåñòíàòà êîìåòà, íîñåùà íåãîâîòî èìå.

Tîçè ïðèìåð íè ïîêàçâà åäèí îñíîâåí èçòî÷íèê íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ � òîâà
å âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí. Ïîðàäè âñåîáùàòà ìó âàëèäíîñò òîé ñå èçïîëçâà âúâ âñåâúç-
ìîæíè ôèçè÷åñêè ïðîöåñè.

Åäíî îáîáùåíèå íà ãîðíèÿ ïðèìåð, èçèãðàëî öåíòðàëíà ðîëÿ â ìàòåìàòèêàòà, å çàäà-
÷àòà çà n òåëà (îñîáåíî ïîïóëÿðíî ñðåä ìàòåìàòèöèòå å íàçâàíèåòî çàäà÷àòà çà òðèòå òå-
ëà; òÿ ñúäúðæà âñè÷êè òðóäíîñòè íà ïî-îáùàòà çàäà÷à). Äà îçíà÷èì ñ rk ðàäèóñ-âåêòîðà
íà òÿëî ñ êîîðäèíàòè rk = (xk,1, xk,2, xk,3) . Ïàê ïî çàêîíà çà âñåìèðíîòî ïðèâëè÷àíå j-
òîòî òÿëî ïðèâëè÷à k-òîòî ñúñ ñèëà Fj,k =

mjmk(rj−rk)

||rj−rk||3
. Òîãàâà óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå

íà ñå äàâàò ñ:

mkr̈k =
n∑

j=1,j 6=k

Fj,k, k = 1, . . . , n



8 ÃËÀÂÀ 1. ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎÍßÒÈß, ÇÀÄÀ×È È ÏÎÄÕÎÄÈ

È òàêà ìåõàíèêàòà íè äàâà ïðèìåðè íà ñèñòåìè óðàâíåíèÿ îò âèäà:

ẍ = F (x, ẋ, t),

êúäåòî x ïðèíàäëåæè íà íÿêàêâà îáëàñò â Rn. Ìîæåì äà ïîëîæèì y = ẋ è òîãàâà íàøàòà
ñèñòåìà ñòàâà ñèñòåìà, â êîÿòî èìà ñàìî óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä:

ẋ = y, ẏ = F (x, y, t),

1.4.2 Áèîëîãèÿ

Ïðèìåðè îò ñúâñåì äðóã õàðàêòåð íè äàâà áèîëîãèÿòà (ïîïóëàöèîííà áèîëîãèÿ è åêî-
ëîãèÿ). Íèå âå÷å ðàçãëåäàõìå äâà îò òÿõ (âèæ Ïðèìåð 1.1.1 è Ïðèìåð 1.3.1). Òóê ùå
ïðîäúëæèì ëèíèÿòà íà ïðèìåðà çà íîðìàëíî ðàçìíîæàâàíå. Òîé èçãëåæäà òâúðäå èäåà-
ëèçèðàí è ïîðàäè òîâà òóê ùå âúâåäåì íÿêîè ïî-ðåàëíè îãðàíè÷åíèÿ çà ðàçìíîæàâàíåòî.

Ïðèìåð 1.4. Äîòóê ðàçãëåäàõìå ðàçìíîæåíèå â èäåàëíà ñðåäà, â êîÿòî èìà
äîñòàòú÷íî õðàíà, íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâîòî íà

1.4.3 Åëåêòðè÷åñêè âåðèãè

Ïðèìåð 1.5. Óðàâíåíèåòî

v̇ =
j

C
, j̇ = −R

L
j − v

L

îïèñâà òðåïòÿù êîíòóð â LCR-âåðèãà. Òóê j(t) å ñèëàòà íà òîêà, vnm(t) å íàïðåæå-
íèå (ðàçëèêà ìåæäó ïîòåíöèàëèòå) âúâ âúçëèòå m è n, R å ñúïðîòèâëåíèåòî, C å
êàïàöèòåò, L å èíäóêòèâíîñò. Âåëè÷èíèòå R,C è L ñà ïàðàìåòðè íà ñèñòåìàòà è
íå çàâèñÿò îò âðåìåòî

Ïðèìåð 1.6. Óðàâíåíèå íà Âàí äåð Ïîë Äà ðàçãëåäàìå ìîäèôèêàöèÿ íà ãîðíèÿ
ïðèìåð ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ:

Lj̇ = v − f(j), Cv̇ = −j

Äà âúâåäåì íîâè ïðîìåíëèâè L−1t = τ, x1 = j, x2 = v è äà îçíà÷èì L
C
ñ η. Ïðè f(j) = j

3
−j

ïîëó÷àâàìå çíàìåíèòîòî óðàâíåíèå íà Âàí äåð Ïîë

ẍ+ η(x2 − 1)ẋ+ x
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1.4.4 Èêîíîìèêà

Íå ìàëêî ìîäåëè â èêîíîìèêàòà ñå îïèñâàò ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è ñ òåõíè àíà-
ëîçè, â êîèòî âðåìåòî å äèñêðåòíî. Åäíà îò îáùèòå èì ÷åðòè å, ÷å ôîðìóëèðîâêàòà èì
èçèñêâà äîñòà ïîâå÷å óñèëèÿ. Äðóãà ÷åðòà å, ÷å íàïîäîáÿâàò îïèñàíèÿ âå÷å ìîäåë íà
Ëîòêà - Âîëòåðà (õèùíèê - æåðòâà), êîåòî å åñòåñòâåíî.

Ïðèìåð 1.7. Åäèí îò ïúðâèòå îïðîñòåíè ìîäåëè íà öèêúë íà ðàñòåæ, ðàçãëåæäàí
îò Haavelmo (1956) èçãëåæäà òàêà. Íåêà ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ å

Y = KNa,

êúäåòî Y å ïðîäóêöèÿòà, K > 0 å êàïèòàëîâî âëîæåíèå (ôèêñèðàíî), à N å ïðåäëàãà-
íàòà ðàáîòíà ñèëà. Íàðàñòâàíåòî íà çàåòîñòòà ñå ìîäåëèðà êàòî

Ṅ

N
= α− βN

Y
, α, β > 0

Êàòî èçðàçèì Y îò ïúðâîòî óðàâíåíèå è çàìåñòèì âúâ âòîðîòî ïîëó÷àâàìå íåëèíåéíî
óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä çà N :

Ṅ = αN − βN
2−a

K
.

Òîâà å óðàâíåíèå íà Áåðíóëè è ðåøåíèÿòà ìó ñå íàìèðàò ñ ÿâíè ôîðìóëè, êàêòî ùå
âèäèì â ñëåäâàùàòà ãëàâà.

1.4.5 Õèìèÿ

Ïðèìåð 1.8. Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ñå ìîäåëèðà ðåàêöèÿòà íà îêèñëÿâàíå íà âúãëåðîäíèÿ
îêèñ âúðõó ïëàòèíîâ êàòàëèçàòîð. Ïðåäëàãà ñå ñëåäíèÿ íåëèíååí êèíåòè÷åí ìåõàíè-
çúì:

1)O2 + 2Pt� 2PtO

2)CO + Pt� PtCO

3)PtCO + PtO → 2Pt+ CO2

4)CO + Pt� (PtCO)

êúäåòî PtO è PtCO ñà àäñîðáèðàíèòå êèñëîðîä è âúãëåðîäåí îêèñ, Pt - àêòèâíèÿò
öåíòúð íà ïîâúðõíîñòòà íà ïëàòèíîâèÿ êàòàëèçàòîð, (PtCO) - íåðåàêöèîííîñïîñîáíà
ôîðìà íà CO âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà êàòàëèçàòîðà.

Íà ñõåìàòà îò ðåàêöèè 1 - 4 ïðè óñëîâèÿ íà ïîñòîÿííà òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðà-
öèÿ íà âåùåñòâàòà â ãàçîâàòà ôàçà, ñúîòâåòñòâà ñëåäíàòà ñèñòåìà äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ: ∣∣∣∣∣∣

ẋ = 2k1z
2 − 2k−1x

2 − k3xy
ẏ = k2z − k−2y − k3xy
ṡ = k4z − k−4s,
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êúäåòî z = 1 − x − y − s;x, y, s ñà áåçðàçìåðíèòå êîíöåíòðàöèè íà âåùåñòâàòà Pt,
PtO, PtCO, (PtCO) ñúîòâåòíî, ki ñà êîíñòàíòèòå íà ñêîðîñòèòå íà ñúîòâåòíèòå
õèìè÷åñêè ðåàêöèè, ðàçãëåæäàíè êàòî ïàðàìåòðè íà ìîäåëà.



Ãëàâà 2

Ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî ìåòîäè çà ðåøàâàíå è ïî-îáùî � íà èçñëåä-
âàíå íà ñðàâíèòåëíî ïðîñòè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òóê ïîä �ðåøàâàíå� ðàçáèðàìå
èçðàçÿâàíå íà ðåøåíèÿòà ÷ðåç èçâåñòíè ôóíêöèè.

Âíèìàòåëíèÿò ÷èòåòåë åäâà ëè å óäîâëåòâîðåí îò ãîðíîòî îáÿñíåíèå íà �ðåøàâàíå�. Çà èçáÿãâàíå íà íå-

äîðàçóìåíèÿ ùå ïîñî÷èì, ÷å òî÷íàòà äåôèíèöèÿ èçèñêâà ñîëèäåí ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò - äèôåðåíöèàëíà

òåîðèÿ íà Ãàëîà, êîéòî èçëèçà èçâúí ðàìêèòå íà óâîäåí êóðñ. Ùå óñïîêîèì òåçè ÷èòàòåëè ñ îáåùàíèåòî, ÷å

âúâ âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé íÿìà äà èìàò ïðîáëåìè ñ ðàçïîçíàâàíåòî íà òåðìèíà, òàêà êàêòî íå ñà èìàëè

ìàòåìàòèöè, èíæåíåðè, ôèçèöè è äð. íÿêîëêî âåêà.

Ìåòîäèòå, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò â òàçè ãëàâà ñà êëàñè÷åñêè â ñìèñúë, ÷å ïðîèçõîæäàò îò
ñúçäàòåëèòå íà ïðåäìåòà - áðàòÿòà Áåðíóëè, Îéëåð, Êëåðî è äð. Âñúùíîñò ñòàâà âúïðîñ
çà ðåøàâàíå íà ïîâå÷å èëè ïî-ìàëêî íà îáîñîáåíè êëàñè óðàâíåíèÿ, ãëàâíî îò ïúðâè ðåä.
Ñðåùàò ñå ïðàêòè÷åñêè âúâ âñåêè óâîäåí ó÷åáíèê è íàé-÷åñòî ñå íàðè÷àò åëåìåíòàðíè
ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå. Â êðàÿ íà ãëàâàòà ñå ðàçãëåæäàò è ìåòîäè çà ðåøàâàíå èëè
ïðåðàáîòâàíå íà óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä. È òåçè ìåòîäè ñà êëàñè÷åñêè; èçâåñòíè ñà
îò íÿêîëêî âåêà.

Ùå ïðèïîìíèì, ÷å ñïîðåä ïúðâà ãëàâà îáèêíîâåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò
ïúðâè ðåä èìàò âèäà

F (x, y, y′) = 0

(
y′ :=

dy

dx

)
. (2.1)

çà íÿêàêâà ôóíêöèÿ íà òðè ïðîìåíëèâè F (x, y, y′). Íàé-÷åñòî ñå ðàçãëåæäàò óðàâíåíèÿ,
ðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà:

y′ = f(x, y) = 0. (2.2)

Ñ òÿõ ùå çàíèìàâàìå ïðåäè âñè÷êî è íèå.

11
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Â îáùèÿ ñëó÷àé, ôóíêöèÿòà F (x, y, y′) å íåðàçëîæèìà. Èçïîëçâàéêè ñìåíè íà ïðîìåí-
ëèâèòå è îáðàòíè ôóíêöèè, òðÿáâà äà ïðèâåäåì (2.1) â íÿêîå îò óðàâíåíèÿòà îò òàáëèöà
1.

Òàáëèöà 1.

y′ = f(x, y) óðàâíåíèÿ, ðåøåíè îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà y′

y = f(x, y′) óðàâíåíèÿ, ðåøåíè îòíîñíî y

x = f(y, y′) óðàâíåíèÿ, ðåøåíè îòíîñíî x

f(x, y′) = 0 óðàâíåíèÿ, íåçàâèñåùè îò y

f(y, y′) = 0 óðàâíåíèÿ, íåçàâèñåùè îò x

Ñëåä êàòî ñìå ñå âêëþ÷èëè â òàáëèöà 1, òúðñèì ìÿñòîòî íà íàøåòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå â ðàçøèðåíèÿ �è âàðèàíò � òàáëèöà 2. Çà âñÿêî óðàâíåíèå îò òàáëèöà 2 ñè èìà
ìåòîä (à ïîíÿêîãà è àëãîðèòúì) çà èíòåãðèðàíåòî ìó. Òåçè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå ñà
èëþñòðèðàíè ñ ïðèìåðè â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôèòå.

Âèäúò íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿòà îò òàáëèöà 2 ñå ñúäúðæàò â òàáëèöà 3 (â êðàÿ
íà ãëàâà ½Åëåìåíòàðíè ìåòîäè ...�).1

1Òàáëèöàòà ñå îòíàñÿ äî äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïðîèçâîëåí ðåä.
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Òàáëèöà 2.

Âèä óðàâíåíèå Íà÷èí çà èíòåãðèðàíå

y′ = 0 y = C = êîíñòàíòà

Òî÷åí äèôåðåíöèàë P è Q ñå âíàñÿò ïîä çíàêà íà äèôå-

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, ðåíöèàëà: dF (x, y) = 0; èíòåãðèðàìå:
êúäåòî ∂P/∂y = ∂Q/∂x F (x, y) = C = êîíñòàíòà

Ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè dy
/
g(y) = f(x) dx; èíòåãðèðàìå:

y′ = f(x)g(y) G(y) = F (x) + C

Õîìîãåííî Ïîëàãàìå y(x) = xz(x) è ïîëó÷àâàìå

y′ = f(y/x) óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

Îáîáùåíî�õîìîãåííî Ïîëàãàìå y = zk(x) è ïîëó÷àâàìå

y′ = xk−1f(y/xk) õîìîãåííî óðàâíåíèå

Ëèíåéíî y = exp
∫
a(x)dx

y′ = a(x)y + b(x) ×
[
C +

∫
b(x)(exp

∫
−a(x)dx)dx

]
Óðàâíåíèå íà Áåðíóëè Ïîëàãàìå z(x) = y1−n(x) è
y′ = a(x)y + b(x)yn ïîëó÷àâàìå ëèíåéíî óðàâíåíèå çà z

Óðàâíåíèå íà Ðèêàòè z(x) =
(
y − φ(x)

)−1
, φ(x) å ÷àñòíî

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) ðåøåíèå, ãî ñâåæäà êúì ëèíåéíî ó-å

Ðåøåíî îòíîñíî y èëè y′ = p(x); äèôåðåíöèðàìå ïî x ;

íåçàâèñåùî îò y y èç÷åçâà; dx/dp = g(x, p)⇒
ky = f(x, y′), k = 1 èëè 0 x = x(p), y = y(p),

Ðåøåíî îòíîñíî x èëè y′ = q(y); äèôåðåíöèðàìå ïî y ;
íåçàâèñåùî îò x x èç÷åçâà; dy/dq = h(y, q)⇒

kx = f(y, y′), k = 1 èëè 0 y = y(q), x = x(q),

2.1 Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

Ùå çàïî÷íåì ñ åäèí îò íàé-ïðîñòèòå âèäîâå óðàâíåíèÿ, êîèòî ìîæåì äà ðåøèì ÿâíî.
Òîâà ñà óðàâíåíèÿòà ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè , ïðè êîèòî äÿñíàòà ñòðàíà ñå çàïèñâà
êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå ôóíêöèè, âñÿêà îò êîèòî çàâèñè ñàìî îò åäíà ïðîìåíëèâà -
v(x, y) = h(x) g(y), ò.å

dy

dx
= y′ = h(x) g(y) .

Òàêèâà óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò êàòî ïðåõâúðëèì èçðàçèòå ñúñ y îòëÿâî, èçðàçèòå ñúñ
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x îòäÿñíî, ò.å. êàòî çàïèøåì óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

= y′/g(y) = h(x) .

è èíòåãðèðàìå:

=

∫
y′dx

g(y)
=

∫
h(x)dx .

Ïðèìåð 2.1.1. è ðåøåíèå.

y′ = ex+y

dy

dx
= exey

e−y dy = exdx

−de−y = dex

−e−y = ex + C .

Ïðèìåð 2.1.2. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî y′ = cos(y + x).

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå2 z = z(x) = y(x) + x è ïîñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàìå

dz

dx
= z′ = y′ + 1 = cos z + 1

dx =
dz

cos z + 1
=

dz

2 cos2 z
2

= d tan
z

2

tan
z

2
= x+ C

z = 2 arctan (x+ C)

y = 2 arctan (x+ C)− x .

Ðàçäåëÿíåòî íà ïðîìåíëèâèòå â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð áåøå ïðîâåäåíî ñëåä ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå (ïîëàãàíå). Ïðàêòè÷åñêè âñè÷êè óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò ñ ïîìîùòà òåçè äâå
îïåðàöèè - ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå, êîÿòî äà äîâåäå óðàâíåíèåòî äî óðàâíåíèå ñà ðàçäå-
ëåíè ïðîìåíëèâè è èíòåãðèðàíåòî íà òîâà óðàâíåíèå. Ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå ìîæå
äà å ìíîãî òðóäíà çà íàìèðàíå. Íàìèðàíåòî �è çà âàæíè êëàñîâå óðàâíåíèÿ å èçòî÷íèê
íà íîâè òåîðèè, êîèòî ñà äîïðèíåñëè çà ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòèêàòà è ìàòåìàòè÷åñêîòî
åñòåñòâîçíàíèå. Â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè íèå ùå âèäèì â ïðîñòè ñèòóàöèè íÿêîè ñõåìè
çà èíòåãðèðàíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

2Òðÿáâà ñàìè äà ñå äîñåòèì çà òîâà ïîëàãàíå, íî òî å ëîãè÷íî.
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2.2 Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ è ñâåæäàùè ñå äî òÿõ

Ëèíåéíè (íåõîìîãåííè) íàðè÷àìå óðàâíåíèÿòà

y′ = a(x)y + b(x) ,

êúäåòî a(x) è b(x) ñà ôóíêöèè íà x. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å àêî b(x) ≡ 0 (òàêîâà óðàâíåíèå
ñå íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî óðàâíåíèå) , òî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ãî ðåøèì. Îáùîòî ìó ðåøåíèå å

y(x) = exp

∫
a(x)dx .

Ùå å ïî-óäîáíî äà çàïèøåì ÿâíî çàâèñèìîñòòà îò ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà, ò.å. ùå èçáå-
ðåì òî÷êà x = x0 è ùå çàïèøåì ðåøåíèåòî ñ îïðåäåëåí èíòåãðàë:

y(x) = C exp

∫ x

x0

a(s)ds . (2.3)

Ùå ðåøèì íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå (òîâà å óðàâíåíèåòî ñ b(x) 6= 0) ïî ìåòîäà íà
Ëàãðàíæ çà âàðèðàíå íà êîíñòàíòèòå. Ìåòîäúò ñå ñúñòîè â òîâà äà òúðñèì ðåøåíèå íà
íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå îò âèäà (2.3), íî ñ "êîíñòàíòà"C, êîÿòî çàâèñè îò (ò.å. C âå÷å
íå å êîíñòàíòà):

yh(x) = C(x) exp

∫ x

x0

a(s)ds .

ßñíî, å ÷å àêî íàìåðèì �êîíñòàíòàòà� (ôóíêöèÿòà) C(x), ùå ðåøèì óðàâíåíèåòî. Ñ äðóãè
äóìè âìåñòî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y(x) ùå òúðñèì íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ C(x). Èìåííî
òîâà å ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå.

È òàêà ÷ðåç ãîðíîòî ðàâåíñòâî âúâåæäàìå íîâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ C(x). Ñëåä ïðîñ-
òè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè îòíîñíîC(x) è x,
êîåòî ðåøàâàìå ñ åäíî èíòåãðèðàíå. Êðàéíàòà ôîðìóëà çà ðåøåíèåòî y(x) å

y = e
∫
a(x)dx

[
C +

∫
e−

∫
a(x)dx b(x)dx

]
.

Ïðèìåð 2.2.1. Óðàâíåíèåòî

y′ =
2xy

x2 + 1
+ 2x(x2 + 1)
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å ëèíåéíî, ñúñ a(x) = 2x
x2+1

è b(x) = 2x(x2 + 1). Îáùîòî ðåøåíèå å

y = e
∫

2x
x2+1

dx

[
C +

∫
e
−
∫

2x
x2+1

dx
2x(x2 + 1)dx

]
= eln (x2+1)

[
C +

∫
e−ln (x2+1) 2x(x2 + 1) dx

]
= (x2 + 1)

[
C +

∫
2xdx

]
= C.(x2 + 1) + (x2 + 1)2 .

2.2.1 Óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè

Óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè íàðè÷àìå óðàâíåíèÿòà

y′ = a(x) y + b(x) yn ,

â êîèòî a(x) è b(x) ñà ôóíêöèè íà x, à n å êîíñòàíòà. Òåçè óðàâíåíèÿ ñå èíòåãðèðàò ÷ðåç
ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå z(x) = y(x)1−n. Òàçè ñìÿíà ãè ñâåæäà êúì ëèíåéíî óðàâíåíèå,
êîåòî âå÷å çíàåì êàê ñå ðåøàâà.

Ïðèìåð 2.2.2. Â óðàâíåíèåòî íà Áåðíóëè y′+y+xy3ex = 0, êîíñòàíòàòà n = 3. Ïîëàãàìå
z = z(x) = y−2. Äèôåðåíöèðàìå ïîëàãàíåòî, ðåøàâàìå ïîëó÷åíîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå è
çàìåñòâàìå îáðàòíî z ñúñ y−2:

z′ =
(
y−2
)′

= −2y−3y′ = 2y−3(y + xy3ex)

= 2y−2 + 2xex = 2z + 2xex = z′ (ëèíåéíî óðàâíåíèå)

z = e2x

[
C + 2

∫
e−2xxex dx

]
= Ce2x − 2xex − 2ex

y−2 = Ce2x − 2xex − 2ex .

2.2.2 Óðàâíåíèÿ íà Ðèêàòè

Óðàâíåíèå íà Ðèêàòè íàðè÷àìå âñÿêî óðàâíåíèå îò âèäà

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) ,

êúäåòî a(x), b(x) è c(x) ñà ôóíêöèè íà x.
Çà äà ðåøèì äàäåíî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè, òðÿáâà äà îòêðèåì ïî íÿêàêúâ íà÷èí ïîíå

åäíî íåãîâî ðåøåíèå, ò.å. íÿêîå ÷àñòíî ðåøåíèå.
Àëãîðèòúì çà ïîñòðîÿâàíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå îáà÷å íå ñúùåñòâóâà: íÿêîè óðàâíå-

íèÿ íà Ðèêàòè (íàïðèìåð y′ = y2 − x) íÿìàò íèòî åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå, èçðàçÿâàùî



2.2. ËÈÍÅÉÍÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÑÂÅÆÄÀÙÈ ÑÅ ÄÎ ÒßÕ 17

ñå ÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò ñå îñíîâàâà íà äúëáîêè
ñúîáðàæåíèÿ. Íèå íÿìà äà äàâàìå äåôèíèöèÿ çà åëåìåíòàðíà ôóíêöèÿ.

È òàêà, òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè ÷ðåç íàëó÷êâàíå è ½áëèçêî
äî âèäà� íà ôóíêöèèòå a(x), b(x) è c(x).

Îùå ïî-ëåñíî ñå ðåøàâà óðàâíåíèå íà Ðèêàòè, çà êîèòî çíàåì äâå ðàçëè÷íè ÷àñòíè
ðåøåíèÿ. Íàé-äîáðå å, àêî çíàåì òðè ðàçëè÷íè ÷àñòíè ðåøåíèÿ. Â ñëåäâàùàòà òàáëèöà
ñìå ðàçãëåäàëè ñïîìåíàòèòå âúçìîæíîñòè, ñúîòâåòíèòå ñìåíè íà ïðîìåíëèâèòå è íà÷èíè
çà îêîí÷àòåëíî èíòåãðèðàíå.

Èíòåãðèðàíå íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè

×àñòíè Ñìÿíà íà Ñâåæäà ñå êúì Ðåøåíèå íà

ðåøåíèÿ ïðîìåíëèâèòå óðàâíåíèåòî óðàâíåíèåòî çà z

φ1 z =
1

y − φ1
z′ = p(x)z + q(x)

Ëèíåéíî

óðàâíåíèå

φ1, φ2 z =
y − φ2

y − φ1
z′ = (φ2 − φ1)az z = C exp

∫
(φ2 − φ1)adx

φ1, φ2, φ3 z =
y−φ2

y−φ1
·φ3−φ1

φ3−φ2
z′ = 0

y − φ2

y − φ1
= C

φ3 − φ2

φ3 − φ1

Ïðèìåð ñ åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå. Çà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè

y′ + y2 = (2ex + 1) y − e2x , (2.4)

å ëîãè÷íî äà òúðñèì åêñïîíåíöèàëíî ÷àñòíî ðåøåíèå y = k exp ax, êîíñòàíòèòå a è k
çàñåãà ñà íåèçâåñòíè.

Àêî a > 1, òî â (2.4) ñúáèðàåìîòî y2 ðàñòå ïî-áúðçî îò îñòàíàëèòå ñúáèðàåìè è íå
ìîæå äà èìà ðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî, àêî a < 1, òî ñúáèðàåìîòî exy íÿìà ñ êàêâî äà ñå
êîìïåíñèðà. Îñòàâà åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò a = 1.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å y = φ(x) = exå ÷àñòíî ðåøåíèå. Ïîëàãàìå

z = z(x) =
1

y(x)− ex
, zy = 1 + zex ,

äèôåðåíöèðàìå ïîëàãàíåòî, ðåøàâàìå ëèíåéíîòî îòíîñíî z óðàâíåíèå è ñìåíÿìå îáðàòíî
z ñ y :

z′ = −(y′ − ex)(y − ex)−2 =
[
y2 − (2ex + 1)y + e2x + ex

]
z2

=
[

(y − ex)2 − (y − ex)
]
z2 = −z + 1

z = e−x
[
C +

∫
ex dx

]
= Ce−x + 1

y = ex +
ex

C + ex
.
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Ïðèìåð ñ äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ. Òúé êàòî êîåôèöåíòèòå íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè

3x2y′ + x2y2 + 2 = 0 (2.5)

ñà ïîëèíîìè, òî òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå y = φ(x) = axn, â êîåòî êîíñòàíòèòå a è n çàñåãà
ñà íåèçâåñòíè. Çàìåñòâàìå ïðåäïîëàãàåìîòî ÷àñòíî ðåøåíèå y = axn â (2.5) è ïîëó÷àâàìå

3anx1+n + a2x2+2n + 2 = 0 . (2.6)

Ëÿâàòà ÷àñò íà (2.6) å ïîëèíîì, òúæäåñòâåíî ðàâåí íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî, äâå îò ñòå-
ïåíèòå íà x ñà ðàâíè êàòî íàé-ãîëåìè, à äðóãè äâå îò ñòåïåíèòå íà x ñà ðàâíè êàòî
íàé-ìàëêè. Íî â ëÿâÿòà ÷àñò íà (2.6) èìà òðè ñúáèðàåìè, è çíà÷è òå òðÿáâà äà èìàò
ðàâíè ñòåïåíè ïî x.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å 1 + n = 2 + 2n = 0, ò.å. n = −1. Êîíñòàíòàòà a îïðåäåëÿìå îò
îñòàâàùîòî îò (2.6) ðàâåíñòâî −3a+ a2 + 2 = 0. Îòêðèõìå äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ:

φ1 = x−1 , φ2 = 2x−1 .

Ñåãà âå÷å ïîëàãàìå

z(x) =
y − φ2

y − φ1

=
y − 2x−1

y − x−1
=

xy − 2

xy − 1
,

äèôåðåíöèðàìå ïîëàãàíåòî, ðåøàâàìå ïîëó÷åíîòî ëèíåéíî õîìîãåííî óðàâíåíèå è ïðà-
âèì îáðàòíîòî ïîëàãàíå:

z′ =
y + xy′

(xy − 1)2
=

3xy − 2− x2y2

3x(xy − 1)2
=
−xy + 2

3x(xy − 1)
=
−1

3x
z

z = C exp

(
−
∫
dx

3x

)
= Cx−1/3

xy =
C − 2x1/3

C − x1/3
.

Ïðè C = ∞ ïîëó÷àâàìå ÷àñòíîòî ðåøåíèå y = φ1 = x−1. Ïðè C = 0 ïîëó÷àâàìå
÷àñòíîòî ðåøåíèå y = φ2 = 2x−1.

Ïðèìåð ñ òðè ÷àñòíè ðåøåíèÿ. Çà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè

xy′ =
(y − x)(y − 2x)

(x− 1)(x− 2)
+ y ,

òúðñèì ïîëèíîìèàëíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ y = φ = axn. Òðè òàêèâà ðåøåíèÿ ñà φ1(x) = x,
φ2(x) = 2x è φ3(x) = x2. Âåäíàãà ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå:
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y − x
y − 2x

= C
x2 − x
x2 − 2x

= C
x− 1

x− 2
.

Çàáåëåæêà. Âñÿêî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè èìà îáùî ðåøåíèå

y − φ2(x)

y − φ1(x)
= C

φ3(x)− φ2(x)

φ3(x)− φ1(x)

êúäåòî φ1, φ2 è φ3 ñà òðè ðàçëè÷íè ÷àñòíè ðåøåíèÿ, à C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Íà
C =∞ îòãîâàðÿ y = φ1(x), íà C = 0 îòãîâàðÿ y = φ2(x), à íà C = 1 îòãîâàðÿ y = φ3(x).

Ìîæå ñúùî äà ñå êàæå, ÷å âñÿêî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè èìà îáùî ðåøåíèå

y =
Cψ1(x) + ψ2(x)

Cψ3(x) + ψ4(x)
,

êúäåòî ψj(x) ñà ôóíêöèè íà x è C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Òúé êàòî â ãîðíèÿ èçðàç
ìîæåì äà ñúêðàòèì ôóíêöèèòå ψj(x) íà åäíà è ñúùà (ïðîèçâîëíà) ôóíêöèÿ, òî ðåøåíè-
ÿòà íà ôèêñèðàíî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè çàâèñÿò îò òðè ïðîèçâîëíè ôóíêöèè3 è îò åäíà
ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà4.

2.3 Òî÷íè äèôåðåíöèàëè

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò è êàòî óðàâíåíèÿ ìåæäó äèôå-
ðåíöèàëè. Ñòðîãàòà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî äèôåðåíöèàë ñå îáñúæäà â êóðñîâåòå ïî
àíàëèç è ãåîìåòðèÿ. Èíòóèòèâíî, äèôåðåíöèàëúò å ½íàðàñòâàíå�: df = d f(x1, x2, . . . , xn)
å íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà íà n ïðîìåíëèâàòà f â òî÷êàòà (x1, x2, . . . , xn).

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðàâèëà çà ïðåñìÿòàíå íà äèôåðåíöèàëè è çà âðúçêàòà ìåæ-
äó äèôåðåíöèàëè è èíòåãðàëè:

d f(x) = f ′(x) dx , d f(x, y) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy∫

d f = f + êîíñòàíòà , d
∫
f(x)dx = f(x) dx .

Äèôåðåíöèàëà d f íà ôóíêöèÿ f , ò.å.

d f(x1, x2, . . . , xn) :=
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn ,

íàðè÷àìå òî÷åí5.

3Êîëêîòî ñà ôóíêöèèòå a(x), b(x) è c(x), îò êîèòî çàâèñè óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè.
4Êîëêîòî å ðåäà íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè.
5Äèôåðåíöèàëúò ω = a1(x) dx1 + · · · + an(x) dxn å òî÷åí, àêî ∂ai(x)/∂xj = ∂aj(x)/∂xi çà âñè÷êè

èíäåêñè i, j è çà âñÿêî x.
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Óðàâíåíèåòî z′ = 0 ñå çàïèñâà êàòî dz = 0.dt = 0, îòêúäåòî ïî ïðàâèëîòî çà èíòåãðè-
ðàíå ïîëó÷àâàìå z = C.

Óðàâíåíèåòî

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

íàðè÷àìå óðàâíåíèå çà òî÷íè äèôåðåíöèàëè, àêî ëÿâàòà ìó ÷àñò6 å òî÷åí äèôåðåíöèàë,
ò.å. àêî

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
.

Óðàâíåíèÿòà, êîèòî ñà òî÷íè äèôåðåíöèàëè, ñå ðåøàâàò, êàòî P (x, y) è Q(x, y) ñå âíåñàò
ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïîñëå èçïîëçâàìå ïðàâèëîòî

dF = 0 ⇐⇒ F = C = êîíñòàíòà.

Ïðèìåð 2.3.1. Óðàâíåíèåòî y dx+ x dy = 0 å òî÷åí äèôåðåíöèàë, òúé êàòî P (x, y) = y,
Q(x, y) = x è Py = Qx = 1. Âíàñÿìå âñè÷êî ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è èíòåãðèðàìå:

y dx+ x dy = 0

d (yx) = 0

yx = C = ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà .

Ïðèìåð 2.3.2. è ðåøåíèå.

2x− y
x2 + y2

dx+
2y + x

x2 + y2
dy = 0

dx2

x2 + y2
+
−ydx+ xdy

x2 + y2
+

dy2

x2 + y2
= 0

dx2 + dy2

x2 + y2
− d(x/y)

(x/y)2 + 1
= 0

d ln(x2 + y2)− d arctan(x/y) = 0

ln(x2 + y2)− arctan(x/y) = C = êîíñòàíòà .

Ïðèìåð 2.3.3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî 3x2 + y2 + (2xy − 6y2)y′ = 0 .

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâÿìå y′ êàòî dy/dx, óìíîæàâàìå ïî dx è âíàñÿìå ïîñëåäîâàòåëíî
âñè÷êè ñúáèðàåìè ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà:

(3x2 + y2)dx+ (2xy − 6y2)dy = 0

dx3 + y2dx+ xdy2 − 2dy3 = 0

dx3 + d(xy2)− d(2y3) = 0

d(x3 + xy2 − 2y3) = 0 .

6Â äÿñíî ñòîè íóëåâèÿò äèôåðåíöèàë, êîéòî âèíàãè å òî÷åí.
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Èíòåãðèðàìå è ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå

x3 + xy2 − 2y3 = C = êîíñòàíòà.

Çàáåëåæêà 2.3.4. . Óðàâíåíèåòî

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = d f(x, y) = 0

ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèåòî z′(t) = 0 ñúñ ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå

z = f(x, y) , t = x .

2.4 Õîìîãåííè è îáîáùåíî�õîìîãåííè óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå y′ = f(x, y), êîåòî çàïàçâà âèäà ñè (½å èíâàðèàíòíî�) ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëè-
âèòå

t = ax , z = aky ,

çà íÿêîÿ ôèêñèðàíà êîíñòàíòà k è çà âñÿêà íåíóëåâà êîíñòàíòà a, ñå íàðè÷à îáîáùåíî�
õîìîãåííî. Àêî k = 1, òî òàêîâà óðàâíåíèå ñå íàðè÷à õîìîãåííî.

Îáîáùåíî�õîìîãåííèòå óðàâíåíèÿ ñå ñâåæäàò êúì óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðî-
ìåíëèâè ñëåä ñìÿíàòà íà y(x) ñúñ w = w(x) = y(x)x−k.

Òåõíè÷åñêè, ïî�óäîáíî å îòíà÷àëî äà ïîëîæèì z = y1/k(x), êîåòî ñâåæäà îáîáùåíî�
õîìîãåííîòî óðàâíåíèå äî õîìîãåííî. Ñëåä òîâà ïîëàãàìå u = z(x)

x
.

Ïðèìåð 2.4.1. . Óðàâíåíèåòî (y − x)y′ = 2x å õîìîãåííî:

(ay − ax)
d(ay)

d(ax)
= 2ax =⇒ (y − x)y′ = 2x .

Ïîëàãàìå y = y(x) = xz(x), äèôåðåíöèðàìå ïîëàãàíåòî, èíòåãðèðàìå óðàâíåíèåòî ñ
ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è çàìåñòâàìå îáðàòíî z = y/x:

y = xz

y′ = z + xz′ =
2

z − 1

x
dz

dx
=

2

z − 1
− z =

−z2 + z + 2

z − 1
= −(z − 2)(z + 1)

z − 1
dx

x
=

−(z − 1)dz

(z − 2)(z + 1)
= − dz

z + 1
− dz

(z − 2)(z + 1)

lnx = − ln |z + 1| − 1
3

ln |z − 2|+ 1
3

ln |z + 1|+ C

x−3 = C(z − 2)(z + 1)2 = Cx−3(y − 2x)(y + x)2

C = (y − 2x)(y + x)2 .
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Ïðèìåð 2.4.2. Óðàâíåíèåòî

y′ =
1

2y
sin

y2

x
+

y

2x

íå ñå ìåíè ïðè ñìÿíàòà y 7→ ay , x 7→ a2x , è ñëåäîâàòåëíî å îáîáùåíî�õîìîãåííî ñúñ
k = 1

2
.

Ïîëàãàìå z = y2 è ïîëó÷àâàìå õîìîãåííî óðàâíåíèå:

z′ =
(
y2
)′

= 2yy′ = sin
y2

x
+
y2

x
= sin

z

x
+
z

x
.

Ïðàâèì âòîðî ïîëàãàíå u(x) = z(x)
x
, ò.å. z = xu(x), äèôåðåíöèðàìå ïîëàãàíåòî, èí-

òåãðèðàìå óðàâíåíèåòî ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è çàìåñòâàìå îáðàòíî u ñúñ z/x è z
ñúñ y2:

z′ = xu′ + u = sin
z

x
+
z

x
= sinu+ u

x
du

dx
= sinu

dx

x
=

du

sinu
=

du
2

cos2 u
2

tan u
2

=
d tan u

2

tan u
2

= d ln tan
u

2

ln x = ln tan
u

2
+ C

Cx = tan
u

2
= tan

y2

2x

y2 = 2x arctanCx .

2.5 Óðàâíåíèÿ, íåðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà

Àêî óðàâíåíèåòî F (x, y, y′) = 0 íå ìîæå äà ñå ðåøè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà y′, òî îñòà-
âà âúçìîæíîñòòà, ñëåä åâåíòóàëíî ïðåðàáîòâàíå, äà ãî ïðåäñòàâèì â åäíà îò ñëåäíèòå
ôîðìè:

y = f(x, y′) � ðåøåíî ñïðÿìî y,

f(x, y′) = 0 � íåçàâèñåùî îò y,

x = f(y, y′) � ðåøåíî ñïðÿìî x,

f(y, y′) = 0 � íåçàâèñåùî îò x.

Ùe ðàçãëåäàìå ïîäðîáíî óðàâíåíèåòî

y = f(x, y′) .
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Òî ñå ðåøàâà, êàòî ïîëîæèì y′ = p(x) è äèôåðåíöèðàìå y = f(x, p) ïî x. Òîãàâà y èç÷åçâà
è ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä çà x = x(p), íî âå÷å ðàçðåøåíî
ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà dx/dp.

Ðåøàâàìå ãî ïî èçâåñòíèòå íè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå íà óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä,
ðàçðåøåíè ñïðÿìî ïðîèçâîäíàòà7. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿòà x = x(p, C), ñëåä êîåòî íåïîñ-
ðåäñòâåíî èçðàçÿâàìå y = f

(
x(p, C), p

)
. Îêîí÷àòåëíîòî ðåøåíèå å â ïàðàìåòðè÷åí âèä,

ñ ïàðàìåòúð ïðîèçâîäíàòà p = y′ :

y = f(x, y′) Ïîëàãàìå y′ = p(x)

y = f(x, p) Äèôåðåíöèðàìå ïî x

p = fx(x, p) + fp(x, p) ·
dp

dx
Èçðàçÿâàìå

dx

dp
dx

dp
=

fp(x, p)

fx(x, p)− p
Èíòåãðèðàìå

x = x(p, C) Èçðàçÿâàìå y

y = f(x(p, C), p) = y(p, C) Ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî∣∣∣∣∣ x = x(p, C)

y = y(p, C)
, C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.

Âèíàãè ðàçãëåæäàìå è ñëó÷àÿ, êîãàòî p íå ìîæå äà íè ñëóæè çà ïàðàìåòúð, à
èìåííî dp = 0. Òîãàâà y′′ = p′ = 0, îòêúäåòî y = Ax+B (A è B ñà êîíñòàíòè). Çàìåñòâàìå
y = Ax+B â óðàâíåíèåòî f(x, y′) = y èëè 0 çà äà ïðîâåðèì êîè A è B íè äàâàò ðåøåíèå.
Ïî ïðèíöèï, ïîíå åäíà îò äâåòå êîíñòàíòè îòïàäà.

Òúé êàòî

F (x, y, y′) = F

(
x, y,

dy

dx

)
= F

(
x, y,

1

x′

)
= 0 ,

(
y′ =

dy

dx
=

1

x′

)
,

òî ïðîìåíëèâèòå x è y ñà ðàâíîïðàâíè è ñëó÷àèòå f(y, y′) = x è 0 = f(y, y′) ñà àíàëîãè÷íè
íà ñëó÷àÿ y = f(x, y′), ñàìî ÷å x è y ñè ðàçìåíÿò ìåñòàòà è âìåñòî p ïèøåì q = 1

p
.

Ïðèìåð 2.5.1. . Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî y = 2xy′ − (y′)2.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå y′ = p, x = x(p), y = y(p). Äèôåðåíöèðàìå ïî x óðàâíåíèåòî
y = 2xp − p2, ðàçðåøàâàìå ñïðÿìî dx

dp
è ðåøàâàìå ïîëó÷åíîòî ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî

7Àêî òîâà èçîáùî å âúçìîæíî.
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óðàâíåíèå:

y = 2xy′ − (y′)2

y = 2xp − p2

p = 2p+ 2xp′ − 2pp′

dx

dp
=

dx

dp
= −2x

p
+ 2

x =
C

p2
+

2p

3
.

Ëåñíî ïðåñìÿòàìå è y:

y = 2xp− p2 =
2C

p
+
p2

3
.

Âúçìîæíîñòà p äà íå å ïàðàìåòúð, ò.å. p′ = y′′ = 0, íè äàâà è åâåíòóàëíèòå äîïúëíè-
òåëíè ðåøåíèÿ y = Ax+B, A è B ñà êîíñòàíòè. Çàìåñòâàìå â ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíåíèå
è ïîëó÷àâàìå åäèíñòâåíîòî äîïúëíèòåëíîòî ðåøåíèå y = 0.

Ïðèìåð 2.5.2. Óðàâíåíèåòî y2(y′)3+2xy′ = y ñå ðåøàâà ïî x. Ñëåä òîâà äèôåðåíöèðàìå
ïî y è ïîëàãàìå q = dx/dy :

2x = yq − y2q−2

2q = q − 2yg−2 + (y + 2y2q−3)q′

q3 = −2y èëè q = yq′

dx/dy = −(2y)1/3 èëè q = y dq/dy

x = −
∫

(2y)1/3dy = −3.2−5/3y4/3 + A èëè y = Cq .

Îò ðàâåíñòâàòà 32(x − A)3 = −27y4, ñàìî ïðè A = 0 ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå íà äèôåðåí-
öèàëíîòî óðàâíåíèå. Îò âòîðàòà âúçìîæíîñò y = Cq è îò óðàâíåíèåòî 2x = yq − y2q−2

ïðåñìÿòàìå 2x = Cq2 − C2.
Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å∣∣∣∣∣ y = Cq

2x = Cq2 − C2
èëè 32x3 = −27y4 .

Ïðèìåð 2.5.3. Ïðèìåð çà ðàçïàäàùî ñå óðàâíåíèå
Óðàâíåíèåòî xy′2 = y ñå ðàçïàäà íà äâå îòäåëíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåí-

ëèâè:

x1/2y′ = y1/2 èëè x1/2y′ = −y1/2

y−1/2 dy = x−1/2 dx èëè y−1/2 dy = −x−1/2 dx

y1/2 = x1/2 + C èëè y1/2 = −x1/2 + C.
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2.6 Óðàâíåíèÿ îò âòîðè è ïî-âèñîê ðåä

Çà âñÿêî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n�òè ðåä

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ,

ñúùåñòâóâà ÷èñëî k, 0 ≤ k ≤ n è òàêîâà, ÷å ñëåä ñìåíè íà ïðîìåíëèâèòå è k−êðàòíî
èíòåãðèðàíå, óðàâíåíèåòî ìîæå ñå ñâåäå äî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ðåä (n− k)

G
(
x, y, y′, . . . , y(n−k), C1, C2, . . . , Ck

)
= 0 .

G å íÿêàêâà ôóíêöèÿ íà (n + 2) ïðîìåíëèâè, ïîñëåäíèòå k îò êîèòî ñà ïðîèçâîëíè
êîíñòàíòè. Îñâåí òîâà, ðåäúò íà ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå îò (n−k)−òè ðåä íå ìîæå ïîâå÷å
äà ñå ïîíèæàâà.8

Àêî ðåäúò íà íÿêîå óðàâíåíèå ñå ïîíèæàâà ñúñ k, òî òîâà ìîæå äà ñòàíå êàêòî ñ
åäèí õîä, òàêà è íà íÿêîëêî åòàïà, âêëþ÷èòåëíî è ñëåä k−êðàòíî ïîíèæàâàíå íà ðåäà ñ
åäèíèöà.

Àêî n = k, òî êàçâàìå ÷å óðàâíåíèåòî ñå ðåøàâà.
Ïðè÷èíàòà, ïî êîÿòî ðåäúò íà äàäåíî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ïîíèæè, å íàëè÷èåòî

íà ñèìåòðèè íà óðàâíåíèåòî. Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî íÿêîëêî ÷àñòíè ñëó÷àè íà ñèìåòðèè,
çàåäíî ñ êîíêðåòíèòå íà÷èíè çà ïîíèæàâàíå íà ðåäà íà ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ.

2.6.1 Óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà ïúëíè ïðîèçâîäíè

Àêî óðàâíåíèåòî F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïúëíà ïðîèçâîäíà

0 = F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
=

d

dx
G
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
çà íÿêîÿ ôóíêöèÿ G, òî ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà x ïîíèæàâàìå ðåäà íà F ñ
åäèíèöà. Ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

G
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C1 = êîíñòàíòà

è òúðñèì íà÷èíè9 çà ïî-íàòàòúøíîòî ïîíèæàâàíå íà ðåäà ìó.
Ïðîâåðêàòà, äàëè ôóíêöèÿòà F å ïúëíà ïðîèçâîäíà, å ðàâíîñèëíà íà ïðåñìÿòàíåòî

íà èíòåãðàëà
∫
F
(
x, y(x), . . . , y(n)(x)

)
dx.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèåòî xy′′y + x(y′)2 + yy′ = 0 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî òî÷åí äèôå-
ðåíöèàë è ñëåä òîâà äà ñå èíòåãðèðà îùå âåäíúæ:

0.dx =
[
xy′′y + x(y′)2 + y′

]
dx

= xy dy′ + xy′ dy + yy′ dx = d (xyy′)

C1 = 2xyy′ = 2xy
dy

dx
=

dy2

d lnx
y2 = C1 lnx+ C2 .

8Ñúùåñòâóâàò íà÷èíè çà äîêàçâàíå, ÷å ðåäúò íà äàäåíî óðàâíåíèå íå ñå ïîíèæàâà.
9Òúðñèì ñèìåòðèè íà óðàâíåíèåòî G

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C1.
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2.6.2 Óðàâíåíèÿ, íåçàâèñåùè îò y,y′, . . . ,y(k)

Ñèìåòðèÿòà íà óðàâíåíèåòî

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0 (2.7)

å, ÷å â íåãî íå ó÷àñòâà ÿâíî íóëåâàòà ïðîèçâîäíà, êàêòî è ïðîèçâîäíèòå íà y äî ðåä
(k − 1) âêëþ÷èòåëíî. y(0) := y(x) Ïîëàãàìå

z = z(x) = y(k) , z′ = y(k+1) , z′′ = y(k+2) , · · · , z(n−k) = y(n) ,

ñ êîåòî ïîíèæàâàìå ðåäà íà óðàâíåíèåòî (2.7) ñúñ k.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèåòî x2y′′ = y′2 íå çàâèñè îò y è ñëåä ïîëàãàíåòî z = y′, z′ = y′′

ïîíèæàâàìå ðåäà ìó ñ åäèíèöà. Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå x2z′ = z2 å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðî-
ìåíëèâè:

x2z′ = x2 dz

dx
= z2

z−2 dz = x−2 dx

1

z
=

1

x
+ C1 =

1

y′
=

dx

dy

dy =
xdx

1 + C1x
=

dx

C1

− dx

C1 + C2
1x

y =
x

C1

− ln(C1 + C2
1x)

C2
1

+ C2

y = B1x−B2
1 ln(x+B1) +B2 .

2.6.3 Óðàâíåíèÿ, õîìîãåííè ñïðÿìî y è ïðîèçâîäíèòå íà y

Íåêà íÿêîå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íå ñå ìåíè ïðè óìíîæåíèå íà y è ïðîèçâîäíèòå
íà y ñ ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà λ, ò.å. çà íÿêîå k ∈ R,

F
(
x, λy, λy′, . . . , λy(n)

)
= λkF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ∀λ ∈ R .

Òàêèâà óðàâíåíèÿ ñå íàðè÷àò õîìîãåííè îò ñòåïåí k ñïðÿìî y è ïðîèçâîäíèòå íà y.
Ïîëàãàìå

y′ = z(x) y , y′′ = (z′ + z2) y , y′′′ = (z′′ + 3z′z + z3) y , . . . ,

ñ êîåòî ïîíèæàâàìå ðåäà íà óðàâíåíèåòî ñ åäèíèöà. Ïðîäúëæàâàìå äà òúðñèì îùå íà-
÷èíè çà ïîíèæàâàíå íà ðåäà. Ñëåä êàòî (è àêî) óñïååì äà ïðåñìåòíåì z, ðåøàâàìå ëè-
íåéíîòî õîìîãåííî óðàâíåíèå y′ = zy, â êîåòî z = z(x) å âå÷å èçâåñòíà ôóíêöèÿ.
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Ïðèìåð. Óðàâíåíèåòî yy′′ = y′2 + 15y2
√
x å õîìîãåííî îò ñòåïåí k = 2 ñïðÿìî y è

ïðîèçâîäíèòå íà y. Ïîëàãàìå

y′ = z(x)y , y′′ = z′y + zy′ = z′y + z2y = (z′ + z2) y

â ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíåíèå, ñúêðàùàâàìå íà y2, èíòåãðèðàìå ïî x ïîëó÷åíîòî óðàâíå-
íèå è ïðåñìÿòàìå exp

∫
z(x)dx :

z′ + z2 = z2 + 15
√
x

z = 15

∫ √
x dx = 10x3/2 + C1 = y′/y

y = C2 exp

[∫
z(x) dx

]
= C2 exp

[∫
(10x3/2 + C1)dx

]
= C2 exp

[
4x5/2 + C1x

]
.

2.6.4 Óðàâíåíèÿ, íåçàâèñåùè îò x

Óðàâíåíèÿòà îò âèäà F
(
y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ïðèòåæàâàò

ñèìåòðèÿòà, ÷å íå çàâèñÿò îò x. Òåõíèÿ ðåä ïîíèæàâàìå ñ åäèíèöà, êàòî ïîëîæèì

y′ = p(y) = p , y′′ = p′p , y′′′ = p′′p2 + (p′)2p , . . . .

Ïðèìåð. Óðàâíåíèåòî yy′′ = y′2 + y′ íå çàâèñè ïî ÿâåí íà÷èí îò x. Ïîëàãàìå y′ = p(y),
y′′ = p′p, èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå, ïîëàãàìå îáðàòíî p = dy/dx è
èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè:

yp′p = p2 + p

p′ = y−1p+ y−1

p = e
∫
dy/y

[
C1 +

∫
e−

∫
dy/yy−1 dy

]
= C1y − 1 =

dy

dx

C1dx = (C1y − 1)−1C1dy = d ln
(
y − C−1

1

)
C1x = ln

(
y − C−1

1

)
+ C2

y = C2e
C1x + C−1

1 .

Òúé êàòî â åäèí ìîìåíò ñúêðàòèõìå íà p, òî ðàçãëåæäàìå è ñëó÷àÿ p = 0, ò.å. y′ = 0,
ò.å. y = C â ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíåíèå. Íî ðåøåíèÿòà y = C ñå ñúäúðæàò â îáùîòî
ðåøåíèå y = C2e

C1x + C−1
1 (ïðè C2 = 0 è C−1

1 = C).
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2.7 Òàáëèöà íà ðåøåíèÿòà íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-

íèÿ

Ñëåäâàùàòà òàáëèöà ñúäúðæà ñïèñúê îò ðàçãëåäàíèòå â ïðåäèøíèòå ïàðàãðàôè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è âèäà íà ñúîòâåòíèòå èì ðåøåíèÿ.

Ïî òàçè òàáëèöà ëåñíî ìîæåì äà ñúñòàâèì äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Çà öåëòà èçáè-
ðàìå íÿêàêàâî îáùî ðåøåíèå F (x, y, C1, . . . , Cn) = 0 è äèôåðåíöèðàìå n ïúòè ïî x (ñ÷è-
òàéêè, ÷å y = y(x)). Îò ïîëó÷åíèòå n òúæäåñòâà èçêëþ÷âàìå êîíñòàíòèòå C1, C2 . . . , Cn
è ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n�òè ðåä.

Òàáëèöà 3.
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Âèä óðàâíåíèå Ðåøåíèå îò âèäà

Òî÷åí äèôåðåíöèàë F (x, y) = C

Ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè F (x) = G(y) + C

Õîìîãåííî y = xF (Cx)

Îáîáùåíî�õîìîãåííî y = xk F (Cx)

Ëèíåéíî õîìîãåííî y = Cp(x)

Ëèíåéíî íåõîìîãåííî y = Cp(x) + q(x)

íà Áåðíóëè y1−n = Cp(x) + q(x)

íà Ðèêàòè
y − φ2

y − φ1
= C

φ3 − φ2

φ3 − φ1

Ðåøåíî ñïðÿìî x èëè y, x =
∫
φ(p, C) dp ,

èëè íåçàâèñåùî îò x èëè y y =
∫
p φ(p, C) dp

Ïúëíà ïðîèçâîäíà f (x, y, C2, . . . , Cn) = C1

Óðàâíåíèå îò n�òè ðåä, y = Cnx
k−1 + Cn−1x

k−2 + · ·+Cn−k+1

íåçàâèñåùî îò y, y′, . . . , y(k) +
∫∫
···
∫
φ(x,C1,.., Cn−k)dx dx...dx

Õîìîãåííî ïî y è
ïðîèçâîäíèòå íà y

y = Cn exp
∫
f(x,C1, . . . , Cn−1) dx

Íåçàâèñåùî îò x x = Cn +
∫
f(y, C1, . . . , Cn−1) dy

Óðàâíåíèå íà Íþòîí t− t0 =
√

m
2

∫
dx√

E − U(x)

Ðàçïàäàùî ñå óðàâíåíèå
f1(x, y,A1, . . . , An) = 0 èëè

f2(x, y,B1, . . . , Bn) = 0

2.8 Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøåòå óðàâíåíèÿòà:

à) xy + (x+ 1)2y′ = 0, Îòãîâîð: y = e−
1

1+x c/1 + x

á) y′ = (2− y) tg x, Îòãîâîð: y = 2− c. cosx
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â) x
√

1 + y2 + yy′
√

1 + y2 = 0, Îòãîâîð:

ã) y′cotg x+ y = 2

2. Îïðåäåëåòå âèäà íà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ è íàìåðåòå òåõíèòå îáùè ðåøåíèÿ

à) y′ = 3x2y + x5

á) x2y′ = −xy − 1

â) y′ + 2y = y2ex , Îòãîâîð:

ã) y′ = y tg x+ y4 cosx

3. Ïîòúðñåòå ÷àñòíè ðåøåíèÿ íà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ íà Ðèêàòè îò îïðåäåëåí âèä
(íàïðèìåð y = αxk, α k ) . Ñ òÿõíà ïîìîù íàìåðåòå âñè÷êè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà.

à) 3x2y′ + x2y2 + 2 = 0.

á) y′ + xy2 − x3y − 2x = 0.

â) y′4e2xy − 2y2 = 2e4x + 2e2x.

ã) y′ = xy2 + (2x2 − 1)y + x3 − x− 1.

ä) y′ − y2 + y sinx− cosx = 0.

4. Ïîêàæåòå, ÷å àêî çíàåì äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2 íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè,
îáùîòî ðåøåíèå ñå íàìèðà ÷ðåç ðåøàâàíå íà ëèíåéíî óðàâíåíèå.

Óïúòâàíå. Ïîëîæåòå

w =
y − ϕ1

y − ϕ2

.

5. Ïîêàæåòå, ÷å àêî çíàåì òðè ÷àñòíè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè, îáùîòî
ðåøåíèå ñå íàìèðà áåç êâàäðàòóðè, ò..å áåç èíòåãðèðàíå.

6. Ðåøåòå óðàâíåíèÿòà:

à) xy′ = y cos(ln y − lnx)

á) y′ = 2xy
x2−y2

â) x− y + 1 = (y − 2x− 1)y′

ã) y +
√
xy = xy′

7. Ïðîâåðåòå äàëè ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ ñà òî÷íè äèôåðåíöèàëè. Â ñëó÷àé, ÷å å òàêà
ãè ðåøåòå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé îòíà÷àëî íàìåðåòå èíòåãðèðàù ìíîæèòåë è ïàê ãè
ðåøåòå:

à) (x2 − y2 + 2xy)dx + (x2 − 2xy)dy = 0

á) (1 + y)dx + (x + y)dy = 0
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â) (x2 − y2)dx + 2xydy = 0

ã) xdx = (xdy + ydx)
√

1 + x2

ä) (y4 − 2x3y)dx + (x4 − 2xy3)dy = 0

8. Ðåøåòå óðàâíåíèÿòà

à) y = 3xy′ + 7y′3

á) 2yy′ − x(y′2 + 1) = 0

â) x = y′3 + y′

ã) xy′ − y = ln y′

ä) y′4 − y′2 = y2

9. Ïîíèæåòå ðåäà íà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ. Àêî ñëåä ïîíèæåíèåòî å âúçìîæíî, ãè ðå-
øåòå:

à) x2y′′ = y′2

á) y3y′′ + 1 = 0

â) y′′′ = 2(y′′ − 1) cotx

ã) x2(y′2 − 2yy′′) = y2



32 ÃËÀÂÀ 2. ÌÅÒÎÄÈ ÇÀ ÐÅØÀÂÀÍÅ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß



Ãëàâà 3

Îñíîâíè òåîðåìè

Ôèçè÷åñêàòà èíòóèöèÿ íè êàçâà, ÷å àêî çíàåì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà åäíî äâèæåíèå è
çàêîíèòå íà äâèæåíèåòî, ìîæåì äà âúçñòàíîâèì åäíîçíà÷íî äâèæåíèåòî. Â òàçè ãëàâà
ùå ñå çàíèìàåì ñ îòãîâîðè íà âúïðîñà äàëè èíòóèöèÿòà íå íè ïîäâåæäà.

Ùå äîêàæåì íÿêîëêî òåîðåìè, êîèòî îáîñíîâàâàò òâúðäåíèåòî, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè
å êîðåêòíî ïîñòàâåíà, ò.å. ÷å ðåøåíèåòî �è ñúùåñòâóâà, åäèíñòâåíî å è íåïðåêúñíàòî
çàâèñè îò íà÷àëíèòå äàííè, ñòèãà ôóíêöèèòå, êîèòî çàäàâàò çàêîíà íà äâèæåíèå, äà
ñà åñòåñòâåíè ñâîéñòâà.

3.1 Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò. Ìåòîä íà

ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ

Ùå ðàçãëåäàìå íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà ñêàëàðíî óðàâíåíèå. Ïî-íàòàòúê ùå âèäèì, ÷å îá-
ùèÿò ñëó÷àé ïðàêòè÷åñêè íå ñå ðàçëè÷àâà îò åäíîìåðíèÿ. Ïðåäè äà ïðèïîìíèì çàäà÷àòà
íà Êîøè ùå âúâåäåì íÿêîè îçíà÷åíèÿ . Íåêà v(t, x) å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà àðãóìåíòèòå
(t, x) ∈ W ⊂ R2. Òîãàâà çàäà÷à íà Êîøè ñå íàðè÷à ñúâêóïíîñòòà ñúñòàâåíà îò äèôåðåí-
öèàëíîòî óðàâíåíèå è íà÷àëíîòî óñëîâèå:

∣∣∣∣ ẋ = v(t, x),
x(t0) = x0, êúäåòî òî÷êàòà (t0, x0) ∈ W (3.1)

Òóê òðÿáâà äà êàæåì êîè ôóíêöèè ùå äîïóñêàìå â äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî.
Åäèí ìíîãî åñòåñòâåí êëàñ çà çàäà÷è îò ôèçèêàòà è ïî-îáùî êëàñ îò åâîëþöèîííè çà-
äà÷è å êëàñúò ñúñòàâåí îò äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè v(t, x). Îêàçâà ñå, ÷å çà öåëèòå
íà äîêàçàòåëñòâîòî å óäîáíî äà ñå ðàçãëåæäà äîðè ïî-îáù êëàñ � êëàñúò îò ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî íà Ëèïøèö.

Äåôèíèöèÿ 3.1.1. Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â ìíîæåñòâîòî U ⊂ R Êàçâàìå,
÷å f : U → R å Ëèïøèöîâà àêî

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| x, y ∈ U.

33
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Ãîðíîòî óñëîâèå ñå íàðè÷à óñëîâèå íà Ëèïøèö.

Ùå ïîêàæåì, ÷å íàèñòèíà óñëîâèåòî íà Ëèïøèö å ïî-îáùî îòêîëêîòî óñëîâèåòî çà
íåïðåêúñíàòîñò.

Ëåìà 3.1.2. Àêî ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà âúðõó êîìïàêòíèÿ èí-
òåðâàë V íà îáëàñòòà U , òî òÿ å Ëèïøèöîâà, êàòî L = supV |f

′|.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x, y ∈ V (ôèã. 1). Îò òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå

f(y)− f(x) = f
′
(ξ)(x− y)

Ñëåäîâàòåëíî

|f(y)− f(x)| = |f ′(ξ)|.|x− y| ≤ maxξ∈V |f
′
(ξ)|.|x− y|.

Ñ ïîìîùòà íà ïîíÿòèåòî ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì îñíîâíèòå
òåîðåìè.

Íàé-íàïðåä ùå âúâåäåì íÿêîè îçíà÷åíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèÿòà v(t, x) å
ëèïøèöîâà ïî âòîðèÿ àðãóìåíò. Ïî-òî÷íî ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å çà íÿêîÿ êîíñòàíòà L å â
ñèëà

1) |v(t, x)− v(t, y)| ≤ L|x− y|.

Íåêà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å êîíñòàíòàòà L å åäíà è ñúùà çà âñÿêî t.
Äà âïèøåì â îáëàñòòà W ïðàâîúãúëíèêà Π := {t, x : |t| ≤ a, |x| ≤ b}.
2) Ùå ïðåäïîëàãàìå îùå, ÷å v(t, x) å íåïðåêúñíàòà â Π. Ñ M ùå îçíà÷èì åäíà ãîðíà

ãðàíèöà íà v â Π. Íàêðàÿ íåêà h å êîíñòàíòà, äåôèíèðàíà êàòî h = min(a, b
M

).

Òåîðåìà 3.1.3. Íåêà v(t, x) å íåïðåêúñíàòà è óäîâëåòâîðÿâà ãîðíèòå óñëîâèÿ 1) è 2).
Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x(t) íà çàäà÷àòà íà Êîøè ((3.1)), äåôèíèðàíî
â (t0 − h, t0 + h).

Òàçè òåîðåìà ùå äîêàæåì ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåè-
íèÿ íà Ïèêàð. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà èìà è ñàìîñòîÿòåëíà
ñòîéíîñò, òúé êàòî å ìîäåë (åäèí îò íàé-ïðîñòèòå) íà ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèá-
ëèæåíèÿ.
Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî ùå çàìåñòèì çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) ñ èíòåãðàëíî óðàâíåíèå.
Èíòåãðàëíèòå óðàâíåíèÿ ñà äàëå÷å ïî-óäîáíè çà ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåë-
íèòå ïðèáëèæåíèÿ.

Ëåìà 3.1.4. Âñÿêî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) å íåïðåêúñíàòî ðåøåíèå íà
ñëåäíîòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå:

∫ t

t0

ẋds =

∫ t

t0

v(s, x(s))ds. (3.2)

Îáðàòíî, âñÿêî íåïðåêúñíàòî ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà
íà Êîøè (3.1).
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Äîêàçàòåëñòâî. íà Ëåìà 3.1.4
Íåêà x å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1). Òúé êàòî ẋ ñúùåñòâóâà, òî x å íåï-

ðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî íåïðåêúñíàòà å è v(t, x(t)). Îòòóê ñëåäâà, ÷å ẋ ñúùî
å íåïðåêúñíàòà. Èíòåãðèðàìå îò t0 äî t, èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí è
íà÷àëíîòî óñëîâèå è ïîëó÷àâàìå

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

v(s, x(s))ds (3.3)

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà (3.1) å ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå.
Îáðàòíî, íåêà x(t) å íåïðåêúñíàòî ðåøåíèå íà (3.2). Äà äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè
íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå. (Çàùî òîâà å âúçìîæíî?) Ïîëó÷àâàìå, ÷å x óäîâëåòâîðÿâà
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Íà÷àëíîòî óñëîâèå ñ ïîëó÷àâà ñ äèðåêòíî çàìåñòâàíå â
(3.2) t = t0.

Âðúùàìå ñå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. Òî ñå ñúñòîè îò ñåðèÿ ñòúïêè, êîèòî
ùå îïèøåì ïî-äîëó.

1) Äåôèíèðàíå è êîðåêòíîñò (îòãîâîð íà âúïðîñà äàëè ñúùåñòâóâàò) íà ïîñëåäîâà-
òåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ.

2) Äîêàçàòåëñòâî çà òÿõíàòà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò.

3) Äîêàçàòåëñòâî, ÷å ãðàíèöàòà óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå.

4) Äîêàçàòåëñòâî çà åäèíñòâåíîñò.

Ñòúïêà 1)

Ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ äåôèíèðàìå ïî íà÷èí, ïîäñêàçàí îò èíòåãðàëíîòî
óðàâíåíèå. À èìåííî, àêî çíàåì xn(t), äåôèíèðàìå ñëåäâàùîòî ïðèáëèæåíèå xn+1(t) ïî
ôîðìóëàòà

xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

v(s, xn(s))ds, n = 1, . . . (3.4)

Çà íóëåâî ïðèáëèæåíèå âçèìàìå x0(t) ≡ x0. Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ôóíêöèèòå xn(t), n =
1, . . . ñà äîáðå äåôèíèðàíè ïî ôîðìóëàòà (3.4) â èíòåðâàëà t ∈ [t0 − h, t0 + h]. Òîâà ùå
ñòàíå àêî ïîêàæåì, ÷å ôóíêöèèòå xn(t), n = 0, 1, . . . âçèìàò ñòîéíîñòè â äåôèíèöèîí-
íàòà îáëàñò íà v(t, x). Çà x0 òîâà å î÷åâèäíî è çàòîâà ùå çàïî÷íåì îò x1(t). Îñâåí òîâà
ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å t ≥ t0. Äðóãèÿò ñëó÷àé íå ñå ðàçëè÷àâà ïðèíöèïèàëíî. Èìàìå

|x1(t)− x0| = |
∫ t

t0

v(s, x0)ds| ≤
∫ t

t0

|v(s, x0)|ds ≤M |t− t0| ≤Mh ≤ b,

ò.å. ôóíêöèÿòà x1(t) å â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ||xk(t) − x0|| ≤ b
çà íÿêîå k ≥ 1. Çà ñëåäâàùîòî ïðèáëèæåíèå èìàìå
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|xk+1(t)− x0| = |
∫ t

t0

v(s, xk(s))ds| ≤
∫ t

t0

|v(s, xk(s))|ds ≤M |t− t0| ≤Mh < M
b

M
= b.

Ñïîðåä ïðèíöèïà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ ãîðíàòà îöåíêà å âÿðíà çà âñåêè åëåìåíò
îò ðåäèöàòà.

Î÷åâèäíî, ÷å âñè÷êè ôóíêöèè xn(t), n = 1, . . . ñà íåïðåêúñíàòè.

Ñòúïêà 2)

Çà äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {xn(t)} e ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà ùå ÿ çàìåñòèì ñ åñòåñò-
âåíî ïðîèçëèçàù îò íåÿ ðåä. Çà ðåäîâå ñúùåñòâóâàò ïî-óäîáíè êðèòåðèè çà ðàâíîìåðíà
ñõîäèìîñò êàòî êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ. Äà ïîëîæèì

y0(t) = x0(t), y1(t) = x1(t)− x0(t), . . . , yn(t) = xn(t)− xn−1(t).

Ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ñóìè íà ðåäà
∑∞

n=0 yn(t) e òî÷íî {xn(t)}, ò.å. ñõîäèìîñòòà íà
ðåäà è ðåäèöàòà å åäíî è ñúùî íåùî.

Çà äà ïðèëîæèì êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ òðÿáâà äà îöåíèì ÷ëåíîâåòå íà ðåäà {yn(t) =
xn(t) − xn−1(t)} ñ ÷ëåíîâåòå íà ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä. Çà y0 èìàìå îöåíêà. Çà îñòàíàëèòå
÷ëåíîâå ùå íàïðàâèì íàé-íàïðåä îöåíêà ñ ôóíêöèè, çàâèñåùè îò t , à ñëåä òîâà ùå
èçïîëçâàìå îöåíêàòà çà t, êîÿòî çíàåì: |t− t0| ≤ h

Çà y1(t) èìàìå

|y1| = |x1(t)− x0(t)| ≤ |
∫ t

t0

v(s, x0)ds| ≤
∫ t

t0

|v(s, x0)|ds ≤
∫ t

t0

Mds| = M(t− t0).

(Òóê îòíîâî ñìå ïðåäïîëîæèëè, ÷å t ≥ t0.) Çà äà ñúîáðàçèì êàê èçãëåæäà îöåíêàòà â
îáùèÿ ñëó÷àé íåêà äà ÿ íàïðàâèì è çà y2. Èìàìå

|x2(t)− x1(t)| = |
∫ t

t0

(
v(s, x1(s))− v(s, x0)

)
ds|

Ñ ïîìîùòà íà íåðàâåíñòâîòî íà Ëèïøèö íàìèðàìå

∫ t

t0

L|x1(s)− x0)|ds ≤
∫ t

t0

LM(s− t0)ds =
LM(t− t0)2

2

Ïîâòàðÿéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ íàìèðàìå, ÷å àêî çà íÿêîå k ≥ 1 å èçïúëíåíî

|xk(t)− xk−1(t)| ≤ M(L)k−1(t− t0)k

k!
,

òî çà ñëåäâàùîòî ïðèáëèæåíèå å èçïúëíåíî ñúîòâåòíîòî íåðàâåíñòâî
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|xk+1(t)− xk(t)| ≤
M(L)k(t− t0)

(k + 1)!
.

Ñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâîòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî n.
Äà èçïîëçâàìå ñåãà, ÷å |t− t0| ≤ h. Ïîëó÷àâàìå, ÷å |yn(t)| ≤ M(L)n−1hn

n!
. Ìîæåì äà ïðè-

ëîæèì êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ êúì ðåäà yn(t) = xn(t)−xn−1. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷èõìå,
÷å ðåäèöàòà xn(t) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà â èíòåðâàëà . Òúé êàòî âñè÷êèòå �è ÷ëåíîâå ñà
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, òî è ãðàíèöàòà �è x(t) å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Ñòúïêà 3)

Ùå ïîêàæåì, ÷å ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå.
Íåêà ε å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî
N , n > N , |xn(t)− x(t)| < ε. Çà òàêèâà n ìîæåì äà îöåíèì

|
∫ t

t0

v(s, xn(s))ds−
∫ t

t0

v(s, x(s))ds| ≤ L

∫ t

t0

|xn(s)− x(s)|ds ≤ Lε.

Êàòî èçïîëçâàìå òîâà íåðàâåíñòâî, êàêòî è äåôèíèöèÿòà íà xn+1 ïîëó÷àâàìå:

|xn+1(t)− x0 −
∫ t

t0

v(s, x(s))ds| ≤ |
∫ t

t0

v(s, xn(s))ds−
∫ t

t0

v(s, x(s))ds| ≤ ε+ Lε,

ñ êîåòî å ïîêàçàíî, ÷å xn+1(t) êëîíè êúì x0 +
∫ t
t0
v(s, x(s))ds. Îò äðóãà ñòðàíà çíàåì, ÷å

òàçè ãðàíèöà å x(t).

Ñòúïêà 4)

Çà äîêàçâàíå íà åäèíñòâåíîñòòà îòíîâî ùå èçïîëçâàìå èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå.
Îñòàâà äà äîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà. Îòíîâî ùå èçïîëçâàìå èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå.

Íåêà x(t) è z(t) ñà äâå ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà Êîøè â èíòåðâàëà |t − t0| ≤ h. Ùå
ïîêàæåì, ÷å x(t) ≡ z(t). Äà äîïóñíåì, ÷å x(t)− z(t) íå å òúæäåñòâåíî íóëà. Ùå ïîëîæèì

β = max{t > t0, çà êîèòî x(s) = z(s) ïðè s ≤ t}.
ßñíî å, ÷å β > t0. Íåêà η å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ùå èçáåðåì ïî-êúñíî. Ïîëàãàìå

Q := max
[β,β+η]

|x(t)− z(t)|.

Òúé êàòî ôóíêöèÿòà |x(t) − z(t)| å íåïðåêúñíàòà, òîçè ìàêñèìóì ñå äîñòèãà â íÿêàêâà
òî÷êà t1 ∈ (β, β + η). Ñëåäîâàòåëíî

Q = |x(t1)− z(t1)| = |
∫ t1

t0

|v(s, x(s))− v(s, z(s))ds|

= |
∫ β

t0

|v(s, x(s))− v(s, z(s))ds+

∫ t1

β

v(s, x(s))− v(s, z(s))ds|
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Ïúðâèÿò èíòåãðàë å íóëà. Çà Q ïîëó÷àâàìå

Q = |
∫ t1

β

v(s, x(s))− v(s, z(s))ds|

≤
∫ t1

β

|v(s, x(s))− v(s, z(s))|ds

≤
∫ t1

β

L|x(s)− z(s)|ds

≤
∫ t1

β

L|x(t1)− z(t1)|ds ≤ ηLQ.

Ùå èçáåðåì η òàêà, ÷å ηL < 1. Îòòóê ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èâîòî íåðàâåíñòâîåòî Q <
Q.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ðàçìåðíîñòòà íà x å ïî-âèñîêà îò åäíî, äîêàçàòåëñòâîòî å ïðàêòè-
÷åñêè ñúùîòî. Çà óïðàæíåíèå ôîðìóëèðàéòå è äîêàæåòå òåîðåìàòà.

Ïðèìåð 3.1.5. Äà ðåøèì ñ ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäíàòà çàäà÷à
íà Êîøè

ẋ = ax, x(0) = x0.

Ðåøåíèåòî x(t) = x0e
at ìîæå ëåñíî äà áúäå ïîëó÷åíî ÷ðåç ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå.

Ñëåäâàéêè ïðîöåäóðàòà, ïîëàãàìå x0(t) = x0.

x1(t) = x0 +

∫ t

0

ax0ds = x0(1 + at)

x2(t) = x0 +

∫ t

0

ax1(s)ds = x0 +

∫ t

0

ax0(1 + as)ds = x0(1 + at+
a2t2

2
).

Ïî èíäóêöèÿ äîêàçâàìå, ÷å

xn(t) = x0(1 + at+ . . .+
antn

n!
).

îòêúäåòî

lim
n→∞

xn(t) = x0e
at.

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å ðåøåíèÿòà ìîãàò è äà íå ñà äåôèíèðàíè çà âñÿêî t.
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Ïðèìåð 3.1.6.

ẋ = x2, x(0) = x0.

Îáùîòî ðåøåíèå å
x =

x0

1− tx0

è âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å òî íå ìîæå äà ñå ïðîäúëæè îòâúä t̄ = 1
x0
.

Äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1). Çà âñÿêî x0 ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëåí îòâî-
ðåí èíòåðâàë (α, β), ñúäúðæàù t0, âúðõó êîéòî å äåôèíèðàíî ðåøåíèå x(t), óäîâëåòâî-
ðÿâàùî x(t0) = x0.

Íàèñòèíà, ïî Òåîðåìà 1 èìà íÿêàêúâ èíòåðâàë, â êîéòî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðå-
øåíèå. Íåêà ñåãà (α, β) (âúçìîæíî å α = −∞ èëè β = ∞ èëè è äâåòå) å îáåäèíåíèå íà
âñè÷êè îòâîðåíè èíòåðâàëè, ñúäúðæàùè t0 è âúðõó êîèòî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå íà (7.3).
Ïî Òåîðåìà 2 âúðõó âñåêè äâà òàêèâà èíòåðâàëà ðåøåíèÿòà ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà ðåøåíèå âúðõó öåëèÿ èíòåðâàë (α, β).

Òîçè èíòåðâàë ùå íàðè÷àìå ìàêñèìàëåí èíòåðâàë íà ïðîäúëæèìîñò íà ðåøåíèåòî, à
ñàìîòî ðåøåíèå íåïðîäúëæèìî.

3.2 Àïðîêñèìàöèÿ íà ðåøåíèÿòà. Ìåòîä íà Îéëåð

Åäíà ïðîñòà èäåÿ çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà íà Êîøè å îñ-
íîâíàòà èäåÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå � çàìåñòâàíåòî íà ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà äîïèðàòåëíà â ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà íà äîïèðàíå. Òîâà å
îñúçíàë Îéëåð, êîéòî å ïðåäëîæèë ãåîìåòðè÷íî íàãëåäåí è èíòóèòèâåí ìåòîä çà ïðèá-
ëèæåíî ïðåñìÿòàíå. Ñåãà ìåòîäúò íà Îéëåð íå ñå èçïîëçâà â ÷èñëåíèòå ìåòîäè, íî å
îñíîâà çà ïî-áúðçî ñõîäÿùè ìåòîäè îò òèïà íà Ðóíãå-Êóòà.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçãëåäàìå ìåòîäà íà Îéëåð çà åäíî ñêàëàðíî óðàâíåíèå. Îáùèÿò
ñëó÷àé íå ñå ðàçëè÷àâà èäåéíî è òåõíè÷åñêè îò ðàçãëåäàíèÿ ïî-äîëó, à ñàìî ñ ïî-ñëîæíè
îçíà÷åíèÿ.

Íåêà ôèêñèðàìå îçíà÷åíèÿòà. Íåêà v(t, x) å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà àðãóìåíòèòå (t, x) ∈
W ⊂ R2. Ùå ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1).

Äà äîïóñíåì, ÷å çàäà÷àòà èìà ðåøåíèå x(t), äåôèíèðàíî â èíòåðâàëà t ∈ [α, β] ñ
äúëæèíà µ. Äà ðàçäåëèì òîçè èíòåðâàë íà ïîäèíòåðâàëè α = t0 < t1 < . . . < tN = β.
Íàé-÷åñòî ñå âçåìàò èíòåðâàëè [tk, tk+1] ñ åäíàêâà äúëæèíà, êîÿòî ùå ÿ îçíà÷èì ñ h.
Åäíà àïðîêñèìàöèÿ íà ðåøåíèåòî, ïîíå â èíòåðâàë ñ äúëæèíà ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà íà
Òåéëúð. Äåéñòâèòåëíî, äà âçåìåì ðàçâèòèå äî âòîðèÿ ÷ëåí:

x(t) = x0 + (t− t0)ẋ(t0) + ẍ(t∗)
(t− t0)2

2
, çà t ∈ [t0, t1].

Íåêà íàïîìíèì, ÷å ẋ(t0) = v(t0, x(t0)) è ẍ(t∗) = d
dt
v(t, x(t)). Äà çàäúðæèì ïúðâèòå äâà

÷ëåíà, à îòñòðàíèì ÷ëåíà (t−t0)2

2
, ò.å. äà ïîëîæèì
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ξ(t) = x0 + ẋ(t0)(t− t0).

Âèæäàìå, ÷å ôóíêöèèòå ξ(t) è x(t) ñå ðàçëè÷àâàò ñ âåëè÷èíà îò ïîðÿäúê h2. Òîâà ìîæåì
äà ñ÷èòàìå çà ïðåíåáðåæèìî ìàëêà âåëè÷èíà, êàêòî ñå ïðàâè ïðè ñúñòàâÿíå íà ìîäåëè
âúâ ôèçèêàòà, òåõíèêàòà è äð. Íàãëåäåí ïðèìåð å âåëè÷èíàòà 1 ñì (=1/100 ì). Òîãàâà
h2 = 1/104 ì, êîåòî å ïðàêòè÷åñêè íåâèäèìî. Çà ðàçëèêàòà x(t1) − ξ(t1) ïîëó÷àâàìå
îöåíêàòà:

|x(t1)− ξ(t1)| = |v̇(t∗, x(t∗))
h2

2
| ≤Mh2.

Â èíòåðâàëà [t1, t2] ìîæåì äà ïîñòúïèì ïî ñúùèÿ íà÷èí. Òóê, îáà÷å, èìà ïðîáëåì ïðè
èçáîðà íà íà÷àëíî óñëîâèå. Íå çíàåì ñòîéíîñòòà íà x(t) â òî÷êàòà t = t1. Íî çà íà÷àëíî
óñëîâèå ìîæåì äà èçáåðåì òî÷êàòà ξ(t1), êîÿòî, êàêòî âèäÿõìå ìàëêî ñå ðàçëè÷àâà îò
x(t1). Ïðåäèìñòâàòà ñà, ÷å çíàåì íåéíàòà ñòîéíîñò, è ÷å àïðîêñèìèðàùàòà ôóíêöèÿ ùå å
íåïðåêúñíàòà. Äà îçíà÷èì ñ ðåøåíèåòî x̃(t) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ (t1, ξ(t1)). Íåêà çà óäîáñòâî
îçíà÷èì ñ x1 ÷èñëîòî x0 + hv(t0, x0), ò.å. ñòîéíîñòòà íà ξ(t) â òî÷êàòà t1. Òîãàâà

x̃(t) = x1 + ˙̃x(t)(t− t1) + v̇(t, x(t))
h2)

2
.

Åñòåñòâåíî â ñëåäâàùèÿ èíòåðâàë [t1, t2] äåôèíèðàìå ξ(t) ñ ïîìîùòà íà àíàëîãè÷íà
ôîðìóëà: ξ(t) = x1 + (t − t1)v(t1, x1) è ïîëàãàìå x2 = x1 + hv(t1, x1). Ïðîäúëæàâàìå
íàòàòúê è äåôèíèðàìå ïî èíäóêöèÿ:

xk = xk−1 + hv(tk−1, xk−1), (3.5)

ξ(t) = xk + (t− tk)v(tk, xk), çà t ∈ [tk, tk+1]. (3.6)

Ôóíêöèÿòà ξ(t) å äåôèíèðàíà äâà ïúòè âúâ âúçëèòå tk, íî âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ïðèåìà
åäíà ñòîéíîñò, à èìåííî ξ(tk) = xk.

Âå÷å âèäÿõìå, ÷å ôóíêöèÿòà ξ(t) àïðîêñèìèðà äîáðå íàøåòî ðåøåíèå â èíòåðâàëà
[t0, t1]. Â ñëåäâàùèòå èíòåðâàëè îáà÷å ãðåøêàòà ìîæå äà ñå íàòðóïâà (è òîâà ñå ñëó÷âà!),
à áðîÿò íà èíòåðâàëèòå ðàñòå ñ N . Îñâåí òîâà îöåíêàòà, êîÿòî çíàåì, å çà àïðîêñèìàöèÿ
íà äðóãè ðåøåíèÿ, ðàçëè÷íè îò ïúðâîíà÷àëíàòî x(t) (âúâ âñåêè èíòåðâàë ðàçëè÷íè!) è
åñòåñòâåíî, òðÿáâà äà ðàçáåðåì êàêâî îáùî èìàò òå ñ x(t).

Ùå ïîëó÷àâàìå îöåíêèòå ïîñëåäîâàòåëíî, ò.å. ïî èíäóêöèÿ. Íåêà âèäèì êàêâî ñòàâà
â ñëåäâàùèÿ èíòåðâàë t ∈ [t1, t2]. Íàé-íàïðåä äà çàïèøåì x(t) ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà
íà Òåéëúð:

x(t) = x(t1) + v(t1, x(t1)(t− t1) +
(t− t1)2

2
v̇(t∗, x(t∗)), çà t ∈ [t1, t2]

êúäåòî t∗ å ÷èñëî â èíòåðâàëà [t1, t]. Òîãàâà çà ðàçëèêàòà ξ(t)− x(t) íàìèðàìå:
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ξ(t)− x(t) =
[
x1 − x(t1)

]
+ (t− t1)

[
v(t1, x1)− v(t1, x(t1))

]
+

(t− t1)2

2
v̇(t∗, x(t∗))

Ñëåäîâàòåëíî

|ξ(t)− x(t)| ≤ |x1 − x(t1)|+ h|v(t1, x1)− v(t1, x(t1))|+ h2M

≤ |x1 − x(t1)|+ hL|x1 − x(t1)|+ h2M

≤ |x1 − x(t1)|(1 + hL) ≤ h2M ≤ h2M(1 + hL) + h2M,

êúäåòî M å åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ïðîèçâîäíèòå íà v(t, x) â W . Áóêâàëíî ïîâòàðÿéêè
ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîäîáíà ôîðìóëà å âàëèäíà âúâ âñåêè èíòåðâàë:

|ξ(t)− x(t)| ≤ |xk−1 − x(tk−1)|(1 + hL) + h2M, çà t ∈ [tk−1, tk]

Ñëåäîâàòåëíî, ìîæåì äà ïîëó÷èì ïî èíäóêöèÿ îöåíêàòà:

|ξ(t)− x(t)| ≤ h2M
k−1∑
j=0

j∏
l=0

(1 + hL)l, çà t ∈ [tk−1, tk]

Ùå çàìåíèì âñÿêà ñòåïåí l ñ N . Ñëåäîâàòåëíî

|ξ(t)− x(t)| ≤ h2M
k−1∑
j=0

(1 + hM)N = h2Mk(1 + hL)N

Äà ñè ïðèïîìíèì, ÷å h = µ
N
è k < N . Ïîëó÷èõìå, ÷å

|ξN(t)− x(t)| ≤M
µ2

N
(1 +

µL

N
)N ≤M

µ2

N
eµL, çà t ∈ [t0, tN ]. (3.7)

3.3 Íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî îò íà÷àëíè

óñëîâèÿ è ïàðàìåòðè

Òúé êàòî äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ èìàò çà îñíîâíà öåë ïðåäñêàçàíèÿ íà ôèçè÷åñêè
ïðîöåñè, òåõíèòå ðåøåíèÿ òðÿáâà äà çàâèñÿò íåïðåêúñíàòî îò íà÷àëíè äàííè è ïàðàìåò-
ðè. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé âñÿêî ôèçè÷åñêî èçìåðâàíå ãóáè ñìèñúë. Ðàçáèðà ñå, ôàêòúò, ÷å
âúîáùå èçó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, ïîêàçâà, ÷å òå èìàò òàêèâà ñâîéñòâà. Â
òîçè ïàðàãðàô ùå ôîðìóëèðàìå ñúîòâåòíèòå ìàòåìàòè÷åñêè ðåçóëòàòè.
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3.3.1 Íåðàâåíñòâî íà Ãðîíóîë

Ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì òåîðåìàòà çà íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò îò íà÷àëíè óñ-
ëîâèÿ íåêà âúâåäåì íÿêîè òåõíè÷åñêè ñðåäñòâà. Ñòàâà âúïðîñ çà èçâåñòíîòî íåðàâåíñòâî
íà Ãðîíóîë.

Ëåìà 3.3.1. Íåêà u, v : [a, b]→ R ñà íåïðåêúñíàòè è íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè. Íåêà çà
âñÿêî t ∈ [a, b] è C ≥ 0 å èçïúëíåíî

u(t) ≤ C +

∫ t

a

u(s)v(s)ds. (3.8)

Òîãàâà

u(t) ≤ C exp(

∫ t

a

v(s)ds).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà íàé-íàïðåä êîíñòàíòàòà C å ïîëîæèòåëíà. Äà îçíà÷èì äÿñíàòà
ñòðàíà íà (3.8) ñ h(t), ò.å.

h(t) := C +

∫ t

a

u(s)v(s)ds.

Ñëåäîâàòåëíî ḣ = u(t)v(t), îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ḣ = u(t)v(t) ≤ h(t)v(t). Äåëèì íà h(t) è
èíòåãðèðàìå íåðàâåíñòâîòî ḣ(t)/h(t) =≤ v(t) â ãðàíèöè îò a äî t. Òîâà äàâà

lnh(t)|tC ≤
∫ t

a

v(s)ds ò.å., h(t) ≤ Ce
∫ t
a v(s)ds.

Êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî, ÷å u(t) ≤ h(t) ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî íåðàâåíñòâî ïðè C > 0.
Íåêà ñåãà C = 0. Çàìåñòâàìå C ñ ïðîèçâîëíà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà ε. .Êàòî ïðè-

ëîæèì ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ε → 0 ïîëó÷àâàìå h(t) ≡ 0 è
ñëåäîâàòåëíî u(t) ≡ 0.

3.3.2 Òåîðåìà çà íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò îò íà÷àëíè äàííè

Ñëåä òàçè ïîäãîòâèòåëíà ðàáîòà äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

∣∣∣∣ ẋ = v(t, x), (t, x) ∈ W ⊂ R× Rn

x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ W (3.9)

Ñëåäíàòà òåîðåìà ïðåöèçèðà ñâîéñòâîòî íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò îò íà÷àëíè äàííè:
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Òåîðåìà 3.3.2. Íåêà v ∈ C(W ) è e Ëèïøèöîâà ïî x ñ êîíñòàíòà L. Íåêà x(t) è y(t)
ñà ñúîòâåòíî ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.8) ñ íà÷àëíè äàííè, ñúîòâåòíî x(t0) =
x0, y(t0) = y0. Òîãàâà çà âñÿêî t ∈ [t0, t1] å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x(t0)− y(t0)||eL(t−t0).

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïîëàãàìå u(t) = ||x(t) − y(t)||, v = L, a = t0 è C = ||x0 − y0||, ñëåä êîåòî ïðèëàãàìå

íåðàâåíñòâîòî íà Ãðîíóîë. Òîâà äàâà òúðñåíîòî íåðàâåíñòâî

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x0 − y0||eL(t−t0).

3.3.3 Íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðè.

Íåêà ñåãà ñèñòåìàòà çàâèñè îò ïàðàìåòðè∣∣∣∣ ẋ = v(t, x, µ) (t, x) ∈ W ⊂ R× Rn

x(t0) = x0 µ ∈ Rl (3.10)

Äà ðàçãëåäàìå ñïîìàãàòåëíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣
ẋ = v(t, x, µ)
µ̇ = 0
x(t0) = x0

(3.11)

Ñïîðåä ãîðíèòå òåîðåìà è ñëåäñòâèå ðåøåíèåòî íà ((3.11)) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ (t0, x0, µ) å
íåïðåêúñíàòî ïî íà÷àëíè óñëîâèÿ. Ñëåäîâàòåëíî x(t, x0, µ) å íåïðåêúñíàòî ïî ïàðàìåò-
ðèòå µ.

Ìîæå äà ñå äîêàæå àíàëîãè÷íà îöåíêà çà èíòåðâàëà íà ñúùåñòâóâàíå íà òàçè îò
Òåîðåìà Òåîðåìà 3.1.3.

Îáðàòíî, àêî èìàìå òåîðåìà çà íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî ïî ïàðàìåòðè,
òî âåäíàãà ìîæåì äà ïîëó÷èì íåïðåêúñíàòàòà çàâèñèìîñò îò íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Ñèñòåìàòà ((3.9)) ñëåä òðàíñëàöèÿ y = x− x0 ïðèåìà âèäà∣∣∣∣ ẏ = v(t, y + x0)
y(t0) = 0,

â êîÿòî íà÷àëíîòî óñëîâèå å ïàðàìåòúð.

3.4 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ðåøåíèÿòa
×åñòî â ïðèëîæåíèÿòà íè å íóæíî íå ñàìî äà çíàåì,÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè å íåïðåêúñíàòî ïî îòíîøåíèå íà
íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðè, à ñúùî è äà äèôåðåíöèðàìå ïî òÿõ.

Ùå çàïî÷íåì ñ åäíî íàáëþäåíèå. Íåêà å çàäàäåíà çàäà÷à íà Êîøè
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∣∣∣∣ ż = v(t, z), z ∈ U ⊂ Rn
z(t0) = x, x ∈ U (3.12)

êàòî v ∈ C2. Íåêà g(t, x) å ðåøåíèå íà ãîðíàòà çàäà÷à ò.å. ġ(t, x) = v(t, g(t, x)), g(t0, x) = x. Äà äîïóñíåì, ÷å ìîæåì äà
äèôåðåíöèðàìå ðåøåíèåòî g ïî x.

Íåêà g(t, x) = (g1(t, x), g2(t, x), . . . , gn(t, x)) è ġk(t, x) = vk(t, g(t, x)). Äèôåðåíöèðàéêè ïîñëåäíîòî ïî xl ïîëó÷àâàìå(
∂gk(t, x)

∂xl

).
=

n∑
j=1

∂vk(t, g(t, x))

∂zj

∂gj(t, x)

∂xl
.

Äà îçíà÷èì ñ yl âåêòîðúò yl = ( ∂g1
∂xl

, ∂g2
∂xl

, . . . , ∂gn
∂xl

)t. Òîãàâà ãîðíàòà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå çàïèñàíà âúâ âèäà ẏl =

v∗(t, g(t, x))yl
Ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ ż = v(t, z), z ∈ U ⊂ Rn
ẏl = v∗(t, g(t, x))yl

(3.13)

ñå íàðè÷à ñèñòåìà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè çà ñèñòåìàòà ((3.12)) ( èëè ñïðÿìî ðåøåíèåòî g(t, x)). Ïîäðåæäàéêè yl â
ìàòðèöà Y ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèå íà ñèñòåìàòà âúâ âàðèàöèè

∣∣∣∣ ż = v(t, z),

Ẏ = v∗(t, g(t, x))Y.
(3.14)

êàòî íàé - åñòåñòâåíî å äà èçáåðåì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ òàêà g(t0, x) = x, Y (t0, x) = E, êúäåòî E å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà. Òîâà
Y íå å íèùî äðóãî îñâåí ïðîèçâîäíàòà íà ðåøåíèåòî ïî íà÷àëíèòå óñëîâèÿ g∗ è àêî ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ðåøåíèåòî,
òî íåãîâàòà ïðîèçâîäíà óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè.

Òåîðåìà 3.1. Íåêà çà ñèñòåìàòà ( (3.12)) v ∈ C2 â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (t0, x0). Òîãàâà ðåøåíèåòî g(t, x) íà ( (3.12))
å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî ïî x â íÿêàêâà åâåíòóàëíî ïî - ìàëêà îêîëíîñò íà (t0, x0).

v ∈ C2 ⇒ g ∈ C1
x.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî v ∈ C2, òî v∗ ∈ C1. Ñëåäîâàòåëíî, ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
íà Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò (Òåîðåìà 3.1.3).

Íåêà èçáåðåì íà÷àëíè óñëîâèÿ ϕ0 = x äîñòàòú÷íî áëèçêî äî x0 è ψ0 = E. Äà îçíà÷èì ïðèáëèæåíèÿòà â ñõåìàòà íà
Ïèêàð ñ ϕn (çà z) è ψn (çà Y ) ò.å. ïîëàãàìå

ϕn+1(t, x) = x+

∫ t

t0

v(τ, ϕn(τ, x))dτ (3.15)

ψn+1(t, x) = E +

∫ t

t0

v∗(τ, ϕn(τ, x))ψn(τ, x)dτ (3.16)

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å (ϕn)∗ = ψn çà âñÿêî n.
ßñíî å, ÷å (ϕ0)∗ = ψ0. Äà äîïóñíåì, ÷å çà íÿêîå n > 1 å èçïúëíåíî (ϕn)∗ = ψn. Ùå äîêàæåì, ÷å òîâà å âÿðíî è çà

n+ 1. Íàèñòèíà

(ϕn+1)∗ = E +

∫ t

t0

v∗(τ, ϕn(τ, x))(ϕn)∗dτ = E +

∫ t

t0

v∗(τ, ϕn(τ, x))ψndτ = ψn+1.

îòêúäåòî ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà ðàâåíñòâîòî çà n ò.å. {ψn} å ðåäèöàòà îò ïðîèçâîäíèòå íà ðåäèöàòà {ϕn}. Äâåòå ðåäèöè
ñà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè ( êàòî ðåäèöè îò Ïèêàðîâñêè ïðèáëèæåíèÿ ïðè |t− t0| äîñòàòú÷íî ìàëêè ϕn ⇒ g, ψn ⇒ Y = g∗
è òúé êàòî g∗ ∈ C0

x ⇒ g ∈ C1
x ò.å. g(t, x) = limn→∞ ϕn(t, x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî x.

Íåêà r ≥ 2 å öÿëî ÷èñëî.
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Òåîðåìà 3.4.1. (Òåîðåìà Tr) Íåêà äÿñíàòà ÷àñò íà ñèñòåìà (3.12) v ∈ Cr â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (t0, x0). Òîãàâà
ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.12) g(t, x) ∈ Cr−1

x , êàòî (t, x) ïðèíàäëåæàò íà íÿêàêâà åâåíòóàëíî ïî - ìàëêà
îêîëíîñò v ∈ Cr ⇒ g ∈ Cr−1

x íà (t0, x0).

Äîêàçàòåëñòâî. v ∈ Cr ⇒ v∗ ∈ Cr−1. Ñëåäîâàòåëíî, ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè ((3.14)) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
íà Òåîðåìà Tr−1. Òåîðåìà Tr, r > 2 ñå ïîëó÷àâà îò Òåîðåìà Tr−1

v ∈ Cr ⇒ v∗ ∈ Cr−1 ⇒ g∗ ∈ Cr−2
x ⇒ g ∈ Cr−1

x .

Òåîðåìà T2 ( Òåîðåìà ??) áå äîêàçàíà ïî - ðàíî.

Íåêà r ≥ 2. Èíòåðåñóâàò íè ïðîèçâîäíèòå ïî x è t.

Ëåìà 3.1. Íåêà å çàäàäåíà ôóíêöèÿ f : I ×G→ Rn, G ⊂ Rn, I å èíòåðâàë â R1 è íåêà

F (t, x) =

∫ t

t0

f(τ, x)dτ, x ∈ G, [t0, t] ⊂ I.

Àêî f ∈ Crx è f ∈ Cr−1, òî F ∈ Cr.

Äîêàçàòåëñòâî. Äèôåðåíöèðàìå F ïîñëåäîâàòåëíî - ∂F
∂t

= f(t, x) å íåïðåêúñíàòà, ∂
rF
∂tr

= f
(r−1)
t (t, x) å íåïðåêúñíàòà ïî

óñëîâèå è ñëåäîâàòåëíî F ∈ Crt . Ñëåä òîâà
∂2F
∂x∂t

= ∂f
∂x

(t, x) å íåïðåêúñíàòà. Ïîäîáíî ïðîèçâîëíà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò ðåä
r ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ïðîèçâîäíèòå íà f îò ðåä ïî - ìàëúê îò r. Ñëåäîâàòåëíî F ∈ Cr.

Òåîðåìà 3.2. Â óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 3.4.1 (Òåîðåìà Tr) ðåøåíèåòî g(t, x) å äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå îò êëàñ
Cr−1 ïî x, t: v ∈ Cr ⇒ g ∈ Cr−1.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

g(t, x) = x+

∫ t

t0

v(τ, g(τ, x))dτ

v ∈ Cr è g ∈ C0 - òîâà èìàìå îò Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò (Òåîðåìà 3.1.3). Îñâåí òîâà Òåîðåìà 3.4.1
ïîêàçà, ÷å g ∈ Cr−1

x . Ïðèëàãàìå Ëåìà ?? ïîñëåäîâàòåëíî
v(t, g(t, x)) ∈ C0 ∩ C1

x ⇒ g ∈ C1

v(t, g(t, x)) ∈ C1 ∩ C2
x ⇒ g ∈ C2

. . . . . . . . . . . .
v(t, g(t, x)) ∈ Cr−2 ∩ Cr−1

x ⇒ g ∈ Cr−1.

?????????????????????????????????????
Ìîæå äà ñå äîêàæå

Òåîðåìà 3.3. v ∈ Cr → g ∈ Cr, r > 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ìîæå äà ñå âèäè â ó÷åáíèêà íà Àðíîëä [?]. Ìîæå ñúùî òàêà äà ñå äîêàæå, ÷å àêî
äÿñíàòà ñòðàíà íà ((3.12)) àíàëèòè÷íà (ïðåäñòàâÿ ñå êàòî ñõîäÿù ðåä íà Òåéëîð â îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷êà), òî ðåøåíèåòî
å àíàëèòè÷íî ñïðÿìî x è t (âèæ Êîäèíãòîí è Ëåâèíñîí [9] çà òîçè ôàêò).

????????????????????????????????????????????
Äèôåðåíöèðóåìîñòòà ïî ïàðàìåòðè ñå ðàçãëåæäà ïî ïîäîáåí íà÷èí êàêòî íåïðåêúñíàòîñòòà ïî ïàðàìåòðè.
Íåêà ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çàâèñè îò ïàðàìåòðè α ∈ Rk

ż = v(t, z, α), z ∈ U, t ∈ I ⊂ R1 (3.17)

Ñëåäñòâèå 3.4.2. v ∈ Cr → g(t, x, α) ∈ Crt,x,α.
Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ñïîìàãàòåëíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣ ż = v(t, z, α),

α̇ = 0,
ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

∣∣∣∣ z(t0, x, α) = x
α(t0, x, α) = α

Ðåøåíèåòî g = (g1, g2) ∈ Cr ïî Òåîðåìà 3.3.

∣∣∣∣ ġ1 = v(t, g1(t, x, α), g2(t, x, α)),
ġ2 = 0, ⇒ g2 = α.

Ñëåäîâàòåëíî g1(t, x, α) ∈ Cr, êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Ïîñëåäíîòî ñëåäñòâèå èìà âàæíî çíà÷åíèå çà ïðèëîæåíèÿòà. Åäíî îò òÿõ ñå íàðè÷à ìåòîä íà ìàëêèÿ ïàðàìåòúð íà
Ïîàíêàðå.
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3.5 Òåîðåìà çà íåïðîäúëæèìîñò

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

∣∣∣∣ ẋ = v(t, x) v ∈ C1(W )
x(t0) = x0 W ⊂ R× Rn (3.18)

Âå÷å äåôèíèðàõìå ïîíÿòèÿòà ìàêñèìàëåí èíòåðâàë íà ïðîäúëæèìîñò è íåïðîäúë-
æèìî ðåøåíèå. Íåêà Γ å ïîäìíîæåñòâî íà W .

Äåôèíèöèÿ 3.1. Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (3.18) ϕ ñå ïðîäúëæàâà íàïðåä (íàçàä)
äî Γ, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñúñ ñúùîòî íà÷àëíî óñëîâèå, ãðàôèêàòà íà êîåòî ñå
ïðåñè÷à ñ Γ â òî÷êà, êúäåòî t ≥ t0(t ≤ t0). Ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íàïðåä (íàçàä)
íåîãðàíè÷åíî, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñúñ ñúùîòîòî íà÷àëíî óñëîâèå, äåôèíèðàíî çà
âñÿêî t ≥ t0(t ≤ t0).

Ïðèìåð 3.5.1. 1. Ðåøåíèÿòà íà ëèíåéíà ñèñòåìàòà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ẋ = Ax,
êúäåòî x ∈ Rn, à èìåííî x = x0e

At ñå ïðîäúëæàâàò íåîãðàíè÷åíî.
2. Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî ẋ = 1 + x2, x ∈ R íå ñå ïðîäúëæàâàò íåîãðàíè÷åíî

íèòî íàïðåä, íèòî íàçàä. Íàèñòèíà, îáùîòî ðåøåíèå å x = tg(t− c), êîåòî å äåôèíèðàíî
â c− π/2 ≤ t ≤ c+ π/2.

Òåîðåìà 3.5.2. Ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.18) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â êîìïàêò
F â ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî ñå ïðîäúëæàâàò íàïðåä è íàçàä äî ãðàíèöàòà
íà êîìïàêòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðåäåëåíîñò ùå ðàçãëåæäàìå ïðîäúëæèìîñò íàïðåä t ≥ t0. Ðàç-
ñúæäåíèÿòà ïðè ïðîäúëæàâàíå íàçàä ñà àíàëîãè÷íè.

Ïî Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò çà âñÿêà òî÷êà (t′, x′) ∈ F èìà îêîëíîñò,
òàêàâà ÷å ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â òàçè îêîëíîñò ñúùåñòâóâà è å åäèíñòâåíî â
îáùèÿ çà âñè÷êè òî÷êè îò òàçè îêîëíîñò èíòåðâàë îò âðåìå. Íî F å êîìïàêò è èìà
êðàéíî ïîêðèòèå ñ òàêèâà îêîëíîñòè. Îò êðàéíèÿ áðîé èíòåðâàëè âðåìå èçáèðàìå íàé -
ìàëêèÿ è ãî îçíà÷àâàìå ñ ε.

Òî÷êàòà (t0, x0) ∈ F (ôèã. 1) è ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè ((3.18))
ϕ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå ϕ(t0) = x0 å îïðåäåëåíî çà |t− t0| < ε. Äà îçíà÷èì t̃ = t0 + ε

2
, x̃ =

ϕ(t̃). Òî÷êàòà (t̃, x̃) ∈ F è ñëåäîâàòåëíî å ïîêðèòà îò íÿêîÿ îò ãîðíèòå îêîëíîñòè. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ϕ̃(t), äåôèíèðàíî â |t − t̃| < ε, ñ íà÷àëíî óñëîâèå ϕ̃(t̃) = ϕ(t̃) = x̃.
Îò Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò èìàìå, ÷å â îáùèÿ ñè èíòåðâàë ϕ ≡ ϕ̃.

Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.18),
äåôèíèðàíî â t0 ≤ t < τ è (t, ϕ(t)) ∈ F .

Äà îçíà÷èì T := sup τ (τ : (t, ϕ(t)) ∈ F è t ∈ [t0, τ ]). Àêî T = ∞ íÿìà êàêâî äà
äîêàçâàìå.

Íåêà T < ∞. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ψ, ψ(t0) = x0 è (T, ψ(T )) ∈ ∂F .
Òúé êàòî T å ãîðíà ãðàíèöà, ñúùåñòâóâà τ : T − ε < τ < T , òàêîâà ÷å ðåøåíèåòî ϕ(t)
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íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.18) å îïðåäåëåíî â t0 ≤ t < τ . Òî÷êàòà (τ, ϕ(τ)) ∈ F å ïîêðèòà ñ
íÿêîÿ îò ãîðíèòå îêîëíîñòè ò.å. ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ϕ̄(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå ϕ̄(τ) = ϕ(τ),
îïðåäåëåíî â |t−τ | < ε. Îòíîâî ïî òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò ϕ ≡ ϕ̄ â îáùèÿ èì èíòåðâàë.

Êîíñòðóèðàìå åäíî ðåøåíèå âúðõó îáåäèíåíèåòî íà äâàòà èíòåðâàëà

ψ(t) =

{
ϕ(t), t0 ≤ t ≤ τ
ϕ̄(t), τ ≤ t ≤ τ + ε

Èìàìå, ÷å (t, ψ(t)) ∈ F çà t0 ≤ t < T .
Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å (T, ψ(T )) ∈ F . Îò äåôèíèöèÿòà íà T ñúùåñòâóâà ðåäèöà

{θi} −−−→
i→∞

T . Íî ψ å íåïðåêúñíàòî, ñëåäîâàòåëíî ψ(θi) −−−→
i→∞

ψ(T ). Òúé êàòî F å êîìïàêò

ñëåäâà, ÷å (T, ψ(T )) ∈ F .
Îò äðóãà ñòðàíà çà t > T (t, ψ(t)) íå ïðèíàäëåæè íà F èíà÷å T íÿìà äà å ãîðíà

ãðàíèöà. Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâîëíà îêîëíîñò íà òî÷êà (T, ψ(T )) ñúäúðæà òî÷êè êàêòî îò
F , òàêà è íå ïðèíàäëåæàùè íà F , îòêúäåòî (T, ψ(T )) ∈ ∂F .

Ãîðíàòà òåîðåìà îáèêíîâåííî ñå ïðèëàãà òàêà. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

∣∣∣∣ ẋ = v(t, x) (t, x) ∈ R×K
x(t0) = x0

(3.19)

êúäåòî K ∈ Rn å êîìïàêò. Íåêà [a, b] å ïðîèçâîëåí çàòâîðåí èíòåðâàë, ñúäúðæàù
t0. Îáðàçóâàìå êîìïàêòà F := [a, b] × K. Ñïîðåä Òåîðåìà Òåîðåìà 3.5.2 ðåøåíèåòî íà
((3.19)) ñå ïðîäúëæàâà äî ãðàíèöèòå íà êîìïàêòà F . Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè (ôèã. 2):
èíòåãðàëíàòà êðèâà ïðåñè÷à ñòðàíè÷íàòà ãðàíèöà íà F èëè èíòåãðàëíàòà êðèâà èçëèçà
íà ãðàíèöàòà b×K è òúé êàòî b å ïðîèçâîëíî, òî ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷åíî
íàïðåä.

Ïðèìåð 3.5.3. Ïðîäúëæèìîñò íà ðåøåíèåòî íà ẍ = −dU
dx
.

Ðàçãëåæäàìå êîíñåðâàòèâíàòà ñèñòåìà

ẍ = −dU
dx
.

Ùå çàïî÷íåì ñ íàáëþäåíèåòî, ÷å àêî U = −x4

2
, òî ẍ = 2x3 èìà ðåøåíèå, à èìåííî

x = 1
t−1

, êîåòî íå ñå ïðîäúëæàâà äî t = 1. Çàòîâà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å U > 0 (âñúùíîñò
äîñòàòú÷íî å U äà å îãðàíè÷åíà îòäîëó).

Íåêà E = ẋ2

2
+ U(x) å ïúëíàòà åíåðãèÿ.

Ëåìà 3.5.4. Çà âñÿêî ðåøåíèå x(t), E =
˙x(t)

2

2
+ U(x(t)) = E0 å êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëñòâî.

d

dt
E(x, ẋ) = ẋ(t)ẍ(t) +

dU

dx
ẋ(t) = ẋ(t)(ẍ+

dU

dx
) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî E(x, ẋ) = E0 =
˙x(0)

2

2
+ U(x(0)).
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Ëåìà 3.5.5. Íåêà ðåøåíèåòî íà ẍ = −dU
dx

ñúùåñòâóâà çà |t| < T è x0 = x(0). Òîãàâà â
ñèëà å îöåíêàòà

|ẋ(t)| <
√

2E0, |x(t)− x0| <
√

2E0T.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò èíòåãðàëa íà åíåðãèÿòà (Ëåìà 3.5.4)
˙x(t)

2

2
+ U(x(t)) = E0 è ïðåäïî-

ëîæåíèåòî U(x) > 0 èìàìå

|ẋ(t)| <
√

2E0.

Îò ðàâåíñòâîòî x(t)− x0 =
∫ t

0
ẋ(s)ds ïîëó÷àâàìå

|x(t)− x0| ≤
∫ t

0

|ẋ(s)ds <
√

2E0|t| <
√

2E0T.

Òåîðåìà 3.4. Íåêà U(x) ∈ C2(R), U > 0,∀x. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ãëîáàëíî ðåøåíèå íà
ẍ = −dU

dx
.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà T > 0 å ïðîèçâîëíî. Óðàâíåíèåòî îò âòîðè ðåä ẍ = −dU
dx

çàïèñâàìå
êàòî ñèñòåìà

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −dU

dx
.

Ðàçãëåæäàìå êîìïàêòà F := {|x− x0| ≤ 2
√

2E0T, |y| ≤ 2
√

2E0, |t| ≤ T}. Ñïîðåä Òåî-
ðåìà 3.5.2 ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â òîçè êîìïàêò ñå ïðîäúëæàâà äî ãðàíèöèòå íà
êîìïàêòà. Îò àïðèîðíèòå îöåíêè â Ëåìà 3.5.5 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî ìîæå äà èçëåçå ñàìî
íà ãðàíèöèòå |t| = T . Òúé êàòî T å ïðîèçâîëíî, ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷åíî.

Ïðèìåð 3.5.6. Ïðîäúëæèìîñò íà ðåøåíèÿòà íà ẋ = A(t)x.
Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

∣∣∣∣ ẋ = A(t)x x ∈ Rn

x(t0) = x0
(3.20)

êúäåòî A(t) å íåïðåêúñíàòà ìàòðèöà â íÿêàêúâ èíòåðâàë [a, b]. Òúé êàòî A(t) å íåï-
ðåêúñíàòà, òî ||A(t)|| å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [a, b] è ñëåäîâàòåëíî å îãðàíè÷åíà
â [a, b] ||A(t)|| ≤ C.

Ëåìà 3.5.7. Íåêà ϕ(t) å ðåøåíèå íà ẋ = A(t)x ñ íà÷àëíî óñëîâèå ϕ(0) = x0, t0 ≤
t ≤ b. Òîãàâà â ñèëà å îöåíêàòà

||ϕ(t)|| ≤ eC(t−t0)||ϕ(t0)||.
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Äîêàçàòåëñòâî. Àêî ϕ(t0) = 0, òî ϕ ≡ 0. Íåêà ϕ(t0) 6= 0. Îò Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò
ñëåäâà, ÷å ϕ(t) íå å íóëà ∀t ∈ [a, b].

Äà îçíà÷èì r(t) = ||ϕ(t)|| = √< ϕ,ϕ > è L = ln r2.

L̇ = 2
ṙ

r

Ùå ïîêàæåì, ÷å ṙ
r
≤ C.

ϕ̇ = A(t)ϕ → ||ϕ̇|| = ||A(t)ϕ|| ≤ C||ϕ||

ṙ =
< ϕ, ϕ̇ >

r
≤ ||ϕ||||ϕ̇||

r
≤ ||ϕ̇||

Êîìáèíèðàéêè ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå ṙ
r
≤ C è ñëåäîâàòåëíî L̇ ≤ 2C.

Íàêðàÿ

L(t)− L(t0) =

∫ t

t0

L̇(s)ds ≤ 2C(t− t0)

è

eL(t)−L(t0) ≤ e2C(t−t0) èëè || ϕ(t)

ϕ(t0)
||2 ≤ e2C(t−t0)

îòêúäåòî êîðåíóâàéêè ïîëó÷àâàìå íóæíîòî íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 3.5.8. Ðåøåíèåòî ϕ(t, x0) íà çàäà÷àòà íà Êîøè ( (3.20)) ñå ïðîäúëæàâà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî. Èçáèðàìå êîìïàêò F := {t ∈ [a, b], ||x|| ≤ 2eC(b−a)||x0||}. Ïî Òåîðåìà
Òåîðåìà 3.5.2 ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â òîçè êîìïàêò ñå ïðîäúëæàâà äî íåãîâèòå
ãðàíèöè. Îò àïðèîðíàòà îöåíêà â Ëåìà 3.5.7 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî ìîæå äà èçëåçå ñàìî
íà ãðàíèöèòå t = a, t = b.

Òúé êàòî a, b ñà ïðîèçâîëíè, òî ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷åíî.

3.6 Óïðàæíåíèÿ

1. Çà âñÿêà îò ñëåäíèòå ôóíêöèè, íàìåðåòå êîíñòàíòàòà íà Ëèïøèö â ñúîòâåòíàòà
îáëàñò èëè äîêàæåòå, ÷å òÿ íå ñúùåñòâóâà.

à) f(x) = |x|, x ∈ R á) f(x) = x1/3, x ∈ [−1, 1]

â) f(x) = 1
x
, x ≥ 1 ã) f(x) = x2, x ∈ R

ä) f(x1, x2) = x1x2

1+x2
1+x2

2
, x2

1 + x2
2 ≤ 4

å) f(x1, x2) = (x1 + 2x2,−x2), (x1, x2) ∈ R2.
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2. Íàïèøåòå ïúðèòå íÿêîëêî ïðèáëèæåíèÿ íà Ïèêàð çà ñëåäíèòå çàäà÷è íà Êîøè

à) ẋ =
√
x; x(0) = 0,

á) ẋ = sinx; x(0) = 0.

Êúäåòî å âúçìîæíî, íàìåðåòå ðåøåíèåòî è íåãîâàòà îáëàñò íà ñúùåñòâóâàíå.

3. Íàïèøåòå äâå ïðèáëèæåíèÿ íà Ïèêàð íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

ẍ+ ẋ2 − 2x = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

4. Çà f ∈ C1(Rn) è âñÿêî x0 ∈ Rn ïîêàæåòå, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè

ẋ =
f(x)

1 + |f(x)|
, x(0) = x0,

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, äåôèíèðàíî çà âñÿêî t.

5. Íåêà çà ẋ = v(x), v ∈ C1 èçïúëíåíî ||v(x)|| ≤ a+ b||x||. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî ðåøåíèå
ñå ïðîäúëæàâà â (−∞,∞).

6. Äà ñå äîêàæå, ÷å çàäà÷èòå íà Êîøè

à) ẋ = 2 + 3 sinx; x(0) = 4,

á) ẋ = 2x+ 5 cosx; x(0) = 2.

èìàò ðåøåíèå çà âñÿêî t ∈ R.

7. à)Äàäåíî å óðàâíåíèåòî ẋ = −dU
dx
, U ∈ C2(R), U → ∞ ïðè |x| → ∞. Äîêàæåòå, ÷å

âñÿêî ðåøåíèå ñå ïðîäúëæàâà íàäÿñíî.

á) Äîêàæåòå ñúùîòî çà ãðàäèåíòíè ñèñòåìè

ẋ = −gradU, U ∈ C2(Rn), U →∞ ïðè ||x|| → ∞.

8. Äà ñå ïîêàæå, ÷å âñÿêî ðåøåíèå x(t)(x(t0) = x0) íà ñèñòåìàòà íà Íþòîí

mjẍj = − ∂U
∂xj

, j = 1, 2 . . . , n

å îïðåäåëåíî ïðè t ∈ (−∞,∞), àêî ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ U å ïîëîæèòåëíà.

9. Íàìåðåòå ïúðâèòå òðè ÷ëåíà îò ðàçâèòèåòî íà ðåøåíèåòî â ðåä ïî ìàëêèÿ ïàðàìå-
òúð ε

à) ẋ = εt+
1

2x
, x(1) = 1− 2ε, t ≥ 0,

á) ẍ = x+ ε(ẋ2), x(0) = 1, ẋ(0) = ε.



Ãëàâà 4

Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

4.1 Óâîäíè áåëåæêè

Ëèíåéía õîìîãåííà ñèñòåìa íàðè÷àìå íàðè÷àìå ñèñòåìà, ÷èÿòî äÿñíà ÷àñò çàâèñè ëè-
íåéíî îò íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè:

ẋ = A(t)x, (4.1)

êúäåòî t ïðèíàäëåæè íà íÿêàêúâ èíòåðâàë (α, β), x ∈ Rn è A(t) e ìàòðè÷íà ôóíêöèÿ,
çàâèñåùà íåïðåêúñíàòî îò t. Ëèíåéíèòå ñèñòåìè è óðàâíåíèÿ âúçíèêâàò åñòåñòâåíî â
ñëåäíàòà ñèòóàöèÿ. Íåêà èìàìå ðåøåíèå íà íåëèíåéíà ñèñòåìà, íàïðèìåð ïîëîæåíèå íà
ðàâíîâåñèå èëè ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå. Ìíîãî ÷åñòî ñå èíòåðåñóâàìå îò ïîâåäåíèåòî íà
áëèçêèòå äî íåãî ðåøåíèÿ. Òèïè÷íîòî ðàçñúæäåíèå, êîåòî áè íàïðàâèë ôèçèê, èíæåíåð
è âúîáùå ñïåöèàëèñò, ñâúðçàí ïîâå÷å ñ ïðàêòèêàòà, å ñëåäíîòî. Íåêà å äàäåíà ñèñòåìà

ẋ = f(x, t) (4.2)

è íåêà èçâåñòíîòî ðåøåíèå å îçíà÷åíî ñ ϕ(t). Äà âúâåäåì íîâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ y ïî
ôîðìóëàòà

y = x− ϕ(t). (4.3)

Î÷åâèäíî ïðîìåíëèâàòà y å îòêëîíåíèåòî îò ðåøåíèåòî ϕ(t) íà áëèçêèòå äî íåãî. Ïîëó-
÷àâàìå

ẏ = f(y + ϕ(t), t)− f(ϕ(t), t)

Àêî ôóíêöèÿòà f(x, t) å äîñòàòú÷íî äèôåðåíöèðóåìà ìîæåì äà ðàçâèåì äÿñíàòà ñòðàíà
íà ãîðíàòà ñèñòåìà ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëúð. Ùå ïîëó÷èì

51
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ẏ = Dyf(ϕ(t), t)y +O(||y||2). (4.4)

Çà áëèçêèòå ðåøåíèÿ äî ϕ(t) ñòîéíîñòèòå íà y ñà ìàëêè. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðå-
íåáðåãíåì ÷ëåíîâåòå, ñúäúðæàùè ñå â O(||y||2). Ïîëó÷àâàìå ëèíåéíàòà ñèñòåìà

ẏ = Dyf(ϕ(t), t)y (4.5)

Òÿ ñå íàðè÷à óðàâíåíèå âúâ âàðèàöèè çà ðåøåíèåòî ϕ(t). Ïîäðîáíî èçïèñàíà òÿ èçãëåæäà
òàêà:

ẏ1 = f1y1y1 + . . .+ f1ynyn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẏn = fny1y1 + . . .+ fnynyn

Îñîáåíî âàæåí êàêòî çà òåîðèÿòà, òàêà è çà ïðèëîæåíèÿòà å ñëó÷àÿò, êîãàòî âåêòîð-
ôóíêöèÿòà f , äåôèíèðàùà (4.2), è ðåøåíèåòî ϕ(t) íå çàâèñÿò îò t. Òîãàâà è ëèíåéíàòà
ñèñòåìà (4.5) å àâòîíîìíà èëè, êàêòî å ïðèåòî äà ñå êàçâà, å ëèíåéíà ñèñòåìà ñ ïîñ-
òîÿííè êîåôèöèåíòè. Ëèíåéíèòå ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ñà ìîäåë, ïî êîéòî
ñå èçó÷àâàò îñòàíàëèòå ñèñòåìè ïîðàäè ôàêòà, ÷å ñå ðåøàâàò ïðàêòè÷åñêè àëãîðèòìè÷-
íî è ãåîìåòðè÷íèòå èì ñâîéñòâà ñå èçó÷àâàò ëåñíî. Çàåäíî ñ òîâà òå ñà è ñðåäñòâî çà
èçó÷àâàíå íà äðóãèòå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè. Òîâà îïðåäåëÿ èçêëþ÷èòåëíàòà èì âàæíîñò.

Íåêà å äàäåíà ñèñòåìà

ẋ = Ax, x ∈ Rn (4.6)

ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.
Êàêòî çíàåì â ñëó÷àÿ íà åäíîìåðíà ñèñòåìà, ò.å. íà åäíî ñêàëàðíî óðàâíåíèå

ẋ = ax

ðåøåíèÿòà ñå äàâàò ñ åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ

x = x0e
at,

êúäåòî x0 e íà÷àëíîòî óñëîâèå íà ðåøåíèåòî.
Ëèíåéíèòå ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè âúâ âñÿêà êðàéíà è äîðè â íÿêîè ñëó÷àè

â áåçêðàéíà ðàçìåðíîñò ìîãàò äà ñå èçó÷àò êàòî äåôèíèðàìå åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ
íà ëèíåéíèÿ îïåðàòîð A. Ùå ïîñòúïèì êàêòî â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé êàòî äåôèíèðàìå
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åêïîíåíòà íà ìàòðèöà eAt ñ ïîìîùòà íà ðåäèöà èëè ðåä. Òúé êàòî ñâîéñòâàòà íà ðåäà ñå
èçó÷àâàò ÷åñòî ïî-ëåñíî (ïîíå â ñèòóàöèè êàòî íàøàòà), ùå ïðåäïî÷åòåì äåôèíèöèÿòà ñ
ðåä. È òàêà èñêàìå äà äåôèíèðàìå åêñïîíåíòàòà êàòî ðåä

eAt = E +
∞∑
k=1

(At)k

k!
(4.7)

Çà äà èìà ñìèñúë ãîðíèÿò ðåä òðÿáâà äà ìîæåì äà ãîâîðèì çà ñõîäèìîñò â ïðîñòðàíñò-
âîòî îò ëèíåéíè îïåðàòîðè (òóê ùå ãè îòúæäåñòâÿâàìå ñ òåõíèòå ìàòðèöè âúâ ôèêñèðàí
áàçèñ). Ñëåä òîâà ùå òðÿáâà äà äîêàæåì ñõîäèìîñò è äîðè äèôåðåíöèðóåìîñò íà ðåäà è
íàêðàÿ äà ïðîâåðèì, ÷å òîé äàâà ðåøåíèå íà (4.6).

4.2 Âåêòîðíè è ìàòðè÷íè ôóíêöèè.

Ñïîðåä ãîðíèÿ ïëàí íàé-íàïðåä òðÿáâà äà êàæåì êàêâî å ñõîäèìîñò â ïðîñòðàíñòâîòî
îò ëèíåéíè îïåðàòîðè. Ùå ïðèïîìíèì, ÷å â ïðîñòðàíñòâîòî Rn ìîæå äà ñå äåôèíèðà
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ìåæäó äâà âåêòîðà x è y: (x, y) =

∑n
i=1 xiyi. Ñêàëàðíîòî ïðîèç-

âåäåíèå äåôèíèðà íîðìà íà âåêòîð x ïî ôîðìóëàòà: |x| =
√

(x, x).
Íåêà ñåãà å äàäåí ëèíååí îïåðàòîð A : Rn → Rn.

Äåôèíèöèÿ 4.1. Îïåðàòîðíà íîðìà íà îïåðàòîðà A ùå íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||A|| = sup
||x||=1

||Ax||. (4.8)

Î÷åâèäíî îïåðàòîðíàòà íîðìà å äîáðå äåôèíèðàíà, çàùîòî ñå äàâà îò ñóïðåìóì íà
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Ïî èçâåñòíàòà òåîðåìà íà Âàéåðù-
ðàñ òîé ñúùåñòâóâà è ñå äîñòèãà çà íÿêîé âåêòîð x0.

Ëåìà 4.1. Íåêà A è B ñà îïåðàòîðè, x å âåêòîð è λ å ÷èñëî. Òîãàâà îïåðàòîðíàòà
íîðìà èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) ||A|| = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A = 0

(2) ||λA|| ≤ |λ| · ||A||
(3) ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||
(4) ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||
(5) ||A ·B|| ≤ ||A|| · ||B||

Åëåìåíòàðíîòî äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíèòå òâúðäåíèÿ îñòàâÿìå êàòî óïðàæíåíèå íà
÷èòàòåëÿ. Ñåãà ñìå ãîòîâè äà äàäåì îñíîâíàòà äåôèíèöèÿ.
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Äåôèíèöèÿ 4.2. Ñóìàòà íà ðåäà

E +
A

1!
+

(A)2

2!
+ . . .+

(A)m

m!
+ · · · (4.9)

ùå íàðè÷àìå åêñïîíåíòà íà ëèíåéíèÿ îïåðàòîð A è ùå ÿ îçíà÷àâàìå ñ eA.

Çàäà÷à 4.1. Êàòî èçïîëçâàòå äåôèíèöèÿòà ïðåñìåòíåòå eA , àêî

à) À=

(
2 0
0 1

)
; á)

(
0 1
0 0

)
; â)

(
0 1
−1 0

)
.

Îòãîâîð: à) 2; á) 1; â
√

10

Ïîäîáíî íà ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé, ùå ñ÷èòàìå, ÷å A0 = E. Îñâåí òîâà ïî-äîëó ùå ðàáîòèì
ïðåäèìíî ñ åêñïîíåíòà íà At. Ñ òåçè óãîâîðêè çàïèñâàìå äåôèíèðàùèÿ ðåä êàòî

eAt =
∞∑
m=0

(At)m

m!
.

Ðàçáèðà ñå, ïðåäè äà èçïîëçâàìå òîçè ðåä òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å òîé å ñõîäÿù. Êàòî ñå
èìà ïðåäâèä íàøàòà öåë � äà ïîêàæåì, ÷å ðåäúò å ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
� íèå ùå äîêàæåì ïîâå÷å, à èìåííî

Ëåìà 4.2. Ðåäúò (4.9) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúâ âñåêè èíòåðâàë [−T, T ]. Ìàòðè÷íà-
òà ôóíêöèÿ íà t, çàäàäåíà ñ (4.9) å äèôåðåíöèðóåìà è íåéíàòà ïðîèçâîäíà ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà

d

dt
eAt = AeAt. (4.10)

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ çà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà
ôóíêöèîíàëíè ðåäîâå. Â íàøèÿ ñëó÷àé åëåìåíòèòå íà ðåäà ñà ìàòðèöè, íî òåîðåìàòà ñå
ôîðìóëèðà è äîêàçâà áóêâàëíî ïî ñúùèÿ íà÷èí. Îòòóê ñ ïîìîùòà íà ñâîéñòâîòî (5) íà
îïåðàòîðíàòà íîðìà ñëåäâà, ÷å ||(At)k|| ≤ ||A||kT k. Ñëåäîâàòåëíî íîðìàòà íà ÷ëåíîâåòå
íà ðåäà (4.9) ñå ìàæîðèðà îò ÷ëåíîâåòå íà ñõîäÿùèÿ ÷èñëîâ ðåä

∞∑
k=1

||A||kT k

k!
.

Àêî äèôåðåíöèðàìå ïî÷ëåííî ðåäà (4.9) ùå ïîëó÷èì

∞∑
k=1

Aktk−1

(k − 1)!
= AeAt
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Íî ðåäúò âëÿâî å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ïðàâî äà äèôåðåíöèðàìå
ïî÷ëåííî.

Ñåãà ñìå ãîòîâè äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíàòà òåîðåìà íà òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå
ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Òåîðåìà 4.1. Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

ẋ = Ax, x(0) = x(0),

êúäåòî x(0) ∈ Rn, ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

x(t) = eAtx(0).

Äîêàçàòåëñòâî.Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ïîñëåäíàòà ëåìà è òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò.

4.3 Ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèÿòà íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè â

îñíîâíèòå ñëó÷àè

Ãîðíàòà ôîðìóëà, ìàêàð è åëåãàíòíà, âñå îùå å äàëå÷å îò ÿâíà. Ïî-äîëó ùå íàïèøåì
íàèñòèíà ÿâíè ôîðìóëè çà ðåøåíèÿòà ÷ðåç äîáðå èçó÷åíè ôóíêöèè � åêñïîíåíòè, òðè-
ãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè è ïîëèíîìè. Ùå çàïî÷íåì îò íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà ìàòðèöà A
è ïîñòåïåííî ùå óñëîæíÿâàìå.

(I) Íåêà ìàòðèöàòà A å äèàãîíàëíà:

A =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn


Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿòà íà åêñïîíåíòà íà ëèíååí îïåðàòîð èìàìå:

eAt =


∑∞

m=0
λm1 t

m

m!
0 . . . 0

0
∑∞

m=0
λm2 t

m

m!
. . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
∑∞

m=0
λmn t

m

m!

 ,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

eAt =


eλ1t 0 . . . 0
0 eλ2t . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . eλnt

 .
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(II) Íåêà ìàòðèöàòà A å ïîäîáíà íà äèàãîíàëíà ìàòðèöà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñò-
âóâàò äèàãîíàëíà ìàòðèöà Λ è íåèçðîäåíà ìàòðèöà S, òàêà ÷å A = SΛS−1. Èìàìå

eAt =
∞∑
m=0

(SAS−1t)m

m!
= S

∞∑
m=0

(At)m

m!
S−1 = SeΛtS−1.

Êîãàòî ðåøàâàìå ëèíåéíà ñèñòåìà íèå èìàìå ñàìî ìàòðèöàòà A. Âúçíèêâà åñòåñòâå-
íèÿò âúïðîñ: êàê ïî íåÿ äà íàìåðèì ìàòðèöèòå Λ è S. Òóê ùå îïèøåì ñëó÷àÿ, êîãàòî
ñîáñòâåíèòå ÷èñëà λ1, . . . , λn íà A ñà ðàçëè÷íè. Â òîçè ñëó÷àé å ñèãóðíî, ÷å ìàòðèöàòà A
å ïîäîáíà íà äèàãîíàëíà. Ïðèïîìíÿìå, ÷å ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà åäíà ìàòðèöà ñà êîðåíè
íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ �è ïîëèíîì:

det (A− λE). (4.11)

Òàêà íàìåðåíèòå ÷èñëà ñà äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà Λ (çàùî?). Ìàòðèöàòà S
å ñúñòàâåíà îò ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà A. Ïî-òî÷íî, íåêà äà îçíà÷èì ñîáñòâåíèÿò âåêòîð
íà A, îòãîâàðÿù íà ñîáñòâåíîòî ÷èñëî λs, ñ ls. Òîãàâà ìàòðèöàòà S ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

S = (l1, . . . , ln) . (4.12)

(Îáúðíåòå âíèìàíèå íà ðåäà íà âåêòîðèòå!) Çà óäîáñòâî ùå ôîðìóëèðàìå ñòúïêèòå, ïî
êîèòî ìîæåì äà íàìåðèì ìàòðèöèòå Λ è S:

1) Ðåøàâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå (4.11). Àêî ñðåä êîðåíèòå ìó íÿìà ñúâ-
ïàäàùè ùå ãè îçíà÷èì ñ λ1, . . . , λn. Èçáîðúò íà íîìåðàöèÿòà å ïðîèçâîëåí, íî âåäíúæ
èçáðàí, òîé ñå ôèêñèðà. Ñúñòàâÿìå ìàòðèöàòà Λ = diag(λ1, . . . , λn).

2) Íàìèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà ìàòðèöàòà A. Íàïîìíÿìå, ÷å
òîâà ñòàâà êàòî ðåøèì âåêòîðíèòå óðàâíåíèÿ:

Als = λsls, s = 1, 2, . . . , n.

Ñúñòàâÿìå ìàòðèöàòà S, êàêòî å óêàçàíî â (4.12).

Çàäà÷à 4.2. Ïðåñìåòíåòå eAt , àêî

à) À=

(
2 1
0 1

)
; á)

(
2 0
1 1

)
; â)

(
0 1
−1 0

)
.

Çàáåëåæêà. Íàïîìíÿìå, ÷å çàñåãà èçîñòàâèõìå ñëó÷àÿ íà êðàòíè êîðåíè íà õàðàê-
òåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà A. Êúì íåãî ùå ñå âúðíåì â ñëåäâàùèòå ïîäòî÷êè.
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Âíèìàòåëíèÿò ÷èòàòåë áè òðÿáâàëî äà çàáåëåæè, ÷å êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå áèõà ìîãëè äà áúäàò êîìïëåêñíè. Òîãàâà è ìàòðèöèòå Λ è S ñúùî ñà êîìï-
ëåêñíè. Òîâà íå å ãîëÿìà áåäà, òúé êàòî öÿëàòà òåîðèÿ íà åêñïîíåíòà íà ìàòðèöà ðàáîòè
è çà òîÿ ñëó÷àé áåç íèêàêâè èçìåíåíèÿ, àêî çíàåì êàêâî å åêñïîíåíòà íà êîìïëåêñíî
÷èñëî. Íèå îáà÷å èñêàìå äà ïîëó÷èì ðåàëíè ðåøåíèÿ íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè ñ ðåàëíè
êîåôèöèåíòè. Íà òîâà ñúùî ùå ñå âúðíåì ïî-êúñíî. Çàñåãà ùå òúðñèì êîìïëåêñíè ðå-
øåíèÿ. Âñå ïàê çà ïúëíîòà ùå ñêèöèðàìå òåîðèÿòà íà åêñïîíåíòà îò ëèíååí îïåðàòîð â
êîìïëåêñíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî.

Â êîìïëåêñíîòî ïðîñòðàíñòâî Cn ìîæåì äà äåôèíèðàìå åðìèòîâî ñêàëàðíî ïðîèçâå-
äåíèå {x, y} =

∑
xj ȳj. Ñ íåãîâà ïîìîù äåôèíèðàìå íîðìà â Cn. Îòòóê íàòàòúê âñè÷êè

äåôèíèöèè è òâúðäàíèÿ ñà ñúùèòå, êàêòî â ðåàëíèÿ ñëó÷àé.

È òàêà, çà ðåøåíèeòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè ïîëó÷èõìå ôîðìóëèòå

x(t) = SeΛtS−1x(0).

Íà ïðàêòèêà íàé-÷åñòî ñå òúðñè îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà, ò.å. ôîðìóëà, çàâèñå-
ùà îò âåêòîðíà êîíñòàíòà, êîÿòî äàâà âñè÷êè ðåøåíèÿ ïðè âàðèðàíåòî íà âåêòîðíàòà
êîíñòàíòà. Â íàøèÿ ñëó÷àÿ êàòî ïîëîæèì S−1x(0) = c ïîëó÷àâàìå:

x(t) = SeΛtc.

(III) Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ìàòðèöàòà A ïðåäñòàâëÿâà åäíà æîðäàíîâà
êëåòêà. Ïðèïîìíÿìå, ÷å òîâà îçíà÷àâà, ÷å

A =


λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ

 . (4.13)

(4.14)

Îòíà÷àëî ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å λ = 0. Â òîçè ñïåöèàëåí ñëó÷àé ìàòðèöàòà ñå íàðè÷à
íèëïîòåíòíà æîðäàíîâà êëåòêà. Ïî òðàäèöèÿ òÿ ñå îçíà÷àâà ñ ∆,

∆ =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 . (4.15)

(4.16)
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Ìîæåì ëåñíî äà ïðåñìåòíåì íåéíèòå ñòåïåíè. Èìàìå

∆2 =


0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0

 .

Ïðè âñÿêà ñëåäâàùà ñòåïåí äèàãîíàëúò, ñúñòàâåí îò åäèíèöè, ñå ïðåìåñòâà ñ åäèíèöà
íàäÿñíî. Ïî-ñïåöèàëíî ∆n = 0. Ñëåäîâàòåëíî ðåäúò, äåôèíèðàù eAt å êðàéíà ñóìà:

e∆t = E +
∆t

1!
+

(∆t)2

2!
+ . . .

(∆t)n−1

n!

Â ÿâåí âèä òîâà å ñëåäíàòà ìàòðèöà

e∆t =


1 t/1! t2/2! . . . tn−1/n− 1!
0 1 t/1! . . . tn−2/n− 2!
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíî λ. Ùå ïðåäñòàâèì ìàòðèöàòà A ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

A = λE + ∆. (4.17)

Ùå ïðåñìåòíåì êàòî èçïîëçâàìå åäíî îñíîâíî ñâîéñòâî íà åêñïîíåíòàòà, à èìåííî:

eA+B = eAeB.

Ïðè åêñïîíåíòà íà ìàòðèöà, îáà÷å, òîâà ñâîéñòâî íå å âÿðíî â îáùèÿ ñëó÷àé. Íî â íàøàòà
ñèòóàöèÿ òî å â ñèëà. Ùå ôîðìóëèðàìå ñëåäíèÿ îáù ðåçóëòàò:

Ëåìà 4.3. Àêî ìàòðèöèòå êîìóòèðàò, ò.å. A.B=B.A, òî

eA+B = eA.eB.

Ùå äîêàæåì òàçè ëåìà ïî-äîëó, à ñåãà ùå èçâåäåì îò íåÿ ôîðìóëàòà çà åêñïîíåíòàòà
â ñëó÷àÿ íà æîðäàíîâà êëåòêà. Äà îòáåëåæèì, ÷å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà êîìóòèðà ñ âñÿêà
ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëíî
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e(λE+∆)t = eλEte∆t.

Òîâà íè äàâà

e(λE+∆)t = eλt


1 t/1! t2/2! . . . tn−1/n− 1!
0 1 t/1! . . . tn−2/n− 2!
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

(IV) Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ìàòðèöàòà A å ïîäîáíà íà åäíà æîðäàíîâà êëåòêà.
Òîâà îçíà÷àâà, A ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

A = SJS−1,

êúäåòî J å æîðäàíîâà êëåòêà (4.17), à S å íåèçðîäåíà ìàòðèöà. Ñòåïåíèòå íà A ëåñíî ñå
ïðåñìÿòàò. Èìàìå An = SJnS−1. ñëåäîâàòåëíî

eAt = SeJtS−1.

Ðàçáèðà ñå âúçíèêâà âúïðîñúò êàê äà ïîçíàåì, ÷å ìàòðèöàòà A å ïîäîáíà íà æîðäà-
íîâà êëåòêà. Åäíî î÷åâèäíî íåîáõîäèìî óñëîâèå å, õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì äà èìà
n-êðàòåí êîðåí λ. Äðóãîòî óñëîâèå, ìîæå áè íå òîëêîâà î÷åâèäíî, å ðàíãúò íà ìàòðèöàòà
A− ΛE äà å ðàâåí íà n− 1. Äâåòå óñëîâèÿ ñà è äîñòàòú÷íè. Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëèòå äà
ñúîáðàçÿò òîâà.

Ñåãà ìîæåì äà íàïèøåì è ÿâíà ôîðìóëà çà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà. Ëåñíî ñå âèæäà,
÷å ïúðâèÿò ñòúëá íà ìàòðèöàòà S å ñîáñòâåí âåêòîð, à îñòàíàëèòå ñòúëáîâå ñà ïðèñúå-
äèíåíè âåêòîðè.

Òîâà ìîæå äà ñå âèäè òàêà. Äà íàïèøåì ìàòðèöàòà S ïî ñòúëáîâå S = (l1, . . . , ln),
à ãîðíîòî ðàâåíñòâî äà ïðåïèøåì âúâ âèäà AS = SJ . Êàòî èçâúðøèì óìíîæåíèåòî
ïîëó÷àâàìå

Al1 = λ1l1, Al2 = λ1l2 + l1, . . . Aln = λ1ln + ln−1.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷e ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (4.6) ñå èçðàçÿâàò ñ ôîðìóëàòà

eAtx(0) = (l1, . . . , ln)eJtc

Òóê îòíîâî ñìå ïîëîæèëè S−1x(0) = c. Êàòî èçâúðøèì óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ
èçðàç, êîéòî íàé-÷åñòî ñå èçïîëçâà çà çàïèñâàíå íà ðåøåíèÿòà:
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x(t) = eλt
[
l1c1 + (l2 + tl1)c2 + . . .+ (ln + ln−1t+ . . .+ l1

tn−1

(n− 1)!
)cn

]
(4.18)

Îáùèÿò ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâà àâòîìàòè÷íî îò äîñåãà èçó÷åíèòå. Äà íàïîìíèì, ÷å âñÿêà
ìàòðèöà å ïîäîáíà íà ìàòðèöà â æîðäàíîâà íîðìàëíà ôîðìà. Ïîñëåäíàòà å ìàòðèöà,
çàïèñàíà â áëî÷íî-äèàãîíàëåí âèä:

A =


J1 0 . . . 0
0 J2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 Jp

 ,

êúäåòî Js ñà æîðäàíîâè êëåòêè

Js =


λs 1 0 . . . 0
0 λs 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λs

 . (4.19)

(4.20)

Òîãàâà ãîðíèòå ôîðìóëè íè äàâàò

eAt =


eJ1t 0 0 . . . 0
0 eJ 2t 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . eJ pt

 .

Ðàçáèðà ñå, áè òðÿáâàëî äà èìàìå àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà æîðäàíîâàòà íîðìàëíà
ôîðìà. Òàêúâ àëãîðèòúì ñúùåñòâóâà (ñ òî÷íîñò äî íàìèðàíåòî íà êîðåíèòå íà õàðàêòå-
ðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì). Òîé ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà íàøèòå öåëè. Íèå ùå ïðåäëîæèì äðóã
àëãîðèòúì, êîéòî å òåîðåòè÷åñêè åêâèâàëåíòåí íà ñïîìåíàòèÿ. Ïðåäèìñòâîòî ìó å, ÷å
äàâà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà, êàòî ïðåñêà÷à íÿêîè ñòúïêè.

4.4 Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìè

îò ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè

Íàøèÿò àëãîðèòúì å îñíîâàí íà åäíà ôóíäàìåíòàëíà òåîðåìà, ïðàêòè÷åñêè åêâèâàëåí-
òíà íà òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå íà æîðäàíîâà íîðìàëíà ôîðìà. Çà äà ÿ ôîðìóëèðàìå
ñå íóæäàåì îò ñåðèÿ åñòåñòâåíè ïîíÿòèÿ.
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Íåêà A : Cn 7→ Cn å ëèíååí îïåðàòîð îò êîìïëåêñíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî Cn â
ñåáå ñè. Äà îçíà÷èì ñ λ1, λ2, . . . , λp ðàçëè÷íèòå ñîáñòâåíè ÷èñëà íà îïåðàòîðà A . Íåêà ds
å êðàòíîñòòà íà ñîáñòâåíîòî ÷èñëî λs. Ùå äåôèíèðàìå ñëåäíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî:

Vs = {x ∈ V |(A− λsE)rx = 0, çà íÿêîå r ∈ N} (4.21)

Ðàçáèðà ñå, òîâà, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî å ëèíåéíî ñå íóæäàå îò àðãóìåíòè. Çà äà ãè íàáàâèì
ùå äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ïðîñòðàíñòâà:

Vs,r = {x ∈ V |(A− λsE)rx = 0}.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å Vs,r−1 j Vs,r. Äåéñòâèòåëíî, àêî (A−λsE)r−1x = 0, òî (A−λsE)rx = 0.
Òîãàâà àêî x ∈ Vs,r, òî x ∈ Vs,r+j, çà âñÿêî j ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî âñåêè äâà âåêòîðà ìîãàò
äà áúäàò ñúáèðàíè â íÿêîå ïðîñòðàíñòâî Vs,r+j ñ äîñòàòú÷íî ãîëÿìî j. Òåçè àðãóìåíòè
ïîêàçâàò, ÷å Vs å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.

Îñíîâíàòà òåîðåìà, îò êîÿòî ñå íóæäàåì, å ñëåäíàòà.

Òåîðåìà 4.2. (Òåîðåìà çà ñïåêòðàëíî ðàçëàãàíå.) Ïðîñòðàíñòâîòî Cn ñå ðàçëàãà â
äèðåêòíà ñóìà

Cn =

p⊕
s=1

Vs.

Ñ äðóãè äóìè òåîðåìàòà òâúðäè, ÷å àêî v å âåêòîð â Cn, òî òîé ñå ïðåäñòàâÿ åäíîç-
íà÷íî ñúñ ñëåäíàòà ñóìà

v = v1 + v2 + . . .+ vp, (4.22)

êúäåòî âåêòîðèòå vj ∈ Vj. Òóê íÿìà äà äàâàìå äîêàçàòåëñòâî íà òàçè òåîðåìà.
Ïðåìèíàâàìå êúì îïèñàíèåòî íà àëãîðèòúìà çà ïðåñìÿòàíåòî íà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà

ëèíåéíèòå ñèñòåìè.
Ùå òúðñèì ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî íà÷àëíî óñëîâèå v. Äà ãî ðàçëîæèì

ïî ôîðìóëàòà (4.22). Äà äîïóñíåì, ÷å ñìå íàìåðèëè ðåøåíèÿ ϕs(t) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ
vs. Ùå äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ ϕ(t) =

∑p
s=1 ϕs(t). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ϕ(0) = v. Ñúùî

òàêà ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ϕ(t) óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà (óâåðåòå ñå). Òîâà ïðîñòî ðàçñúæäå-
íèå (âàæíî â öÿëàòà òåîðèÿ íà ëèíåéíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, âêëþ÷èòåëíî è ñ
ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè) ñâåæäà íàøàòà çàäà÷à äî íàìèðàíåòî íà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî
óñëîâèå � åäèí ôèêñèðàí âåêòîð vs ∈ Vs.

Ïî-äîëó, çà äà èçáåãíåì ìíîãî èíäåêñè, ùå îçíà÷èì vs ñ w .
È òàêà íåêà w ∈ Vs. Ùå èç÷åðïâàìå ïðîñòðàíñòâîòî Vs êàòî çàïî÷íåì ñ Vs,1 è óâå-

ëè÷àâàìå âòîðèÿ èíäåêñ ïîñëåäîâàòåëíî. Àêî w ∈ Vs,1, òî òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðúò
w å ñîáñòâåí. Ùå äåôèíèðàìå âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ ψ1(t) = eλstw. Î÷åâèäíî, ÷å ïðè
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t = 0 òÿ å ðàâíà íà w. Ùå ïðîâåðèì ñúùî, ÷å ψ1(t) óäîâëåòâîðÿâà è ñèñòåìàòà. Êàòî
äèôåðåíöèðàìå ïîëó÷àâàìå

d

dt
ψ1(t) = λse

λstw.

Îò óñëîâèåòî, ÷å âåêòîðúò w ∈ Vs,1 ñëåäâà, ÷å λsw = Aw. Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâîäíàòà
ïî-ãîðå å ðàâíà íà

d

dt
ψ1(t) = eλstAw = Aψ1(t).

Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ ψ1(t) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà. Çà äà îáÿñ-
íèì ïî-ÿñíî êàêâà å ñõåìàòà ùå íàïðàâèì îùå åäíà ñòúïêà. Ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å âåêòî-
ðúò w ïðèíàäëåæè íà Vs,2, íî íå ïðèíàäëåæè íà Vs,1. Èìàìå

Aw − λsw = u 6= 0 (èíà÷å w áè ïðèíàäëåæàë íà Vs,1)

Au− λsu = 0 (çàùîòî 0 = (A− λs)2w = (A− λs)u).

Ïîëó÷èõìå, ÷å u å ñîáñòâåí âåêòîð, à w å ïðèñúåäèíåí. Ôîðìóëèòå (4.18) íè ïîäñêàçâàò,
÷å íàøåòî ðåøåíèå èìà âèäà ψ2(t) = eλst(u + wt). Òîâà ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè è
ñ íåïîñðåäñòâåíî äèôåðåíöèðàíå. Îáùàòà ôîðìóëà îòòóê å ÿñíà. Íåêà w ∈ Vs,r è íå
ïðèíàäëåæè íà Vs,r−1. Ùå âúâåäåì îçíà÷åíèÿ

w = lr, (A− λE)lr = lr−1, . . . , (A− λE)l2 = l1

Òîãàâà ðåøåíèåòî ψ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå w ñå äàâà ñ ôîðìóëà îò âèäà (4.18), êîÿòî â
ïîñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ èçãëåæäà òàêà:

x(t) = eλt
(
l1 + l2t+ . . .+ . . .+ lr

tr−1

(r − 1)!

)
(4.23)

Íåêà ñïåöèàëíî îòáåëåæèì, ÷å òóê íå èçâåæäàìå òàçè ôîðìóëà îò (4.18) (ìàêàð ÷å òîâà
ìîæå äà ñòàíå). Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å òÿ äàâà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå w ñå ïîëó÷àâà
ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà, êîÿòî å àíàëîãè÷íà íà ïðåäèøíèòå ñëó÷àè.

4.5 Ðåàëíè ðåøåíèÿ

Äîñåãà ðåøàâàõìå äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñ ÿâíè ôîðìóëè, íî ñ êîìïëåêñíè êîå-
ôèöèåíòè. Îò äðóãà ñòðàíà å ÿñíî, ÷å àêî êîåôèöèåíòèòå íà ñèñòåìàòà (4.1) ñà ðåàëíè,
âñÿêî ðåøåíèå ñ ðåàëíî íà÷àëíî óñëîâèå å ðåàëíî. Ñåãà ùå îïèøåì ñõåìà, ïî êîÿòî îò
êîìïëåêñíèòå ðåøåíèÿ ñå íàìèðàò è ðåàëíèòå. Òóê âàæíà ðîëÿ èãðàå ôîðìóëàòà íà
Îéëåð:
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ea+ib = ea(cos b+ i sin b) (4.24)

Íåêà ðàçãëåäàìå åäèí ïðîñò (è ìíîãî âàæåí) ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.1. Ñèñòåìàòà

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1

Ëåñíî ñå âèæäà,÷å ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà ñà i,−i. Äà íàïèøåì óðàâíåíèåòî
çà ñîáñòâåíèÿ âåêòîð (u, v)T , îòãîâàðÿù íà ñîáñòâåíîòî ÷èñëî i:

(
0 1
−1 0

)(
u
v

)
= i

(
u
v

)
Åäíî ðåøåíèå å (1, i)T . Âåêòîðúò, îòãîâàðÿù íà äðóãîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî ìîæå äà

ñå ïðåñìåòíå ïî ñúùèÿ íà÷èí. Íî àêî ñúîáðàçèì, ÷å óðàâíåíèåòî çà íåãî e êîìïëåêñíî-
ñïðåãíàòî íà ãîðíîòî, íàìèðàìå, ÷å òîé ìîæå äà ñå èçáåðå êîìïëåêñíî-ñïðåãíàò íà
íàìåðåíèÿ, ò.å. (1,−i)T . Ïî ïîñî÷åíàòà ñõåìà îò (II) îáùîòî êîìïëåêñíî ðåøåíèå íà
ñèñòåìàòà å:

x(t) = eit
(

1
i

)
c1 + e−it

(
1
−i

)
c2

Çà äà áúäå ðåøåíèåòî ðåàëíî å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî äâåòå ñúáèðàåìè ïî-ãîðå äà ñà
êîìïëåêñíî-ñïðåãíàòè, ò.å.

eit
(

1
i

)
c1 = e−it

(
1
−i

)
c2 = eit

(
1
i

)
c̄2

Ñëåäîâàòåëíî íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå å c̄2 = c1. Òîãàâà âñè÷êè ðåàëíè
ðåøåíèÿ ñå äàâàò ñ ôîðìóëàòà

x(t) = <
(
eit
(

1
i

)
c1

)
ñ ïðîèçâîëíî êîìïëåêñíî ÷èñëî c = a+ ib. Êàòî èçâúðøèì óìíîæåíèåòî ñ èçïîëçâàíå
íà ôîðìóëàòà íà Îéëåð (4.24) ïîëó÷àâàìå

x1(t) = a cos t− b sin t, x2 = a sin t+ b cos t.
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Ðåàëíèòå ðåøåíèÿ â îáùèÿ ñëó÷àé ñå íàìèðàò áóêâàëíî ïî ñúùèÿ íà÷èí êàòî ñå
èçïîëçâà, ÷å êîìïëåêñíèòå ñîáñòâåíè ÷èñëà ñå ïîÿâÿâàò ïî äâîéêè, (òúé êàòî õàðàêòå-
òèñòè÷íèÿò ïîëèíîì å ðåàëåí). Ùå ñêèöèðàìå ïðàâèëàòà.

Íåêà èìàìå 2p êîìïëåêñíè êîðåíà è n − 2p ðåàëíè êîðåíà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå íà ìàòðèöàòà A. Íåêà êîìïëåêñíèòå êîðåíè ñà λ1, . . . , λp, λ̄1, . . . , λ̄p, à ðå-
àëíèòå � λ2p+1, . . . , λn. Äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì âñè÷êè ðåøåíèÿ (íàïðèìåð ÷ðåç îá-
ùèÿ àëãîðèòúì), îòãîâàùè íà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà λ1, . . . , λp è λ2p+1, . . . , λn. Äà îçíà÷èì ñ
φs,j(t), j = 1, . . . , ds ðåøåíèÿ, ÷èèòî íà÷àëíè óñëîâèÿ îáðàçóâàò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâîòî
Vs . Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

x(t) = <

(
p∑
s=1

ds∑
j=1

cs,jφs,j(t)

)
+

n∑
s=2p+1

ds∑
j=1

cs,jφs,j(t).

4.6 Ëèíåéíè ñèñòåìè ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçãëåæäàìå ñèñòåìè, ÷èéòî êîåôèöèåíòè ìîãàò äà çàâèñÿò îò íå-
çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà t. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

ẋ = A(t)x (4.25)

Òóê ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìàòðèöàòà A(t) å äåôèíèðàíà â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆ = (α, β) è
çàâèñè â íåãî íåïðåêúñíàòî îò ïðîìåíëèâàòà t.

Çà ëèíåéíè ñèñòåìè èìà ïî-ñèëíà âåðñèÿ íà òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâå-
íîñò � ñúùåñòâóâàíå â öåëèÿ èíòåðâàë ∆ Â ãëàâà 3 å äîêàçàíà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. (Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿòà íà ëèíåéíè
ñèñòåìè.) Çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå x(0), t0 ñèñòåìàòà (4.25) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå
íà çàäà÷àòà íà Êîøè, äåôèíèðàíî â öåëèÿ èíòåðâàë ∆.

Â îáùèÿ ñëó÷àé òåçè ñèñòåìè íå ñå ðåøàâàò â ÿâåí âèä. Âúïðåêè òîâà áèõìå ìîãëè äà
êàæåì íÿêîè îáùè ñâîéñòâà, êîèòî ñà ïîëåçíè, êàêòî â òåîðèÿòà, òàêà è ïðè ïðåñìÿòàíèÿ.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå ÎÄÓ å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 4.4. ( Òåîðåìà çà ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèÿòà.) Ìíîæåñòâîòî M îò ðåøå-
íèÿòà íà ñèñòåìàòà å èçîìîðôíî íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Rn.

Äîêàçàòåëñòâî.Íàé-íàïðåä ùå ïîêàæåì, ÷å M å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Íàèñòèíà,
àêî x è y ñà ðåøåíèÿ íà ((4.25)), à λ, µ ∈ R, òî λx+ µy ñúùî å ðåøåíèå íà ((4.25)):

d

dt
(λx+ µy) = λ ẋ+ µ ẏ = A(t)(λx+ µ y) .
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Ïîñòðîÿâàìå èçîáðàæåíèåòî φ îò ïðîñòðàíñòâîòî íà ðåøåíèÿòàM â Rn, êîåòî ñúïîñ-
òàâÿ íà âñÿêî ðåøåíèå x(t) íà÷àëíèòå äàííè íà ðåøåíèåòî â òî÷êàòà t0 ∈ ∆. Ñ ôîðìóëè
òîâà èçðàçÿâàìå òàêà:

φ : M → Rn

x(t) 7→ x(t0).

Ùå äîêàæåì, ÷å φ å òúðñåíèÿò èçîìîðôèçúì. Òîâà ùå ñòàíå â òðè ñòúïêè.
Ïúðâî, φ å ëèíååí õîìîìîðôèçúì:

φ(λx+ µ y) = λφ(x) + µφ(y),

Âòîðî, òúé êàòî çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå x(0) ∈ Rn çàäà÷àòà íà Êîøè (2) èìà ðåøå-
íèå, òî φ å ñþðåêòèâíî.

È òðåòî, ïðè x(0) = 0 çàäà÷àòà (2) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå � íóëåâîòî. Ñëåäîâàòåëíî
ÿäðîòî Ker(φ) = {0}, ò. å. φ å èíåêòèâíî.

Òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Äåôèíèöèÿ 4.3. Ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ (ÔÑÐ) íà ñèñòåìàòà (4.25)
íàðè÷àìå êîéòî è äà å áàçèñ â ïðîñòðàíñòâîòî M îò íåéíè ðåøåíèÿ.

Äà îçíà÷èì ñ ϕ1(t), . . . , ϕn(t) åäíà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ. Ïî äåôèíèöèÿ
âñÿêî ðåøåíèå íà (4.6) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ϕ(t) =
n∑

m=1

ϕm(t)

êúäåòî cm ñà êîíñòàíòè.
Ùå âúâåäåì íÿêîè ïîíÿòèÿ ñâúðçàíè ñúñ ñèñòåìè.

Äåôèíèöèÿ 4.4. (1) Ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ùå íàðè÷àìå ìàòðèöàòà, ÷èèòî ñòúë-
áîâå ñà ñúñòàâåíè îò ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
(2) Äåòåðìèíàíòà íà Âðîíñêè (èëè âðîíñêèàí) ùå íàðè÷àìå äåòåðìèíàíòàòà íà ôóí-
äåìàíòàëíàòà ìàòðèöà. Ùå ÿ îçíà÷àâàìå ñ W .

Åäíî ÷åñòî ñðåùàíî íåäîðàçóìåíèå å ñìåñâàíåòî íà ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà, ò.å.
áàçèñ â M , ñ áàçèñ â Rn , çàäàäåí ñ âåêòîðèòå ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0). Â äåéñòâèòåëíîñò äâåòå
ïîíÿòèÿ ñà ñâúðçàíè, íî âñå ïàê å íóæíî òî÷íî òâúðäåíèå. Åòî òîâà òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 4.5. Àêî âåêòîðèòå ϕ1(t), . . . , ϕn(t) îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà, òî
äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè å ðàçëè÷íà îò íóëà â öåëèÿ èíòåðâàë . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
âåêòîðèòå ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0) â Rn ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, êàêâîòî è äà å t0.
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Äîêàçàòåëñòâî.Ëèíåéíàòà íåçàâèñèìîñò íà ðåøåíèÿòà ϕ1(t), . . . , ϕn(t) îçíà÷àâà, ÷å
íèêîÿ òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ ñ íåíóëåâè êîåôèöèåíòè íå å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà
íóëà. Äà äîïóñíåì, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè å ðàâíà íà íóëà â íÿêîÿ òî÷êà t0. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðèòå ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0) ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, ò.å. ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè
c1, . . . , cn, íå âñè÷êèòå ðàâíè íà íóëà, òàêà ÷å

c1ϕ1(t0) + . . .+ cnϕn(t0) =
−→
0

Äà äåôèíèðàìå ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (4.25) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ψ(t) = c1ϕ1(t) + . . .+ cnϕn(t)

Ïî ïîñòðîåíèå ψ(t0) =
−→
0 . Ïî òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò òîâà ðåøåíèå å ðàâíî íà 0 ïðè

t0. Ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò òî å òúæäåñòâåíî ðàâíî íà íóëà. Êàçàíî
÷ðåç ôîðìóëè òîâà îçíà÷àâà, ÷å

c1ϕ1(t) + . . .+ cnϕn(t) ≡ −→0 .

Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà íàøåòî äîïóñêàíå, ÷å ðåøåíèÿòà ϕ1(t), . . . , ϕn(t) îáðàçóâàò ôóíäà-
ìåíòàëíà ñèñòåìà.

Äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè óäîâëåòâîðÿâà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, êîåòî ìîæå
äà ñå ðåøè ÿâíî. À èìåííî å â ñèëà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 4.6. ( òåîðåìà íà Ëèóâèë) Äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè å ðåøåíèå íà ñëåä-
íîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå:

Ẇ (t) = tr (A(t).W (t)) , (4.26)

êúäåòî trA(t) =
∑
ak,k(t) å ñëåäàòà íà ìàòðèöàòà (ñóìàòà îò äåàãîíàëíèòå åëåìåí-

òè).

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà ϕs(t) ñà ϕs,1(t), . . . , ϕs,n(t). Îò àíàëèçà
(èëè îò ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö çà ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâåäåíèå) å èçâåñòíî, ÷å ïðîèçâîä-
íàòà íà äåòåðìèíàíòà, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ôóíêöèè, å ñóìà îò äåòåðìèíàíòè, âñÿêà îò
êîèòî å ïîëó÷åíà êàòî k-èÿ ðåä íà ïúðâîíà÷àëíàòà äåòåðìèíàíòà å çàìåñòåíà ñ ïðîèç-
âîäíèòå íà ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè.

Ẇ =
n∑
k=1

Wk, (4.27)

êúäåòî Wk å äåòåðìèíàíòàòà
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Wk =


ϕ1,1 ϕ2,1 . . . ϕn,1
ϕ1,2 ϕ2,2 . . . ϕn,n
. . . . . . . . . . . .
ϕ̇1,k ϕ̇2,k . . . ϕ̇n,k
. . . . . . . . . . . .
ϕ1,n ϕ2,n . . . ϕn,n

 ,

Íåêà ñåãà äà èçïîëçâàìå, ÷å âåêòîðèòå ϕk = (ϕk,1, . . . , ϕk,n) óäîâëåòâîðÿâàò äèôåðåíöèàë-
íèòå óðàâíåíèÿ. Ùå íàïèøåì ñúîòâåòíèòå ôîðìóëè çà äà ìîæåì ñëåä òîâà äà çàìåñòèì
ïðîèçâîäíèòå.

ϕ̇s,k =
n∑

m=1

ak,mϕs,m s = 1, . . . , n

Íàøàòà äåòåðìèíàíòà ñòàâà:

Wk =


ϕ1,1 ϕ1,2 . . . ϕn,1
ϕ1,2 ϕ2,2 . . . ϕn,n
. . . . . . . . . . . .∑n

m=1 a1,mϕk,m
∑n

m=1 a2,mϕk,m . . .
∑n

m=1 an,mϕk,m
. . . . . . . . . . . .
ϕ1,n ϕ2,n . . . ϕn,n


×ðåç î÷åâèäíè ìàíèïóëàöèè ñ ðåäîâåòå ìîæåì óíèùîæèì ïîâå÷åòî ÷ëåíîâå â â ñóìà-

òà. Äà óìíîæèì ïúðâèÿ ðåä ñ −a1,k , âòîðèÿ ñ −a2,k ... n-èÿ ðåä � ñ −an,k, êàòî ïðîïóñíåì
k-èÿ ðåä è äà ãè ïðèáàâèì êúì íåãî. Ïîëó÷àâàìå

Wk =


ϕ1,1 ϕ1,2 . . . ϕn,1
ϕ1,2 ϕ2,2 . . . ϕn,n
. . . . . . . . . . . .

ak,kϕk,1 ak,kϕk,2 . . . ak,kϕk,n
. . . . . . . . . . . .
ϕ1,n ϕ2,n . . . ϕn,n

 ,

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Wk = ak,kW . Êàòî çàìåñòèì Wk ñ íåãîâîòî ðàâíî â (4.27) ïîëó÷àâàìå
òúðñåíîòî óðàâíåíèå.

Ùå çàâúðøèì òîçè ïàðàãðàô ñ àíàëîã íà ìåòîäà íà Ëàãðàíæ çà âàðèðàíå íà êîíñ-
òàíòèòå ïðè ðåøàâàíå íà íåõîìîãåííè ñèñòåìè. Íåêà å äàäåíà ñèñòåìà
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ẋ = A(t)x+ f(t). (4.28)

Äà äîïóñíåì, ÷å çíàåì åäíà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà íà (4.25). Ùå îçíà÷èì ôóíäàìåí-
òàëíàòà ìàòðèöà ñ Φ(t). Òîãàâà âñÿêî ðåøåíèå íà (4.28) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

x(t) = Φ(t)c

ñ íÿêîé ïîñòîÿíåí âåêòîð c.
Ùå òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå íà (4.28) âúâ âèäà

x(0)(t) = Φ(t)c(t). (4.29)

Òóê c(t) å íåèçâåñòåí çàñåãà âåêòîð, êîéòî çàâèñè îò âðåìåòî. (Ñïîìíåòå ñè ìåòîäà íà
Ëàãðàíæ çà ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé). Äà çàìåñòèì x(0)(t) â (4.28). Ïîëó÷àâàìå

ẋ(0)(t) = Φ̇(t)c(t) + Φ(t)ċ(t) = A(t)Φ(t)c(t) + f(t).

Âå÷å çíàåì, ÷å ñòúëáîâåòå íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà ñà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (4.25).
Òîãàâà Φ(t) óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî ìàòðè÷íî óðàâíåíèå:

Φ̇ = A(t)Φ.

Êàòî çàìåñòèì èçðàçà çà ïðîèçâîäíàòà íà Φ(t) â ïî-ãîðíîòî ðàâåíñòâî è èçâúðøèì ïðè-
âåäåíèå ïîëó÷àâàìå:

Φ(t)ċ(t) = f(t).

Îò òîâà óðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å íåèçâåñòíèÿò âåêòîð c(t) ìîæå äà áúäå íàìåðåí ñàìî ñ
àëãåáðè÷íè îïåðàöèè è èíòåãðèðàíå. Äåéñòâèòåëíî ìàòðèöàòà Φ(t), êîÿòî ñ÷èòàìå çà
èçâåñòíà, å íåèçðîäåíà (çàùî?) è ñëåäîâàòåëíî å îáðàòèìà. Ñëåäîâàòåëíî

ċ(t) = Φ(t)−1f(t).

4.7 Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä

Ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ùå íàðè÷àìå óðàâíåíèå çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ
x(t) îò âèäà
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x(n) + a1(t)x(n−1) + · · ·+ an(t)x = f(t), (4.30)

êúäåòî ôóíêöèèòå aj(t) è f(t) ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêàêúâ èíòåðâàë ∆. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî
ôóíêöèÿòà f(t) ≡ 0 ùå êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî å õîìîãåííî.

Òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ ìîæå äà ñå ïîëó÷è àíàëîãè÷íî íà òåîðèÿòà íà ëè-
íåéíèòå ñèñòåìè. Òÿ áè ìîãëà äà ñå ñ÷èòà è çà ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå
ñèñòåìè, êàêòî ùå íàïðàâèì òóê. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ìàêàð äà å ñïåöèàëåí ñëó÷àé, èìà
ñìèñúë òàçè òåîðèÿ äà ñå èçëîæè îòäåëíî, òúé êàòî íÿêîè íåéíè ïîëîæåíèÿ ñà ïî-ïðîñòè
çà ïðèëàãàíå � íàïðèìåð ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Íàé-íàïðåä ùå ïðèïîìíèì êàê óðàâíåíèÿòà ñå ñâåæäàò äî ñèñòåìè. Äà ïîëîæèì

x(t) = y1(t), ẋ(t) = y2(t), . . . , x(n−1)(t) = yn(t)

Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (4.30) äåôèíèðà ïî ãîðíèòå
ôîðìóëè ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

ẏ = A(t)y + F (t), (4.31)

êúäåòî ìàòðèöàòà A(t) è âåêòîðúò F (t) ñà ñúîòâåòíî

A(t) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

−an(t) −an−1(t) −an−2(t) . . . −a1(t)

 è F (t) =


0
0
. . .
0
f(t)

 .

Îáðàòíîòî ñúùî å î÷åâèäíî âÿðíî; âñÿêî ðåøåíèå y(t) íà ñèñòåìàòà (4.31) çàäàâà ðåøåíèå
íà óðàâíåíèåòî (4.30) ÷ðåç ïúðâàòà ñè êîìïîíåíòà y1(t).

Âçàèìíî-åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå íè äàâà àâòîìàòè÷íî àíàëîçè íà ðåçóëòàòèòå íà
ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô. Çà óäîáñòâî ïðè ôîðìóëèðîâêèòå ùå âúâåäåì è õîìîãåííîòî óðàâ-
íåíèå

x(n) + a1(t)x(n−1) + . . .+ an(t)x = 0. (4.32)

Ëåìà 4.4. Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî (4.32) îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåð-
íîñò n.

Ùå îçíà÷èì òîâà ïðîñòðàíñòâî ñ M .
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Äåôèíèöèÿ 4.5. Âñåêè áàçèñ φ1(t), . . . , φn(n) â ïðîñòðàíñòâîòî M ñå íàðè÷à ôóíäà-
ìåíòàëíà ñèñòåìà íà óðàâíåíèåòî. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêî ðåøåíèå íà (4.30) ñå çàïèñâà
êàòî

x(t) =
n∑
j=1

cjφj(t)

ñ íÿêàêâè êîíñòàíòè c1, . . . , cn.

Äåôèíèöèÿ 4.6. Äåòåðìèíàíòà íà Âðîíñêè çà óðàâíåíèåòî (4.32) íàðè÷àìå äåòåð-
ìèíàíòàòà íà Âðîíñêè çà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (4.31) . ×ðåç ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà
φ1(t), . . . , φn(n) òÿ ñå çàïèñâà êàòî



φ1 φ2 . . . φn
φ̇1 φ̇2 . . . φ̇n
φ̈1 φ̈2 . . . φ̈n
. . . . . . . . . . . .

φ
(n−1)
1 φ

(n−1)
2 . . . φ

(n−1)
n

 ,

Ëåìà 4.5. Äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè íà (4.32) å ðàçëè÷íà îò íóëà âúâ âñÿêà òî÷êà
t ∈ ∆ .

Íàêðàÿ ìåòîäà íà Ëàãðàíæ çà âàðèðàíå íà êîíñòàíòèòå çà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ïðèåìà
ñëåäíàòà ïðîñòà ôîðìà:

∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1ċ1 + . . .+ φnċn = 0

φ̇1ċ1 + . . .+ φ̇nċn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

φ
(n−1)
1 ċ1 + . . .+ φ

(n−1)
n ċn = f

4.8 Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàáîòèì ñ ëèíåéíè õîìîãåííè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè:

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = 0. (4.33)

Îñíîâíàòà öåë òóê ùå áúäå äà îïèøåì àëãîðèòúìà çà ðåøàâàíå èì. Îòíîâî ñâåæäà-
ìå çàäà÷àòà äî ñúîòâåòíàòà çà ñèñòåìè. Íàé-íàïðåä ùå ïðåñìåòíåì õàðàêòåðèñòè÷íèÿ
ïîëèíîì íà (4.33), êîéòî ïî äåôèíèöèÿ ùå å õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì íà ñúîòâåòíàòà
ñèñòåìà.
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Ëåìà 4.6. (1) Õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì çà åêâèâàëåíòíàòà ñèñòåìà (4.31) å

χ = (−1)n(λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an)

(2) Íà âñÿêî ñîáñòâåíî ÷èñëî íà (4.31) îòãîâàðÿ åäèíñòâåíà æîðäàíîâà êëåòêà.

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà lp = (lp,1, . . . , lp,n) å åäèí ñîáñòâåí âåêòîð, îòãîâàðÿù íà ñîáñò-
âåíîòî ÷èñëî λp. Äà íàïèøåì ñèñòåìàòà, êîÿòî ãî îïðåäåëÿ

−λp 1 0 . . . 0
0 −λp 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−an −an−1 −an−2 . . . −a1 − λp




lp,1
lp,2
. . .
lp,n

 = 0

Òîâà íè äàâà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ

−λplp,1 + lp,2 = 0,

−λplp,2 + lp,3 = 0,

. . . . . . . . . ,

−λplp,n−1 + lp,n = 0

−anlp,1 − an−1lp,2 − . . .− (a1 + λp)lp,n = 0

Êàòî ãè ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå

lp,2 = λplp,1

lp,3 = λ2
plp,1

. . . ,

lp,n = λn−1
p lp,1

Î÷åâèäíî lp,1 6= 0 è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ãî èçáåðåì ðàâåí íà 1. Ïîñëåäíîòî óðàâíå-
íèå å óðàâíåíèåòî, êîåòî ñå óäîâëåòâîðÿâà îò ïðîèçâîëåí õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å òîâà å õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì (ñ òî÷íîñò äî çíàê).

Òàçè ëåìà íè äàâà âúçìîæíîñò äà íàïèøåì îáùîòî ðåøåíèå íà (4.32). Íåêà îòíà÷àëî
ðàáîòèì ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè. Ñïîðåä ãîðíàòà ëåìà íà âñÿêî ñîáñòâåíî ÷èñëî λp íà
ñèñòåìàòà (4.31) îòãîâàðÿ åäèíñòâåí ñîáñòâåí âåêòîð (1, ∗, . . . , ∗). Òóê ∗ îçíà÷àâàò ÷èñëà,
÷èÿòî ñòîéíîñò çà íàñ íÿìàò çíà÷åíèå. Íà íåãî ñúîòâåòñòâóâà ðåøåíèåòî eλpt(1, ∗, . . . , ∗)
íà ñèñòåìàòà (4.31). Âçåìàéêè ñàìî ïúðâàòà êîìïîíåíòà, ò.å. eλpt ïîëó÷àâàìå åäíî ðåøå-
íèå íà (4.32). Îñòàíàëèòå ðåøåíèÿ ñå ïîëó÷àâàò ïîñëåäîâàòåëíî ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëèòå
(4.23). Â òÿõ âåêòîðúò lr å ñîáñòâåí, ò.å èìà âèäà (1, ∗, . . . , ∗). Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ
r = 2. Ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå èìà âèäà eλpt(∗, ∗, . . . , ∗) + t(1, ∗ . . . , ∗). Îòíîâî âçåìàìå ïúð-
âàòà êîìïîíåíòà íà âåêòîðà è ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî eλpt[(∗, ∗, . . . , ∗) + t(1, ∗ . . . , ∗)] íà
ëèíåéíîòî óðàâíåíèå. eλpt(t + ∗). Ïîäõîäÿùà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà òîâà ðåøåíèå ñ
ïðåäõîäíîòî äàâà ñëåäíîòî ðåøåíèå � eλptt. Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, îò ðåøå-
íèÿòà íà ñèñòåìàòà (4.31) ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî (4.32)
� eλpt, eλptt, . . . , eλpttkp−1, êúäåòî kp å êðàòíîñòòà íà ñîáñòâåíîòî ÷èñëî λp.
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4.9 Êâàçèïîëèíîìè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå îïèøåì ìåòîä çà íàìèðàíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå íà ëèíåéíî óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è ñïåöèàëíà äÿñíà ÷àñò � êâàçèïîëèíîì. Äà äàäåì äåôèíèöèÿ
íà òîâà ïîíÿòèå.

Äåôèíèöèÿ 4.7. Êâàçèïîëèíîì ñ ïîêàçàòåë µ ùå íàðè÷àìå èçðàçà

eµtP (t),

êúäåòî P (t) å ïîëèíîì.

Î÷åâèäíî êâàçèïîëèíîìèòå ñ ôèêñèðàí ïîêàçàòåë è ñòåïåí ïî-ìàëêà îò m îáðàçóâàò
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò m. Ùå îçíà÷àâàìå òîâà ïðîñòðàíñòâî ñ Qm(µ).

Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùî ïðîñòðàíñòâîòî C∞ îò áåçêðàéíî-äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíê-
öèè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà. Äà äåôèíèðàìå îïåðàòîð D â òîâà ïðîñòðàíñòâî, êîéòî íà
ôóíêöèÿ f ∈ C∞ ñúïîñòàâÿ íåéíàòà ïðîèçâîäíà:

D(f) = ḟ .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å îïåðàòîðúò D èçïðàùà ïðîñòðàíñòâîòî Qm(µ) â ñåáå ñè, (ò.å. ïðîèç-
âîäíàòà íà êâàçèïîëèíîì ñ ôèêñèðàí ïîêàçàòåë å ïàê êâàçèïîëèíîì ñúñ ñúùèÿ ïîêàçà-
òåë è ñúùàòà ñòåïåí). Âúâ âñåêè áàçèñ íà ïðîñòðàíñòâîòî QPm(µ) ìîæåì äà íàïèøåì
ìàòðèöàòà íà òîçè îïåðàòîð. Òóê ùå èçáåðåì ñëåäíèÿ áàçèñ:

e1 = eµt, e2 =
eµtt

1!
, . . . , em =

eµttm−1

(m− 1)!

Òîé èìà ïðåäèìñòâîòî, ÷å â òîçè áàçèñ ìàòðèöàòà íà îïåðàòîðà D å æîðäàíîâà êëåòêà
ò.å.

De1 = e1, De2 = µe2 + e1, . . . , Dem = µem + em−1,

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð

L = Dn + a1D
n−1 + . . .+ anE,

êúäåòî a1, . . . , an ñà êîåôèöèåíòèòå íà óðàâíåíèåòî (4.32). Íåêà îòáåëåæèì, ÷å òîé äåéñ-
òâà íà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C∞ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Lf = f (n) + a1f
(n−1) + . . .+ anf

Ùå èçó÷èì êàê äåéñòâà îïåðàòîðúò L â ïîäïðîñòðàíñòâîòî Qm(µ) îò êâàçèïîëèíîìè îò
ñòåïåí < m.
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Ëåìà 4.7. (1) Îïåðàòîðúò L å åíäîìîðôèçúì íà ïðîñòðàíñòâîòî Qm(µ).
(2) Àêî µ íå å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì íà óðàâíåíèåòî (4.32), òî îïå-

ðàòîðúò L å àâòîìîðôèçúì.

Äîêàçàòåëñòâî.(1) å î÷åâåäíî. (2) Ùå ïðåñìåòíåì äåòåðìèíàíòàòà íà îïåðàòîðà L â
áàçèñà

De1 = e1, De2 = µe2 + e1, . . . , Dem = µem + em−1, (4.34)

Òúé êàòî ìàòðèöàòà íà îïåðàòîðà D å æîðäàíîâà êëåòêà, òî íåéíèòå ñòåïåíè Dk ñà
ãîðíî-òðèúãúëíè ìàòðèöè îò ñëåäíèÿ âèä:

Dk =


µk ∗ ∗ . . . ∗
0 µk ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . µk


Ìàòðèöàòà íà îïåðàòîðà L â òîçè áàçèñ èìà âèäà


χ(µ) ∗ ∗ . . . ∗

0 χ(µ) ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . χ(µ)

 ,

êúäåòî χ(µ) å õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì íà óðàâíåíèåòî, ïðåñìåòíàò çà ñòîéíîñòòà µ.
Ïî óñëîâèå òîâà ÷èñëî å ðàçëè÷íî îò íóëà. Ñëåäîâàòåëíî äåòåðìèíàíòàòà íà îïåðàòîðà
L èìà ñòîéíîñò χm(µ) , ò.å. è òÿ å ðàçëè÷íà îò íóëà.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî µ å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì χ ñ
êðàòíîñò k. Ùå èçïîëçâàìå î÷åâèäíèÿ ôàêò, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà Qm ñà âëîæåíè åäíî â
äðóãî: Qm ⊂ Qm+1.

Ëåìà 4.8. Îïåðàòîðúò L, (ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð îò Qm+k â ñåáå ñè) èçïðàùà
Qm+k â Qm.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ðàçëîæèì ïîëèíîìà χ íà äâà ìíîæèòåëÿ:

(λ− µ)kχ1(λ)

Òîâà íè äàâà è ðàçëàãàíå íà îïåðàòîðà L:

L = (D − µE)k · χ1(D)

Äà îòáåëåæèì, ÷å χ1(µ) 6= 0. Îò ïðåäèøíàòà ëåìà çíàåì, ÷å îïåðàòîðúò χ(D) å èçîìîð-
ôèçúì íà ïðîñòðàíñòâîòî Qm+k â ñåáå ñè. Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì äåéñòâèåòî íà îïåðàòîðà
(D − µE)k. Îò (4.34) çíàåì, ÷å
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(D − µE)e1 = 0

(D − µE)e2 = e1,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

(D − µE)ek = ek−1

Ñëåäîâàòåëíî

(D − µE)kej = 0, j = 1, . . . , k è

(D − µE)kek+j = ej, j = 1, . . . ,m

Êàòî îòáåëåæèì, ÷å âåêòîðèòå ej, j = 1, . . . ,m îáðàçóâàò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâîòî Qm

ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.

Ñëåäñòâèå 4.1. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = eµtP (t),

êúäåòî P (t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí m è µ å õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí îò êðàòíîñò k .
Òîãàâà ñúùåñòâóâà ÷àñòíî ðåøåíèå x(t) = tkQ(t)eµt, êúäåòî Q(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí
m.

Äîêàçàòåëñòâî.Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð L èçîáðàçÿâà ïðîñòðàíñòâîòî Qm+1+k(µ) â ïðîñ-
òðàíñòâîòî Qm+1(µ). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå x(t) îò âèäà x(t) = R(t), êúäåòî
å ïîëèíîì îò ñòåïåí m + 1 + k. Îò äðóãà ñòðàíà îïåðàòîðúò L èçïðàùà ïðîñòðàíñòâà-
òà Qj, j = 1, . . . , k − 1 â íóëåâîòî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðîïóñíåì
ñòåïåíèòå íà t, êîèòî íå ïðåâúçõîæäàò k − 1 (òå îòèâàò â íóëà ïðè äåéñòâèåòî íà L).
Îçíà÷àâàéêè ñ tkQ(t) îñòàíàëàòà ÷àñò îò ïîëèíîìà R(t) ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà ëå-
ìàòà.

Ïîëçàòà îò òîâà ñëåäñòâèå å î÷åâèäíà; ìîæåì äà òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå ñ ïîìîùòà
íà ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè.

Ïðèìåð 4.2. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

ẍ− 2ẋ+ x = et

Õàðàêòåðèñòå÷íèÿò ïîëèíîì å λ2 − 2λ + 1, ò.å. èìà äâîåí êîðåí 1. Äÿñíàòà ñòðàíà
å êâàçèïîëèíîì îò ñòåïåí íóëà è ïîêàçàòåë ñúùî 1. Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà òúðñèì
ðåøåíèå îò âèäà x(t) = At2et. Êàòî çàìåñòèì òîâà ðåøåíèå â óðàâíåíèåòî è èçïîëç-
âàìå, ÷å

ẋ = 2Atet + At2et è ẍ = 2Aet + 4Atet + At2et

ïîëó÷àâàìå

2Aet + 4Atet + At2et − 2(2Atet + At2et) + At2et = et

Êàòî íàïðàâèì ïðèâåäåíèå ïîëó÷àâàìå 2Aet = et, ò.å. A = 1/2. Ñëåäîâàòåëíî òúðñå-

íîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å (t2et)
2
.
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4.10 Óïðàæíåíèÿ

1. Íàìåðåòå îáùîòî ðåøåíèå íà ñëåäíèòå ñèñòåìè:

à) ẋ =

(
−31 24
−48 37

)
x

(
Îòãîâîð: x =

(
2 3
3 4

)(
e5t 0
0 et

)(
C1

C2

) )
á) ẋ =

(
14 4
−25 −6

)
x Îòãîâîð: x =

(
10 1
−25 0

)(
e4t te4t

0 e4t

)(
C1

C2

)

â) ẋ =

(
2 1
−1 2

)
x Îòãîâîð: x = e2t

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
C1

C2

)

ã) ẋ =

 22 −31 −7
11 −16 −3
13 −17 −6

x Îòãîâîð: x =

 2 3 −1
1 2 −1
1 1 1

 e3t 0 0
0 e−t 0
0 0 e−2t

C

ä) ẋ =

 3 2 −2
2 3 −2
6 6 −5

x
(
Îòãîâîð: x =

 1 0 1
0 1 1
1 1 3

 et 0 0
0 et 0
0 0 e−t

C
)

e) ẋ =

−8 5 4
−9 5 5
0 1 0

x Îòãîâîð: x =

 1 −2 1
2 −3 1
−1 1 1

e−2t te−2t 0
0 e−2t 0
0 0 et

C

æ) ẋ =

 1 −1 2
0 1 1
−1 −1 4

x Îòãîâîð: x =

 1 1 0
1 0 1
1 1 1

 e2t

 1 t t2

2
0 1 t
0 0 1

C

ç) ẋ =

−5 −2 6
−1 −4 3
−1 −1 0

x Îòãîâîð: x =

−2 1 3
−1 0 0
−1 0 1

 e−3t

 1 t 0
0 1 0
0 0 1

C

2. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

ẋ1 = x2 − 1

ẋ2 = −x1 + cotg t

ẋ3 = x3 + et ln t .

Ðåøåíèå. Ìàòðèöàòà A è ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííàòà
ñèñòåìà ẋ = A(t)x èìàò ñúîòâåòíî âèäà
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A =

 0 1 0
−1 0 0

0 0 1

 è Φ(t) =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 et

 .

Ðåøàâàìå ñúîòâåòíàòà íåõîìîãåííà ñèñòåìà ΦC ′(t) = F (t) îò àëãåáðè÷íè óðàâíå-
íèÿ çà âåêòîðà C ′(t), èíòåãðèðàìå C ′(t) ïî t è ïîëó÷àâàìå âåêòîð�ñòúëáà C(t): cos t − sin t 0

sin t cos t 0
0 0 et

 C ′1
C ′2
C ′3

 =

 −1
cotg t
et ln t


=⇒

C ′1 = 0

C ′2 = (sin t)−1

C ′3 = ln t

=⇒
C1 = B1

C2 = B2 + 2 ln tan t
2

C3 = B3 + t (ln t− 1) .

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà å

x =

 x1

x2

x3

 =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 et

 B1

B2 + 2 ln tan t
2

B3 + t (ln t− 1)

 ,

Bj ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.

3. Ðåøåòå ñëåäíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

à) x′′ − 4x′ + 13x = 0

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å: λ2 − 4λ+ 13 = 0. Êîðåíèòå íà õàðàêòå-
ðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ñà λ1,2 = 2± 3i. Åäíà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ ñå
äàâà îò e2t cos 3t , e2t sin 3t.

Îáùîòî ðåøåíèå å x = C1e
2t cos 3t+ C2e

2t sin 3t.

á) x′′′ + 6x′′ + 12x′ + 8 = 0; Îòãîâîð: x = e−2t (C1 + C2t+ C3t
2)

â) x′′ + x′ = 0; Îòãîâîð: x = C1 + C2e
−t

ã) x(IV ) − x = 0; Îòãîâîð: x = C1e
t + C2e

−t + A cos t+B sin t

ä) x′′ − 4x′ + 4x = 0; Îòãîâîð: x = e2t
(
C1 + tC2

)
.

4. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

x′′ − 2x′ + x =
et

t
. (4.35)

Ðåøåíèå. Õîìîãåííîòî óðàâíåíèå x′′ − 2x′ + x = 0 èìà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò
ðåøåíèÿ φ1 = et è φ2 = tet. Ïî ìåòîäà íà Ëàãðàíæ çà âàðèðàíå íà êîíñòàíòèòå,
îò ëèíåéíà àëãåáðè÷íà �ìåòîä!íà Ëàãðàíæ çà âàðèðàíå íà êîíñòàíòèòå ñèñòåìà
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ïîëó÷àâàìå ïðîèçâîäíèòå C ′1 è C ′2 íà âàðèðàíèòå êîíñòàíòè. Èíòåãðèðàìå ïî t è
ïîëó÷àâàìå Cj(t), à îòòàì è ðåøåíèåòî x íà óðàâíåíèåòî (4.35):

etC ′1 + tetC ′2 = 0

etC ′1 + (t+ 1)etC ′2 = t−1et
=⇒

C ′1 = −1

C ′2 = t−1
=⇒

C1 = −t+B1

C2 = ln t+B2 ,

x = (B1 − t) et + (B2 + ln t) tet .

5. Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà:

à) x′′ − 4x′ + 13x = 12 te2t cos 3t+ 8e2t sin 3t.
Îòãîâîð: x = (C1cos3t+ C2sin3t− tcos3t+ t2sin3t) e2t.

á) x′′ − 9x = e3t cost. Îòãîâîð: x = (C1e
−3t + C2e

3t) + e3t (6 sint/17− cost/37).

â) x′′ − 2x′ − 3x = e4t. Îòãîâîð: x = (C1e
−t + C2e

3t + e4t/5) .

ã) x′′′ + x′ = sint+ tcost .

ä) x(IV ) + 2x′′ + x = cost.

Óðàâíåíèÿ íà Îéëåð.

Òîâà ñà óðàâíåíèÿ îò âèäà

tnx(n) + a1t
n−1x(n−1) + ·+ anx = f(t),

êúäåòî aj ñà êîíñòàíòè. Òå ñå ñâåæäàò äî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ñ
ïðîñòàòà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå: t = es. Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å

t
d

dt
x =

d

ds
x, t2

d2

dt2
x =

(
− d

ds
+

d2

ds2

)
x, . . .

Ïî-îáùî

tk
dk

dtk
x =

k−1∏
j=0

(
d

ds
− j
)
x

6. Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà

à) t2x′′ − 4tx′ + 6x = 0. Îòãîâîð x = C1t
2 + C2t

3

á) t2x′′ + 3tx′ − 3x = ln t. Îòãîâîð x = C1t+ C2t
−3 − lnt− 2

3

â) t2x′′′ − 2x′ = 2. Îòãîâîð x = C1 + C2lnt+ C3t
3 − t
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7. Ïîêàæåòå, ÷å àêî A å àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, òî ìàòðèöàòà eAt å îðòîãîíàëíà.

8. (Ìàòðèöè íà Ïàóëè) Íåêà

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
ñà ìàòðèöèòå íà Ïàóëè.

à) Ïðåñìåòíåòå eitσj/2, j = 1, 2, 3.

á) Äîêàæåòå òúæäåñòâàòà

eitσ1/2σ1e
−itσ1/2 = σ1

eitσ1/2σ2e
−itσ1/2 = cos tσ2 − sin tσ3;

eitσ1/2σ3e
−itσ1/2 = sin tσ2 cos tσ3;



Ãëàâà 5

Ãåîìåòðè÷íà òåîðèÿ

Â ïðåäõîäíèòå ãëàâè èìàõìå ñëó÷àè äà âèäèì íÿêîè ìåòîäè çà èçñëåäâàíå íà äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ, ïðè êîèòî ðåøàâàíåòî ñòîè íà çàäåí ïëàí, à ãåîìåòðè÷íèòå èäåè ñà
îñíîâíè. Â òàçè ãëàâà ùå ïðåäïðèåìåì ïî-ñèñòåìàòè÷íî èçó÷àâàíå íà ñðåäñòâà çà ãåî-
ìåòðè÷åí àíàëèç íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ. Äî êðàÿ íà ãëàâàòà ùå ðàçãëåæäàìå
ïðåäèìíî àâòîíîìíè ñèñòåìè êàòî ïî-åñòåñòâåíè, íî íÿêîè âúïðîñè èìà ñìèñúë äà ñå
èçó÷àò è â ñëó÷àé íà íåàâòîíîìíè.

Òóê íàé-÷åñòî íÿìà äà óòî÷íÿâàìå ãëàäêîñòòà íà äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìèòå. Òåîðè-
ÿòà å äîñòàòú÷íî ñúäúðæàòåëíà è ïðè íàé-ñèëíè îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð ïðè áåçêðàéíî
ãëàäêè ôóíêöèè.

5.1 Ôàçîâè è èíòåãðàëíè ïîðòðåòè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå âúâåäåì ïúðâîíà÷àëíèòå ïîíÿòèÿ, êîèòî ôîðìèðàò åçèêà íà ãåî-
ìåòðè÷íàòà òåîðèÿ.

Ùå ðàçãëåæäàìå àâòîíîìíè ñèñòåìè îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

ẋ = f(x), x ∈ U ⊂ R, (5.1)

êîåòî çíà÷è, ÷å äÿñíàòà ÷àñò f(x) íå çàâèñè ÿâíî îò íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà t. Îáúðíåòå
âíèìàíèå, ÷å ãîâîðèì ñàìî çà ñèñòåìè å îò ïúðâè ðåä. Åäíî îñîáåíî âàæíî ñâîéñòâî íà
àâòîíîìíèòå ñèñòåìè å, ÷å òðàíñëàöèÿòà âúâ âðåìåòî íå ïðîìåíÿ ñèñòåìàòà, ò.å. â ñèëà
å ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà 5.1.1. Àêî x(t) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (5.1), òî è x(t + a) å íåéíî ðåøåíèå çà
âñÿêî a ∈ R, â ñúîòâåòíèòå äåôèíèöèîííè îáëàñòè íà äâåòå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

d

dt
x(t+ a) = f(x(t+ a)).

79



80 ÃËÀÂÀ 5. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÀ ÒÅÎÐÈß

Çàáåëåæêà 5.1.2. Çà äà íå îñòàíå â çàáëóäà ÷èòàòåëÿò ùå ïîñî÷èì çàùî òîâà ñâîéñòâî
íå å â ñèëà çà íåàâòîíîìíè ñèñòåìè. Íåêà èìàìå ñèñòåìà ẋ = f(t, x). Ñúùèòå ïðåñìÿòàíèÿ
äàâàò

d

dt
x(t+ a) = f(t+ a, x(t+ a)),

êîåòî çíà÷è, ÷å ôóíêöèÿòà x(t+a) å ðåøåíèå íà åâåíòóàëíî äðóãî äèôåðåíöèàëíî óðàâ-
íåíèå, à èìåííî íà ẋ = f(t+ a, x).

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò U íà ñèñòåìàòà (5.1) ñå íàðè÷à ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî . Íåêà
îçíà÷èì ñ ϕ(y, t) ìàêñèìàëíî ïðîäúëæèìîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (5.1) ñ íà÷àëíî óñ-
ëîâèå ϕ(y, 0) = y. ßñíî å, ÷å òîâà ðåøåíèå äåôèíèðà êðèâà ly, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà
y, âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî U . Òàçè êðèâà ùå íàðè÷àìå ôàçîâà êðèâà èëè òðàåêòî-
ðèÿ. Íåêà ñïåöèàëíî ïîä÷åðòàåì, ÷å ôàçîâàòà êðèâà íå å ãðàôèêà íà ðåøåíèåòî ϕ(y, t),
à êðèâà çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî ñ ïàðàìåòúð âðåìåòî t. Ôàçîâàòà êðèâà ñå íàìèðà âúâ
ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî U , äîêàòî ãðàôèêàòà å ðàçïîëîæåíà â ìíîæåñòâîòî U ×R. Òîâà
ìíîæåñòâî íàðè÷àìå ðàçøèðåíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî . Ñúîòâåòíî ãðàôèêèòå ñå íàðè÷àò
èíòåãðàëíè êðèâè.

Ïðèìåð 5.1.3. Â óðàâíåíèåòî

ẋ = x, x ∈ R.

ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî å R, ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî å R2

Ñìèñúëúò íà ïîíÿòèåòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî å, ÷å íåãîâèòå òî÷êè ïðåäñòàâëÿâàò
ðàçëè÷íèòå ñúñòîÿíèÿ íà îïèñâàíèòå ïðîöåñè. Òîâà íå âèíàãè îçíà÷àâà ìåñòîïîëîæåíèå,
êîãàòî ïðîöåñúò å äâèæåíèå. Íàïðèìåð, äâèæåíèåòî íà ïëàíåòà îêîëî Ñëúíöåòî ñå çà-
äàâà ñ óðàâíåíèåòî (1.4) ãëàâà 1. Òàçè ñèñòåìà å îò âòîðè ðåä è â ñúîòâåòñòâèå ñ íàøèòå
îãðàíè÷åíèÿ íå ãîâîðèì çà íåéíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî. Îò äðóãà ñòðàíà áè áèëî æàëêî
àêî ãåîìåòðè÷íàòà òåîðèÿ íå ñå îòíàñÿ çà åäíà îò íàé-âàæíèòå çàäà÷è íà ìàòåìàòèêàòà.
È äåéñòâèòåëíî çà íåÿ (è âñè÷êè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä) èìà ïðîñò è åñòåñòâåí ñïî-
ñîá äà ïîïðàâèì ïîëîæåíèåòî - âúâåæäàìå ïðîìåíëèâà y = ẋ, êîÿòî â ñëó÷àÿ èìà ÿñåí
ìåõàíè÷åí ñìèñúë íà ñêîðîñò.

Ïðèìåð 5.1.4. Â ñëó÷àÿ íà Ñëúí÷åâàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿòà ñòàâàò

ẋ = y

ẏ = −GmMx

||x||3
.

Ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî å 6-ìåðíî - {R3/0}×R3. Ñ äðóãè äóìè ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìàòà
ñå îïðåäåëÿ îò ïîëîæåíèåòî íà ïëàíåòàòà è íåéíàòà ñêîðîñò.
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Äÿñíàòà ñòðàíà f(x) íà ñèñòåìàòà (5.1) ñå íàðè÷à âåêòîðíî ïîëå íà ôàçîâàòà ñêî-
ðîñò. (Âíèìàíèå! Îòêúñíàòà îò ñèñòåìàòà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ f(x) íå å âåêòîðíî
ïîëå. Ïî-ïîäðîáíî òîçè âúïðîñ ùå áúäå ðàçãëåäàí â ïàðàãðàô 5.3). Âðúùàéêè ñå êúì
Ïðèìåð 5.1.4 ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ôàêòà, ÷å ôàçîâàòà ñêîðîñò íå å ñêîðîñòòà íà ïëà-
íåòàòà. Ôàçîâàòà ñêîðîñò å (y,−GmMx

||x||3 ). Â ìåõàíè÷íè òåðìèíè òîâà å âåêòîðà, ñúñòàâåí
îò ñêîðîñòòà è óñêîðåíèåòî.

Åäíà îñíîâíà çàäà÷à íà ãåîìåòðè÷íàòà òåîðèÿ å îïðåäåëÿíåòî íà âçàèìíîòî ðàçïî-
ëîæåíèå íà ôàçîâèòå êðèâè. Ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî, çàåäíî ñ ôàçîâèòå êðèâè â íåãî
ñå íàðè÷à ôàçîâ ïîðòðåò . Ñúîòâåòíî, íàáîðúò îò ãðàôèêèòå íà ðåøåíèÿòà ñúñòàâÿò
èíòåãðàëåí ïîðòðåò.

Îñîáåíî âàæíè ñà íàé-ïðîñòèòå ðåøåíèÿ, îòãîâàðÿùè íà ðåøåíèÿ, êîèòî íå ñå ìåíÿò
ñ âðåìåòî - x(t) = a = const. Òî÷êàòà a ñå íàðè÷àò ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå . Ñúñ çàìåñ-
òâàíå â ñèñòåìàòà (5.1) ñå âèæäà, ÷å f(a) = 0. Òîâà îïðàâäàâà äàäåíîòî íàçâàíèå, êàêòî
è åêâèâàëåíòíîòî ìó íåïîäâèæíà òî÷êà íà âåêòîðíîòî ïîëå . Òðåòî íàèìåíîâàíèå, ïîä
êîåòî å ïîçíàòî âúâåäåíîòî ïîíÿòèå å îñîáåíà òî÷êà íà âåêòîðíîòî ïîëå . Òåðìèíúò ïðî-
èçëèçà îò ôàêòà, ÷å â òàêàâà òî÷êà âåêòîðíîòî ïîëå íÿìà ïîñîêà, çà ðàçëèêà îò òî÷êèòå,
êîèòî íå ñà îñîáåíè.

Çà äà ñå íàó÷èì äà ðèñóâàìå ôàçîâèòå ïîðòðåòè íà ñèñòåìèòå ùå íè òðÿáâàò íÿêîè
òåõíè îáùè ñâîéñòâà. Ñðåä òÿõ åäíî ïðîñòî è íåïðåêúñíàòî èçïîëçâàíî å ñëåäíîòî.

Ëåìà 5.1.5. Äâå ôàçîâè êðèâè èëè íÿìàò íèòî åäíà îáùà òî÷êà èëè âñè÷êèòå èì
òî÷êè ñà îáùè, ò.å. òå ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä äà âúâåäåì îçíà÷åíèÿ çà ôàçîâèòå êðèâè. Íåêà ïúðâàòà ñå
äàâà ñ ly , à âòîðàòà � ñ lz. Ôàêòúò, ÷å èìàò îáùà òî÷êà w îçíà÷àâà, ÷å w = ϕ(y, t1) =
ϕ(z, t2), çà íÿêàêâè ñòîéíîñòè t1 è t2, íà t. Ùå äåôèíèðàìå íîâî ðåøåíèå ψ(t) êàòî â
ϕ(z, t) ñå ïðèäâèæèì íàïðåä ñ t2,ò.å. îòèäåì â w è ñå âúðíåì íàçàä ñ t1, ò.å. äåôèíèðàìå
ψ(t) = ϕ(z, t+t2−t1). Çà ñòîéíîñòòà íà ψ(t) â òî÷êàòà t1 íàìèðàìå ψ(t1) = ϕ(z, t1−t1+t2) =
w = ϕ(y, t1). Ïîëó÷èõìå, ÷å äâåòå ðåøåíèÿ ψ(t) è ϕ(y, t) èìàò îáùî íà÷àëíî óñëîâèå.
Ñëåäîâàòåëíî îò òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò íàìèðàìå, ÷å ψ(t) ≡ ϕ(y, t), ñ äðóãè äóìè
ϕ(z, t− t1 + t2) ≡ ϕ(y, t).

Òî÷íî ïî ñúùèÿ íà÷èí äîêàçâàìå

Ëåìà 5.1.6. Àêî åäíà ôàçîâà êðèâà ñå ñàìîïðåñè÷à, òî òÿ ñå çàäàâà ñ ïåðèîäè÷íî ðå-
øåíèå è å çàòâîðåíà.

Ôàçîâà êðèâà Γξ,
ìèíàâàùà ïðåç ò. ξ
è äèôåîìîðôíà íà R

rξ Γξ

Ñúâïàäàùè ôàçîâè

êðèâè Γξ ≡ Γη

r rξ η
Γξ ≡ Γη

Ðàçëè÷íè ôàçîâè

êðèâè Γξ 6= Γη

r r
ξ

ηΓη

Γξ
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Ïî÷òè âñè÷êè ôàçîâè êðèâè ñà äèôåîìîðôíè íà ïðàâàòà R è ñà ñ áåçêðàéíà äúëæèíà
ïðè t ∈ [ 0,∞) è t ∈ (−∞, 0 ]. Îñòàíàëèòå âúçìîæíè ôàçîâè êðèâè ñà ñëåäíèòå:

Îñîáåíà òî÷êà (ïîëî-

æåíèå íà ðàâíîâåñèå):

ôàçîâà êðèâà Γξ ≡ ξ

rΓξ ≡ ξ

Ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå Γξ
- ôàçîâà êðèâà, äèôåî-

ìîðôíà íà îêðúæíîñò

Γξ

Ôàçîâà êðèâà Γξ, êëîíÿ-
ùà êúì îñîáåíà òî÷êà

η ≡ Γη ïðè t→ ±∞

rη Γξ

Ôàçîâà êðèâà Γξ, êëîíÿ-
ùà êúì îñîáåíà òî÷êà

η ≡ Γη ïðè t→ +∞

rΓξ
η ≡ Γη

Ôàçîâà êðèâà Γξ, êëîíÿ-
ùà êúì îñîáåíà òî÷êà

η ≡ Γη ïðè t→ −∞

rΓξ
η ≡ Γη

Ôàçîâà êðèâà Γξ, êëîíÿ-
ùà êúì îñîáåíè òî÷êè

η± ≡ Γη± ïðè t→ ±∞

rr Γξ
η+

η−

Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (n = 1), ò.å. ïðè óðàâíåíèå ẋ = f(x), x ∈ R, ðèñóâàíåòî íà
ôàçîâ ïîðòðåò ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0 è ñëåä òîâà íà îïðåäå-
ëÿíå íà èíòåðâàëèòå â êîèòî f(x) > 0 (òàì ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàäÿñíî) è íà
èíòåðâàëèòå â êîèòî f(x) < 0 (òàì ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàëÿâî). Òî÷êèòå x0, çà
êîèòî f(x0) = 0, ñà îñîáåíèòå òî÷êè1.

Â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé (n = 2), ðèñóâàíåòî íà ôàçîâè ïîðòðåòè å èçîáùî êàçàíî òðóäíà
ðàáîòà. Äîðè â ñëó÷àÿ íà ïîëèíîìèàëíî âåêòîðíî ïîëå V = P (x, y) ∂

∂x
+Q(x, y) ∂

∂y
, êúäåòî

P (x, y) è Q(x, y) ñà ïîëèíîìè îò âòîðà ñòåïåí, òîâà å âñå îùå íåðåøåíà çàäà÷à.
Ðèñóâàíåòî íà ôàçîâ ïîðòðåò íà äàäåíà ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñòàâà

íà íÿêîëêî åòàïà. Çà íà÷àëî ñå íóæäàåì îò èäåÿ, êàê èçãëåæäà â îáùè ëèíèè ôàçîâèÿò
ïîðòðåò.

Îò ïúðâîñòåïåííà âàæíîñò â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé ñà îñîáåíèòå òî÷êè ò.å. ðåøåíèÿòà íà
ñèñòåìàòà ẋ = ẏ = 0. Êðèâèòå ẋ = 0 è ẏ = 0 ðàçäåëÿò ðàâíèíàòà R2 íà 4 òèïà îáëàñòè:

• ẋ > 0 è ẏ > 0 � ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàäÿñíî è íàãîðå
• ẋ > 0 è ẏ < 0 � ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàäÿñíî è íàäîëó
• ẋ < 0 è ẏ > 0 � ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàëÿâî è íàãîðå
• ẋ < 0 è ẏ < 0 � ôàçîâèòå êðèâè èìàò ïîñîêà íàëÿâî è íàäîëó.

Ïðèìåð 1. Äà íàðèñóâàìå ôàçîâèÿ ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣ ẋ = −x.sgn(y)

ẏ = 1− | y | .
(5.2)

1Ïî î÷åâèäíè ïðè÷èíè, òåçè ôàçîâè êðèâè íÿìàò îðèåíòàöèÿ.
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Ðàâåíñòâîòî ẋ = 0 å èçïúëíåíî ïðè x = 0 èëè y = 0. Ðàâåíñòâî ẏ = 0 èìàìå ïðè
y = 1 èëè ïðè y = −1. Ïðàâèòå x = 0, y = 0, y = 1 è y = −1 ðàçäåëÿò ðàâíèíàòà R2 íà 8
îáëàñòè, êîèòî ùå îçíà÷èì ñúñ A±, B±, C± è D±. Ïîñîêèòå íà âåêòîðíîòî ïîëå

V = −x.sgn(y)
∂

∂x
+
(
1− | y |

) ∂
∂y

âúâ âñÿêà îò îñåìòå îáëàñòè, ñà îçíà÷åíè íà ðèñóíêàòà ïî�äîëó è âëÿâî. Òîâà ñà è ïîñî-
êèòå íà ñúîòâåòíèòå ôàçîâè. Îñîáåíèòå òî÷êè íà V ñà (x, y) = (0, 1) è (x, y) = (0,−1).

Ïðè y(0) > −1 è t → ∞, âñÿêà îò ôàçîâèòå êðèâè êëîíè êúì òî÷êàòà (0, 1). Ïðè
y(0) < 1 è t→ −∞, ôàçîâèòå êðèâè êëîíÿò êúì òî÷êàòà (0,−1).

Íàïðàâåíèòå ðàçñúæäåíèÿ íè äàâàò âúçìîæíîñò äà íàðèñóâàìå ôàçîâèÿ ïîðòðåò íà
(5.2). Ôàçîâèòå êðèâè, ëåæàùè â îáëàñòèòå B± è C±, èìàò ÷óïêè ïðè y = 0.

Ïîñîêè íà ôàçîâèòå êðèâè

x=0

r(0,1)

r(0,−1)

A− A+
y=1

B+
y=0

B−

C+
y=−1

C−

D− D+

Ôàçîâ ïîðòðåò íà (5.2)

r

r

Ïî ñëîæíè â ñðàâíåíèå ñ ðàçãëåäàíèÿ ïðèìåð 1 ñà ñèòóàöèèòå, êîãàòî çà îïðåäåëÿíå
íà ôàçîâèÿ ïîðòðåò ñå íàëàãà äà äîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà íÿêîÿ êëþ÷îâà ñåïàðàò-
ðèñà. Áåç äà äàâàìå òî÷íà äåôèíèöèÿ, ñåïàðòðèñà ùå íàðè÷àìå ôàçîâà êðèâà, îòëÿâî è
îòäÿñíî íà êîÿòî ëåæàò ôàçîâè êðèâè ñ ïðèíöèïíî ðàçëè÷íî ïîâåäåíèå.

Ïðèìåð 2. Äà ñå íàðèñóâà ôàçîâèÿ ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣ ẋ = −xy
ẏ = 1 + x2 − y2 .

(5.3)

Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâîòî ẋ = 0 å ðàâíîñèëíî íà x = 0 èëè y = 0. Ïðîèçâîäíàòà ẏ ñå
àíóëèðà âúðõó õèïåðáîëàòà y2 = x2 + 1. Ïîëîæåíèÿòà íà ðàâíîâåñèå ñà (x, y) = (0, 1) è
(x, y) = (0,−1). Âåêòîðíîòî ïîëå

V = −xy ∂
∂x

+
(
1 + x2 − y2

) ∂
∂y

èìà âèäà îò íàé�ëÿâàòà ðèñóíêà ïî�äîëó. Ðàâíèíàòà R2 å ðàçäåëåíà íà 8 îáëàñòè îò
ïðàâèòå x = 0, y = 0 è îò äâàòà êëîíà íà õèïåðáîëàòà y = ±

√
x2 + 1. Òúé êàòî ñèñòåìàòà

(5.3) ñå çàïàçâà ïðè ñìåíèòå

(x, y, t) 7→ (−x, y, t) è (x, y, t) 7→ (x,−y,−t) ,
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òî ôàçîâèÿò ïîðòðåò å ñèìåòðè÷åí îòíîñòíî ïðàâèòå x = 0 è y = 0. Äîñòàòú÷íî å äà ãî
íàðèñóâàìå â ïúðâè êâàäðàíò è äà ãî ðàçìíîæèì íà ÷åòèðè.

Ïúðâèÿò êâàäðàíò íà R2 ñúäúðæà îáëàñòèòå A+ è B+. Íåêà òî÷êàòà z0 := z(0) ∈ A+ å
îò ôàçîâàòà êðèâà z(t) =

(
x(t), y(t)

)
. Êîãàòî t ≥ 0 ðàñòå, òî ïîñîêàòà íà ôàçîâàòà êðèâà

å íàäîëó (ẏ < 0) è íàëÿâî (ẋ < 0). Ïðåñè÷àíå ñ ïðàâàòà x = 0 å íåâúçìîæíî, çàùîòî
ïðàâàòà x = 0 ñå çàïúëâà îò ôàçîâèòå êðèâè (x=0, y >1), (x=0, y=1), (x=0,−1< y <1),
(x = 0, y = −1) è (x = 0, y < −1). Ïðåñè÷àíå ñ õèïåðáîëàòà y2 = x2 + 1 å íåâúçìîæíî,
çàùîòî âúðõó íåÿ âåêòîðíîòî ïîëå V ñî÷è òî÷íî íàëÿâî è ôàçîâàòà êðèâà z(t) íå áè
ìîãëà äà ÿ äîáëèæè îòêúì y >

√
x2 + 1. Îñòàâà åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò z(t) → (0, 1)

ïðè t→∞.
Àêî z0 ∈ B+, òî x(t) íàìàëÿâà ïðè t ≥ 0 è t ðàñòÿùî. Ôóíêöèÿòà y(t) ðàñòå äî

åâåíòóàëíîòî ñè äîñòèãàíå äî õèïåðáîëàòà y2 = x2 + 1. Ñëåä òîâà z(t) ïðåìèíàâà â
îáëàñòà A+ è z(t) → (0, 1) ïðè t → ∞. Âúçìîæíî å y(t) äà ðàñòå, íî äà íå äîñòèãíå äî
õèïåðáîëàòà. Íî òîãàâà îòíîâî z(t)→ (0, 1) ïðè t→∞.

Àêî z0 ∈ B+, t < 0 è t íàìàëÿâà, òî ôàçîâàòà êðèâà z(t) ñå äâèæè íàäîëó è íàäÿñíî.
Òúé êàòî ẏ < 1 + x2(0), òî òàçè ôàçîâà êðèâà äîñòèãà çà êðàéíî âðåìå îñòà Ox è ÿ
ïðåñè÷à ïîä ïðàâ úãúë.

È òàêà, âñÿêà ôàçîâà êðèâà èìàùà îáùà òî÷êà ñ îáëàñòòà B+, çàïî÷âà îò òî÷êà
x = ξ > 0, y = 0, êëîíè êúì (0, 1) ïðè t → ∞ è êúì (0,−1) ïðè t → −∞. Àêî ξ å
äîñòàòú÷íî ìàëêî, òî ôàçîâàòà êðèâà íå ïðåñè÷à õèïåðáîëàòà y2 = x2 + 1.

Ñúùåñòâóâàò ôàçîâè êðèâè, ëåæàùè èçöÿëî â îáëàñòà A+, íàïðèìåð êðèâàòà ñ íà-
÷àëíî óñëîâèå z0 = (1, 2). Íàèñòèíà, âúðõó ïàðàáîëàòà y = 1 + x2 âåêòîðíîòî ïîëå V å
íàñî÷åíî êúì îáëàñòà y < 1 + x2:

ẏ

ẋ
=

1 + x2 − (1 + x2)2

−x(1 + x2)
= x < 2x =

d

dx
(1 + x2) .

Ñëåäîâàòåëíî, ïðè t < 0 ôàçîâàòà êðèâà z(t) å íàä ïàðàáîëàòà, à ïðè t > 0 å ïîä
ïàðàáîëàòà è íàä õèïåðáîëàòà.

Çà äà áúäå ñòðîãî èçñëåäâàíåòî íà ôàçîâèÿ ïîðòðåò, ùå íàïðàâèì ñëåäíîòî ðàçñúæäå-
íèå. Ïðåêàðâàìå îòñå÷êàòà I =

{
0 ≤ x ≤

√
3, y = 2

}
. Âñÿêà ôàçîâà êðèâà, íåïðåñè÷àùà

îñòà Ox, ïðåñè÷à I. Àêî ôàçîâàòà êðèâà, ñúäúðæàùà òî÷êà (x0, 2) ∈ I íå ïðåñè÷à îñòà
Ox, òî è âñÿêà ôàçîâà êðèâà, ñúäúðæàùà òî÷êà (x1, 2) ñúñ x1 < x0 ñúùî íå ïðåñè÷à Ox.
Èçâîäúò å, ÷å ñúùåñòâóâà η ñúñ ñâîéñòâîòî: ôàçîâèòå êðèâè ñúäúðæàùè òî÷êà (ξ, 2) ∈ I,
ξ < η, íå ïðåñè÷àò îñòà Ox. Îáðàòíî, ôàçîâèòå êðèâè ñ òî÷êà (ξ, 2) ∈ I, ξ > η, ïðåñè÷àò
îñòà Ox.

Êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà ôàçîâàòà êðèâà s, âúðõó êîÿòî ëåæè òî÷êàòà (η, 2)? Àêî òà-
çè êðèâà ïðåñè÷àøå îñòà Ox â òî÷êà (xη, 0), òî ôàçîâàòà êðèâà ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà
(2xη, 0) ùåøå äà ïðåñè÷à îòñå÷êàòà I â òî÷êà, îòëÿâî íà òî÷êàòà (η, 2). Òîâà å â ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ äåôèíèöèÿòà íà η. Ñëåäîâàòåëíî, âúïðîñíàòà ñåïàðàòðèñà s íå ïðåñè÷à íèòî îñòà
Ox, íèòî õèïåðáîëàòà y2 = 1 + x2. Ñåïàðàòðèñàòà s îòäåëÿ ôàçîâèòå êðèâè, ïðåñè÷àùè
Ox, îò ôàçîâèòå êðèâè, íåïðåñè÷àùè Ox.
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Òîâà å êëþ÷îâàòà ñåïàðàòðèñà, ñïîìåíàòà ïðåäè ïðèìåð 2.

Âåêòîðíèòå ïîëåòà èëè, åêâèâàëåíòíî, ôàçîâèòå ïîðòðåòè îò ïðèìåðè 1 è 2 ñà òî-
ïîëîãè÷åñêè åêâèâàëåíòíè. Ñúîòâåòíèÿò õîìåîìîðôèçúì ìîæå äà áúäå ïîñòðîåí êàòî
äåôîðìèðàìå ôàçîâèÿ ïîðòðåò îò ïðèìåð 1 äî ôàçîâèÿ ïîðòðåò îò ïðèìåð 2. Ôàçîâàòà
êðèâà y = 1, x > 0 îò ïðèìåð 1 ñå èçîáðàçÿâà âúâ ôàçîâàòà êðèâà s îò ïðèìåð 2.

Çà íåàâòîíîìíèòå ñèñòåìè îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣
ẋ1 = f1(t, x1, . . . , xn)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ẋn = fn(t, x1, . . . , xn)

(5.4)

ðèñóâàìå èíòåãðàëíè ïîðòðåòè. Âñåêè èíòåãðàëåí ïîðòðåò ñå ñúñòîÿò îò èíòåãðàëíè
êðèâè. Âñÿêà èíòåãðàëíà êðèâà ïðåäñòàâëÿâà ãðàôèêà x = x(t, C1, . . . , Cn) íà ðåøåíèå
íà (5.4) â ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòè (t, x1, . . . , xn).

Äà ðàçãëåäàìå òðè ïðèìåðà:

Èíòåãðàëåí ïîðòðåò
íà óðàâíåíèåòî ẋ = 2t

t

x

x=t2+1

x=t2

x=t2−1

x=t2−2

Èíòåãðàëåí ïîðòðåò
íà óðàâíåíèåòî ẋ = x

t

x

Èíòåãðàëåí ïîðòðåò íà
óðàâíåíèåòî ẋ = x2−t2

t

x

Ñèñòåìàòà (5.4) å ïî�îáùà îò ñèñòåìàòà 5.1 ñ òîâà, ÷å äÿñíàòà �è ÷àñò çàâèñè îò t. Àêî
âñå ïàê äÿñíàòà ÷àñò íà (5.4) íå çàâèñè îò t, òî ôàçîâèòå êðèâè ñà ïðîåêöèèòå íà èí-
òåãðàëíèòå êðèâè îò ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî (t, x1, . . . , xn) âúðõó (x1, . . . , xn)�
ðàâíèíàòà.

Ïðèìåð:
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Ôàçîâ è èíòåãðàëåí ïîðòðåò
íà óðàâíåíèåòî ẋ = x− x2

t

x

x≡1

x≡0qq

Ôàçîâ è èíòåãðàëåí ïîðòðåò
íà óðàâíåíèåòî ẋ = x sinx

t

x

x≡2π

x≡π

x≡0

x≡−π

x≡−2π

qq
q
qq

5.2 Ôàçîâè ïîðòðåòè íà ëèíåéíè õîìîãåííè ñèñòåìè â

ðàâíèíàòà

Ïðè÷èíàòà äà îòäåëèì â îòäåëåí ïàðàãðàô ïðèìåðèòå íà ëèíåéíè ñèñòåìè â ðàâíèíàòà
å, ÷å òå ñà åòàëîí â ãåîìåòðè÷íàòà òåîðèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ. Îò åäíà
ñòðàíà òå ñà èçêëþ÷èòåëíî ïðîñòè çà èçñëåäâàíå. Îò äðóãà ñòðàíà òÿõíîòî ðàçáèðàíå
ïîìàãà â èçó÷àâàíåòî íà ìíîãî ïî-îáùèòå ôàçîâè ïîðòðåòè, âêëþ÷èòåëíî è íà òåçè,
êîèòî ñúäúðæàò ôàçîâè êðèâè, íåñðåùàùè ñå â ëèíåéíèòå ñèñòåìè.

Îáùàòà ëèíåéíà õîìîãåííà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè∣∣∣∣∣ ẋ = a11x+ a12y

ẏ = a21x+ a22y
(aij ∈ R) . (5.5)

Öåëòà íè å, â çàâèñèìîñò îò aij äà íàðèñóâàìå è äà êëàñèôèöèðàìå ñúîòâåòíèòå ôàçîâè
ïîðòðåòè.

Îò òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè å ÿñíî, ÷å îñíîâíàòà èíôîðìàöèÿ çà ôàçîâèÿ
ïîðòðåò íà (5.5) íîñÿò äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 è λ2, è ïî�îáùî � æîðäàíîâàòà íîðìàëíà
ôîðìà

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Íàøàòà ñòðàòåãèÿ çà èçó÷àâàíå íà ôàçîâèòå ïîðòðåòè å äà îïðîñòèì ñèñòåìàòà êîë-
êîòî ìîæå ÷ðåç ëèíåéíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå. Ïîñëåäîâàòåëíî ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî
ñëó÷àÿ, íî âèíàãè â çàâèñèìîñò îò ñîáñòâåíèòå ÷èñëà, êîèòî ùå îçíà÷èì ñ λ1 è λ2. Ïðè
âñè÷êè ñëó÷àè òî÷êàòà 0 å îñîáåíà è ïðåäñòàâëÿâà åäíà ôàçîâà êðèâà.

I. Ðåàëíè è ðàçëè÷íè ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 è λ2 . Â òîçè ñëó÷àé ìàòðèöàòà A èìà
äâà ñîáñòâåíè âåêòîðà s1 è s2. Êàêòî çíàåì âñè÷êè ðåøåíèÿ ñå çàäàâàò ïî ôîðìóëèòå
x(t) = c1s1e

λ1t + c2s2e
λ2t.

1) Äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 è λ2 ñà ðåàëíè è îòðèöàòåëíè. Çà îïðåäåëåíîñò ùå ïðåä-
ïîëîæèì, ÷å λ1 < λ2.

Íà ñîáñòâåíèÿ âåêòîð sj ñúîòâåòñòâàò äâåòå ôàçîâè êðèâè l′j =
{
eλjtsj, t ∈ R

}
è

l′′j =
{
− eλjtsj, t ∈ R

}
, ðàçïîëîæåíè âúðõó ïðàâàòà lj =

{
msj, m ∈ R

}
. Ïðè t → ∞
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ôàçîâèòå êðèâè ñå ñòðåìÿò êúì òî÷êàòà 0 (âñè÷êè, íå ñàìî ãîðíèòå.) Àêî ïðîäúëæèì
ôàçîâèòå êðèâè ñ 0, ùå âèäèì, ÷å âñè÷êè òå, ñ èçêëþ÷åíèå íà äâåòå, ëåæàùè âúðõó l1,
ñå äîïèðàò äî ïðàâàòà l2. Òîâà ìîæå äà ñå óñòàíîâè íàïðèìåð, êàòî ïàðàìåòðèçèðàìå
âñÿêà îò òÿõ ïðè c2 6= 0 ÷ðåç e−λ2tx(t) = c1s1e

(λ1−λ2)t + c2s2, âìåñòî ñ x(t) è çàáåëåæèì, ÷å
e(λ1−λ2)t → 0 ïðè t → ∞. Îò òîçè àíàëèç å ÿñíî êàê äà íàðèñóâàìå ôàçîâèòå êðèâè. Äà
íå çàáðàâèì äà ñëîæèì ñòðåëêè âúðõó òÿõ, ñî÷åùè êúì íà÷àëîòî.

2) Äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 è λ2 ñà ðåàëíè è ïîëîæèòåëíè. Çà îïðåäåëåíîñò ùå
ïðåäïîëîæèì, ÷å λ1 < λ2. Àíàëèçúò è êðàéíèÿò ðåçóëòàò ñà èäåíòè÷íè ñ èçêëþ÷åíèå íà
ñòðåëêèòå. Òå ñà â îáðàòíàòà ïîñîêà.

3) Äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 è λ2 ñà ñ ðàçëè÷íè çíàöè, íàïðèìåð λ1 < 0 è λ2 > 0.
Îòíîâî âúðõó âñÿêà îò ïðàâèòå lj =

{
msj, m ∈ R

}
èìà ïî äâå ôàçîâè êðèâè � l′j ={

eλjtsj, t ∈ R
}
è l′′j =

{
− eλjtsj, t ∈ R

}
. Ñåãà, îáà÷å ñòðåëêèòå âúðõó l1 ñî÷àò êúì

íóëàòà, à ñòðåëêèòå âúðõó l2 ñî÷àò áåçêðàéíîñòòà.
Îñòàíàëèòå òðàåêòîðèè ñå èçó÷àâàò ïî ñõåìàòà â 1). Àêî ãè ïàðàìåòðèçèðàìå ñ e−λ2tx(t) =

c1s1e
(λ1−λ2)t+c2s2, âèæäàìå, ÷å òå èìàò çà àñèìïòîòà ïðàâàòà l2, êîãàòî t→∞. Ìîæåì äà

ãè ïàðàìåòðèçèðàìå è ñ e−λ1tx(t) = c1s1 +c2s2e
(−λ1+λ2)t. Òîãàâà âèæäàìå, ÷å ïðè t→ −∞,

àñèìïòîòàòà å l1.

II. Äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà λj ñà êîìïëåêñíè.
òî âìåñòî äà ïðåñìÿòàìå è áåç òîâà êîìïëåêñíèòå âåêòîðè íà ìàòðèöàòà A, òðÿáâà äà

îïðåäåëèì ïîñîêàòà íà âúðòåíå íà ôàçîâèòå êðèâè ñïðÿìî ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå
(0, 0). Òîâà åäíîçíà÷íî ñå îïðåäåëÿ íàïðèìåð îò âåêòîðà

(ẋ, ẏ)∣∣x=1,y=0
= (a11, a21) .

Ïðè a21 > 0, ïîñîêàòà íà âúðòåíå íà ôàçîâèòå êðèâè å îáðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà. Ïðè
a21 < 0, ïîñîêàòà íà âúðòåíå íà ôàçîâèòå êðèâè å ïî ÷àñîâíèêà.

Àêî λ1 = λ2 è èìàìå æîðäàíîâà êëåòêà, òî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ñîáñòâåí âåêòîð.
Îñâåí òîçè âåêòîð, òðÿáâà äà îïðåäåëèì è ïîñîêàòà íà âúðòåíå ñïðÿìî ïîëîæåíèåòî íà
ðàâíîâåñèå (0, 0). Òîâà ñòàâà êàêòî â ñëó÷àÿ íà êîìïëåêñíè ñîáñòâåíè ÷èñëà.

Àêî λ1 = λ2, íî íÿìàìå æîðäàíîâà êëåòêà, òî âñåêè âåêòîð îò R2 å ñîáñòâåí çà
ìàòðèöàòà A.

Âúçìîæíè ñà ñëåäíèòå òèïîâå ôàçîâè ïîðòðåòè, çà âñåêè îò êîèòî ñìå ðàçãëåäàëè ïî
åäèí ïðèìåð. Ñúñ S áåëåæèì ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà êúì æîðäàíîâèÿ áàçèñ.

5.3 Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðíî ïîëå.

Ïðåäè âñè÷êî ùå äàäåì òî÷íà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî âåêòîðíî ïîëå. Íåêà å äàäåíà
ñèñòåìàòà

ẋ = v(x), êúäåòîx ∈ U ⊂ Rn. (5.6)
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Ôèãóðà 5.1: a) Ôîêóñ; á) Öåíòúð; â) Ñåäëî; ã) Âúçåë

Äà äåôèíèðàìå äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð Lv, ñúïîñòàâÿù íà ôóíêöèÿòà f(x) èçðàçà

n∑
j=1

vj(x)
∂f

∂xj
(x), (5.7)

â äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíàòà ôîðìóëà. Òîçè îïåðàòîð ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâ-
ëåíèå íà âåêòîðíîòî ïîëå v(x) èëè ïðîèçâîäíà íà Ëè . Ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíèÿ èçðàç,
êîéòî íîñè ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ:

Lv =
n∑
j=1

vj(x)
∂

∂xj
.

Åäíà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî âåêòîðíî ïîëå ñå äàâà ñ îïåðàòîðà Lv. Çà íàøèòå öåëè
òÿ å äîñòàòú÷íà. Âñå ïàê íåêà äàäåì è ïî-ãåîìåòðè÷íà èäåÿ çà ïîíÿòèåòî.

Äà îçíà÷èì ñ ψ(x, t) ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (5.1) ñ íà÷àëíî óñëîâèå ψ(x, 0) = x. Îò
ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ èëè îò êóðñà ïî àíàëèç
çíàåì, ÷å òàíãåíöèàëíèÿò âåêòîð â òî÷êàòà x ñå äàâà ñ ïðîèçâîäíàòà ψ̇(x, t)t=0 = v(x).
Íåêà f(x) å ãîðíàòà ôóíêöèÿ. Äà äèôåðåíöèðàìå ñóïåðïîçèöèÿòà f(ψ(x, t)). Ùå ïîëó÷èì

d

dt
f(ψ(x, t))|t=0 =

n∑
j=1

vj(x)
∂f

∂xj
(x),

êàòî èçïîëçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà ψ(x, t) å ðåøåíèå íà äèôåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Òîâà,
êîåòî ïîëó÷èõìå ñå èíòåðïðåòèðà òàêà: ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), ðåñòðèãèðà-
íà âúðõó êðèâàòà ψ(x, t) å òî÷íî ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïî íàïðàâëåíèå íà
âåêòîðíîòî ïîëå v(x).

Íàé-âàæíîòî ñâîéñòâî, êîåòî ÷åñòî å äåôèíèöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå, å ôîðìóëàòà çà
ïîâåäåíèå íà âåêòîðíîòî ïîëå ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå. Íåêà ïðåöèçèðàìå ïîñëåäíîòî
ïîíÿòèå.
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Äåôèíèöèÿ 5.3.1. Íåêà x = h(y) å èçîáðàæåíèå íà îáëàñòòà V â îáëàñòòà U . Ùå
êàçâàìå, ÷å h å äèôåîìîðôèçúì, àêî

1) h å âçàèìíîåäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà V âúðõó U ;
2) h å äèôåðåíöèðóåìî;
3) îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå h−1 å ñúùî äèôåðåíöèðóåìî.

Çà íàñ ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå è äèôåîìîðôèçúì ùå å åäíî è ñúùî íåùî. Ùå îçíà-
÷àâàìå ñ h∗v ïðåîáðàçóâàíîòî ÷ðåç h(y) âåêòîðíî ïîëå.

Ñëåäíàòà ëåìà õàðàêòåðèçèðà ( Çàáåëåæêà 5.3.3) ïîíÿòèåòî âåêòîðíî ïîëå.

Ëåìà 5.3.2. Ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå âåêòîðíîòî ïîëå ñå òðàíñôîðìèðà ïî çàêîíà

h∗v = (Dh)−1v(h(y)).

Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå x = h(y) â èçðàçà çà ïðî-
èçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå Lvf(x). Äà îçíà÷èì ñ F (y) ôóíêöèÿòà f(h(y)). Ïðîèçâîäíèòå íà
F (y) ñå äàâàò ñ

∂F

∂yj
=

n∑
k=1

∂f

∂xk

∂hk
∂yj

Â èçðàçà Lvf(x) ïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

Lvf(x)x=h(y) =
n∑
j=1

vj(h(y))
∂f

∂xj
=

n∑
j=1

vj(h(y))
n∑
k=1

∂F

∂yk

∂(h)−1
k

∂xj
.

Ñìåíÿìå ðåäà íà ñóìèðàíå â ïîñëåäíèÿ èçðàç è ïîëó÷àâàìå

Lvf(x)x=h(y) =
n∑
k=1

∂F

∂yk

n∑
j=1

∂(h)−1
k

∂xj
vj(h(y)).

Ñëåäîâàòåëíî

Lvf(x)|x=h(y) =
n∑
k=1

[
h−1
∗ v
]
k

∂

∂yk
.

Çàáåëåæêà 5.3.3. Â ïî-ñòàðèòå êíèãè ìîæåòå äà ñðåùíåòå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ çà âåê-
òîðíî ïîëå. Àêî âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ ñå ïðåîáðàçóâà ïî çàêîíà òÿ ñå íàðè÷à âåêòîðíî
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ïîëå. Òàçè, ìàêàð è íåòî÷íà äåôèíèöèÿ èìà ïðåäèìñòâîòî, ÷å äèðåêòíî ïîñî÷âà íàé-
âàæíîòî ñâîéñòâî. Çà äà ñòàíå ÿñíî, ÷å íå âñåêè "âåêòîð"ñå ïðåîáðàçóâà ïî òîçè çàêîí
ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð. Íåêà l å êðèâà â n-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî. Äà
ðàçãëåäàìå êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë

∫
l

n∑
k

vk(x)dxk.

Äà íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå x = h(y). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å â íîâèòå ïðîìåíëèâè
èíòåãðàëúò ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

∫
l

∑
k

(h∗v)k(y)dyk,

êúäåòî (h∗v)k =
∑n

j=1
∂hj
∂yk
vj(h(y))

Òîâà ÷èñëî ñå îçíà÷àâà ñ Lvf (L â ÷åñò íà Ñîôóñ Ëè). Ïî ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå
íà ñëîæíà ôóíêöèÿ

Lvf =
d

dt
f(ϕ(t))|t=0 =

n∑
i=1

∂f

∂xi
vi.

Òóê ïðîèçâîäíèòå íà f ñà ïðåñìåòíàòè â òî÷êà x êîîðäèíàòèòå xi ñà â îêîëíîñò íà
òàçè òî÷êà, à vi ñà êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà â ñúùèòå êîîðäèíàòè. Âèæäà ñå, ÷å òîâà
÷èñëî çàâèñè îò âåêòîðà v, íî íå è îò êðèâàòà ϕ.

5.3.1 Ïúðâè èíòåãðàëè.

Íåêà v å âåêòîðíî ïîëå â îáëàñò U ∈ Rn, à f å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 5.1. Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à ïðúâ èíòåãðàë íà ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàë-
íè óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) àêî ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðíîòî ïîëå v(x) å
òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà - Lvf ≡ 0.

Ñëåäâàùèòå ñâîéñòâà ñà åêâèâàëåíòíè è ìîãàò ñúùî äà ñëóæàò çà äåôèíèöèÿ íà
ïîíÿòèåòî ïðúâ èíòåãðàë.

1) ôóíêöèÿòà f å ïîñòîÿííà âúðõó âñÿêî ðåøåíèå ϕ : I → U íà ñèñòåìàòà äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ ò.å. f ◦ ϕ å êîíñòàíòà.

2) Âñÿêà ôàçîâà êðèâà ëåæè ñàìî âúðõó åäíî ìíîæåñòâî íà íèâî íà f (ôèã. 2).

Ïðèìåð 5.1. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ1 = x1,
ẋ2 = x2
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Ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî å R2 è ðåøåíèÿòà ñà x1(t) = c1e
t, x2(t) = c2e

t. Ôàçîâèÿò ïîð-
òðåò å èçâåñòåí (ôèã. 3). Íåêà f å ïðúâ èíòåãðàë çà ãîðíàòà ñèñòåìà, â ÷àñòíîñò
f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â öÿëàòà ðàâíèíà. Òúé êàòî f å ïîñòîÿííà âúðõó âñÿêà îò
ïðàâèòå îò ôàçîâèÿ ïîðòðåò, ñëåäâà ÷å f å êîíñòàíòà â öÿëàòà ðàâíèíà.

Íåïîñòîÿííè ïúðâè èíòåãðàëè ñå ñðåùàò ðÿäêî. Â ñëó÷àèòå, êîãàòî ãè èìà, òå äàâàò
ñúùåñòâåíà èíôîðìàöèÿ çà ðåøåíèÿòà, à ñúùî òàêà ïîçâîëÿâàò äà ñå íàìàëè ðåäúò íà
ñèñòåìàòà.

Ïðèìåð 5.3.4. Óðàâíåíèÿ íà Õàìèëòîí.
Íåêà å çàäàäåíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ H = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) íà 2n ïðîìåí-

ëèâè p, q ∈ Rn, êîÿòî íå çàâèñè ÿâíî îò âðåìåòî.

Äåôèíèöèÿ 5.2. Ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣ q̇i = ∂H
∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

i = 1, . . . , n

ñå íàðè÷à óðàâíåíèÿ íà Õàìèëòîí.

Â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô èìà ïîâå÷å äåòàéëè çà òîçè âèä ñèñòåìè. Òóê ñàìî ùå êàæåì,
÷å òîâà ñà îñíîâíèòå óðàâíåíèÿ íà ìåõàíèêàòà. Ùå ïîêàæåì, ÷å H å ïðúâ èíòåãðàë çà
óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí.

Ëåìà 5.3.5. Ïúëíàòà åíåðãèÿ å ïðúâ èíòåãðàë íà õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà.

Äîêàçàòåëñòâî.

LvH =
d

dt
H(q(t), p(t)) =

n∑
i=1

(
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi) =

n∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂qi
) = 0

ò.å. óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí âèíàãè èìàò ïðúâ èíòåãðàë.

5.4 Êîíñåðâàòèâíè ñèñòåìè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå íàïðàâèì ïðèëîæåíèå íà âúâåäåíèòå äîñåãà ãåîìåòðè÷íè ïîíÿòèÿ
êúì åäèí èçêëþ÷èòåëíî âàæåí êëàñ îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ - óðàâíåíèÿòà íà ìå-
õàíèêàòà. Òóê ùå ðàçãëåäàìå íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ñàìî åäíà ÷àñòèöà ñå äâèæè ïî
ôèêñèðàíà ëèíèÿ - îêðúæíîñò, ïðàâà. Çíà÷åíèåòî íà òîçè ñïåöèàëåí ñëó÷àé ñå ñúñòîè
â òîâà, ÷å ïî íåãî ñå ìîäåëèðà è èçó÷àâàíåòî íà ïî-ñëîæíè äâèæåíèÿ - äâèæåíèÿ íà
ìíîãî ÷àñòèöè â ïðîñòðàíñòâà ñ ïîâå÷å èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð äâèæåíèå íà ïëàíåòèòå â
òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.
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5.4.1 Ïîíÿòèÿ îò ìåõàíèêàòà

Ùå çàïî÷íåì ñ óðàâíåíèåòî íà Íþòîí. Òî èçðàçÿâà â ìàòåìàòè÷åñêà ôîðìà âòîðèÿ çàêîí
íà Íþòîí (ñèëàòà å ðàâíà íà ìàñàòà ïî óñêîðåíèåòî) è ñëåäîâàòåëíî èìà âèäà

mẍ = F (x) = −dU(x)

dx
, x = x(t) , m = êîíñòàíòà . (5.8)

Òóê ôóíêöèÿòà F (x) èìà ñìèñúë íà ñèëà, ïîä âúçäåéñòâèåòî íà êîÿòî ñå äâèæè ÷àñòèöà-
òà, êîíñòàíòàòà m å ìàñàòà íà ÷àñòèöàòà , x(t) å êîîðäèíàòàòà íà äâèæåùàòà ñå ÷àñòèöà,
ẋ � ñêîðîñò íà ìàòåðèàëíàòà òî÷êà, a ẍ å íåéíîòî óñêîðåíèå. Íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà
t å âðåìå2. Ôóíêöèÿòà U(x) ñå íàðè÷à ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ (îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî
êîíñòàíòà) èëè ñàìî ïîòåíöèàë.

Çà ïî-äîáðî ðàçáèðàíå ùå äåôèíèðàìå îùå ìåõàíè÷íè ïîíÿòèÿ. Ôóíêöèÿòà T = ẋ2

2
ñå

íàðè÷à êèíåòè÷íà åíåðãèÿ. Ñóìàòà íà êèíåòè÷íàòà è ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ E = T +U
ñå íàðè÷à ïúëíà åíåðãèÿ èëè äîðè ñàìî åíåðãèÿ.

×åñòî çàåäíî ñ óðàâíåíèåòî (5.8) ñå ðàçãëåæäà åêâèâàëåíòíàòà ìó õàìèëòîíîâà ñèñ-
òåìà:

ẋ = y, ẏ = −dU(x)

dx
. (5.9)

Òîâà å ñèñòåìàòà, ÷èèòî ôàçîâ ïîðòðåò ùå ðèñóâàìå. Îñíîâíà ðîëÿ â íàøèÿ àíàëèç,
êàêòî è â öÿëàòà ìåõàíèêà è ôèçèêà èãðàå çàêîíúò çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà , êîéòî
êàçâà, ÷å

Òåîðåìà 5.4.1. Åíåðãèÿòà å êîíñòàíòà âúðõó âñÿêà òðàåêòîðèÿ, ò.å. òÿ å ïðúâ èí-
òåãðàë.

Proof. Äà îçíà÷èì ñ V âåêòîðíîòî ïîëå (x,−dU(x)

dx
). Ùå ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà íà

åíåðãèÿòà E ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðíîòî ïîëå V . Èìàìå

LVE =
dE

dx
ẋ+

dE

dy
ẏ =

dU(x)

dx
y − ydU(x)

dx
= 0

Ïðîñòîòî äîêàçàòåëñòâî íà Çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà ìîæå äà îñòàâè âïå÷àò-
ëåíèå ó ÷èòàòåëÿ, ÷å òîé å íåùî ìàëîâàæíî. Â äåéñòâèòåëíîñò, íàé-íàïðåä òâúðäåíèåòî
å áèëî åìïèðè÷åí ôàêò, ñëåä òîâà å ðàçâèò ôîðìàëèçìà íà ìåõàíèêàòà è ÷àê òîãàâà
äîêàçàòåëñòâîòî å ñòàíàëî ïðîñòî. Íî çàêîíúò å îñíîâà íà ìåõàíèêàòà è ïî-îáùî íà
ôèçèêàòà.

2Â êëàñè÷åñêàòà ôèçèêà, âðåìåòî t å ñïåöèàëíà ïðîìåíëèâà: òÿ íå ìîæå äà ó÷àñòâà â äðóãè ñìåíè

íà ïðîìåíëèâèòå, îñâåí â òðàíñëàöèèòå t 7→ t+ t0
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Íåêà èçâåäåì íÿêîè ñëåäñòâèÿ îò òîçè çàêîí. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å òîé ïîç-
âîëÿâà äà ñå ïîíèæè ðåäúò íà (5.8) , à ñ òîâà äà ñå ðàçäåëÿò ïðîìåíëèâèòå. Äåéñòâèòåëíî,
ôîðìóëàòà T + U(x) = E0, êúäåòî E0 å ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà åíåðãèÿòà íè äàâà

1

2
ẋ2 + U(x) = E0.

Ñëåäîâàòåëíî,
ẋ =

√
2(E − U(x)).

Ùå èçðàçèì ðåøåíèåòî x(t) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ x0, t0 êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà îïðåäåëåí
èíòåãðàë. ∫ x(t)

x0

dξ√
2(E − U(x))

= t− t0.

5.4.2 Ãåîìåòðè÷íà êàðòèíà

Ôàçîâèÿò ïîðòðåò íà (5.9), êîéòî ñå ñúñòîè îò ôàçîâèòå êðèâè íà (5.9), ëåñíî ñå ðèñóâà
êàòî ñå èìà ïðåäâèä, ÷å ïîñëåäíèòå ëåæàò âúðõó ëèíèèòå íà íèâî íà åíåðãèÿòà

E = y2/2 + U(x). (5.10)

Íî òðÿáâà äà ñå âíèìàâà; âúðõó íÿêîè ëèíèè íà íèâî ìîãàò äà ëåæàò ïî íÿêîëêî ôàçîâè
êðèâè è òîâà å ñòàíäàðòíî ÿâëåíèå.

Çà ðèñóâàíå íà ôàçîâèÿ ïîðòðåò íà (5.9) ñà èçðàáîòåíè ïðàâèëà, íàé-âàæíîòî: ðàç-
ïîëàãàò ñå åäíà ïîä äðóãà äâå ðèñóíêè. Ãîðíàòà ðèñóíêà å ãðàôèêàòà íà ïîòåíöèàëíàòà
åíåðãèÿ U = U(x) â ðàâíèíàòà OxU . Ïîä íåÿ, â ðàâíèíàòà Oxy, ñå ðàçïîëàãà ôàçîâèÿò
ïîðòðåò íà (5.9). Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ãðàôèêàòà íà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ, êàêòî
ùå âèäèì, ïîäñêàçâà ìíîãî íàãëåäíî äåòàéëèòå íà ôàçîâèÿ ïîðòðåò. Îò íåÿ ëåñíî ùå
îïðåäåëÿìå ëåñíî âèäà íà ôàçîâèòå êðèâè, êîèòî ùå ïðåäñòàâèì êàòî îáåäèíåíèå íà
ãðàôèêè íà ôóíêöèè.

Íåêà çàïî÷íåì ñ àíàëèç íà óðàâíåíèåòî E = y2/2 + U(x) ïðè ôèêñèðàíà ñòîéíîñò
íà E. Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å êðèâàòà ΓE0 = {E0 = y2/2 + U(x)} íÿìà îñîáåíè òî÷êè
(äà ïðèïîìíèì, ÷å îñîáåíè òî÷êè x0, y0 ñà òåçè, çà êîèòî ïðîèçâîäíèòå íà åíåðãèÿòà
ñà åäíîâðåìåííî ðàâíè íà íóëà, Ex(x0, y0) = Ey(x0, y0) = 0). Íåêà ðåøèì óðàâíåíèåòî
ñïðÿìî y òàì, êúäåòî ìîæå, ò.å. çà òåçè ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî E0−U(x) ≥ 0. Îïèñàíîòî
ìíîæåñòâî e îáåäèíåíèå (åâåíòóàëíî áåçêðàéíî) íà çàòâîðåíè èíòåðâàëè. Äà ðàçãëåäàìå
åäèí òàêúâ çàòâîðåí èíòåðâàë, ÷èèòî êðàèùà ùå îçíà÷èì ñ α è β. Ùå çàïî÷íåì ñúñ
ñëó÷àÿ, êîãàòî òîçè èíòåðâàë å êðàåí. Ñúîòâåòíèÿò êëîí íà êðèâàòà ΓE ìîæå äà ñå
çàäàäå êàòî îáåäèíåíèå íà ãðàôèêèòå íà äâå ôóíêöèè: y2 = ±

√
2(E − U(x)), α ≤ x ≤ β.

Åäèíñòâåíèòå îáùè òî÷êè íà äâåòå ãðàôèêè ñà òåõíèòå êðàèùà. Ñëåäîâàòåëíî êðèâàòà
ΓE å çàòâîðåíà, à âå÷å çíàåì, ÷å å è ãëàäêà, ò.å. òÿ å ñúñòàâåíà îò åäíà ôàçîâà êðèâà.
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Çàäà÷à. Äàéòå ñòðîãî äîêàçàòåëñòâî íà ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî êðèâàòà ΓE = {E = y2/2+U(x)} èìà îñîáåíè
òî÷êè. Â òîçè ñëó÷àé å ïî-äîáðå äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî E−U(x) > 0. Äà âçåìåì îò-
íîâî èíòåðâàë (α, β), êàòî ñåãà ïðåäïîëîæèì, ÷å íÿêîÿ îò òî÷êèòå α, 0 èëè β, 0 å îñîáåíà.
Íåêà çà îïðåäåëåíîñò òî÷êàòà α, 0 å îñîáåíà, à òî÷êàòà β, 0 íå å. Â òîçè ñëó÷àé òî÷êàòà
α, 0 å îñîáåíà è çà âåêòîðíîòî ïîëå y,−U ′(x). Íî â òî÷êàòà β, 0 êðèâàòà íå å îñîáåíà
è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ñúîòâåòíèÿ êëîí íà GammaE êàòî îáåäèíåíèå íà
ãðàôèêèòå íà äâå ôóíêöèè: y = ±

√
2(E − U(x)), α < x ≤ β.

Íåêà ñåãà äà âèäèì êàêâî ñòàâà îêîëî îñîáåíèòå òî÷êè íà âåêòîðíîòî ïîëå, ò.å. òåçè
òî÷êè x = ξ, çà êîèòî U ′(ξ) = 0. Íà òÿõ ñúîòâåòñòâà ïîëîæåíèÿ íà ðàâíîâåñèå (x, y) =
(ξ, 0) âúâ ôàçîâàòà ðàâíèíà Oxy.

Àêî (x, y) = (ξ, 0) å ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå è âòîðàòà ïðîèçâîäíà U ′′(ξ) ≤ 0, òî
ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêà íåñâúðçàíà ÷àñò îò êðèâàòà

E = U(ξ) = y2/2 + U(x) , x 6= ξ

å ñúùî ôàçîâà êðèâà. Òàêàâà êðèâa íàðè÷àìå ñåïàðàòðèñà . Ïðè ñòðîãî íåðàâåíñòâî
U ′′(ξ) < 0, îò (ξ, 0) èçëèçàò 4 êëîíà íà ñåïàðàòðèñè (ìîæåì äà êîðåíóâàìå èçðàçà 2(E −
U(x)) çà ñòîéíîñòè íà x îò äâåòå ñòðàíè íà ξ). Ïî-äîëó èìà äîêàçàòåëñòâî íà òîçè ôàêò.

Èçðàçúò
√

2(U(ξ)− U(x)) å äîáðå äåôèíèðàí â îêîëíîñò íà òî÷êàòà ξ. Äåéñòâèòåëíî, êàòî èçïîëçâàìå
ðåäà íà Òåéëîð â ξ ïîëó÷àâàìå U(x) = U(ξ) + (x − ξ)2U ′′(ξ)/2 + . . .. Ñëåäîâàòåëíî ΓE ñå çàäàâà ñ y =

±
√
−(x− ξ)2U ′′(ξ)/2 +O(x3) = ±(x− ξ)

√
−U ′′(ξ)/2 +O(x).

Âúçìîæíî å íà ðàçñòîÿíèå îò (ξ, 0) íÿêîè îò òåçè êëîíîâå äà ñå ñúåäèíÿò.
Â ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé U ′(ξ) = U ′′(ξ) = 0, U ′′′(ξ) 6= 0 ôóíêöèÿòà U èìà èíôëåêñíà

òî÷êà. Òîãàâà îò (ξ, 0) èçëèçàò äâà êëîíà.
Ñëåäâàùàòà ñòúïêà ïðè ðèñóâàíå íà ôàçîâ ïîðòðåò å ãëîáàëèçàöèÿòà ìó.
ßñíî å, ÷å îò ãðàôèêàòà íà ïîòåíöèàëà U(x) îïðåäåëÿìå ãðàôèêèòå íà êðèâèòå

y = ±
√

2(E − U(x)). Âñå ïàê å âàæíî çà ãëîáàëíàòà êàðòèíà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà
îùå åäèí äåòàéë. Äà ïðåêàðàìå ïîèçâîëíà ïðàâà U = E0 â ðàâíèíàòà íà ãðàôèêàòà íà
U(x). Îòñå÷êèòå íà ïðàâàòà, ÷èèòî êðàèùà ëåæàò âúðõó ãðàôèêàòà U(x), è ïîä êîèòî ñà
ðàçïîëîæåíè ÷àñòè îò ãðàôèêàòà íà U(x), äåôèíèðàò ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå èíòåðâàëè.
Òîâà îáÿñíåíèå íè ïîìàãà äà îïðåäåëèì êîè îò ñåïàðàòðèñèòå ñå ñúåäèíÿâàò ïîìåæäó
ñè èëè ñúñ ñåáå ñè.

Íà ïðàêòèêà å íàé-äîáðå äà çàïî÷íåì îò ñåïàðàòðèñèòå, ñëåä êîåòî äà íàíåñåì îñòàíà-
ëèòå ôàçîâè êðèâè. Ôàçîâèÿò ïîðòðåò å ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî ïðàâàòà y = 0, ñ èçêëþ÷åíèå
íà ôàêòà, ÷å ôàçîâèòå êðèâè â ïîëóðàâíèíàòà ẋ > 0 èìàò ïîñîêà íàäÿñíî, à â ïîëóðàâ-
íèíàòà ẋ < 0 � ïîñîêà íàëÿâî.
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EEEE
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1

2

y

Çàáåëåæêà. Íåñåïàðàòðèñíèòå ôàçîâè êðèâè ïðåñè÷àò ïðàâàòà y = 0 ïîä ïðàâ úãúë.
Ñåïàðàòðèñèòå êëîíÿò êúì òî÷êèòå (ξ, 0) ñ U ′(ξ) = 0 ïîä úãúë

φ = ± arctan
√
−U ′′(ξ) .

5.5 *Àëãåáðà íà Ëè íà âåêòîðíèòå ïîëåòà.
Ùå çàïî÷íåì ñ óñòàíîâÿâàíåòî íà ôàêòà, ÷å îïåðàòîðúò LaLb − LbLa å äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò ïúðâè ðåä, êàòî a, b
ñà ãëàäêè âåêòîðíè ïîëåòà - a(x) = (a1(x), . . . , an(x)) è b(x) = (b1(x), . . . , bn(x)) â íÿêàêúâ áàçèñ.

LaLb =
n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
(
n∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
) =

n∑
j=1

aj(x)
n∑
i=1

(
∂bi

∂xj

∂

∂xi
+ bi

∂2

∂xj∂xi
)

Àíàëîãè÷íî

LbLa =
n∑
j=1

bj(x)
∂

∂xj
(
n∑
i=1

ai(x)
∂

∂xi
) =

n∑
j=1

bj(x)
n∑
i=1

(
∂ai

∂xj

∂

∂xi
+ ai

∂2

∂xj∂xi
)

Òîãàâà

LaLb − LbLa =

n∑
i=1

(

n∑
j=1

aj
∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj
)
∂

∂xi
.

Äà îçíà÷èì

ci(x) =

n∑
j=1

aj
∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà âåêòîðíî ïîëå c(x) = (c1(x), . . . , cn(x)), çàâèñåùî îò a è b, òàêîâà ÷å
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Lc = LaLb − LbLa =

n∑
i=1

ci
∂

∂xi

Äåôèíèöèÿ 5.3. Âåêòîðíîòî ïîëå c ñå íàðè÷à êîìóòàòîð íà ïîëåòàòà a, b è ñå îçíà÷àâà ñ c = [a, b].

Èçïîëçâàéêè ñâîéñòâàòà íà ïðîèçâîäíàòà íà Ëè Lv , ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà
1) [a, b+ λc] = [a, b] + λ[a, c] λ ∈ R - ëèíåéíîñò
2) [a, b] = −[b, a] - àíòèñèìåòðè÷íîñò
3) [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 - òúæäåñòâî íà ßêîáè

Ïî - îáùî

Äåôèíèöèÿ 5.4. Ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ñíàáäåíî ñ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà ñòâîéñòâà 1), 2), 3) ñå íàðè÷à àëãåáðà
íà Ëè.

Ñëåäîâàòåëíî, ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íà âåêòîðíèòå ïîëåòà ñ îïåðàöèÿòà êîìóòèðàíå å àëãåáðà íà Ëè.

5.6 Òåîðåìà çà èçïðàâÿíå íà âåêòîðíî ïîëå

Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî àâòîíîìíèÿ ñëó÷àé.

Íåêà v ∈ Cr(U), U å îáëàñò â Rn, r ≥ 1 è ñúîòâåòñòâàùàòà ñèñòåìà ÄÓ å

ẋ = v(x), x ∈ U, (5.11)

è a å íåîñîáåíà òî÷êà çà ïîëåòî (v(a) 6= 0).

Òåîðåìà 5.6.1. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò U ′ íà a è ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå y = h(x), x ∈
U ′, òàêàâà ÷å ñèñòåìàòà (5.11) ïðèåìà âèäà ẏ = en, en = (0, 0, . . . , 0, 1)t.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà v0 = v(a) = (v0
1, v

0
2, . . . , v

0
n), a = (a1, . . . , an). Ñëåä åâåíòóàëíî ïðå-

íîìåðèðàíå ñ÷èòàìå, ÷å v0
n 6= 0. Äà ôèêñèðàìå õèïåððàâíèíàòà (ôèã. 1)

S := {yn = an}, y = (y1, . . . , yn−1, yn) = (y′, yn)

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ dz
dyn

= v(z(y))

z|yn=an
= (y′, an)

è äà îçíà÷èì íåéíîòî ðåøåíèå ñ g(y′, yn). Ùå ïîêàæåì, ÷å â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîë-
íîñò íà a h = g−1.

(1) g å äèôåðåíöèðóåìî - òîâà ñëåäâà îò Òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðóåìà çàâèñèìîñò
îò íà÷àëíè äàííè è ïàðàìåòðè.

(2) g∗en = v

g = (g1, g2, . . . , gn)
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g∗en =


g1y1 g1y2 . . . . . . g1yn

g2y1 g2y2 . . . . . . g2yn
...

...
...

...
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gny1 gny2 . . . . . . gnyn




0
0
...
0
1

 =


g1yn

g2yn
...
...

gnyn


(3) g å äèôåîìîðôèçúì, îòêúäåòî g−1

∗ v = en.
Äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å g∗ å èçîìîðôèçúì - îòêúäåòî ïî òåîðåìàòà çà îáðàòíàòà

ôóíêöèÿ ùå ñëåäâà , ÷å g−1 ñúùåñòâóâà è å äèôåðåíöèðóåìî.
Ïî óñëîâèå g(y′, an) = (y′, an). Äèôåðåíöèðàéêè ïîëó÷àâàìå

∂gi
∂yj |(y′,an)

= δij, i, j = 1, . . . , n− 1.

Îò äðóãà ñòðàíà ∂gi
∂yn |(y′,an)

= vi(g(y′, an)) = vi(y
′, an).

Ñëåäîâàòåëíî detg∗|a = vn(a) = v0
n 6= 0. Îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å g å äèôåîìîðôèçúì â

íÿêàêâà îêîëíîñò íà a. Ñåãà ïîëàãàìå h = g−1 â ñúîòâåòíàòà îêîëíîñò è òîâà çàâúðøâà
äîêàçàòåëñòâîòî.

Çàáåëåæêà 5.6.2. Êàêòî ñå âèæäà îò äîêàçàòåëñòâîòî íèå èçïîëçâàõìå ðåøåíèåòî çà
äà èçïðàâèì âåêòîðíîòî ïîëå. Íà ïðàêòèêà çíàåì ÿâíîòî ðåøåíèå ðÿäêî è çàòîâà èç-
ïîëçâàìå íàïðèìåð äîñòàòú÷åí áðîé ïúðâè èíòåãðàëè êàêòî ùå âèäèì â ïðèìåðà ïî -
äîëó.

Äà ðàçãëåäàìå ïî - ïîäðîáíî âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ëîêàëíè ïúðâè èíòåãðàëè.
Êàêòî óñòàíîâèõìå ïî - ðàíî íåïîñòîÿííè ïúðâè èíòåãðàëè ñà ðÿäêîñò. Îáà÷å, ëîêàëíî,
â îêîëíîñò íà íåîñîáåíà òî÷êà, ôàçîâèòå êðèâè ñà óñòðîåíè ïðîñòî è íåïîñòîÿííè èíòåã-
ðàëè ñúùåñòâóâàò.

Òåîðåìà 5.6.3. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V íà íåîñîáåíàòà òî÷êà x0, ÷å ñèñòåìàòà (5.11)
âúâ V èìà n − 1 ôóíêöèîíàëíî íåçàâèñèìè ïúðâè èíòåãðàëè f1, . . . , fn−1 è âñåêè äðóã
ïðúâ èíòåãðàë íà ñèñòåìàòà âúâ V ñå èçðàçÿâà ÷ðåç òÿõ.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Òåîðåìà Òåîðåìà 5.6.1 èìàìå, ÷å â åâåíòóàëíî ïî - ìàëêà îêîë-
íîñò U ′ íà x0, ñúùåñòâóâà äèôåîìîðôèçúì y = h(x), x ∈ U ′, èçïðàâÿù âåêòîðíîòî ïî-
ëå h∗v(x) = en = (0, . . . , 0, 1)t. Ñèñòåìàòà (5.11) ïðèåìà âèäà ẏ = en, ÷èåòî ðåøåíèå å
yi(t) = Ci, i = 1, . . . , n − 1, yn(t) = t + Cn, êúäåòî Cj, j = 1, . . . , n ñà êîíñòàíòè è
ñëåäîâàòåëíî y1, . . . , yn−1 ñà ïúðâè èíòåãðàëè. Íåêà G(y) ïðúâ èíòåãðàë.

0 =
d

dt
G(y1(t), . . . , yn(t)) =

n∑
i=1

∂G

∂yi
ẏi =

∂G

∂yn

Îòòóê ñëåäâà, ÷å G íå çàâèñè îò yn âúâ V . Îñòàâà äà îòáåëåæèì, ÷å ñâîéñòâîòî åäíà
ôóíêöèÿ äà å ïðúâ èíòåãðàë, à ñúùî òàêà ôóíêöèîíàëíàòà íåçàâèñèìîñò íå çàâèñÿò îò
ëîêàëíèòå êîîðäèíàòè.
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Ôîðìàëíî, íåêà h(x) = (h1(x), . . . , hn(x)). Äà ïðîâåðèì, ÷å hi, i = 1, . . . , n−1 ñà ïúðâè
èíòåãðàëè çà (5.11).

Lvhi =
n∑
k=1

∂hi
∂xk

vk = (h∗v)i = 0, i = 1, . . . , n− 1.

Òúé êàòî h å äèôåîìîðôèçúì òå ñà ôóíêöèîíàëíî íåçàâèñèìè

rank(
∂hi
∂xk

) = n− 1.

Íåêà ñåãà F = F (x) å ïðúâ èíòåãðàë çà (5.11) â U ′. Äà îçíà÷èì F̃ = F̃ (y) = F (h−1(y)).
Íî F̃ = F̃ (y1, . . . , yn−1). Ñëåäîâàòåëíî F = F (h1, . . . , hn−1), êîåòî è òðÿáâàøå äà ïîêàæåì.

Ïðèìåð 5.2. Äà ñå èçïðàâè âåêòîðíîòî ïîëå v(x) = (x1, 2x2)t â îáëàñòòà x1 > 0 .

Âåêòîðíîòî ïîëå èëè åêâèâàëåíòíî Lv = x1
∂
∂x1

+ 2x2
∂
∂x2

çàäàâà äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå ∣∣∣∣ ẋ1 = x1

ẋ2 = 2x2,

÷èåòî ðåøåíèå å x1 = C1e
t, x2 = C2e

2t. Èçêëþ÷âàéêè t îòòóê ïîëó÷àâàìå ïðúâ èí-
òåãðàë x2

x2
1

= const. Ïðàâèì ñìÿíà (x1, x2)→ (u, v) êúäåòî u = x2

x2
1
, w = ln x1. Â îáëàñòòà

x1 > 0 òàçè ñìÿíà å äîáðå äåôèíèðàíà è èçïðàâÿ âåêòîðíîòî ïîëå∣∣∣∣ u̇ = 0
ẇ = 1.

5.7 Óñòîé÷èâîñò â ñìèñúë íà Ëÿïóíîâ

Ïðè èçïîëçâàíåòî íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè ìåõàíè÷íè, õèìè÷åñêè èëè
äðóãè ïðîöåñè, íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà äåôèíèðàíè ñàìî â íÿêàêâè ãðàíèöè â ðàìêèòå íà
òî÷íîñòòà íà èçìåðâàíå. Âúïðåêè òîâà íèå ñå íàäÿâàìå, ÷å íàìåðåíèòå ðåøåíèÿ îïèñâàò
äîñòàòú÷íî äîáðå èíòåðåñóâàùèòå íè ïðîöåñè. Íàïðèìåð ëþëêà, êîÿòî å îòêëîíåíà ìàëêî
îò ðàâíîâåñíîòî ñè ïîëîæåíèå, íî å îñòàâåíà äà ñå äâèæè áåç âúíøíè âúçäåéñòâèÿ, âå÷íî
îñòàâà áëèçî äî ðàâíîâåñíîòî ñè ïîëîæåíèå. Òàêîâà ïîâåäåíèå å ìîäåë çà óñòîé÷èâîñò.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå âúâåäåì ìàòåìàòè÷åñêèòå ïîíÿòèÿ, êîèòî ôîðìàëèçèðàò ôèçè-
÷åñêàòà ïðåäñòàâà çà óñòîé÷èâîñò. Ùå çàïî÷íåì ñ ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà. Äà ðàçãëåäàìå
óðàâíåíèåòî

ẋ = F (x, t), x ∈ U ⊂ Rn, t ∈ R

è φ(t) å íåãîâî ôèêñèðàíî ðåøåíèå. Èñêàìå äà ðàçáåðåì ïîâåäåíèåòî íà áëèçêèòå äî φ(t)
ðåøåíèÿ. Çà òîâà å óäîáíî äà íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå y = x − φ(t). Â íîâèòå
êîîðäèíàòè óðàâíåíèåòî ñå çàïèñâà êàòî
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ẏ = G(y, t), y ∈ W ⊂ Rn+1.

Ñåãà âìåñòî φ(t) ùå èçó÷àâàìå íóëåâîòî ðåøåíèå. Êîíêðåòíî çàäà÷àòà íà òåîðèÿòà íà óñ-
òîé÷èâîñòòà å äà ñå óñòàíîâè äàëè ðåøåíèÿòà, çàïî÷âàùè áëèçî äî íóëàòà, âå÷íî îñòàâàò
áëèçêî äî íåÿ.

Â òîçè êðàòúê îáçîð ïî òåîðèÿ íà óñòîé÷èâîñòòà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñèñòåìàòà
å àâòîíîìíà è ÷å ðåøåíèåòî φ(t) ≡ a, êúäåòî a å ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå. Òîâà å
ñåðèîçíî îãðàíè÷åíèå, íî äàæå òî èìà äîñòàòú÷íî ïðèëîæåíèÿ çà äà áúäå îïðàâäàíî. Íî
îùå ïî-ñåðèîçíî îïðàâäàíèå å, ÷å òîçè ïðîñò ñëó÷àé å ìîäåë çà ìíîãî ïî-îáùè çàäà÷è,
âêëþ÷èòåëíî è çà ñèñòåìè ñ áåçêðàéíî ìíîãî ïðîìåíëèâè, êîèòî íàé-÷åñòî ñå îïèñâàò ñ
÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, çà óñòîé÷èâîñò íà íåñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ êàêòî è â
ñëó÷àÿ íà íåàâòîíîìíè ñèñòåìè.

È òàêà íàøàòà çàäà÷à ñòàâà ñëåäíàòà:

ẋ = v(x), x ∈ V ⊂ Rn. (5.12)

Ùå ðàçãëåæäàìå óñòîé÷èâîñò ñàìî íà ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ x = a. Ùå âúâåäåì ïîíÿòè-
åòî óñòîé÷èâî ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå . Ãåîìåòðè÷íî, òîâà å ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå,
çà êîåòî âñè÷êè ðåøåíèÿ, çàïî÷âàùè ïðîèçâîëíî áëèçêî äî íåãî, îñòàâàò âå÷íî áëèçêî
äî íåãî â íÿêàêúâ ñìèñúë. Ðàçáèðà ñå òóê òðÿáâà äà ïðåöèçèðàìå ïîíÿòèÿòà çà áëèçîñò.
Îñíîâíàòà çàäà÷à íà òåîðèÿòà íà óñòîé÷èâîñòòà å äà ìîæåì äà ïîçíàâàìå çà äàäåíà
ñèñòåìà è íåéíî ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå äàëè òî å óñòîé÷èâî.

Èìà ðàçëè÷íè ïîíÿòèÿ çà óñòîé÷èâîñò äîðè â ðàìêèòå íà ãîðíîòî èíòóèòèâíî îïè-
ñàíèå. Åòî äâå îò íàé-âàæíèòå ôîðìàëíè äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 5.7.1. Êàçâàìå, ÷å ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå x = a íà ñèñòåìàòà
( (5.12)) å óñòîé÷èâî (èëè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâ), àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ = δ(ε), òàêîâà ÷å àêî ||x0|| < δ, ðåøåíèåòî ϕ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå ϕ(0) = x0 ñå
ïðîäúëæàâà çà t ≥ 0 è óäîâëåòâîðÿâà ||ϕ(t)− a|| < ε çà âñÿêî t > 0. (ôèã. 1)

Äåôèíèöèÿ 5.5. Êàçâàìå, ÷å ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå x = a íà ñèñòåìàòà ( (5.12))
å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, àêî òî å óñòîé÷èâî è limt→∞ ||ϕ(t)|| = a. (ôèã. 2)

Îò êàçàíîòî ñå âèæäà, ÷å ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå å íåóñòîé÷èâî àêî çà âñÿêà
îêîëíîñò íà x = a ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå â òàçè îêîëíîñò, êîåòî ÿ
íàïóñêà çà íÿêîå t > 0. (ôèã. 3)

Îòòóê íàòàòúê ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå íà âåêòîðíîòî ïîëå å
0- v(0) = 0. Íà ïðúâ ïîãëåä ïî-îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå å òî÷êà
a 6= 0 ñå ñâåæäà äî ãîðíèÿ ÷ðåç òðàíñëàöèÿòà y = x− a.

Ïðèìåðè:
1. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå z = 0 íà ñèñòåìàòà ż = Az, êúäåòî z ∈ Rn è ñîáñòâåíèòå

÷èñëà íà ìàòðèöàòà A èìàò îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè, å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Òîâà ñå óñòàíîâÿâà ëåñíî îò âèäà íà îáùîòî ðåøåíèå z = eAtz0.
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2. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå x = 0 íà ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1

å óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ( ôèã. 4) - òîâà å öåíòúð â íàøàòà òåðìè-
íîëîãèÿ.

3. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå x = 0 íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ1 = x1

ẋ2 = −x2

å íåóñòîé÷èâî ( ôèã. 5) - òîâà å ñåäëî â íàøàòà òåðìèíîëîãèÿ.
Èçñëåäâàíåòî íà óñòîé÷èâîñòòà ñ ïîìîùòà íà äåôèíèöèèòå èçèñêâà ïîçíàâàíåòî íà

îáùîòî ðåøåíèå. Â ãîðíèòå ïðèìåðè ñèñòåìèòå ñà ëèíåéíè è îáùîòî ðåøåíèå ñå íàìèðà
ëåñíî. Çà ïðîèçâîëíà ñèñòåìà åêñïëèöèòíî ðåøåíèå ñå íàìèðà ðÿäêî, çàòîâà íè å íóæíî
ëåñíî ïðîâåðèìî äîñòàòú÷íî óñëîâèå, â òåðìèíèòå íà âåêòîðíîòî ïîëå v(x), ò.å. äÿñíàòà
ñòðàíà íà ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Èäåàëíèÿò ñëó÷àé, êúì êîéòî ñå ñòðå-
ìèì ñ îãëåä äèðåêòíè ïðèëîæåíèÿ â ïðàêòèêàòà, å äà íàïèøåì êðèòåðèè (= äîñòàòú÷íè
óñëîâèÿ) â òåðìèíèòå íà êðàåí áðîé êîåôèöèåíòè â ðàçâèòèåòî íà v(x) îêîëî ïîëîæå-
íèåòî íà ðàâíîâåñèå. Òîãàâà êðèòåðèèòå ùå ñà ëåñíî äîñòúïíè çà ñïåöèàëèñòè â äðóãè
îáëàñòè, íàïðèìåð èíæåíåðè, à ñúùî ëåñíî ùå ñå ïîääàâàò íà êîìïþòúðíî îáðàáîòêà.

Ñëåä òåçè áåëåæêè ÷èòàòåëÿò ïðåìèíàâàìå êúì îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà òåîðèÿòà íà
óñòîé÷èâîñòòà.

Äî êðàÿ íà ïàðàãðàôà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå v äèôåðåíöèðóåìî êîë-
êîòî òðÿáâà. Íåêà ðàçâèåì êîìïîíåíòèòå ìó â îêîëíîñò íà òî÷êàòà 0 ïî ôîðìóëàòà íà
Òåéëúð:

∣∣∣∣∣∣
v1(x) = ∂v1

∂x1
(0)x1 + . . .+ ∂v1

∂xn
(0)xn +O(||x||2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vn(x) = ∂vn

∂x1
(0)x1 + . . .+ ∂v

∂xn
(0)xn +O(||x||2)

Ãîðíèòå ñêàëàðíè ðàâåíñòâà ìîæåì äà ïðåäñòàâèì â ñëåäíèÿ ïî-êîìïàêòåí âåêòîðåí
çàïèñ

v(x) = Ax+ g(x),

êúäåòî A = v∗(x) = ( ∂vi
∂xj

(0))i,j=1,n è g(x) = O(||x||2).
Òîâà ïðåäñòàâÿíå íè ïîäñêàçâà, ÷å áëèçî äî òî÷êàòà 0 ãîëåìèíàòà íà âåêòîðíîòî ïîëå

ñå îïðåäåëÿ îò Ax , à íà g(x) ìîæå äà ñå ãëåäà êàòî íà ìàëêà äîáàâêà. Ïëàíúò íè ïî-äîëó
å äà ôîðìóëèðàìå êðèòåðèé çà óñòîé÷èâîñò â òåðìèíèòå íà ìàòðèöàòà A è äà ïîêàæåì,
÷å ìàëêàòà äîáàâêà íå âëèÿå íà óñòîé÷èâîñòòà.
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Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìà, â êîÿòî ó÷àñòâàò ñàìî ëèíåéíèòå ÷ëåíîâå:

ẋ = Ax (5.13)

Òÿ ñå íàðè÷à ëèíåàðèçàöèÿ (èëè ïúðâî ïðèáëèæåíèå) íà (5.12) â îêîëíîñò íà z = 0.

Òåîðåìà 5.7.2. (Ëÿïóíîâ) Íåêà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A ñà ñ îòðèöàòåë-
íè ðåàëíè ÷àñòè. Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (5.12) å àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å îñíîâàíî íà íàìèðàíå íà åñòåñòâåíà ôóíêöèÿ, êîÿ-
òî ñëóæè çà ìåðåíå íà ðàçñòîÿíèåòî äî ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå è êîÿòî ïðîèçëèçà
îò ëèíåéíàòà ñèñòåìà (òîâà å ñìèñúëà íà òåðìèíà "åñòåñòâåíîñò"). Òàêàâà ôóíêöèÿ å
êîíñòðóèðàë Ëÿïóíîâ è òÿ íîñè íåãîâîòî èìå

Äåôèíèöèÿ 5.7.3. (1) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà r(x), äåôèíèðàíà â íÿêàêâà îêîëíîñò
W íà òî÷êàòà 0, å ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà ( (5.12)) àêî

à) r(x) > 0, x ∈ W/{0}, r(0)) = 0
á) Lv(x)r(x) ≤ −γ.r(x), çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà γ
(2) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà íà Ëÿïóíîâ r(x) å ñòðîãà ñòðîãà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ,

àêî Ëÿïóíîâ, àêî íåðàâåíñòâîòî â á) å ñòðîãî ïðè x 6= 0.

Ñúùåñòâóâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ äàâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. Îñíîâ-
íàòà èäåÿ å ñëåäíàòà. Íåêà ôèêñèðàìå åäíà òðàêòîðèÿ, çàäàäåíà ñ ðåøåíèå φ(t). Êîãàòî
âðåìåòî t ðàñòå, ðàçñòîÿíèåòî íà φ(t) äî íóëàòà íàìàëÿâà. Òîâà ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å

d

dt
r(φ(t)) = Lvr(x) ≤ 0.

Íàé-íàïðåä ùå ïîñòðîèì ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà ëèíåéíàòà ñèñòåìà. Çà òîâà èìà
ìíîãî íà÷èíè. Åòî åäèí îò òÿõ. Äåôèíèðàìå

r(x) =

∫ ∞
0

||eAsx||2ds. (5.14)

Ëåìà 5.7.4. Ôóíêöèÿòà (5.14) å ñòðîãà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà ëèíåéíàòà ñèñòåìà
(5.13).

Äîêàçàòåëñòâî. ßñíî å, ÷å r(x) å ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà è r(0) =
0. Èíòåãðàëúò å ñõîäÿù ïîðàäè òîâà, ÷å A èìà ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ îòðèöàòåëíè ðåàëíè
÷àñòè.

Íàèñòèíà, ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà ìàòðèöàòà eAs èìà âèäà fpq = eλjsPk(s), êúäåòî
Pk(s) å ïîëèíîì îò ñòåïåí k ïî - ìàëêà èëè ðàâíà íà êðàòíîñòòà íà λj ìèíóñ 1. Íåêà
maxj Reλj < α < 0. Òîãàâà

|fpq
eαs
| ≤ |Pk(s)e(Reλj−α)s| ≤Mpq
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ò.å. |fpq| ≤ eαsMpq, êàòî òóê ñìå îçíà÷èëè ñM = (Mpq) êîíñòàíòíà ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëíî

r(x) =

∫ ∞
0

||eAsx||2ds ≤
∫ ∞

0

||Mx||2e2αsds ≤ ||Mx||2 ≤ β2||z||2 <∞.

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å çà âñÿêà ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà

β1||x||2 ≤ r(z) ≤ β2||x||2, β1, β2 > 0.

Îñòàâà äà ïðîâåðèì 2). Ïî äåôèíèöèÿ

LAxr(x) =
d

dt

∫ ∞
0

||eAseAtx||2ds =
d

dt

∫ ∞
0

||eA(s+t)x||2ds

σ=t+s
=

d

dt

∫ ∞
t

||eAσx||2dσ = −||eAtx||2 = −||x||2 ≤ − 1

β2

r(x).

Àêî îçíà÷èì ñ γ := 1
β2

ùå ïîëó÷èì íóæíèÿ ðåçóëòàò.
Ñëåä êàòî ñìå ïîñòðîèëè ôóíêöèÿòà íà Ëÿïóíîâ çà ëèíåéíàòà ñèñòåìà ùå ïîêàæåì,

÷å ñúùàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå óïîòðåáè è çà ïåðòóðáèðàíàòà (5.12). Òîâà å ÷åñòî ñðåùàíà
èäåÿ, êîÿòî èçïîëçâà ôàêòà, ÷å äîïúëíèòåëíèòå ÷ëåíîâå (â ñëó÷àÿ g(x)) ñà ìàëêè â
ñðàâíåíèå ñ ëèíåéíàòà ÷àñò.

Ëåìà 5.7.5. Íåêà ||x|| < τ , è τ å äîñòàòú÷íî ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Òîãàâà
Lv(x)r(x) ≤ −γ

2
r(x).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ñâîéñòâàòà íà ïðîèçâîäíàòà íà Ëè çíàåì, ÷å

Lv(x)r(x) = LAxr(x) + Lv2(x)r(x)

Âå÷å èìàìå LAxr(x) ≤ −γr(x).

g(x) ≤ k||x||2 ≤ k

β1

r(x)

Lg(x)r(x) =
n∑
i=1

∂r

∂xi
gi(x) ≤ cr3/2(x)

çà íÿêàêâî ïîëîæèòåëíî c. Íåêà ñåãà èçáåðåì ||x|| ≤ τ :=
√

b
β1
, òàêà ÷å r(x) ≤ b, êàòî b å

òàêîâà, ÷å cb1/2 ≤ γ
2
.

Lv(x)r(x) = LAxr(x) + Lg(x)r(x) ≤ −γr(x) +
γ

2
r(x) = −γ

2
r(x).

Íåêà ñåãà ϕ(t) å ðåøåíèå íà ((5.12)) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ áëèçêè äî íà÷àëîòî è ðàçëè÷íè
îò íóëà. Ïîëàãàìå %(t) := ln r(ϕ(t)).

%̇(t) =
d
dt
r(ϕ(t))

r(ϕ(t))
=
Lvr(ϕ(t))

r(ϕ(t))
≤ −γ

2

r(ϕ(t))

r(ϕ(t))
= −γ

2
.
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Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå

%(t) ≤ %(0)− γ

2
t èëè r(ϕ(t)) ≤ e

γ
2
tr(ϕ(0)),

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

||ϕ(t)|| ≤ 1

β2

e−
γ
2
tr(ϕ(0)). (5.15)

Îò òàçè îöåíêà ñå âèæäà, ÷å ϕ(t) íàìàëÿâà åêñïîíåíöèàëíî è êëîíè êúì íóëà ïðè t
êëîíÿùî êúì áåçêðàéíîñò.

Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà çà âñÿêî t ≥ 0. Èçáèðàìå êîìïàêò

K := {(x, t) | 0 ≤ t ≤ T, r(z) ≤ b}.

Ïðè ||ϕ(0)|| < τ, r(ϕ(0)) ≤ b îò îöåíêàòà (5.15) ñëåäâà, ÷å êîãàòî t ðàñòå, íîðìàòà íà ðå-
øåíèåòî íàìàëÿâà è ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî íå ìîæå äà èçëåçå íà ñòðàíè÷íèòå ãðàíèöè
íà êîìïàêòà (ôèã. 6). Òúé êàòî T å ïðîèçâîëíî, ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷å-
íî.

Òåîðåìà 5.7.6. Íåêà ìàòðèöàòà A íà ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà ( (3.19)) èìà ñîáñòâå-
íî ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò. Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà ( (5.12))
å íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà èìàìå ïîíå åäíî ñîáñòâåíî ÷èñëî íà ìàòðèöàòà A ñ ïîëîæèòåë-
íà ðåàëíà ÷àñò. Ïðîñòðàíñòâîòî Rn ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî äèðåêòíà ñóìà íà äâå
èíâàðèàíòíè ïîäïðîñòðàíñòâà Rn = E1

⊕
E2 êàòî

A1 = A|E1 èìà ñàìî ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷àñòè
A2 = A|E2 èìà ñàìî ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ îòðèöàòåëíè èëè íóëåâè ðåàëíè ÷àñòè.

Íåêà îçíà÷èì z = (x, y), x ∈ E1, y ∈ E2 è íåêà a > 0 å òàêîâà ÷èñëî, ÷å Reλj > a > 0 (λj
ñà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà A1 ). Âúðõó E1 èìà åâêëèäîâà íîðìà, òàêàâà ÷å

(A1x, x) ≥ a||x||2, x ∈ E1. (5.16)

Àíàëîãè÷íî, âúðõó E2 èìà åâêëèäîâà íîðìà, òàêàâà ÷å çà âñÿêî b > 0 å èçïúëíåíî

(A2y, y) < b||y||2, y ∈ E2. (5.17)

Íåêà ñ÷èòàìå, ÷å 0 < b < a.

v(z) = (v1(z), v2(z)) = (A1x+ F1(x, y), A2y + F2(x, y)),

êàòî F (z) = (F1(z), f2(z)) ñà íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå. Çà ïðîèçâîëíî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ = δ(ε) > 0 òàêîâà, ÷å àêî ||z|| < δ òóê (||z|| = (||x||+ ||y||)1/2)

||F (z)|| ≤ ε||z||2. (5.18)

Äåôèíèðàìå êîíóñà C =: {(x, y) ∈ E1

⊕
E2 | ||x|| > ||y||}.
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Ëåìà 5.7.7. Ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî U = {||z|| < δ}, òî çà âñÿêî z = (x, y) ∈
C
⋂
U
(à) (x, v1(x, y))− (y, v2(x, y)) > 0 ïðè x 6= 0,
(á) ñúùåñòâóâà µ > 0, òàêîâà ÷å (v(z), z) ≥ µ||z||2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà çàïî÷íåì ñ (á).

(v(z), z) = (A1x, x) + (A2y, y) + (F (z), z)

Îò (5.16), (5.17) è (5.18) ñëåäâà

(v(z), z) ≥ a||x||2 − b||y||2 − ε||z||2

Â C èìàìå ||x|| > ||y|| è ||x||2 ≥ 1
2
(||x||2 + ||y||2) ≥ 1

2
||z||2 îòêúäåòî

(v(z), z) ≥ (
a

2
− b

2
− ε)||z||2

Èçáèðàìå ε > 0 è ñ òîâà δ, òàêà ÷å µ = a
2
− b

2
− ε > 0.

Êîìåíòàð. Ãåîìåòðè÷íî óñëîâèåòî á) îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðúò v(z), z ∈ C ñî÷è íàâúí îò
ñôåðàòà ñ íà÷àëî â O è ìèíàâàùà ïðåç z (ôèã. 8).

Äà äîêàæåì ñåãà (à).

(x, v1(x, y))− (y, v2(x, y)) = (A1x, x) + (x, F1(x, y))− (A2y, y)− (y, F2(x, y)) >

a||x||2 − b||y||2 + (x, F1(x, y))− (y, F2(x, y)).

Íî |(x, F1(x, y))− (y, F2(x, y))| ≤ 2(z, F (z)). Êàêòî ïî - ãîðå â á)

a||x||2 − b||y||2 + (x, F1(x, y))− (y, F2(x, y)) ≥ (
a

2
− b

2
− 2ε)||z||2

Èçáèðàìå ε > 0 è ñ òîâà δ, òàêà ÷å a
2
− b

2
− 2ε > 0, îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî.

Çàáåëåæêà 5.7.8. Íåêà èíòåðïðåòèðàìå óñëîâèå à). Äà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ

g : E1 × E2 → R; g(x, y) =
1

2
(||x||2 − ||y||2),

g ∈ C1, g−1([0,∞)) = C, g−1(0) = ∂C.

Íåêà z = (x, y) ∈ U .

d

dt
g(z(t)) =

∂g

∂z
ż =

∂g

∂x
v1 +

∂g

∂y
v2 = (x, v1)− (y, v2) > 0

çà z ∈ ∂C ò.å. âúðõó ãðàíèöàòà íà C g ðàñòå è ñëåäîâàòåëíî íÿìà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî
óñëîâèå â C, êîåòî äà íàïóñíå C ïðåäè äà å íàïóñíàëî U .
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Ïðîäúëæàâàìå ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìàòà. Íåêà z(t) å ðåøåíèå â C
⋂
U .

(v(z), z) = (ż, z) =
1

2
||z||2 ≥Ë2(á) µ||z||2

d
dt
||z||2

||z||2
≥ 2µ

Èíòåãðèðàéêè ïîëó÷àâàìå ln ||z(t)||2 ≥ 2µt+ ln ||z(0)||2 èëè

||z(t)|| ≥ eµt||z(0)||.

È òàêà âñÿêî ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå â C
⋂
U ñå îòäàëå÷àâà îò íà÷àëîòî . Àêî

ðåøåíèåòî íå å äåôèíèðàíî çà âñÿêî t, òî ñå ïðîäúëæàâà ïîíå äî ãðàíèöèòå íà êîìïàêòà
C
⋂
U è îò ñïîìåíàòîòî ïî - ãîðå íàïóñêà U . Ñëåäîâàòåëíî z = 0 å íåóñòîé÷èâî.

Çàáåëåæêà. Âúâ âðúçêà ñ äîêàçàíèòå ïî - ãîðå Òåîðåìè ñå ïîñòàâÿ ñëåäíàòà çàäà÷à
(çàäà÷à íà Ðàóò - Õóðâèö) - ïî äàäåí ïîëèíîì äà ñå óñòàíîâè äàëè íåãîâèòå êîðåíè
ëåæàò â ëÿâàòà ïîëóðàâíèíà. Ðàçðàáîòåíè ñà íÿêîëêî àëãîðèòúìà, êîèòî îáèêíîâåííî
ñå îïèñâàò â êóðñîâåòå ïî àëãåáðà.

Ñëó÷àÿò, êîãàòî ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà (3.19) èìà ñîáñòâåíè ÷èñëà âúðõó èìàãè-
íåðíàòà îñ å ñëîæåí. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìèòå

∣∣∣∣ ẋ = y ± x3

ẏ = −x , ñ ëèíåàðèçàöèÿ â îêîëíîñò íà (0, 0)

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −x

Çà ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà ðàâíîâåñèåòî (0, 0) å îò òèï öåíòúð (ñúñ ñîáñòâåíè ÷èñ-
ëà ±i), äîêàòî çà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà èìàìå ñúîòâåòíî íåóñòîé÷èâ (óñòîé÷èâ) ôîêóñ.
Òîâà ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî êàòî ñå ïðåìèíå íàïðèìåð ïîëÿðíè êîîðäèíàòè. Ñëåäîâàòåëíî
èçñëåäâàíåòî íà óñòîé÷èâîñòòà â ñëó÷àÿ êîãàòî ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ëèíåàðèçèðàíàòà
ñèñòåìà ëåæàò âúðõó èìàãèíåðíàòà îñ èçèñêâà ðàçãëåæäàíåòî íà íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå.

Äà ðàçãëåäàìå åäèí ñïåöèàëåí êëàñ íåëèíåéíè ñèñòåìè, à èìåííî êîíñåðâàòèâíèòå
ẍ = −gradU , êúäåòî x ∈ V ⊂ Rn, U ∈ C2(V ). Åêâèâàëåíòíî çàïèñâàìå

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −gradU

Íåêà (x0, 0) å ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå êàòî (x0 : gradU(x0) = 0) å êðèòè÷íà òî÷êà
çà U . Òîâà ðàâíîâåñèå íå ìîæå äà áúäå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïîðàäè íàëè÷èåòî
íà ñúîòíîøåíèå êîåòî ñå çàïàçâà ñ âðåìåòî, à èìåííî èíòåãðàëà íà åíåðãèÿòà E = y2

2
+

U(x) = e = const.
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Òåîðåìà 5.1. (Ëàãðàíæ - Äèðèõëå) Íåêà ïîòåíöèàëúò U ∈ C2(V ) èìà ñòðîã ìèíèìóì
â x0. Òîãàâà ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (x0, 0) å óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî íå å ÿñíî ïðåäâàðèòåëíî êàêúâ å çíàêà íà êîíñòàíòàòà e â
èíòåãðàëà E = e, ãî ìîäèôèöèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

E(x, y) =
y2

2
+ U(x)− U(x0) = e

Î÷åâèäíî E(x0, 0) = 0 è òúé êàòî x0 å ñòðîã ìèíèìóì E(x, y) = e > 0 â íÿêàêâà
îêîëíîñò W íà (x0, 0).

Äà ïîëîæèì z = (x, y), z0 = (x0, 0). Íåêà Bε(z0) =: {z ∈ W | ||z − z0|| < ε} è
α = minz∈∂Bε(z0) E(z) > 0.

Äà îçíà÷èì ñ W1 =: {z ∈ Bε(z0) | E < α}. Òîãàâà çà ðåøåíèå z(t, z) ñ íà÷àëíî
óñëîâèå z ∈ W1 å èçïúëíåíî E(z(t, z)) = E(z) < α. Ñëåäîâàòåëíî òîâà ðåøåíèå íå
íàïóñêà Bε(z0) çà t ≥ 0 è z0 = (x0, 0) å óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 5.3. Íåêà äà èçñëåäâàìå â çàâèñèìîñò îò a ∈ R óñòîé÷èâîñòòà íà ïîëîæå-
íèÿòà íà ðàâíîâåñèå íà ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = x3 − x+ ay

Äà íàìåðèì ïúðâî îñîáåíèòå òî÷êè.

∣∣∣∣ y = 0
x3 − x+ ay = 0

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèÿòà íà ãîðíàòà ñèñòåìà ñà (0, 0), (±1, 0). Ëèíåàðèçèðàìå
â îêîëíîñò íà (±1, 0). Äà îçíà÷èì X = x∓ 1, Y = y. Ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà ïðèåìà
âèäà

∣∣∣∣ Ẋ = Y

Ẏ = 2X + aY
, A =

(
0 1
2 a

)
.

Íåçàâèñèìî îò çíàêà íà a åäíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî èìà ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò,
ñëåäîâàòåëíî (±1, 0) å íåóñòîé÷èâî ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå çà âñÿêî a ∈ R.

Ëèíåàðèçèðàìå â îêîëíîñò íà (0, 0)

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −x+ ay

, A =

(
0 1
−1 a

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A å λ2 − aλ+ 1 = 0 îòêúäåòî ñëåäâà,
÷å ïðè a > 0 ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (0, 0) å íåóñòîé÷èâî, ïðè a < 0 ïîëîæåíèåòî
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íà ðàâíîâåñèå (0, 0) å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè ïðè a = 0 ñîáñòâåíèòå ÷èñëà
ñà ñ íóëåâè ðåàëíè ÷àñòè è íèùî íå ìîæåì äà êàæåì çà óñòîé÷èâîñòòà íà áàçàòà íà
òåîðåìèòå íà Ëÿïóíîâ.

Çà ùàñòèå ïðè a = 0 ñèñòåìàòà å êîíñåðâàòèâíà

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = x3 − x

ñ ïîòåíöèàë U = x2

2
− x4

4
. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å x = 0 å ñòðîã ìèíèìóì çà U è

ñëåäîâàòåëíî ïî Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ - Äèðèõëå ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (0, 0) å
óñòîé÷èâî.

5.8 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïúðâè èíòåãðàëè çà äàäåíî âåêòîðíî ïîëå
îáðàçóâà àëãåáðà: ñóìà è ïðîèçâåäåíèå íà ïúðâè èíòåãðàëè å ïðúâ èíòåãðàë.

2. Ïðè êàêâè k ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ ẋ1 = x1, ẋ2 = kx2 èìà â ðàâíèíàòà íåïîñòîÿíåí
ïðúâ èíòåãðàë?

3. Èìà ëè ñèñòåìàòà ẋ = Ax, A : R3 → R3 íåïîñòîÿííè íåïðåêúñíàòè ïúðâè èíòåãðàëè
â R3, àêî

à) 1 è i ñà ñîáñòâåíè ÷èñëà íà A;

á) 1 è −1 ñà ñîáñòâåíè ÷èñëà íà A.

4. Äà ñå èçïðàâÿò âåêòîðíèòå ïîëåòà

à) x ∂
∂x

+ 2y ∂
∂y

ïðè x > 0;

á) ∂
∂x

+ sinx ∂
∂y

;

â) x ∂
∂x

+ (1− x2) ∂
∂y

ïðè x2 < 1.

5. Íåêà x(t) å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

ẋ =
x3 − x
1 + e2x

, x(0) = 1/2.

Íàìåðåòå limt→∞ x(t).

6. Íàìåðåòå îñîáåíèòå òî÷êè íà ñèñòåìèòå è èçñëåäâàéòå òÿõíàòà óñòîé÷èâîñò.

a)

∣∣∣∣ ẋ = x2 − y2 − 1
ẏ = −2y

b)

∣∣∣∣ ẋ = y − x2 + 2
ẏ = 2y2 − 2x2

c)

∣∣∣∣ ẋ = −4x− 2y + 4
ẏ = xy

d)

∣∣∣∣∣∣
ẋ = tg(z − y)− 2x
ẏ =
√

9 + 12x− 3ey

ż = −3y
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7. Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) çà ñèñòåìèòå∣∣∣∣ ẋ = −y ± x(x2 + y2)

ẏ = x± y(x2 + y2)
.

Óïúòâàíå. Ïðåìèíåòå â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè.

8. Â çàâèñèìîñò îò ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a íàìåðåòå îñîáåíèòå òî÷êè íà ñèñòåìèòå

à)

∣∣∣∣∣ ẋ = y

ẏ = sin(x+ ay)
, á)

∣∣∣∣∣ ẋ = y (a ≥ 0)

ẏ = −x− a(x2 − 1)y − x3 .

è èçñëåäâàéòå òÿõíàòà óñòîé÷èâîñò.

9. Ïîêàæåòå, ÷å âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà

ẋ =
ym√

1 + x2 + y2
, ẏ = − xm√

1 + x2 + y2

ïðè m = 2 ñà îïðåäåëåíè â èíòåðâàëà (−∞,∞), íî ðåøåíèåòî x = 0 íå å óñòîé÷èâî.
Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà òîâà ðåøåíèå íà òàçè ñèñòåìà ïðè äðóãè åñòåñòâåíè
÷èñëà m.

10. Ñúñòàâåòå ôàçîâèòå ïîðòðåòè íà êîíñåðâàòèâíèòå ñèñòåìè ñúñ ñëåäíèòå ïîòåíöèà-
ëè:

à) U = x3 ± 3x; á) U = x4 ± 2x2; â) U = x sinx; ã) U = (x − 1) sinx; ä)
U = cosx+ x;



Ãëàâà 6

×ÄÓ îò ïúðâè ðåä.

Â ïðåäèøíàòà ãëàâà å èçëîæåíî âàæíîòî ïîíÿòèå ïðúâ èíòåãðàë çà ñèñòåìà äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ:

ẋ = a(x), x ∈ V ⊂ Rn a(x) = (a1, . . . , an)

Àêî îçíà÷èì ñ u(x) ïúðâèÿ èíòåãðàë, òîé óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå â ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè:

a1(x)
∂u

∂x1

+ a2(x)
∂u

∂x2

+ . . .+ an(x)
∂u

∂xn
= 0, (6.1)

êîåòî ñå íàðè÷à õîìîãåííî ëèíåéíî ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä .
Òîãàâà è ñïîìåíàõìå, ÷å íàìèðàíåòî íà ïðúâ èíòåãðàë å òðóäíà çàäà÷à. Â òàçè ãëàâà ùå
ðàçãëåäàìå óðàâíåíèÿ îò òîçè òèï è òåõíèòå îáîáùåíèÿ:

a1(x, u)
∂u

∂x1

+ a2(x, u)
∂u

∂x2

+ . . .+ an(x, u)
∂u

∂xn
= f(x, u).

Ïîñëåäíèòå ñå íàðè÷àò êâàçèëèíåéíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä .
Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â êâàçèëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ êîåôèöèåíòèòå aj ìîãàò äà çàâèñÿò
è îò íåèçâñòíàòà ôóíêöèÿ.

Ðåøàâàíåòî íà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ñå ñâåæäà äî ðåøà-
âàíåòî íà ñïåöèàëíè ñèñòåìè îò îáèêíîâåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, íàðå÷åíè óðàâ-
íåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêè. Â ÷àñòíîñò, ñ óðàâíåíèÿòà, êîèòî ùå ðàçãëåæäàìå ñà ñâúðçàíè
èíâàðèàíòíî ãåîìåòðè÷íè îáåêòè.

Ïî-äîëó å èçëîæåíà ïîäðîáíî òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä, à çà êâà-
çèëèíåéíèòå è íåëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ å äàäåíà ñàìî èç÷èñëèòåëàòà ñòðàíà, òúé êàòî
ãåîìåòðèÿòà å ïî - ñëîæíà.

109
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6.1 Ëèíåéíè õîìîãåííè óðàâíåííèÿ

Äåôèíèöèÿ 6.1. Ëèíåéíîòî ×ÄÓ (6.1) îò ïúðâè ðåä íàðè÷àìå óðàâíåíèå îò âèäà
êúäåòî u å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U ⊂ Rn, ai(x) ∈ C1(U) ò.å.

âåêòîðíîòî ïîëå a(x) = (a1(x), . . . , an(x)) å çàäàäåíî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî â
îáëàñòòà U .

Óðàâíåíèåòî (6.2) ìîæå äà áúäå çàïèñàíî âúâ âèäà

Lau =
n∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
= 0. (6.2)

Äåôèíèöèÿ 6.2. Âåêòîðíîòî ïîëå a ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî âåêòîðíî ïîëå çà
óðàâíåíèåòî (6.2), à íåãîâèòå ôàçîâè êðèâè ñå íàðè÷àò õàðàêòåðèñòèêè. Óðàâíåíèåòî
ẋ = a(x) ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà õàðàêòåðèñòèêèòå çà ×ÄÓ (6.2).

Õàðàêòåðèñòèêèòå íà óðàâíåíèåòî Lau = 0 ñà ñâúðçàíè ñ íåãî èíâàðèàíòíî ïî îò-
íîøåíèå íà äèôåîìîðôèçìèòå: àêî åäèí äèôåîìîðôèçúì ïðèâåæäà åäíî óðàâíåíèå â
äðóãî, òî òîé ïðèâåæäà õàðàêòåðèñòèêèòå íà ïúðâîòî óðàâíåíèå â òåçè íà ïîëó÷åíîòî
(òîâà âèäÿõìå ïðè èçó÷àâàíå íà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðíî ïîëå). Ïî
ñúùåñòâî, ñâúðçâàìå ñ óðàâíåíèåòî ãåîìåòðè÷åí îáåêò - õàðàêòåðèñòèêà.

Âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà (6.2) ñå ðåøàâà òðèâèàëíî.

Òâúðäåíèå 6.1. Ôóíêöèÿòà u å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî Lau = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî òÿ å ïðúâ èíòåãðàë çà óðàâíåíèåòî íà õàðàêòåðèñòèêèòå.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà å äåôèíèöèÿòà íà ïðúâ èíòåãðàë.
Âúïðåêè î÷åâèäíîñòòà ñè Òâúðäåíèåòî å ïîëåçíî, çàùîòî ïî - ëåñíî å äà ñå ðåøàâà

ñèñòåìàò îáèêíîâåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêèòå îòêîëêîòî ïúð-
âîíà÷àëíîòî ×ÄÓ.

Íà ïðàêòèêà ïîñòúïâàìå òàêà. Ïî äàäåíî ×ÄÓ ((6.2)) çàïèñâàìå ñèñòåìàòà îò õà-
ðàêòåðèñòèêèòå ẋ = a(x). Ñëåä òîâà íàìèðàìå îñîáåíèòå òî÷êè ò.å. ðåøàâàìå ñèñòåìàòà
óðàâíåíèÿ a(x) = 0. Íåêà îçíà÷èì ñ F ìíîæåñòâîòî îñîáåíèòå òî÷êè - F := {x | a(x) = 0}.
Âñÿêà òî÷êà îò ìíîæåñòâîòî Rn\F å íåîñîáåíà è ñëåäîâàòåëíî â íÿêàêâà íåéíà îêîëíîñò
ñúùåñòâóâàò n − 1 íåçàâèñèìè ïúðâè èíòåãðàëè f1, f2, . . . , fn−1 íà ñèñòåìàòà îò õàðàê-
òåðèñòèêè. Òîãàâà â Rn\F îáùîòî ðåøåíèå íà (6.2) å u = G(f1, . . . , fn−1), êúäåòî G å
ïðîèçâîëíà ãëàäêà ôóíêöèÿ íà n− 1 ïðîìåíëèâè.

Ïðèìåð 6.1.1. xux + yuy + xyuz = 0

Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå ñà:

∣∣∣∣∣∣
ẋ = x
ẏ = y
ż = xy

Ìíîæåñòâîòî îò îñîáåíèòå òî÷êè íà ãîðíàòà ñèñòåìà å F = {(0, 0, z)}. Çà äà ðåøèì
óðàâíåíèåòî â R3\F ñà íè íóæíè äâà íåçàâèñèìè ïúðâè èíòåãðàëè íà ñèñòåìàòà îò
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õàðàêòåðèñòèêè. Çà öåëòà ïî - óäîáíî å äà ïðåäñòàâèì òàçè ñèñòåìà â ò.í. ñèìåòðè÷åí
âèä

dx

x
=
dy

y
=
dz

xy

Ïúðâèòå äâà ÷ëåíà îò ïðîïîðöèÿòà dx
x

= dy
y
äàâàò ñëåäíèÿò ïðúâ èíòåãðàë y

x
= C1.

Çà äà ïîëó÷èì âòîðèÿ èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî íà ïðîïîðöèÿòà ydx+xdy
2xy

= dz
xy

îòêúäåòî
ñòèãàìå äî xy − 2z = C2. Äâàòà èíòåãðàëà ñà íåçàâèñèìè òúé êàòî åäèíèÿ ñúäúðæà z, à
äðóãèÿ - íå. Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå å

u = G(
y

x
, xy − 2z).

6.2 Çàäà÷à íà Êîøè

Çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íè òðÿáâàò ïîäõîäÿùè íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Äåôèíèöèÿ 6.3. Çàäà÷à íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî Lau = 0 ñå íàðè÷à çàäà÷à çà îïðåäå-
ëÿíå íà ôóíêöèÿòà u ïî íåéíèòå çíà÷åíèÿ âúðõó õèïåðïîâúðõíèíà γ â Rn èëè∣∣∣∣ Lau = 0

u|γ = ϕ(x)
(6.3)

Òóê γ ñå íàðè÷à íà÷àëíà õèïåðïîâúðõíèíà, à ϕ(x) - íà÷àëíà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà âúðõó
òàçè õèïåðïîâúðõíèíà.

Çàäà÷àòà íà Êîøè (6.3) íå âèíàãè èìà ðåøåíèå. Ïî âñÿêà õàðàêòåðèñòèêà çíà÷åíèåòî
íà u å ïîñòîÿííî (u å ïðúâ èíòåãðàë). Õàðàêòåðèñòèêàòà ìîæå äà ïðåñè÷à γ íÿêîëêî ïúòè
(ôèã. 1). Àêî çíà÷åíèÿòà íà íà÷àëíàòà ôóíêöèÿ ϕ â òåçè òî÷êè ñà ðàçëè÷íè, ñúîòâåòíàòà
çàäà÷à íà Êîøè íÿìà ðåøåíèå â îêîíîñò íà òàçè õàðàêòåðèñòèêà.

Ïðèìåð 6.1. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå çàäà÷è íà Êîøè

xux − yuy = 0, a)u|Γ:y=1
= x, b)u|Γ:y=0

= ϕ(x).

Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå ñà ẋ = x, ẏ = −y ñ åäèíñòâåíà îñîáåíà òî÷êà
(0, 0). Âåäíàãà ñå ïîëó÷àâàò è ñàìèòå õàðàêòåðèñòèêè xy = C, îòêúäåòî îáùîòî ðå-
øåíèå å u = u(xy). Â ñëå÷àé à) u|Γ:y=1

= x èìàìå åäèíñòâåíî ðåøåíèå u = xy (ôèã.
2). Çà ñëó÷àé b) èìàìå u|Γ:y=0

= u(0) = ϕ(x). ßñíî å, ÷å ðåøåíèå èìàìå òîãâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ϕ(x) = const = u(0), à ðåøåíèÿòà ñà áåçêðàéíî ìíîãî.

Ïðèìåð 6.2. Èìàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè

yux − xuy = 0, u|Γ:x2+y2=1
= ϕ.
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Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå ñà ẋ = y, ẏ = −x ñ åäèíñòâåíà îñîáåíà òî÷êà
(0, 0). Ïúðâèÿò èíòåãðàë íà òàçè ñèñòåìà (ò.å ñàìàòà õàðàêòåðèñòèêà) å x2 +y2 = C
è ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå å u = u(x2+y2). Â ñëó÷àÿ íà÷àëíàòà õèïåðïîâúðõíèíà å
âúðõó õàðàêòåðèñòèêà. Òàçè çàäà÷à íà Êîøè èìà è òî áåçêðàéíî ìíîãî ðåøåíèÿ òîãàâà
è ñàìî òîãàâà êîãàòî ϕ = const− u = u(x2 + y2), u(1) = ϕ = const.

Äåôèíèöèÿ 6.4. Òî÷êàòà x0 ∈ γ îò íà÷àëíàòà õèïåðïîâúðõíèíà íàðè÷àìå íåõàðàê-
òåðèñòè÷íà òî÷êà, àêî õàðàêòåðèñòèêàòà ïðåç òàçè òî÷êà å òðàíñôåðçàëíà (íåäîïè-
ðàòåëíà) êúì γ â òàçè òî÷êà ò.å. (a(x0), gradγ) 6= 0.

Òåîðåìà 6.1. Íåêà x0 å íåõàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà çà íà÷àëíàòà õèïèðïîâúðõíèíà.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà x0, òàêàâà ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè (6.3) èìà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå â òàçè îêîëíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî x0 å íåõàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà, òî òÿ íå ìîæå äà å îñîáåíà
òî÷êà çà âåêòîðíîòî ïîëå ò.å. a(x0) 6= 0. Îò Òåîðåìàòà çà èçïðàâÿíå íà âåêòîðíî ïîëå
ñúùåñòâóâà îêîëíîñò U 3 x0 è äèôåîìîðôèçúì y = f(x), f : U → V , êîéòî èçïðàâÿ
âåêòîðíîòî ïîëå f∗a = en = (0, 0, . . . , 1). Íåêà γ ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèå γ : ψ(x) = 0. Ïðè
äèôåîìîðôèçìúò f îáðàçúò íà γ å Γ : ψ(y) = 0 è çàäà÷àòà íà Êîøè ïðèåìà∣∣∣∣ ∂u

∂yn
= 0

u|Γ:ψ(y)=0
= ϕ̃(y)

(6.4)

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å â îêîëíîñò íà y0 = f(x0) å èçïúëíåíî ∂ψ
yn
6= 0. Òúé êàòî ïðè

äèôåîìîðôèçúì íåõàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà îòèâà â íåõàðàêòåðèñòè÷íà, òî y0 å íåõàðàê-
òåðèñòè÷íà òî÷êà çà Γ. Òîãàâà

(f∗a(y0), gradψ) = (en, gradψ) =
∂ψ

yn
(y0) 6= 0

à ñëåäîâàòåëíî òîâà å èçïúëíåíî è â íÿêàêâà îêîëíîñò. Îò òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ â îêîëíîñò V1 íà y0, êúäåòî

∂ψ
yn
6= 0 ìîæåì äà ïðåäñòàâèì Γ : ψ(y) = 0 âúâ âèäà

Γ : yn = φ(y1 . . . , yn−1).
Íàêðàÿ äåôèíèðàìå íîâ äèôåîìîðôèçúì z = z(y) âúâ V1 ñ ôîðìóëèòå∣∣∣∣ zi = yi i = 1, . . . , n− 1

zn = yn = φ(y1, . . . , yn−1)

Òîçè äèôåîìîðôèçúì èçîáðàçÿâà âåêòîðíîòî ïîëå â ñåáå ñè z∗en = en òúé êàòî

z∗ =


1 0 . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ . . . ∗ 1


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à Γ : yn = φ(y1, . . . , yn−1) îòèâà â zn = 0. Òàêà äîñòèãíàõìå äî ñëåäíèÿ âèä íà çàäà÷àòà
íà Êîøè (6.3)

∣∣∣∣ ∂u
∂zn

= 0

u|zn=0 = ϕ̃(z1, . . . , zn−1)
(6.5)

Òàçè çàäà÷à èìà ðåøåíèå u(z1, z2, . . . , zn) = ϕ̃(z1, . . . , zn−1) è òî å åäèíñòâåíî. Íàèñòè-
íà, íåêà u1 è u2 ñà ðåøåíèÿ íà (6.5). Ïîëàãàìå ũ = u1−u2. Òàçè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà
çàäà÷àòà íà Êîøè

∣∣∣∣ ∂ũ
∂zn

= 0

ũ|zn=0 = 0,

÷èåòî ðåøåíèå å ũ = 0, êîåòî è òðÿáâàøå äà äîêàæåì.

Ïðèìåð 6.3. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè

∣∣∣∣ xux + yuy + xyuz = 0
u|z=0 = x2 + y2

Â ïðèìåð Ïðèìåð 6.1.1 ïðåñìåòíàõìå îñîáåíèòå òî÷êè íà ñèñòåìàòà îò õàðàê-
òåðèñòèêè. Òóê γ : z = 0 è gradγ = (0, 0, 1). Óñëîâèåòî çà íåõàðàêòåðèñòè÷íîñò
(a, gradγ) 6= 0 äàâà xy 6= 0 ò.å. âñè÷êè íåîñîáåíè òî÷êè ñà íåõàðàêòåðèñòè÷íè è ñïî-
ðåä Òåîðåìà 2 ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Âèäÿõìå, ÷å îáùîòî ðåøåíèå èìà âèäà
u = G( y

x
, xy − 2z), êúäåòî y

x
= C1, 2z − xy = C2 ñà ïúðâèòå èíòåãðàëè. Ïîñòúïâàìå òà-

êà. Â èíòåãðàëèòå ïîëàãàìå z = 0. Ïîëó÷åíèòå îçíà÷àâàìå ñ âúëíè: y
x

= C̃1,−xy = C̃2.

Îòòòóê èçðàçÿâàìå x2 = − C̃2

C̃1
è y2 = −C̃1C̃2 îòêúäåòî

u|z=0 = x2 + y2 = −C̃1C̃2 −
C̃2

C̃1

Ñåãà ìàõàìå âúëíèòå

u = −C1C2 −
C2

C1

= (xy − 2z)(
x

y
+ yx)

è òîâà å òúðñåíîòî ðåøåíèå.

6.3 Ëèíåéíè íåõîìîãåííè óðàâíåííèÿ

Äåôèíèöèÿ 6.5. Ëèíåéíî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä â íÿêàêâà îáëàñò U ⊂
Rn ñå íàðè÷à

Lau = b, (6.6)
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êúäåòî u å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, a å çàäàäåíî âåêòîðíî ïîëå â îáëàñòòà U è b -
èçâåñòíà ôóíêöèÿ.

Â êîîðäèíàòåí çàïèñ óðàâíåíèåòî (6.6) ïðèåìà âèäà

a1(x)
∂u

∂x1

+ a2(x)
∂u

∂x2

+ . . .+ an(x)
∂u

∂xn
= b(x). (6.7)

Îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå å ðàâíî íà ñóìàòà íà îáùîòî
ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíèå è êîå äà å ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìàãåííîòî óðàâíåíèå.

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå ñå ðàçãëåæäà ïðè ñúùèòå ïðåäïîëî-
æåíèÿ êàêòî òàçè çà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå∣∣∣∣ Lau = b

u|γ = ϕ(x)
(6.8)

Òåîðåìà 6.2. Â îêîëíîñò íà íåõàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà íà íà÷àëíàòà õèïåðïîâúðõíè-
íà, çàäà÷àòà íà Êîøè (6.8) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Òóê âìåñòî äà ïðåäñòàâèì ôîðìàëíîòî äîêàçàòåëñòâî ïðåäïî÷èòàìå äà äàäåì èäåÿòà
è ñúîòâåòíàòà ôîðìóëà íà ðåøåíèåòî.

Óðàâíåíèåòî (6.6) îçíà÷àâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà ðåøåíèåòî ïî íàïðàâëåíèå íà õàðàê-
òåðèñòèêèòå å èçâåñòíà ôóíêöèÿ, à èìåííî b. Ñëåäîâàòåëíî íàðàñòâàíåòî íà ðåøåíèåòî
çà èíòåðâàëà âðåìå ïðè äâèæåíèå ïî õàðàêòåðèñòèêàòà å ðàâíî íà èíòåãðàë îò b ïî
ñúùèÿ èíòåðâàë (ôèã. 3).

Íåêà g(x, t) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêèòå ẋ = a(x) ñ íà-
÷àëíè óñëîâèÿ g(x, 0) = x, x ∈ γ ò.å. âúðõó γ ïðåäïîëàãàìå t = 0. Òîãàâà çà ðåøåíèåòî
èìàìå

u(g(x, t)) = ϕ(x) +

∫ t

0

b(g(x, τ))dτ

Äèðåêòíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å òîâà íàèñòèíà å ðåøåíèå íà (6.8).

Ïðèìåð 6.4. Ðåøàâàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè

xux − 2yuy = x2 + y2, u|Γ:y=1
= x2.

Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå ñà ẋ = x, ẏ = −2y, ÷èéòî ðåøåíèÿ ñà x =
C1e

t, y = C2e
−2t. Õàðàêòåðèñòèêèòå ïðåç òî÷êà (ξ, 1) (t = 0) ñà x = ξet, y = e−2t.

Âúðõó Γ íÿìà õàðàêòåðèñòè÷íè òî÷êè. Ïðîèçâîäíàòà íà ðåøåíèåòî ïî íàïðàâëåíèå
íà õàðàêòåðèñòèêèòå å

u̇ = uxẋ+ uyẏ = xux − 2yuy = x2 + y2
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èëè u̇ = ξ2e2t + e−4t. Èíòåãðèðàìå ïî t îò÷èòàéêåè óñëîâèåòî, ÷å u|t=0 = ξ2. Òîãàâà
åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå å

u =
ξ2e2t

2
(1 + e−2t) +

1

4
(1− e−4t)

èëè

u =
x2

2
(1 + y) +

1

4
(1− y2).

6.4 Êâàçèëèíåéíè óðàâíåííèÿ

Äåôèíèöèÿ 6.6. Óðàâíåíèå îò âèäà

a1(x, u)
∂u

∂x1

+ a2(x, u)
∂u

∂x2

+ . . .+ an(x, u)
∂u

∂xn
= b(x, u), (6.9)

êúäåòî u å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, x ∈ U ⊂ Rn íàðè÷àìå êâàçèëèíåéíî.

Çà ðàçëèêà îò ëèíåéíîòî óðàâíåíèå òóê êîåôèöèåíòèòå b(x, u) è a(x, u) = (a1(x, u), . . . , an(x, u)
ìîãàò äà çàâèñÿò îò ñòîéíîñòèòå íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 6.5. Äà ðàçãëåäàìå åäíîìåðíà ñðåäà îò íåâçàèìîäåéñòâàùè ñè ÷àñòèöè, äâè-
æåùè ñå â ñúïðîòèâèòåëíà ñðåäà, ñúñ ñèëà F = −αv, êúäåòî v å ñêîðîñòòà íà ÷àñòè-
öàòà. Íåêà îçíà÷èì ñ x = ϕ(t) çàêîíà íà äâèæåíèå íà ÷àñòèöàòà, v = v(t, x) - íåéíàòà
ñêîðîñò, òî ϕ̇ = v(t, ϕ(t)), à çàêîíà íà Íþòîí èìà âèäà ϕ̈ = F = −αv. Äèôåðåíöèðàéêè
ïðåäíîòî ïîëó÷àâàìå

vt + vvx = −αv,

êîåòî å óðàâíåíèå îò âèäà (6.9) çà ïîëåòî îò ñêîðîñòè íà ÷àñòèöèòå.

Óðàâíåíèåòî (6.9) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

La(x,u) = b(x, u) (6.10)

Îò ðàçãëåäàíèÿò ïðèìåð êàêòî è îò çíàíèÿòà íè çà ëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä
å óäîáíî äà ñå ïðåìèíå îò ×ÄÓ êúì ñèñòåìà ÎÄÓ. Àíàëîãè÷íî íà ëèíåéíèòå óðàâíå-
íèÿ ñ êâàçèëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä ñâúðçâàìå èíâàðèàíòíî ãåîìåòðè÷åí îáåêò -
õàðàêòåðèñòèêè, êîéòî ùå äåôèíèðàìå ñåãà.

Óðàâíåíèåòî (6.10) îçíà÷àâà, ÷å àêî òî÷êà x èçëèçà îò x0 è çàïî÷âàÿ äà ñå äâèæè â U
ñúñ ñêîðîñò a(x0, u0), òî çíà÷åíèåòî íà ðåøåíèåòî u = u0 çàïî÷âà äà ñå ìåíè ñúñ ñêîðîñò
b(x0, u0), ò.å. âåêòîðúò A(x0, u0) = (a(x0, u0), b(x0, u0)) å äîïèðàòåëåí äî ðåøåíèåòî (ôèã.
1). Âåêòîðúò A(x0, u0) ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð â òî÷êà (x0, u0) çà (6.10). Ïî -
îáùî
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Äåôèíèöèÿ 6.7. Âåêòîðíîòî ïîëå A = (a1(x, u), a2(x, u), . . . , an(x, u), b(x, u)) èëè âñå
åäíî A =

∑
a(x, u) ∂

∂xk
+ b(x, u) ∂

∂u
ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî âåêòîðíî ïîëå çà (6.10), à

íåãîâèòå ôàçîâè êðèâè ñå íàðè÷àò õàðàêòåðèñòèêè. Ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = a(x, u)
u̇ = b(x, u)

(6.11)

ñå íàðè÷à ñèñòåìà íà õàðàêòåðèñòèêèòå íà ×ÄÓ (6.10).

Çàáåëåæåòå, ÷å õàðàêòåðèñòèêèòå ñà â U × R ⊂ Rn.

Ïðèìåð 6.6. Äà íàìåðèì õàðàêòåðèñòèêèòå íà ×ÄÓ îò Ïðèìåð 6 ut + uux = −αu.
Ñèñòåìàòà ÎÄÓ çà õàðàêòåðèñòèêèòå èìà âèäà ṫ = 1, ẋ = u, u̇ = −αu è êàêòî

ëåñíî ñå ïðåñìÿòà u = u0e
−αt, x = x0 − u0

α
e−αt ñà íåéíèòå ôàçîâè êðèâè ò.å. õàðàêòå-

ðèñòèêèòå çà ×ÄÓ.

6.5 Èíòåãðèðàíå íà êâàçèëèíåéíè óðàâíåííèÿ

Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å A íå ñå àíóëèðà. Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå çàïèñâàìå â
ñèìåòðè÷íà ôîðìà

dx1

a1

=
dx2

a2

= . . . =
dxn
an

=
du

b
,

îçíà÷àâàùà êîëèíåàðíîñò íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð è äîïèðàòåëíàòà êúì õàðàêòå-
ðèñòèêàòà.

Äåôèíèöèÿ 6.8. Åäíà ïîâúðõíèíà Π ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà ïîâúðõíèíà çà âåêòîðíîòî
ïîëå v, íåàíóëèðàùî ñå âúðõó Π, àêî âúâ âñÿêà íåéíà òî÷êà x, âåêòîðúò v(x) ëåæè â
äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì Π â x.

Òâúðäåíèå 6.2. Åäíà ãëàäêà ïîâúðõíèíà Π å èíòåãðàëíà ïîâúðõíèíà çà ãëàäêî âåêòîð-
íî ïîëå (íåíóëèðàùî ñå âúðõó Π) òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî âñÿêà èíòåãðàëíà êðèâà,
èìàùà ñ ïîâúðõíèíàòà Π åäíà îáùà òî÷êà, èçöÿëî ñå ñúäúðæà â Π.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî ïîëåòî v íå ñå àíóëèðà, òî ìîæåì äà ãî èçïðàâèì ëîêàëíî.
Èíòåãðàëíèòå ëèíèè ñà ïðàâè è çà òÿõ òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ãðàôèêàòà íà ðåøåíèåòî u íà (6.10) å ìíîæåñòâîòî Γu := {(x, u(x)}.

Òåîðåìà 6.3. Ôóíêöèÿòà u : U → R ðàâíåíèåòî å ðåøåíèå íà êâàçèëèíåéíîòî óðàâíå-
íèå (6.10) òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî íåéíàòà ãðàôèêà Γu å èíòåãðàëíà ïîâúðõíèíà
íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî âåêòîðíî ïîëå A íà (6.10).

Äîêàçàòåëñòâî. Óðàâíåíèåòî (6.10) Lau = b èëè
∑
ak(x, u) ∂u

∂xk
= b çàïèñâàìå òàêà

(A,N) = 0,
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êúäåòî N = ( ∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
,−1). Íî N å íîðìàëíèÿ âåêòîð êúì Γu è ñëåäîâàòåëíî A ëåæè

â äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì Γu, ò.å. ñàìîòî óðàâíåíèå ïîêàçâà, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà Γu
ñå äîïèðà äî A(n, u(x)).

Ïî òàêúâ íà÷èí, íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿòà íà êâàçèëèíåéíî óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî
íàìèðàíåòî íà íåãîâèòå õàðàêòåðèñòèêè. Ñëåä êàòî íàìåðèì õàðàêòåðèñòèêèòå, îò òÿõ
ñúñòàâÿìå ïîâúðõíèíà, êîÿòî å ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ � òàçè ôóíêöèÿ å ðåøåíèåòî íà
êâàçèëèíåéíîòî óðàâíåíèå è âñè÷êè ðåøåíèÿ ñå ïîëó÷àâàò ïî òîçè íà÷èí.

Ïðèìåð 6.7. Äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà

x
∂u

∂x
+ (y + x2)

∂u

∂y
= u.

Ñèñòåìàòà îò õàðàêòåðèñòèêè å

∣∣∣∣∣∣
ẋ = x
ẏ = y + x2

u̇ = u

ñ åäèíñòâåíà îñîáåíà òî÷êà F = (0, 0, 0). Â R3 \ F çàïèñâàìå ñèñòåìàòà îò õàðàêòå-
ðèñòèêè â ñèìèòðè÷íà ôîðìà

dx

x
=

dy

y + x2
=
du

u

Òðÿáâà äà íàìåðèì äâà ïúðâè èíòåãðàëà - òîâà ñà õàðàêòåðèñòèêèòå.

dx

x
=

dy

y + x2
←→ y′ − y

x
= x −→ y = e

∫
dx
x

[
C1 +

∫
xe−

∫
dx
x dx

]
y = x(C1 + x) −→ y − x2

x
= C1.

Âòîðèÿò èíòåãðàë íàìèðàìå òàêà

dx

x
=
du

u
−→ u

x
= C2.

Òåçè äâà èíòåãðàëà ñà íåçàâèñèìè ( åäèíèÿ íå çàâèñè îò u). Ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà ïðåç

òåçè õàðàêòåðèñòèêè ñå çàäàâà ÷ðåç F (u
x
, y−x

2

x
) = 0, êúäåòî F å ïðîèçâîëíà ãëàäêà

ôóíêöèÿ. Òúé êàòî u ó÷àñòâà ñàìî âúâ åäèíèÿ èíòåãðàë, òî ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìîæåì
äà ðàçðåøèì ñïðÿìî u

u = xf(
y − x2

x
).

Òóê f å îòíîâî ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ. Òàâà å îáùîòî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 6.8. Äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà

xy
∂u

∂x
+ (x− 2u)

∂u

∂y
= yu.
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Ñèñòåìàòà îò õàðàêòåðèñòèêè å

∣∣∣∣∣∣
ẋ = xy
ẏ = x− 2u
u̇ = yu

Îñîáåíèòå òî÷êè ñà F = {(0, y, 0), (y = 0, x = 2u)}. Â R3 \ F çàïèñâàìå ñèñòåìàòà îò
õàðàêòåðèñòèêè â ñèìåòðè÷íà ôîðìà

dx

xy
=

dy

x− 2u
=
du

uy

Îò dx
xy

= du
uy

íàìèðàìå åäèíèÿ èíòåãðàë � u
x

= C1. Èçïîëçâàéêè ïðàâèëîòî íà ïðî-
ïîðöèèòå

d(x− 2u)

y(x− 2u)
=

dy

x− 2u
←→ d(x− 2u) = ydy

îòêúäåòî y2 + 4u− 2x = C2 å äðóãèÿò ïðúâ èíòåãðàë.

Îáùîòî ðåøåíèå å F (u
x
, y2 + 4u− 2x) = 0.

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà êâàçèëèíåéíî óðàâíåíèå ñå ïîñòàâÿ àíàëîãè÷íî íà ëèíåéíàòà.
Ïîäðîáíîñòè ìîãàò äà ñå âèäÿò â .

6.6 Íåëèíåéíè óðàâíåííèÿ

Îáùîòî (íåëèíåéíî) ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä ñå çàäàâà ÷ðåç
F (x, u, ∂u

∂x
) = 0, êúäåòî x = (x1, x2, . . . , xn), x ∈ U ⊂ Rn, u = u(x) å íåèçâåñòíàòà ôóí-

êöèÿ è ∂u
∂x

= ( ∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
). ×åñòî äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ñå îçíà÷àâà ñ F (x, u, p) =),

êúäåòî p = (p1, . . . , pn) = ( ∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
), êàòî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å Fp 6= 0 çà äà áúäå óðàâíå-

íèåòî äèôåðåíöèàëíî.

Êàêòî ëèíåéíîòî è êâàçèëèíåéíîòî óðàâíåíèÿ è íåëèíåéíîòî óðàâíåíèå ñå èíòåãðèðà
ñ ïîìîùòà íà õàðàêòåðèñòèêè.

Äåôèíèöèÿ 6.9. Õàðàêòåðèñòèêè íà óðàâíåíèåòî F (x, u, p) = 0 ñå íàðè÷àò ôàçîâèòå
êðèâè íà ñèñòåìàòà

ẋ = Fp, ṗ = −Fx − pFu, u̇ = pFp (6.12)

Ìîòèâàöèè è îáîñíîâêè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â öèòèðàíèòå êíèãè íà Àðíîëä.
Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ôóíêöèÿòà F å ïðúâ èíòåãðàë çà óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñ-

òèêèòå. Íàèñòèíà

Ḟ = Fxẋ+ Fuu̇+ Fpṗ = FxFp + FupFp − Fp(Fx − pFp) = 0.
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Ïðèìåð 6.9. Äà íàìåðèì õàðàêòåðèñòèêèòå íà óðàâíåíèåòî

u2
x + u2

y = 1.

Îçíà÷àâàìå p1 = ux, p2 = uy ñëåä êîåòî óðàâíåíèåòî ïðèåìà âèäà p
2
1 + p2

2 = 1.
Óðàâíåíèÿòà íà õàðàêòåðèñòèêèòå ñà

ẋ = 2p1, ẏ = 2p2, ṗ1 = 0, ṗ2 = 0, u̇ = p12p1 + p22p2

Òàçè ñèñòåìà èìà ðåøåíèå

p1 = a, , p2 =
√

1− a2, x = 2at+ x0, y = 2
√

1− a2t+ y0, u = 2t+ u0.

Èçêëþ÷âàéêè tïîëó÷àâàìå õàðàêòåðèñòèêèòå

u = ax+
√

1− a2y + u0,

êúäåòî u0 è a ñà êîíñòàíòè.
Âñúùíîñò òîâà å è îáùîòî ðåøåíèå.

Óðàâíåíèåòî îò ïðèìåðà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ò.í. óðàâíåíèÿ íà Õàìèëòîí - ßêîáè

F (x, ux) := H(x, p) = 0.

Âåäíàãà ñå çàáåëÿçâà, ÷å ïðîåêöèèòå íà õàðàêòåðèñòèêèòå âúðõó (x, p) ñà òî÷íî ôàçîâèòå
êðèâè íà óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí ẋ = Hp, ṗ = −Hx, êîèòî äåôèíèðàõìå ïî - ðàíî.

Óðàâíåíèåòî îò ïîñëåäíèÿ ïðèìåð, ðàçãëåäàíî â Rn

(
∂u

∂x1

)2 + (
∂u

∂x2

)2 + . . .+ (
∂u

∂xn
)2 = 1

ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà åéêîíàëà è å âàæíî çà ãåîìåòðè÷íàòà îïòèêà. Çà ïîâå÷å ïîäðîá-
íîñòè ïî âçàèìíî îáîãàòÿâàùàòà ñå âðúçêà ìåæäó õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè íà êëàñè÷åñ-
êàòà ìåõàíèêà è ãåîìåòðè÷íàòà îïòèêà âèæòå [?] .

6.7 Óïðàæíåíèÿ

1. Íàìåðåòå áàçèñ îò ïúðâè èíòåãðàëè â ïîñî÷åíàòà îáëàñò G è â îêîëíîñò íà íåî-
ñîáåíà òî÷êà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî âåêòîðíî ïîëå çà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ (ñ F å
îçíà÷åíî ìíîæåñòâîòî íà îñîáåíèòå òî÷êè):

à) y∂xu+ x∂yu− (x+ y)∂z = 0, G = R3/F,

á) (y − 2z)∂xu+ (3z − x)∂yu− (2x− 3y)∂z = 0, G = R3/F;

â) yz∂xu− 2xz∂yu− 2xy∂z = 0, G = R3/F;



120 ÃËÀÂÀ 6. ×ÄÓ ÎÒ ÏÚÐÂÈ ÐÅÄ.

ã) x∂xu+ y∂yu+ (x2 + y2)∂z = 0, G = {y > 0}, G = {x < 0};

ä) xz∂xu+ 2xy∂yu− (2x+ z)z∂z = 0, G = R3/F;

å) xz∂xu− yz∂yu+ (y2 − x)z∂z = 0, G = (R3/F)
⋂
{x > 0}.

Îòãîâîðè: à) F1 = x+y+z, F2 = x2−y2; á) F1 = 3x+2y+z, F2 = x2 +y2 +z2; â)
F1 = 2x2+y2, F2 = 2x2+z2; ã) F1 = x2+y2−2z, F2 = x

y
; ä) F1 = x2+xz, F2 = xyz;

å) F1 = xy, F2 = 2x+ y2 + z2;

2. Íàìåðåòå îáùèòå ðåøåíèÿ íà ëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä

à) xzux − yzuy + (y22− x)uz = 0;

á) ux + xzuy − xyuz = 0.

3. Íàìåðåòå îáùèòå ðåøåíèÿ íà ëèíåéíèòå íåõîìîãåííè ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä

à) yux + xuy = x− y;

á) 2xux + (y − x)uy = x2.

Ðåøåíèå à) Çà äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå íè òðÿáâà
îáùîòî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå è êîå äà å ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåí-
íîòî. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å u1 = y−x å åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå. Îñòàâà äà ðåøèì
õîìîãåííîòî óðàâíåíèå:

yux + xuy = 0.

Ñèñòåìàòà çà õàðàêòåðèñòèêèòå å ẋ = y; ẏ = x. Åäèíñòâåíàòà îñîáåíà òî÷êà å F =
{(0; 0)}. Â R2/F èìàìå ñëåäíèÿ ïðúâ èíòåãðàë x2 − y2 = C. Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî
ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå å uh = f(x2 − y2) îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå îáùîòî
ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà u = u1 + uh.

Îòãîâîð á) u = u0 + f(yp+x
x

); u0 = x2/4.

4. Íàìåðåòå îáùèòå ðåøåíèÿ íà êâàçèëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä à) (z−y)zx+(x−
z)zy = y − x;

á) (x2 − y2)zx + xyzy − zxy = 0 :

5. Íàìåðåòå îáùèòå ðåøåíèÿ íà íåëèíåéíèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä

à) u = uxuy;

á) uxuy = µxy;µ = const.



Ãëàâà 7

Èñòîðè÷åñêè áåëåæêè

7.1 Ãëàâà I

Ïúðâèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñå ïîÿâÿâàò âåðîÿòíî ïðåç 17 âåê, îùå ïðåäè Íþòîí.
Âúâ âñåêè ñëó÷àé ñà èçâåñòíè ðàáîòè íà Ï. Ôåðìà, êúäåòî ñå ðàçãëåæäàò ñïåöèôè÷íè
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Èñàê Íþòîí îáà÷å å ó÷åíèÿò , êîéòî îñúçíàâà âàæíîñòòà
èì çà ìàòåìàòèêàòà, ôèçèêàòà, àñòðîíîìèÿòà è ïî-îáùî çà öÿëîòî åñòåñòâîçíàíèå. Â
îñíîâîïîëàãàùèÿ ñè òðóä Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687 ã.) Íþòîí
âúâåæäà ñâîèòå çíàìåíèòè çàêîíè, âòîðèÿò îò êîèòî ãëàñè �Ñèëàòà å ðàâíà íà ìàñàòà
ïî óñêîðåíèåòî�. Çàïèñàí íà ìàòåìàòè÷åñêè åçèê çàêîíúò å âåêòîðíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä:

ẍ = F (x)

Ïîñëåäíîòî ñúäúðæà êàòî ñïåöèàëåí ñëó÷àé äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå çà äâèæåíèåòî
íà ïëàíåòà îêîëî ñëúíöåòî. Îò íåãî Íþòîí èçâåæäà ñ ìàòåìàòè÷åñêè ñðåäñòâà çàêîíèòå
íà Êåïëåð. Éîõàíåñ Êåïëåð îò ñâîÿ ñòðàíà ãè å ôîðìóëèðàë ïðåäè òîâà íà áàçàòà íà 20
ãîäèøíèòå íàáëþäåíèÿ íà àñòðîíîìà Òèõî Áðàõå.

Ãëàâíèÿò ñïîñîá çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çà Íþòîí å áèë òúðñåíåòî
íà ðåøåíèÿòà âúâ âèä íà ñòåïåííè ðåäîâå. Èìåííî ïðåâðúùàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç è ïî-êîíêðåòíî äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ â ãëàâåí èíñòðóìåíò íà ôèçèêàòà
å îñíîâíàòà çàñëóãà íà Íþòîí. Ñ÷èòà ñå, ÷å çà ïúðâè ïúò òåðìèíúò �äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå� å óïîòðåáåí îò õîëàíäñêèÿ ìàòåìàòèê è ôèçèê Õðèñòèàí Õþéãåíñ ïðåç 1693
ã.

Ñàìîòî ñúçäàâàíå íà àíàëèçà ñàìî îò Íþòîí èëè îò Ëàéáíèö å ñèëíî ïðåóâåëè÷åíî.
Àíàëèçúò å ñúçäàâàí ìíîãî ãîäèíè è äàæå Ïèåð Ôåðìà ïåòäåñåò ãîäèíè ïðåäè òÿõ ñè å
ñëóæèë äîáðå ñ íÿêîè íåãîâè ÷àñòè. Íî â äîñòà çàâúðøåí âèä, âêëþ÷èòåëíî îñíîâíàòà
òåîðåìà íà àíàëèçà - �òåîðåìàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí�, äàâàùà âðúçêà ìåæäó îïðåäåëåíè
èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè, å ñèñòåìàòèçèðàí îò ó÷èòåëÿ íà Íþòîí Èñàê Áàðîó

Âñúùíîñò è Íþòîí íå ñå ñ÷èòà çà ñúçäàòåë íà òåîðèÿòà. Ïðåç 1675 ãîäèíà Ëàéáíèö å
ïóáëèêóâàë òðóä, â êîéòî ñå ðàçãëåæäàò ïðîñòè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, áåç âðúçêà ñ
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ôèçèêàòà. Îñîáåíî ãîëåìè çàñëóãè èìàò áðàòÿòà Áåðíóëè è Îéëåð, êîèòî âå÷å îáâúðçâàò
ãåîìåòðè÷íè è ôèçè÷åñêè çàäà÷è (ìàêàð è íå îò ìàùàáà íà Íþòîíîâèòå) ñ äèôåðåíöè-
àëíîòî ñìÿòàíå è äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ. Îñîáåíà ïîïóëÿðíîñò èìàò çàäà÷èòå çà
èçîõðîíàòà è çà áðàõèñòîõðîíàòà. Èçîõðîíàòà å êðèâà, ïî êîÿòî òåæêà (= ñ íåíóëåâà
ìàñà) òî÷êà ñå ñïóñêà áåç òðèåíå ïîä äåéñòâèåòî íà ïîñòîÿííî ïðèâëè÷àíå è âðåìåòî íà
ñïóñêàíå íå çàâèñè îò íà÷àëîòî íà ñïóñêàíåòî. Áðàõèñòîõðîíàòà å êðèâà ìåæäó äâå ôèê-
ñèðàíè òî÷êè, ïî êîÿòî òåæêà òî÷êà ñå ñïóñêà ïàê áåç òðèåíå ïîä äåéñòâèåòî íà ïîñòîÿííî
ïðèâëè÷àíå. Íàçâàíèåòî íà êðèâèòå (îò ãðúöêè ïðîèçõîä) ïðèáëèçèòåëíî îòãîâàðÿ íà
äàäåíèòå îïèñàíèÿ. ßêîâ Áåðíóëè ñúñòàâÿ äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà èçîõðîíàòà âúâ
âèä íà ðàâåíñòâî ìåæäó äâà äèôåðåíöèàëà ïðåç 1690 ã. Çà ïúðâè ïúò â òàçè ñòàòèÿ íà
ßêîâ Áåðíóëè ñå óïîòðåáÿâà ïîíÿòèåòî �èíòåãðàë� çà ðåøåíèÿòà. Ïîÿâÿâà ñå íàçâàíèåòî
�èíòåãðàëíî ñìÿòàíå� Ïî-êúñíî, ïðåç 1696 ã., ìàëêèÿò ìó áðàò Éîõàí ïîñòàâÿ çàäà÷àòà
çà áðàõèñòîõðîíàòà. Íÿêîëêî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ äàâàò Ëàéáíèö, Éîõàí è ßêîâ Áåð-
íóëè è Îéëåð. Âñúùíîñò äâåòå çàäà÷è ìàêàð è ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íè, ñà ìàòåìàòè÷åñêè
åêâèâàëåíòíè, ò.å. ðåøåíèÿòà íà åäíàòà ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç ðåøåíèÿòà íà äðóãîòî.

Òåçè çàäà÷è ñà íà÷àëî íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå, êîåòî èìà èçêëþ÷èòåëíà ðîëÿ,
êàêòî â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà, òàêà è â êâàíòîâàòà ôèçèêà. Âúâ âñåêè ñëó÷àé ñëåä
ðàáîòèòå íà Îéëåð è Ëàãðàíæ âàðèàöèîííèòå çàäà÷è ñå ñâåæäàò äî íàé-âàæíèòå êëàñîâå
îò ñèñòåìè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè ôèçè÷åñêè ïðîáëåìè - óðàâíåíèÿòà íà
Îéëåð-Ëàãðàíæ.

Ìíîãî îò ñâåäåíèÿòà îò òîçè ïåðèîä, îñîáåíî ïî îòíîøåíèå íà ïðèîðèòåò, òðÿáâà äà ñå
ïðèåìàò ñ ðåçåðâè. ×àñò îò ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â ÷àñòíè ïèñìà ìåæäó ó÷åíèòå.
Ïî òàçè ïðè÷èíà ñà áèëè íåïúëíè. Îñâåí òîâà ñà îòêðèâàíè ïî÷òè åäíîâðåìåííî îò
íÿêîëêî ó÷åíè.

7.2 Ãëàâà II

Â íàìèðàíåòî íà âàæíè êëàñîâå óðàâíåíèÿ, êîèòî ìîãàò äà ñå ðåøàò ÿâíî, ãîëÿì ïðèíîñ
èìàò áðàòÿòà ßêîâ è Éîõàí Áåðíóëè. Ìàêàð ÷å ñà ïèñàëè íà Ëàéáíèö ïðåç 1687 ã. ñ
ìîëáà äà ãè âúâåäå â �ìèñòåðèèòå íà èíôèíèòåçèìàëíî ìàëêèòå� (ò.å. äèôåðåíöèàëíîòî
ñìÿòàíå) âñúùíîñò òå ñà ñàìîóêè. Ëàéáíèö, êîéòî å è äèïëîìàò, ïúòóâà ìíîãî è ïîëó-
÷àâà ïèñìîòî ñëåä íÿêîëêî ãîäèíè. Ïðåç 1692 ã. ßêîâ Áåðíóëè îòêðèâà êàê ñå ðåøàâàò
õîìîãåííèòå óðàâíåíèÿ, à ïðåç 1695 ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà çà áðàõèñòîõðîíàòà
îòêðèâà ìåòîä çà ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèåòî, íàðå÷åíî íà íåãîâî èìå. Ìåòîäúò íà ðàç-
äåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå å îòêðèò â íåÿâíà ôîðìà îò Ëàéáíèö, à â ÿâíà å íàìåðåí îò
Éîõàí Áåðíóëè, êîéòî äàâà è íàçâàíèåòî.

Íþòîí ñúùî èìà ïðèíîñ â ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà êîíêðåòíè óðàâíåíèÿ. Íà íå-
ãî ïðèíàäëåæè ðåøàâàíåòî íà êîíêðåòíè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Éîõàí Áåðíóëè å îòêðèë
èäåÿòà çà èíòåãðèðàù ìíîæèòåë è ÿ å ïðèëîæèë óñïåøíî êúì ðåøàâàíåòî íà êîíêðåòíè
ëèíåéíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä.

ßêîïî Ðèêàòè å ãðàô îò Âåíåöèÿ. Íåãîâèòå ïîñòèæåíèÿ ñå îãðàíè÷àâàò ñ óðàâíåíèå-
òî, êîåòî íîñè íåãîâîòî èìå. Íî ïðèæèâå å èìàë ãîëÿìà èçâåñòíîñò. Âåðîÿòíî ãðàôñêàòà
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òèòëà å òåæàëà ïîâå÷å îò íàó÷íèòå ïîñòèæåíèÿ, êîåòî âñå îùå ñå çàïàçèëî â íÿêîè
ñòðàíè. Íàïðèìåð, èìïåðàòîðúò íà Ðóñèÿ Ïåòúð I ãî å ïîêàíèë çà ïðåçèäåíò íà Ïåòåð-
áóðãñêàòà Àêàäåìèÿ. Ñúùî å êàíåí âúâ Âèåíà çà èìïåðàòîðñêè ñúâåòíèê. Òåçè è äðóãè
ïîñòîâå Ðèêàòè îòêàçàë è ïðåäïî÷èòàë äà ðàáîòè ó äîìà ñè. Íî Ñåíàòúò íà Âåíåöèÿ ãî å
ïîëçâàë êàòî ñúâåòíèê. Ìíîãî ãîäèíè ïî-êúñíî ñòàâà ÿñíî, ÷å óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè ñ
ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè èãðàå öåíòðàëíà ðîëÿ â òåîðèÿòà íà ôóíêöèèòå íà êîìïëåêñíà
ïðîìåíëèâà (Ïîàíêàðå).

Àëåêñèñ Êëåðî èçâåæäà ñâîåòî óðàâíåíèå ïðåç 1734 ã. ñ ïîìîùòà íà ãåîìåòðè÷íè
ñúîáðàæåíèÿ. Ñàìèÿò òîé èìà äàëå÷å ïî-ãîëåìè ïîñòèæåíèÿ è íàâðåìåòî ñè å ñ÷èòàí çà
äåòå-÷óäî. Íà 12 ãîäèíè èçíàñÿ äîêëàä ïðåä Ôðåíñêàòà Àêàäåìèÿ, íà 18 ãîäèíè ñòàâà
íåèí ÷ëåí. Íàé-âàæíèòå ìó ðàáîòè ñà ñâúðçàíè ñ íåáåñíà ìåõàíèêà è õèäðîäèíàìèêà.

Îáùî âçåòî â íà÷àëíèÿ ïåðèîä íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòèöèòå ñà îò-
êðèâàëè è ïðåîòêðèâàëè ìåòîäè, ãîëÿìà ÷àñò îò êîèòî ñà èçëîæåíè âúâ âòîðà ãëàâà.
Íî íå ñà èìàëè îáù ïîäõîä è íå ñà îôîðìèëè ãîëåìè ïðîáëåìè, êîèòî äà äîâåäàò äî
ïðîãðåñ.

7.3 Ãëàâà III. Îñíîâíè òåîðåìè

Îùå Îéëåð íàìèðà ìåòîäè çà ÷èñëåíî ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèÿòà ñ ãîëÿìà òî÷íîñò. Âñúù-
íîñò òîâà å òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå, òúé êàòî ïðèáëèæåíèÿòà ñà ñõîäÿùè (âèæ Ãëàâà
2). Ñ ïîäõîäÿùà ìîäèôèêàöèÿ òîâà å ïúðâîòî äîêàçàòåëñòâî íà îñíîâíèòå òåîðåìè.

Ïðåç 1842 ã. Êîøè äîêàçâà ïúðâàòà òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðå-
øåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà ñïåöèàëíèÿ, (íî èçêëþ÷èòåëíî âàæåí) ñëó÷àé íà äèôå-
ðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷íà äÿñíà ÷àñò. Îáùàòà òåîðåìà, êàêòî å ôîðìóëèðàíà
â òîçè êóðñ, äúëæèì íà Åìèë Ïèêàð è Åðíñò Ëèíäåëüîô (1894 ã.). Ïî-îáùà òåîðåìà çà
ñúùåñòâóâàíå, íî áåç åäèíñòâåíîñò, å äîêàçàíà îò Ïåàíî ïðåç 1890ã. Íåéíàòà ñòîéíîñò
îáà÷å íå å òàêà ãîëÿìà, êàêâàòî å íà òåîðåìàòà íà Ïèêàð-Ëèíäåëüîô.

7.4 Ãëàâà IV. Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

Òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿÿ å ïúðâàòà îáùà òåîðèÿ. Çà íåÿ èìà
îñîáåíî ãîëÿì ïðèíîñ îòíîâî Îéëåð, êîéòî å èçâåë ôîðìóëè çà ðåøåíèÿòà ëèíåéíè äè-
ôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä, âêëþ÷èòåëíî è â ñëó÷àÿ íà êðàòíè êîðåíè.
Ïîíÿòèåòî õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå å âúâåäåíî îò Ãàñïàð Ìîíæ è Êîøè. Ìàêàð òåî-
ðèÿòà íà ñèñòåìèòå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè äà å áèëà ïðàêòè÷åñêè èçâåñòíà íà Êîøè,
ìîäåðíîòî èçëîæåíèå ñòàâà âúçìîæíî ñëåä ñúçäàâàíåòî íà ëèíåéíàòà àëãåáðà, êîÿòî îò
ñâîÿ ñòðàíà å èíñïèðèðàíà ñðåä äðóãîòî è îò òàçè çàäà÷à. Îêîí÷àòåëíàòà ñõåìà ñòàâà
âúçìîæíà ñëåä ñúçäàâàíåòî íà æîðäàíîâàòà íîðìàëíà ôîðìà.

Ïîíÿòèåòî åêñïîíåíòà íà ìàòðèöà ñå äúëæè íà Ñîôóñ Ëè è å â îñíîâàòà íà ñúâðå-
ìåííàòà òåîðèÿ íà ãðóïèòå è àëãåáðèòå íà Ëè.
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7.5 Ãëàâà V. Ãåîìåòðè÷íà òåîðèÿ

Ãåîìåòðè÷íàòà òåîðèÿ ñå ñâúðçâà ïðåäè âñè÷êî ñ èìåíàòà íà Ïîíêàðå è Ëÿïóíîâ. Ïî-
àíêàðå å íàïèñàë ñåðèÿ ìåìîàðè ïîä îáùîòî íàçâàíèå "Âúðõó êðèâè, äåôèíèðàíè ÷ðåç
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ". Òàì å âúâåë âñè÷êè ïîíÿòèÿ, ïîçâîëÿâàùè äà ñå ïîñòðîè
ôàçîâèÿò ïîðòðåò íà ñèñòåìè. Ïî ñúùåñòâî òîâà ñà ïúðâèòå ñòúïêè â èçó÷àâàíåòî íà
íåëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ.

Ðàáîòèòå íà Ïîàíêàðå â òîçè öèêúë, êàêòî è â ïî÷òè âñè÷êè äðóãè îáëàñòè, ñà áè-
ëè ñèëíî ìîòèâèðàíè îò èçñëåäâàíèÿòà ìó â íåáåñíàòà ìåõàíèêà, ìàêàð â íåãî äà íå ñå
ïðàâÿò ïðèëîæåíèÿ. Òîâà ñòàâà â çíàìåíèòîòî ìó ñú÷èíåíèå "Íîâè ìåòîäè â íåáåñíàòà
ìåõàíèêà"è â íÿêîëêî ïðåäõîæäàùè ãî ñòàòèè. Òàì, ïî-ñïåöèàëíî ìîæåì äà âèäèì òåî-
ðèÿòà íà óñòîé÷èâîñòòà âúâ âàðèàíòè, äàëå÷å íàäõâúðëÿùè íàøèÿ êóðñ. Ïî-ñïåöèàëíî,
ñå èçó÷àâà óñòîé÷èâîñò íà ïëàíåòíèòå îðáèòè â ðàçëè÷íè ñèòóàöèè.

Òåîðèÿòà íà óñòîé÷èâîñòòà, òàêà êàêòî å èçëîæåíà â òîçè ó÷åáíèê, ïðîèçëèçà îò Ëÿ-
ïóíîâ. Íåùî ïîâå÷å, òîâà å è âúçïðèåòèÿò íà÷èí çà èçëàãàíå íàâñÿêúäå, ñ èçêëþ÷åíèå íà
äåòàéëè. Ëÿïóíîâ ñúùî å áèë ìîòèâèðàí îò ìåõàíèêàòà. Íåãîâîòî èçëîæåíèå å â ìíîãî
îòíîøåíèÿ îáðàçöîâî. Çà ðàçëèêà îò íåãî èçëîæåíèåòî íà Ïîàíêàðå íå âèíàãè å ñ íå-
îáõîäèìàòà ñòðîãîñò. Âïðî÷åì ñèëàòà íà Ïîàíêàðå å íà äðóãî ìÿñòî - ìàùàáåí ïðîåêò
ñ ìíîãî äàëå÷íè âðúçêè â ìíîãî äðóãè îáëàñòè íà çíàíèåòî. Òúêìî íåãîâèòå èçñëåäâà-
íèÿ ñà ïîâëèÿëè íàé-ìíîãî íà ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòèêà è ôèçèêà è ïî-ñïåöèàëíî íà
äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.

Çà ïðîäúëæåíèå íà òåìàòà, âèæ Äðóãè íàïðàâëåíèÿ.

7.6 Ãëàâà VI. ×ÄÓ îò I ðåä

×ÄÓ îò ïúðâè ðåä ñå ïîÿâÿâàò â ðàáîòèòå íà Ëàãðàíæ ïðåç 1770 ã. è ãîëÿìà ÷àñò îò
òåîðèÿòà å ðàçâèòà îò íåãî, ìàêàð ÷å è ïî-ðàíî äðóãè àâòîðè, íàïð. Êëåðî (1739 ã.),
Äàëàìáåð (1744 ã.), ñà ðàçãëåæäàëè âàæíè óðàâíåíèÿ. Ìåòîäúò íà õàðàêòåðèñòèêèòå
ïðîèçëèçà îò Êîøè (1819 ã.). Îñîáåíî ãîëÿì ïðèíîñ èìà è Ã. Ìîíæ çà íåëèíåéíèòå
óðàâíåíèÿ. Ñàìèòå ×ÄÓ îò ïúðâè ðåä èìàò îãðîìíà ïðèëîæåíèÿ. Íàïðèìåð â ìåõàíè-
êàòà èìà òåîðèÿ íà Õàìèëòúí-ßêîáè, êîÿòî å îò îñîáåíà âàæíîñò ïðè íàìèðàíå íà ïúðâè
èíòåãðàëè. Ñúùàòà òåîðèÿ èìà ïðèëîæåíèÿ è ×ÄÓ îò ïî-âèñîê ðåä çà õàðàêòåðèñòèêè
íà ïîñëåäíèòå óðàâíåíèÿ.

7.7 Äðóãè íàïðàâëåíèÿ

Â äíåøíî âðåìå äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñà îñíîâåí èíñòðóìåíò â öÿëàòà ìàòåìà-
òèêà, ôèçèêàòà, õèìèÿòà, â íÿêîè äÿëîâå íà áèîëîãèÿòà, à ñúùî è â ìàòåìàòè÷åñêàòà
èêîíîìèêà. Íå å âúçìîæíî íàêðàòêî äà ñå íàïðàâè àíàëèç íà âñè÷êè ðàçäåëè, òîëêîâà
ïîâå÷å, ÷å íÿìà ðÿçêà ãðàíèöà ìåæäó åäíà îáëàñò è äðóãà, ìåæäó òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ.
Çàòîâà òóê ùå ñïîìåíà ñàìî íÿêîè îò àêòèâíî ðàçðàáîòâàíèòå ðàçäåëè ñåãà.
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7.7.1 Àíàëèòè÷íà òåîðèÿ

Òàçè òåìà, çà æàëîñò íå å çàñåãíàòà â íàñòîÿùèÿ ó÷åáíèê. Âñúùíîñò â óâîäíè êóðñîâå
òîâà ñå ïðàâè ìíîãî ðÿäêî. Òåîðèÿòà ñå çàíèìàâà ñ äèôåðíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ïðè êîèòî
íå ñàìî ôóíêöèèòå ïðèåìàò êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè, íî, êîåòî íàèñòè âàæíî, àðãóìåíòèòå
ñå ìåíÿò â êîìïëåêñíàòà îáëàñò. Òàçè òåîðèÿ ñúùî å ñúçäàäåíà ïðåèìíî îò Ïîàíêàðå.
Âàæíè ïðèíîñè èìàò Ïåíëåâå, áàùà è ñèí Ë. è Ð. Ôóêñ, Øëåçèíãåð è äð. Íàé-âàæíàòà
÷àñò îò òåîðèÿòà ñå èçó÷àâàò ðåøåíèÿ íà òàêèâà óðàâíåíèÿ áëèçî äî ïîëþñè íà êîåôè-
öèåíòèòå íà óðàâíåíèÿòà. Îñîáåíî âàæíè ñà óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî
íÿêàêâà ãðóïà. Òå ïðàêòè÷åñêè ñúäúðæàò öÿëàòà òåîðèÿ íà ðèìàíîâèòå ïîâúðõíèíè (â
äðóãè òåðìèíè - íà ìíîãîçíà÷íèòå êîìïëåêñíè ôóíêöèè).

Åäíî îò íàé-âàæíèòå ðàçêëîíåíèÿ íà àíàëèòè÷íàòà òåîðèÿ å äèôåðåíöèàëíàòà òå-
îðèÿ íà Ãàëîà. Àíàëîãè÷íî íà êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà Ãàëîà, àíàëèòè÷íàèÿò âàðèàíò
èçó÷âà êîãà êëàñîâå îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ èìà ðåøåíèÿ â êâàäðàòóðè.

Êúì òîçè òîçè âèä èçñëåäâàíèÿ ïðèíàäëåæè è òåîðèÿòà íà àâòîìîðôíèòå ôóíêöèè,
ñúçäàäåíà ãëàâíî îò Ïîàíêàðå è ïðîíèçâàùà îãðîìíà ÷àñò îò ñúâðåìåííèòå èçñëåäâàíèÿ
â ìàòåìàòèêàòà è ôèçèêàòà, íàïðèìåð òåîðèÿ íà ÷èñëàòà, òåîðèÿ íà ïðåäñòàâÿíèÿ íà
ãðóïè, êâàíòîâàòà ôèçèêà è äð.

Åäíà îò íàé-àêòèâíî ðàçðàáîòâàíèòå îáëàñòè â ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà â ìîìåíòà å
òîåðèÿòà íà ñîëèòîíèòå. È â íåÿ àíàëèòè÷íàòà òåîðèÿ èãðàå ðåøàâàùà ðîëÿ - íàïðèìåð,
ïðè èçó÷àâàíå íà ñåìåéñòâà îò óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî åäíà è ñúùà
ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè. Òàêèâà ñåìåéñòâà ñå íàðè÷àò èçîìîíîäðîìíè äåôîðìàöèè.

7.7.2 Êà÷åñòâåíà òåîðèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ

Ïîñòðîåíà å òåîðèÿ, ïðåäñòàâëÿâàùà äàëå÷å îòèâàùî îáîáùåíèå â ìíîãîìåðíèÿ íåëèíååí
ñëó÷àé íà îïèñàíèòå ñòàíäàðòíè îñîáåíè òî÷êè - ñåäëà, âúçëè, ôîêóñè. Òåîðèÿòà îáõâàùà
èçó÷àâàíå íà àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèå íà òðàåêòîðèèòå, äàæå îêîëî ïåðèîäè÷íè îðáèòè è
äð. ìíîãîîáðàçèÿ.

7.7.3 16-è ïðîáëåì íà Õèëáåðò

Ïðåç 1900 ã. åäèí îò íàé-âëèÿòåëíèòå ìàòåìàòèöè íà ÷îâå÷åñòâîòî - Äàâèä Õèëáåðò,
ôîðìóëèðà ñïèñúê îò ïðîáëåìè, êîèòî, ïî íåãîâî ìíåíèå, ÷èåòî ðåøàâàíå å îò èçêëþ-
÷èòåëíà âàæíîñò çà íàóêàòà (íå ñàìî çà ìàòåìàòèêàòà). Òóê íå å ìÿñòî äà îáñúæäàìå
öåëèÿ ñïèñúê îò 23 ïðîáëåìà. Ùå ñå ñïðåì ñàìî íà åäèí è òî ñàìî â åäíà îò íåãîâèòå
äâå ÷àñòè. Ñòàâà âúïðîñ çà îöåíêà íà áðîÿ íà èçîëèðàíèòå ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ (ãðà-
íè÷íè öèêëè, ïî òåðìèíîëîãèÿòà íà Ïîàíêàðå) íà ñèñòåìè óðàâíåíèÿ çà äâå íåçàâèñèìè
ôóíêöèè ñ ïîëèíîìèàëíà äÿñíà ÷àñò:

ẋ1 = P1(x1, x2) (7.1)

ẋ2 = P2(x1, x2), (7.2)
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êúäåòî P1(x1, x2), P(x1, x2) ñà ïîëèíîìè. Åñòåñòâåíî, êîãàòî ãîâîðèì çà îáåêòè, äåôèíè-
ðàíè ÷ðåç ïîëèíîìè, òðÿáâà äà î÷êâàìå, ÷å òúðñåíèòå ðåøåíèÿ ñà êðàåí áðîé. Âòîðàòà
÷àñò íà 16-èÿ ïðîáëåì íà Õèëáåðò ñå ôîðìóëèðà òàêà:

Äà ñå îöåíè îòãîðå áðîÿò íà èçîëèðàíèòå ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà (7.2) ñàìî ÷ðåç
ñòåïåíòà íà ïîëèíîìèòå P1, P2. Ñ äðóãè äóìè íèå íå ñå èíòåðåñóâàìå îò êîåôèöèåíòèòå
íà ïîëèíîìèòå, à ñàìî îò òåõíèòåñòåïåíè.

Çà äà ïðîäúëæèì å äîáðå äà ñå êàæå, ÷å òàêàâà îöåíêà ëèïñâà äîðè â ïúðâèÿ íåò-
ðèâèàëåí ñëó÷àé, êîãàòî ïîëèíîìèòå P1, P2 ñà îò âòîðà ñòåïåí. Íåùî ïîâå÷å, íèå íå
ïðèòåæàâàìå äàæå äîêàçàòåëñòâî, ÷å ñúùåñòâóâà òàêàâà îöåíêà áåç êîíêðåòíèÿ �è âèä.

Â òîçè ñè âèä ïðîáëåìúò íà Õèëáåðò îò ìíîãî âðåìå èçãëåæäà áåçíàäåæäåí. Âúïðåêè
òîâà èìà ñåðèÿ ìîäèôèêàöèè, êîèòî íå ñà áåçíàäåæäíè è ñà îáåêò íà àêòèâíè èçñëåä-
âàíèÿ âúâ âòîðàòà ïîëîâèíà íà 20-è âåê. Íàé-íàïðåä íåêà ñïîìåíåì, ÷å ìàêàð è äà íå
ìîæåì äà îöåíèì áðîÿ íà ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ çà âñè÷êè ñèñòåìè, îêàçâà ñå, ÷å ìîæå
äà äà áúäàò êàçàíè íÿêîè ïî-ñïåöèàëíè òâúðäåíèÿ.

Â 70-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê Â.È.Àðíîëä (ìîòèâèðàí îò íÿêîè ðåçóëòàòè íàÞ.Ñ.Èëÿøåíêî)
ôîðìóëèðà îòñëàáåí âàðèàíò íà òîçè ïðîáëåì - äà ñå îöåíè áðîÿò íà íóëèòå íà àáåëåâèÿ
èíòåãðàë

I(h) =

∮
γ(h)

−f(x, y)dy + g(x, y)dx,

âçåò âúðõó îâàëèòå γ(h) íà ðåàëíàòà àëãåáðè÷íà êðèâà Γh, çàäàäåíà îò óðàâíåíèåòî
H(x, y) = h, ÷ðåç ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå f , g è H. Ïðîáëåìúò íà Õèëáåðò-Àðíîëä
âúçíèêâà åñòåñòâåíî ïðè îïèòè äà ñå ðåøè ïðîáëåìúò íà Õèëáåðò çà âåêòîðíè ïîëåòà,
êîèòî ñà ìàëêè ïåðòóðáàöèè íà õàìèëòîíîâè:

ẋ = Hy + εf, ẏ = Hx + εg (7.3)

Ïî-òî÷íî I(h) ïðåäñòàâëÿâà ïúðâî ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿòà P (h) − h, êúäåòî P (h)
ïðåäñòàâëÿâà èçîáðàæåíèåòî íà Ïîàíêàðå.

Ñúùåñòâóâàíåòî íà ãîðíà îöåíêà çà íóëèòå íà àáåëåâèÿ èíòåãðàë I(h) å äîêàçàíî îò
À.Âàð÷åíêî è À. Õîâàíñêè. Íî ÿâíà îöåíêà (äîðè íåòî÷íà) çà íóëèòå íå áåøå íàìåðåíà
äîñêîðî äîðè è ïðè íàé-ïðîñòèÿ íåòðèâèàëåí ñëó÷àé deg(f, g) = 2, deg(H) = 3. Â ñåðèÿ
ðàáîòè, Ë. Ãàâðèëîâ, È. Èëèåâ è íàñòîÿùèÿò àâòîð íàìåðèõà òî÷íàòà îöåíêà çà íóëèòå è
çà öèêëèòå - è åäíàòà è äðóãàòà å 2. Çàñåãà òîâà å åäèíñòâåíàòà òî÷íà îöåíêà â ïðîáëåìà
íà Õèëáåðò-Àðíîëä. Äíåñ òåçè ðåçóëòàòè ñà èçâåñòíè êàòî ½òåîðåìà íà Ãàâðèëîâ -Õîðîçîâ
-Èëèåâ�.

7.7.4 Òåîðèÿ íà õàîñà

Òåîðèÿòà íà õàîñà èçó÷àâà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîèòî èìàò îáëàñòè âúâ ôàçîâîòî
ïðîñòðàíñòâî, çàïúëíåíè ñ òðàåêòîðèè, âñÿêà îò êîèòî å íàâñÿêúäå ãúñòî â îáëàñòòà.
Òîâà å ñðàâíèòåëíî ìëàäà íàóêà. Åòî êàê å ïðåäñòàâåíà îò åäèí îò íåéíèòå ñúçäàòåëè,
ìåòåîðîëîãúò Åäóàðä Ëîðåíö:
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Õàîñ: Êîãàòî íàñòîÿùåòî îïðåäåëÿ áúäåùåòî, íî ïðèáëèæåíîòî íàñòîÿùå íå îï-
ðåäåëÿ ïðèáëèæåíî áúäåùåòî.

Íå å ñëó÷àéíî, ÷å ìåòåîðîëîçè ñå çàíèìàâàò ñ òåîðèÿòà íà õîñà. Ñïîðåä èçñëåäâàíèÿ
íà Àðíîëä äúëãîñðî÷íàòà ïðîãíîçà íà âðåìåòî å ïðèíöèïíî íåâúçìîæíà è òîâà ñå äúëæè
èìåííî íà õàîòè÷íèÿ õàðàêòåð íà àòìîñôåðíèòå ïðîöåñè.

Ïúðâèÿò ó÷åí, êîéòî îáðúùà âíèìàíèå íà õàîòè÷íè ïðîöåñè, îïèñâàíè îò ÎÄÓ, å À.
Ïîàíêàðå. Â ñâîÿ ðàáîòà ïî çàäà÷àòà çà òðèòå òåëà, îïèñâàùà ïëàíåòíèòå äâèæåíèÿ, òîé
ïîñî÷âà õàîòè÷íè äâèæåíèÿ íà ïëàíåòèòå.

Â äíåøíî âðåìå òåîðèÿòà èìà ìíîãî ïðèëîæåíèÿ. Çà ñúæàëåíèå îùå ïîâå÷å ñà ñïåêó-
ëàöèèòå, ½îñíîâàíè� íà òåîðèÿòà. Íå å ñëó÷àéíî, ÷å èñòèíñêè ïðåäñòàâèòåëè íà íàóêàòà,
êàòî Ïîàíêàðå, Àðíîëä ÷åñòî îòñúñòâóâàò îò öèòèðàíèòå àâòîðè.
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