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ще означаваме с 
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 множеството от всички функции, дефинирани в ((, () и притежаващи непрекъснати производни до 

k-ти ред включително;
ще означаваме с 
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 ( Rn) множеството от всички функции 
v (x1, x2, …, xn), дефинирани в 
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 и притежаващи непрекъснати частни производни до k-ти ред включително;

обикновено диференциално уравнение наричаме връзка от вида
F (x, y, 
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) = 0; числото n наричаме ред на диференциалното уравнение;
Обикновени диференциални уравнения от първи ред
даденo е диференциалното уравнение

(1) F (x, y, y() = 0

Дефиниция: Казваме, че функцията y (x) е решение на диференциалното уравнение (1) в интервала ((, (), ако y (x) ( C1 ((, () и F (x, y (x), y( (x)) = 0 за всяко x ( ((, ();

Примери:
y( = 0 – решението е y = C, C ( R;

y( = f (x), където f (x) ( C ((, (); решението е 
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, 

където x0 ( ((, ();
y( = f (x, y) – това е най-общият вид на обикновено диференциално уравнение от първи ред, решено относно първата производна;

y( = x3 + y2 – това диференциално уравнение няма решения, които могат да се изразят чрез елементарни функции (Лиувил)
y(2 + 1 = 0 – това диференциално уравнение очевидно няма реални решения
Уравнения с разделени променливи
диференциално уравнение от вида
(1) y( = f (x). g (y), f ( C (a, b), g ( C (c, d) се нарича уравнение с разделени променливи;
ако е дадено допълнително условие за функцията y от вида

(2) y (x0) = y0, x0 ( (a, b), y0 ( (c, d), 
казваме че (1) и (2) задават задача на Коши – да се намери решение на уравнението (1), което удоволетворява условието (2);

Теорема: Нека при въведените означения g (y0) ( 0; тогава в достатъчно малка околност на x0 съществува единствено решение на задачата на Коши;

Доказателство: нека y = ( (x) е решение на задачата на Коши;

имаме (( (x) = f (x). g (( (x)) за всяко x ( ((, ();

тъй като функцията g (( (x)) е непрекъсната в x0 и 
g ( ( (x0)) = g (y0) ( 0, то в достатъчно малка околност U на x0 имаме
g ( ( (x)) ( 0 за всяко x ( U;

тогава в U имаме
[image: image7.wmf](x)

=f (x)

g ((x))

¢

j 

j 

; интегрираме последното равенство и получаваме: 
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; полагаме ( (t) = y;

тогава 
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; нека F (x) = 
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, G (y) = 
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в такъв случай имаме: G (( (x)) = F (x);

ще покажем, че в достатъчно малка околност на y0, функцията G е обратима (притежава единствена обратна); действително по теоремата на Лайбниц-Нютон получаваме, че G ((y) = 
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 (
G ((y0) ( 0 и тъй като G ((y) е непрекъсната в y0 (защото g е непрекъсната), то съществува околност V на y0, където G( (y) е с постоянен знак, т.е. G (y) е монотонна ( G е обратима във V;

и така получаваме ( (x) = G-1 ( F (x)) в достатъчно малка околност 
T на x0 (T ( U, ( (T) ( V);
ще проверим, че функцията G-1 (F (x)) е дефинирана в достатъчно малка околност на x0; имаме G (y0) = 0, G( (y0) ( 0, така че G-1 е дефинирана в околност W( на 0; също така F (x0) = 0 и тъй като 
F е непрекъсната, то съществува околност W, W ( T на x0, 

такава че F (W) ( W(; и така функцията G-1 ( F (x)) е дефинирана в W; с това показахме, че ако има решение то е единствено;
за да покажем съществуването ще проверим, че ( (x) = G-1 (F (x)) е решение на задачата на Коши;
1. очевидно ( (x) ( C1(W), тъй като G( (y) ( 0 в W и следователно G-1 е диференцируема в W и F е диференцируема в W, така че композицията G-1 (F (x)) е диференцируема в W;

2. ( (x0) = G-1 (F (x0)) = G-1 (0) = y0, тъй като G-1 е биекция;
3. от равенството G (( (x)) = F (x) получаваме G( (( (x)).(( (x) = F( (x), т.е. (( (x) = f (x).g (( (x));

и така съществува единствено решение на задачата на Коши в, което е дефинирано в околността W;

Пример: y( = 
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 след интегриране на уравнението получаваме:
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 = x + C, т.е. y = 
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; освен това имаме и очевидно решение
y ( 0; за точките (x0, y0), където y0 ( 0 условията от теоремата очевидно са изпълнени и задачата на Коши има единствено решение

y = 
[image: image17.wmf]3

3

00

(x-x+3y)

27

, което е дефинирано върху цялата реална права;
в точките (x0, 0) единствеността се нарушава, дори имаме безброй много решения, тъй като интегралните криви 
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 се допират до абцисната ос;
Теорема: Нека е дадена задачата на Коши y( = f (x).g (y), y (x0) = y0, където f ( C (a, b), g ( C (c, d), x0 ( (a, b), y0 ( (c, d); при това

g (y0) = 0 и g (y) ( 0 при y ( y0 и f (x0) ( 0; тогава

задачата на Коши има единствено решение в достатъчно малка околност на x0 ( интегралите 
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 (y1 < y < y2) са разходящи;

Доказателство:
очевидно y = y0 е едно решение на задачата на Коши;
също така, тъй като функцията g е непрекъсната, то тя има постоянен знак във всеки от интервалите (y0, d), (c, y0);

нека интегралите са разходящи и да допуснем, че съществува друго решение ( (x), което е различно от константното във всяка околност на x0 и е дефинирано в околност (x0 – (, x0 + (); нека x1 ( (x0 – (, x0 + () и ( (x1) ( y0; можем да считаме, че x1 ( (x0 - (, x0) (другият случай се разглежда аналогично); нека x2 ( (x1, x0], ( (x2) = y0 и ( (x) ( y0 за всяко

x ( (x1, x2); фиксираме ( > 0 и интегрираме тъждеството
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 в интервала [x1, x2 - (]; имаме 
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 и след полагане y = ( (t) получаваме 
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;
извършваме граничен преход при ( ( 0; интегралът отдясно клони

към числото 
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, докато интегралът отляво е разходящ, което е противоречие с допускането, че съществува неконстантно решение;

нека единственото решение на задачата на Коши е константното и да допуснем, че например 
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 е сходящ; нека за определеност

g (y) > 0 в (y0, y2); дефинираме функциите F (x) =
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, 
G (y) = 
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; очевидно F ( C1 (a, b); функцията G е дефинирана в 
[y0, y2] и има непрекъсната производна в (y0, y2): действително, 

G (y) = 
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, където ( ( (y0, y) и тогава 
G( (y) = 0 + 
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( g (y) ( 0 в (y0, y2)); и така G (y) има непрекъсната производна в (y0, y2) и е непрекъсната в [y0, y2]; 
ясно е, че G (y0) = 0; тъй като G( (y) > 0 в (y0, y2), то G-1 съществува, нещо повече G-1 е непрекъсната в [0, G(y2)] и има непрекъсната първа производна в (0, G (y2)];
ще покажем, че (G-1)( (0) съществува;
нека 0 < h ( G (y2), G-1 (h) = y; разглеждаме диференчното частно 
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, където y0 < ( < y;

след граничен преход при h ( 0, като използваме, че g и G-1 са непрекъснати, получаваме че y ( y0 и тогава g (() ( g (y0) = 0;

и така (G-1)( (0) = 0; ясно е, че (G-1)( е непрекъсната в 0;
нека сега ( (x) = G-1 (F (x)); ще проверим, че ( (x) е дефинирана поне в едностранна околност на x0; тъй като F (x0) = 0 и F( (x0) = f (x0) ( 0, то

в един от интервалите [x0 - (, x0], [x0, x0 + (] F (x) ще приема неотрицателни стойности и ще се анулира само за x = x0; нека за определеност това е първият интервал; тъй като F има непрекъсната производна, то можем да вземем ( достатъчно малко, така че 0 ( F (x) ( G (y2) за всяко x ( [x0 - (, x0] и F( (x) = f (x) ( 0 за всяко x ( [x0 - (, x0]; при това положение, функцията ( (x) е дефинирана в [x0 - (, x0]; очевидно е, че ( (x) има непрекъсната първа производна в [x0 - (, x0], тъй като G-1 и F имат непрекъснати първи производни;

ще покажем, че функцията ( (x) = 
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 е решение на задачата на Коши, което е различно от константното;

ясно е, че ( (x) е непрекъсната и има непрекъсната производна в 

(x0 - (, x0) и (x0, x0 + (), ще покажем това и за x = x0; 
лявата граница на ( (x) при x ( x0 е ( (x0) = G-1 (F (x0) = G-1 (0) = y0;

дясната граница на ( (x) при x ( x0 е y0, така че ( (x) е непрекъсната в x0; имаме, че лявата производна в x0 е (( (x0) = (G-1 (F (x))( (x0) =

= (G-1)( (F (x0)).F ((x0) = (G-1)( (0).f (x0) = 0; дясната производна в x0 е

(y0)( = 0, така че ( (x) има непрекъсната производна в целия интервал

(x0 - (, x0 + (); вече е ясно, че ( (x) е решение на задачата на Коши, но в интервала (x0 - (, x0) имаме: (( (x) = ( ((x) = f (x).g (( (x)) ( 0; действително f (x) ( 0 и ( (x) ( y0, тъй като F не се анулира в този интервал; и така намерихме неконстантно решение, което е противоречие;
Линейни уравнения
уравнения от вида y( = a (x).y + b (x), a, b ( C ((, () се наричат линейни уравнения;
да зададем начално условие y (x0) = y0, x0 ( ((, ();

Теорема: Задачата на Коши за линейното уравнение има единствено решение, което е дефинирано в целия интервал ((, ();

Доказателство:
нека y (x) е решение на задачата на Коши; тогава
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; и така показахме, че решението е единствено; сега ще покажем, че получената функция y (x) е решение на диференциалното уравнение:
ясно е, че y (x) ( C1 ((, ();

имаме y (x0) = e0.(y0 + 0) = y0;

също така имаме:
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;

и така y (x) е единственото решение на задачата на Коши, дефинирано в целия интервал ((, ();

Уравнения с пълен диференциал. Интегриращ множител.
разглеждаме уравнението (1)
[image: image39.wmf]P (x,y)
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 и начално условие

(1() y (x0) = y0; функциите P и Q са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в някаква околност на (x0, y0); 
ако Q (x0, y0) = 0 и P (x0, y0) ( 0 естествено е да търсим x като функция на y: (2)
[image: image40.wmf]Q (x,y)
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 с начално условие (2() x (y0) = x0;
Теорема: нека P (x, y) dx + Q (x, y) dy е пълен диференциал на някоя функция F (x, y), дефинирана в околност на (x0, y0); тогава ако 
Q (x0, y0) ( 0, то съществува единствено решение на задачата 
на Коши (1), (1() и то се получава като решим уравнението 
F (x, y) = F (x0, y0) спрямо y; съвсем аналогично, ако P (x0, y0) ( 0, то съществува единствено решение на задачата на Коши (2), (2() и то се получава като решим уравнението F (x, y) = F (x0, y0) спрямо x;
Доказателство: ще разгледаме случая Q (x0, y0) ( 0;
да допуснем, че ( (x) е произволно решение на задачата на Коши
(1), (1(); тогава в достатъчно малка околност ( на x0 е дефинирана функцията g (x) = F (x, ( (x)); имаме, че F е диференцируема и има непрекъснати частни производни, ( (x) е диференцируема и по теоремата за диференциране на съставни функции получаваме, че
g( (x) = P (x, ( (x)) + Q (x, ( (x)).( ((x) = 0 ( g (x) е константа в цялата околност (; от друга страна g (x0) = F (x0, y0) ( F (x, ( (x)) = F (x0, y0) за всяко x ( (; и така всяко решение на задачата на Коши (1), (1() е решение на уравнението F (x, y) = F (x0, y0); от друга страна, уравнението G (x, y) = F (x, y) – F (x0, y0) = 0 по теоремата за неявните функции има единствено диференцируемо решение, минаващо през точката (x0, y0), тъй като G (x0, y0) = 0,  Gy (x0, y0) = Q (x0, y0) ( 0 и 
Gx = P и Gy = Q са непрекъснати;
ще напомним, че произволна диференциална форма от първи ред 

P (x, y) dx + Q (x, y) dy е пълен диференциал на някоя функция 

в едносвързана област D тогава и само тогава, 

когато Py (x, y) = Qx (x, y) за всички (x, y) ( D;
нека отново се върнем на уравнението (1);

нека функцията ( (x, y) е дефинирана, притежава непрекъснати частни производни в околност на (x0, y0) и не се анулира в тази околност; тогава е ясно, че уравнението (1) е равносилно с


[image: image41.wmf]P (x,y). (x,y)

y=-

Q (x,y). (x,y)

m

¢

m

; при това естествено е да изберем ( (x, y), така че

изразът P (x, y). ( (x, y) dx + Q (x, y). ( (x, y) dy = 0 да се окаже пълен диференциал; функцията ( (x, y) наричаме интегриращ множител;

това ще стане точно тогава, когато 
Py (x, y).( (x, y) + P (x, y).(y (x, y) = Qx (x, y).( (x, y) + Q (x, y).(x (x, y);
достигнахме до едно частно диференциално уравнение за функцията

( (x, y), което е в общия случай е доста по-сложно от изходното;

някои уравнения, обаче, допускат интегриращ множител, който зависи само от x и тогава това частно диференциално уравнение ще приеме вида: 
[image: image42.wmf]yx
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; то ще се превърне в обикновено, ако изразът 
[image: image43.wmf]yx
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 не зависи от y и тогава уравнението (1) ще допусне интегриращ множител, който зависи само от x;

Теорема за съществуване и единственост
разглеждаме диференциалното уравнение
(1) y( = f (x, y) с начално условие (1() y (x0) = y0;

предполагаме, че функцията f е непрекъсната в някакъв правоъгълник П : 
[image: image44.wmf]0
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, a и b са положителни числа;
Теорема (на Пеано): Съществува решение на задачата на Коши
(1), (2), което е дефинирано поне в |x – x0| ( h, h = min (a, 
[image: image45.wmf]b

M

), където

M е супремумът на |f| в П;
теоремата привеждаме без доказателство; в нея не се говори за единственост (например y( = 
[image: image46.wmf]2
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 има безброй много решения, минаващи през точките (x0, 0) ); тогава е ясно, че върху 
функцията f трябва да бъде наложено по-голямо ограничение;
също така, например от уравнението y( = 1 + y2 с решение tg (x + C), дефинирано в 
[image: image47.wmf](-+k.-C,+k.-C)
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 за всяко k ( Z, става ясно, че има случаи в които интервалът трябва да се намали (тук първоначално сме върху цялата реална права, а след това скъсяваме интервала до дължина ();
казваме, че функцията g (y) удоволетворява условието на Липшиц в интервала (a, b), ако съществува константа E ( R (константа на Липшиц за функцията g), такава че за всеки y1, y2 ( (a, b) имаме:

|g (y1) – g (y2)| ( E.|y1 – y2|; ясно е, че ако g ( C1 (a, b) и g има ограничена производна в (a, b), то за всеки y1, y2 ( (a, b) имаме:
|g (y1) – g (y2)| = |g( (()|.|y1 – y2| ( M.|y1 – y2|, където M е супремумът на |g(| в (a, b) и тогава g е Липшицова функция; има, обаче, функции на Липшиц, които дори не са диференцируеми – например |y| в интервала (-1, 1) е една такава функция;
Теорема (на Пикар): Нека f (x, y) ( C (П) и f (x, y) е Липшицова по y, т.е. съществува константа E ( R за всеки (x, y1), (x, y2) ( П имаме: 

|f (x, y1) – f (x, y2)| ( E.|y1 – y2|; тогава съществува единствено решение на задачата на Коши (1), (1(), което е дефинирано поне в интервала |x – x0| ( h, h = min (a, 
[image: image48.wmf]b
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), където M е 

супремумът на |f| в П;
Лема: решаването на задачата на Коши в някакъв интервал (, x0 ( ( е еквивалентно на намирането на непрекъснато решение на интегралното уравнение (2) 
[image: image49.wmf]0
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;
Доказателство: нека y = ( (x) е решение на задачата на Коши (1), (1();

тогава ( (x) ( C1 ((), (( (t) = f (t, ( (t)) за всяко t ( (; интегрираме последното равенство и получаваме:

[image: image50.wmf]00
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[image: image51.wmf]0
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( (( (x0) = y0) 
[image: image52.wmf]0
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 за всяко x ( (, т.е. ( (x) е непрекъснато решение на интегралното уравнение (2);
нека y = ( (x) e непрекъснато решение на интегралното уравнение (2), дефинирано в (; тогава функцията f (t, ( (t)) е непрекъсната и теоремата на Лайбниц-Нютон е приложима и след диференциране на уравнението (2) получаваме (1), а при заместване x = x0 в (2) получаваме (1(), така че ( (x) е решение на задачата на Коши;

сега преминаваме към доказателството на теоремата на Пикар – ще използваме метода на последователните приближения;
търсим непрекъснати решения на интегралното уравнение
(2) 
[image: image53.wmf]0
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;
дефинираме безкрайна редица от функции:
y0 (x) ( y0, yk+1 (x) = 
[image: image54.wmf]ò
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 за k = 0, 1, 2, …;

първоначално трябва да покажем, че функциите yk са дефинирани за всяко k ( N; за целта е необходимо изразът f (x, yk (x)) да има смисъл за всяко k ( N, т.е. |x – x0| ( a, |yk (x) – y0| ( b; с индукция по k ще покажем, че при |x – x0| ( h това действително е така за всяко k ( N;
ясно е, че тъй като h ( a условието |x – x0| ( a е изпълнено;
База: при k = 0 имаме |yk (x) – y0| = 0 ( b за всяко x : |x – x0| ( h;
Стъпка: нека |yk (x) – y0| ( b; тогава 
|yk+1 (x) – y0| = |
[image: image55.wmf]0
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| ( M.|x – x0| ( M.h ( b;

индукционното предположение се използва в първото неравенство;
и така за всяко k ( N функциите yk (x) са дефинирани, а освен това и непрекъснати, тъй като f e непрекъсната, y0 (x) е непрекъсната и от непрекъснатостта на yk (x) следва непрекъснатостта на yk+1 (x);

ще покажем, че редицата от функции { yk (x) } равномерно клони към някоя функция ( (x) в интервала x0 – h ( x ( x0 + h;

имаме yk = (yk – yk-1) + (yk-1 – yk) + … + (y1 – y0) + y0 = 
[image: image56.wmf]k

0ii-1

i=1

y+(y-y)

å

;

при това положение равномерната сходимост на редицата { yk (x) } е равносилна с равномерната сходимост на реда 
[image: image57.wmf]ii-1
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;

с индукция по k ще покажем оценката 
[image: image58.wmf]£
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за всяко x : |x – x0| ( h;
База: при k = 1 имаме |y1 (x) – y0 (x)| = |
[image: image59.wmf]0
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| ( M.|x – x0|;
Стъпка: нека е изпълнено 
[image: image60.wmf]£
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; тогава
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; използваме индукционното предположение и получаваме: 
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;
пресмятаме последния интеграл:
при x ( x0 имаме: 
[image: image64.wmf]00
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;
при x ( x0 имаме: 
[image: image65.wmf]00
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;
така и в двата случая 
[image: image66.wmf]0
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 и тогава
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;
и така за всяко k ( N в интервала |x – x0| ( h имаме:

[image: image68.wmf]k
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;
прилагаме критерия на Вайерщрас за равномерна сходимост:
очевидно редът 
[image: image69.wmf]k
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 е сходящ и дори можем да изчислим неговата сума – тя е 
[image: image70.wmf]E.h
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; това е достатъчно да твърдим, че редът

[image: image71.wmf]ii-1
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 е равномерно сходящ в интервала |x – x0| ( h;
така редицата от функции { yk (x)} е равномерно сходяща, функциите

yk са непрекъснати ( граничната функция ( (x) също е непрекъсната; ще проверим, че ( (x) е решение на интегралното уравнение (2); 
ще покажем, че 
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;

фиксираме ( > 0; избираме K ( N, такова че при k > K да имаме:
|yk (t) - ( (t)| < 
[image: image73.wmf]E.h
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 за всяко t ( [x0 – h, x0 + h]; тогава 
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;
сега вече можем да извършим граничен преход при k ( ( в равенството yk+1 (x) = 
[image: image76.wmf]0
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; за всяко x : |x – x0| ( h
имаме: yk+1 (x) ( ( (x), y0 ( y0, 
[image: image77.wmf]0
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; също така да отбележим, че функцията

f (t, ( (t)) е дефинирана в |x – x0|( h, тъй като от |yk (t) – y0| ( b при

k ( ( получаваме |( (t) – y0| ( b за всяко t : |t – x0| ( h;

и така показахме съществуване на решение;
сега ще покажем, че това решение е единствено;
нека (1 (x) е произволно решение на задачата на Коши с дефиниционен интервал ( съдържащ x0;
ще покажем, че за всяко x ( (1 = ( ( [x0 - h, x0 + h] имаме 
( (x) = (1 (x) с което ще покажем единствеността;
тъй като (1 (x) e решениe на задачата на Коши, то по лемата то е решение и на интегралното уравнение (2), т.е.
за всяко x ( (1 имаме: 
[image: image80.wmf]0
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; също така за всяко
k ( N имаме: yk+1 (x) = 
[image: image81.wmf]0
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; изваждаме двете равенства и получаваме: (1 (x) – yk+1 (x) = 
[image: image82.wmf](
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;
при k = 0 получаваме |(1 (x) – y1 (x)| = 
[image: image83.wmf](
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; съвсем аналогично на частта за съществуване чрез индукция по k можем да изведем оценката
|(1 (x) – yk (x)| ( 
[image: image85.wmf]k
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 за всяко k ( N; при това положение, редицата от функции { yk (x) } равномерно клони към функцията (1 (x) за всяко x ( (1 ( (1 (x) = ( (x) за всяко x ( (1, тъй като всяка сходяща редица има единствена граница;
Глобална теорема за единственост. Непродължими решения.
нека ( е интервал и нека функцията f (x) ( C ((); казваме, че f локално удоволетворява условието на Липшиц в (, ако за всяка точка x0 ( ( съществува околност U, съдържаща x0, в която f удоволетворява условието на Липшиц с константа, която евентуално зависи от точката x0; ясно е, че ако f има производна, която е непрекъсната в (, то във всяка компактна околност на x0, f( (x) е ограничена и по теоремата за крайните нараствания за всеки 
x1, x2 ( U имаме: |f (x1) – f (x2)| ( |f( (()|.|x1 – x2| ( M.|x1 – x2|,

където M е една горна граница на f( (x) в U;

нека G е отворена област в R2, (x0, y0) ( G, f (x, y) е локално липшицова в G;
да разгледаме задачата на Коши (1) y( = f (x, y), (1() y (x0) = y0;

за всяка точка (x0, y0) можем да изберем правоъгълна околност, която се съдържа в G и в която f е липшицова; при това положение от теоремата за съществуване през (x0, y0) минава поне едно решение, дефинирано в достатъчно малък интервал |x – x0| ( h;

Теорема: Нека y = (1 (x) и y = (2 (x) са две решения на задачата на Коши с дефиниционни интервали (1, (2; тогава (1 (x) = (2 (x) за всяко

x ( (1 ( (2;
Доказателство: нека ((, () = (1 ( (2; ще покажем, че (1 (x) = (2 (x) за всяко x ( [x0, () (за x ( ((, x0]) е аналогично; нека ( е множеството от всички x ( [x0, (), такива че (1 (x) = (2 (x); очевидно ( е ограничено и

непразно (x0 ( (); нека ( = 
[image: image86.wmf]x
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; ако ( ( ( всичко е доказано;

да допуснем, че ( < (; тъй като функциите (1 (x) и (2 (x) са непрекъснати, то (1 (() = (2 ((); да разгледаме точката ((, (1 (()) ( G; дефинираме правоъгълник П ( G, съдържащ ((, (1 (()), в който f е Липшицова; по теоремата на Пикар съществува решение на задачата на Коши (1), (1(() y ((() = (1 ((), което е дефинирано поне в |x - (| ( h1; сега от единствеността получаваме, че (1 (x) = (2 (x)

за всяко x : x – h1 ( ( ( x + h1, което е противоречие с избора на (;
под максимално непродължимо решение на задачата на Коши

(1), (1() разбираме решение, което има най-широк дефиниционен интервал; от самата дефиниция е ясно, че ако такова решение съществува то е единствено; действително, ако (1 (x) е решение, дефинирано в (1 и (2 (x) е решение, дефинирано в (2, то

решението ( (x) = 
[image: image87.wmf]112
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има по-широк дефиниционен интервал от (1 и (2;
ще покажем, че съществува максимално непродължимо решение:
нека ( = { ( (x) дефинирана в (((, (() ( x0 | ( (x) е решение на задачата на Коши } ; нека m1 = 
[image: image88.wmf]inf
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; m2 = 
[image: image89.wmf]sup
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 b

; възможно е 
m1 = - ( или m2 = + (; ще конструираме решение y (x), което е дефинирано в целия интервал (m1, m2), което очевидно ще е максимално непродължимо решение; нека q ( (m1, m2);
тогава съществува решение (1 (x), дефинирано в (
[image: image90.wmf]1
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q <
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 ( m2; полагаме y (q) = (1 (q); дефиницията е коректна – 
ако съществува (2 (x), дефинирано в (
[image: image93.wmf]2
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[image: image95.wmf]1
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 ( m2, тогава от теоремата за единственост (1 (q) = (2 (q); очевидно y (x) е решение на задачата на Коши, тъй като във всеки компактен подинтервал на

(m1, m2), то съвпада с някое решение на задачата на Коши;
Теорема (за напускане на компактите): Нека y (x) е максималното непродължимо решение на задачата на Коши (1), (1() с интервал на съществуване (m1, m2); нека K ( G е компакт,  (x0, y0) ( K; 
тогава съществува ( > 0, че за x ( (m1, m1 + () и за x ( (m2 - (, m2) точката (x, y (x)) ( K; ако m1 = - ( (m2 = + (), условието за x приема вида x < - ( (x > ();
теоремата привеждаме без доказателство; интуитивно, нека ( (x) е решение на задачата на Коши (1), (1(), дефинирано в |x – x0| ( h; тогава (x0 + h, ( (x0 + h)) ( G и съществува решение (1 (x), което е дефинирано в |x – (x0 + h)| ( h1; съгласно теоремата за единственост двете решения съвпадат над общия си интервал и тогава
( (x) = 
[image: image96.wmf]00
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е решение на задачата на Коши с по-широк интервал отдясно; по аналогичен начин продължаваме решението отдясно и отляво, докато не стигнем границата на G;

при това положение е ясно, че когато x ( m1 или x ( m2, то

(x, ( (x)) ще клони към границата на G, т.е. ще напуска всеки отнапред зададен компакт в G;
Следствие: Ако f (x, y) е дефинирана, непрекъсната и ограничена в

R2, fy съществува и е непрекъсната, то за всяка точка (x0, y0) ( R2 непродължимото решение има дефиниционен интервал (- (, + ();

ще отбележим, че изискването за ограниченост е съществено – например уравнението y( = 1 + y2 има решение tg (x + C), което очевидно не е дефинирано върху цялата права;
Следствие: ако f (x, y) и fy (x, y) са дефинирани и непрекъснати

в R2, (x0, y0) ( R2 и за непродължимото решение y (x) през (x0, y0) с дефиниционен интервал (m1, m2) имаме m2 < + (, то правата

x = m2 е вертикална асимптота, т.е. съществува точно една от границите: 
[image: image97.wmf]22
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Уравнения, нерешени спрямо производната
разглеждаме задачата на Коши
(1) F (x, y, y() = 0, (1() y (x0) =  y0;
тук функцията F (x, y, z) е дефинирана и непрекъсната в цилиндрична околност от вида: (x – x0)2 + (y – y0)2 ( r2 ( R3 и притежава непрекъсната частна производна относно z;

ще казваме, че точката (x0, y0) е обикновена за уравнението

F (x, y, y() = 0, ако уравнението F (x0, y0, z) има само краен брой решения z1, z2, …, zk и за всяко j = 1, 2, …, k имаме Fz (x0, y0, zj) ( 0;

необикновените точки (x0, y0) наричаме особени за уравнението (1);

възможно е (1) да има решение само от особени точки, такова решение наричаме особено решение;

Теорема (за редукцията): при горните предположения за функцията F във всяка обикновена точка (x0, y0) съществуват функции

f1 (x, y), …, fk (x, y), дефинирани и притежаващи непрекъснати производни относно y в околност на (x0, y0), така че задачата на Коши (1), (1() е еквивалентна на j задачи на Коши от вида

(2) y( = fj (x, y), (2() y (x0) = y0;
за интуитивно доказателство, ще отбележим, че условията в теоремата осигуряват възможност да приложим теоремата за неявните функции, чрез която за всяко j = 1, 2, …, k изразяваме y( от уравнението F (x, y, y() = 0 в достатъчно малка околност на (x0, y0, zj) и получаваме y( = fj (x, y); ще отбележим, че ако F допълнително притежава непрекъсната частна производна по y, то получените задачи на Коши имат единствено решение;

Линейни уравнения от n-ти ред
разглеждаме уравнението:
(1) 
[image: image98.wmf](n)(n-1)
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;
уравнението (1) наричаме линейно уравнение от n-ти ред;
предполагаме, че функциите a1 (x), a2 (x), …, an (x), f (x) са дефинирани и непрекъснати в интервал (a, b);
ясно е, че L (y) ( 
[image: image99.wmf](n)(n-1)
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¢

 е линеен оператор в линейното пространство на n-пъти диференцируемите функции, тъй като за всеки две функции y1, y2 имаме L (y1 + y2) = L (y1) + L (y2) и

за всяко функция y и константа C ( R имаме L (C.y) = C.L (y);

решение на диференциалното уравнение (1) в интервала (a, b) наричаме функция ( (x) ( Cn (a, b), такава че (L (())(x) = f (x) за всяко

x ( (a, b);
нека x0 ( (a, b);
ако освен уравнението (1) са зададени и n начални условия (n е редът на уравнението): (1() 
[image: image100.wmf]00
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, казваме че (1), (1() образуват задача на Коши; под решение на задачата на Коши ще разбираме решение на уравнението (1), което удоволетворява началните 

условия (1();
Теорема (за същестуване и единственост): при горните предположения за всяко x0 ( (a, b) съществува единствено решение на задачата на Коши (1), (1(), което е дефинирано в целия интервал (a, b);
теоремата ще докажем по-късно, като използваме един общ резултат;

ще отбележим, че теоремата за съществуване и единственост остава в сила, ако функциите в уравнението са комплекснозначни и търсим комплекснозначна функция;
Хомогенни уравнения
ако f (x) ( 0, казваме че уравнението (1) е хомогенно;
нека е дадено хомогенното уравнение
(3) L (y) (
[image: image101.wmf](n)(n-1)
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предполагаме, че функциите a1 (x), a2 (x), …, an (x), f (x) са дефинирани и непрекъснати в интервал (a, b);
Теорема: Ако y1 (x) и y2 (x) са две решения на хомогенното уравнение (3) в интервала (a, b), то всяка тяхна линейна комбинация 
y (x) = (.y1 (x) + (. y2 (x), 
(, ( ( R също е решение на (3);
Доказателство: за всяко x ( (a, b) имаме:
(L ((.y1 + (.y2)) (x) = (L ((.y1)) (x) + (L ((.y2)) (x) = 

(.(L (y1)) (x) + (.(L (y2)) (x) = (.0 + (.0 = 0, използвали сме, че L е линеен оператор; и така (.y1 + (.y2 е решение на (3);

тази теорема ни позволява да твърдим, че съвкупността от решенията на уравнението (3) е линейно пространство;
Лема: Размерността на пространството от решения на уравнението (3) е не по-голяма от n;

Доказателство:
ще покажем, че всеки n+1 решения са линейно зависими;
нека y1 (x), y2 (x), …, yn+1 (x) са решения на (3) в интервала (a, b); 
нека x0 ( (a, b);
 n-мерните вектори 
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 са n+1 на брой, така че те са линейно зависими и съществуват константи
c1, c2, …, cn+1 ( R, (c1, c2, …, cn+1) ( (0, 0, …, 0), такива че
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; дефинираме функцията y (x) = 
[image: image104.wmf]n+1
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;

от горната теорема y (x) е решение на уравнението (3) и освен това е изпълнено (3() y (x0) = y( (x0) = … = y(n-1) (x0) = 0 (от горното равенство);

прилагаме теоремата за съществуване и единственост – съществува единствено решение на задачата на Коши (3), (3() дефинирано в интервала (a, b); но константната функция 0 очевидно е едно такова

решение и тогава y (x) ( 0; намерихме константи c1, c2, …, cn+1, не всичките нули, такива че 
[image: image105.wmf]n+1
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 = 0 за всяко x ( (a, b) ( функциите y1 (x), …, yn+1 (x) са линейно зависими;
нека y1 (x), y2 (x), …, yn (x) ( Cn-1 (a, b) са произволни функции дефинираме детерминанта на Вронски за тези функции:

W (x) = 
[image: image106.wmf]12n
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;

Теорема: Нека y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са произволни решения на уравнението (3); следните три условия са еквивалентни:

1. функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са линейно независими;

2. W (x0) ( 0 за някое x0 ( (a, b);
3. W (x) ( 0 за всяко x ( (a, b);
Доказателство:

ще проведем доказателството по следната схема от импликации:

3 ( 2 ( 1 ( 3;
импликацията 3 ( 2 е очевидна;

ще покажем, че от 2 ( 1;

да допуснем, че функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са линейно зависими; тогава съществува ненулева n-торка от константи 

c1, c2, …, cn, такива че 
[image: image107.wmf]n
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 за всяко x ( (a, b); като диференцираме това тъждество n-1 пъти последователно получаваме:

y1 (x).c1 + y2 (x).c2 + … + yk (x).ck = 0
y1( (x).c1 + y2( (x).c2 + … + yk( (x).ck = 0
…
y1(n-1) (x).c1 + y2(n-1)  (x).c2 + … + yk(n-1)  (x).ck = 0

при x = x0 получаваме линейна хомогенна система с n уравнения и n неизвестни и тя има ненулево решение (c1, …, cn); при това положение детерминантата на системата, която е точно W (x0) = 0, което е противоречие;

ще покажем, че от 1 ( 3;

да допуснем противното – нека съществува x0 ( (a, b), такова че

W (x0) = 0; тогава горната линейна хомогенна система има ненулево решение c1, c2, …, cn; да разгледаме функцията y (x) = 
[image: image108.wmf]n
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тя очевидно е решение на уравнението (3), тъй като е линейна комбинация на решения; също така от горните равенства получаваме

(3() y (x0) = y( (x0) = … = y(n-1) (x0) = 0; сега от теоремата за единственост имаме, че задачата на Коши (3), (3() има единствено решение, но нулата е очевидно решение, така че y (x) ( 0 за всяко x ( (a, b) и тогава функциите y1 (x), …, yn (x) са линейно зависими, което е противоречие;

ще отбележим, че горният критерий за линейна независимост на функции не е приложим в общия случай – тук е съществено, че става въпрос за решения на уравнението (3);

системата от решения y1 (x), y2 (x), …, yn (x) на хомогенното 

уравнение (3) се нарича фундаментална система решения, ако функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са линейно независими в (a, b);

Теорема: Съществуват фундаментални системи решения на уравнението (3), т.е. размерността на пространството от решения на уравнението (3) е точно n;

Доказателство:

нека (*)
[image: image109.wmf]11121n
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 е произволна ненулева детерминанта;

нека функциите yj (x) са решения на задачата на Коши с начални условия: yj(k) (x0) = akj; такива решения има по теоремата за съществуване; при това детерминантата на Вронски W (x) за тази система решения, изчислена в точката x0, е точно детерминантата (*), която е различна от 0 и от горната теорема системата { yj (x) } е фундаментална система решения;

и така нека y1 (x), y2 (x), …, yn (x) е фундаментална система решения на уравнението (3); нека y (x) е произволно решение на (3);

тогава функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x), y (x) са линейно зависими, т.е. съществуват ненулева n-орка от константи (c1, c2, …, cn+1), такава че

c1.y1 (x) + c2.y2 (x) + … + cn.yn (x) + cn+1.yn+1 (x) = 0 за всяко x ( (a, b);

ако допуснем че cn+1 = 0, ще се окаже, че функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са линейно зависими, което е противоречие; и така cn+1 ( 0, откъдето получаваме, че y (x) е линейна комбинация на фундаменталната система решения; 

окончателно всички решения на (3) се изчерпват с всички линейни комбинации на коя да е фундаментална система решения;

Нехомогенни уравнения. Метод на Лагранж.
отново разглеждаме уравнението

(1) 
[image: image110.wmf](n)(n-1)
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y+a(x).y+...+a(x).y+a(x).y=f (x)

¢

;

и линейният оператор L (y);

Теорема: Нека y0 (x) е едно частно решение на (1); тогава произволно решение y (x) на (1) има вида y (x) = y0 (x) + z (x), където z (x) е решение на хомогенното уравнение, получено от (1) при f (x) ( 0;

Доказателство:
нека y (x) е произволно решение;

тогава (L (y – y0)) (x) = (L (y)) (x) – (L (y0)) (x) = f (x) – f (x) = 0 за всяко x ( (a, b); и така y (x) – y0 (x) е решение на хомогенното уравнение, получено от (1), т.е. y (x) = y0 (x) + z (x);
нека y1 (x), y2 (x), …, yn (x) е фундаментална система решения на хомогенното уравнение, получено от (1); тогава от горната теорема всички решения на (1) се изчерпват с 
[image: image111.wmf]n
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, където

c1, c2, …, cn е произволна n-орка от константи;

ще илюстрираме метода на Лагранж за намиране на частното решение y0 (x) на (1);
нека y1 (x), y2 (x), …, yn (x) е фундаментална система решения на хомогенното уравнение, получено от (1);
търсим y0 (x) във вида y0 (x) = c1 (x).y1 (x) + c2 (x).y2 (x) + … + cn (x).yn (x), 

където c1 (x), c2 (x), …, cn (x) са функции, които подлежат на определяне;
пресмятаме
y0( (x) = c1 (x).y1( (x) + c2 (x).y2( (x) + …+ cn (x).yn( (x) + c1( (x).y1 (x) +

+ c2( (x).y2 (x) + … + cn( (x).yn (x);
налагаме условието c1( (x).y1 (x) + c2( (x).y2 (x) + … + cn( (x).yn (x) = 0;

диференцираме отново:
y0(( (x) = c1 (x).y1(( (x) + c2 (x).y2(( (x) + …+ cn (x).yn(( (x) + c1( (x).y1( (x) +

+ c2( (x).y2( (x) + … + cn( (x).yn( (x);
налагаме условието c1( (x).y1( (x) + c2( (x).y2( (x) + … + cn( (x).yn( (x) = 0;

и т.н. след (n-1) диференцирания:
y0(n-1) (x) = c1 (x).y1(n-1) (x) + c2 (x).y2(n-1) (x) + …+ cn (x).yn(n-1) (x) +

+ c1( (x).y1(n-2) (x) + c2( (x).y2(n-2) (x) + … + cn( (x).yn(n-2) (x);

налагаме условието 
c1( (x).y1(n-2) (x) + c2( (x).y2(n-2) (x) + … + cn( (x).yn(n-2) (x) = 0;

имаме y0(n) (x) = c1 (x).y1(n) (x) + c2 (x).y2(n) (x) + …+ cn (x).yn(n) (x) +

+ c1( (x).y1(n-1) (x) + c2( (x).y2(n-1) (x) + … + cn( (x).yn(n-1) (x);

тъй като y0 (x) е решение на (1), то
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сега използваме, че y1 (x), y2 (x), …, yn (x) са решения на хомогенната система и окончателно получаваме:

c1( (x).y1(n-1) (x) + c2( (x).y2(n-1) (x) + … + cn( (x).yn(n-1) (x) = f (x);

и така за функциите c1( (x), …, cn( (x) имаме следните n уравнения с n неизвестни:
y1 (x).c1( (x) + y2 (x).c2( (x) + … + yk (x).ck( (x) = 0
y1( (x).c1( (x) + y2( (x).c2( (x) + … + yk( (x).ck( (x) = 0
…
y1(n-2) (x).c1( (x) + y2(n-2) (x).c2( (x) + … + yk(n-2) (x).ck( (x)= 0

y1(n-1) (x).c1( (x) + y2(n-1) (x).c2( (x) + … + yk(n-1) (x).ck( (x)= f (x)

детерминантата на системата е точно детерминантата на Вронски

W (x) ( 0 за всяко x ( (a, b), тъй като функциите y1 (x), y2 (x), …, yn (x) образуват фундаментална система решение на (1); при това положение по формулите на Крамер системата има решение

ck( (x) = 
[image: image114.wmf]k
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, където Wk (x) е детерминантата, получена от W (x) като заместим k-тия стълб със стълба от свободните членове;

окончателно ck (x) = 
[image: image115.wmf]k
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; и така частно решение y0 (x) има вида

y0 (x) = 
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;
Хомогенни линейни уравнения с постоянни коефициенти
разглеждаме уравнения от вида:
(1) 
[image: image117.wmf](n)(n-1)

1n-1n

y+a.y+...+a.y+a.y=0

¢

, където a1, a2, …, an са реални константи; понеже при n = 1 уравнението y( - a.y = 0 има решение

y = C.eax, ще потърсим решение на (1) във вида y = e(x, където ( ( C;

заместваме и получаваме:
((n + a1.(n-1 + … + an-1.( + an).e(x = 0, което показва, че

e(x е решение тогава и само тогава, когато ( е корен на полинома

P (() = (n + a1.(n-1 + … + an-1.( + an, който се нарича характеристичен полином на уравнението (1); както знаем, този полином има n комплексни корена (с техните кратности); 

нека това са корените (1, (2, …, (n ( C;
ако всички корени са прости, разглеждаме решенията

[image: image118.wmf]2
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 и образуваме детерминантата на Вронски за тези решения: тя е W (x) = 
[image: image119.wmf]2
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 ( 0, тъй като детерминантата на Вандермонд е равна на 0 тогава и само тогава, когато (i = (j за някои

i, j ( { 1, 2, …, n}; така 
[image: image121.wmf]2
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 образуват фундаментална система от решения и общото решение на уравнението (1)

е y (x) = C1. 
[image: image122.wmf]1
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 + C2. 
[image: image123.wmf]2
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 + …+ Cn. 
[image: image124.wmf]n
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, където C1, C2, …, Cn са произволни комплексни константи;
Наличие на кратни корени на характеристичния полином
нека P (() = (n + a1.(n-1 + … + an-1.( + an = 
[image: image125.wmf]j
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, т.е.

различните корени на P (() са (1, (2, …, (m и техните кратности са съответно r1, r2, …, rm, r1 + r2 + … + rm = n;

без доказателство привеждаме следната

Теорема (критерий за кратен корен): Коренът (k на P (() има кратност rk ( P ((k) = P( ((k) = … = 
[image: image126.wmf]k
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 ((k) = 0, 
[image: image127.wmf]k
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P

 ((k) ( 0;

Теорема: нека P1 (x), P2 (x), …, Pk (x) са полиноми и (1, (2, …, (k ( C са различни комплексни числа; тогава равенството


[image: image128.wmf]2
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 = 0 за всяко x ( ((, () е възможно само тогава, когато P1 (x) ( P2 (x) ( … ( Pk (x) ( 0;

Доказателство:
провеждаме индукция по k;
База: при k = 1 имаме: 
[image: image129.wmf]1
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 = 0 и тъй като 
[image: image130.wmf]1
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 ( 0 за всяко x ( R, то P1 (x) = 0 за всяко x ( ((, () ( P1 (x) ( 0;

Предположение: нека твърдението е изпълнено за k полинома;

Стъпка: разглеждаме равенството:

(*) 
[image: image131.wmf]2
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 = 0; тогава
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 = 0;

за произволен полином P (x) и ( ( C, ( ( 0, имаме:


[image: image133.wmf](
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, където

deg Q (x) = deg P (x), тъй като deg P( (x) < deg P (x) и ( ( 0;
диференцираме (*) deg Pk+1 (x) + 1 пъти; 
ясно е, че получаваме:
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 = 0, където

deg Qj (x) = deg Pj (x) за j = 1, 2, …, k, тъй като (j ( (k+1;

използваме индукционното предположение и получаваме, че

Q1 (x) ( Q2 (x) ( … ( Qk (x) ( 0, но deg Qj (x) = deg Pj (x) за j = 1, 2, ..., k

( P1 (x) ( P2 (x) ( … ( Pk (x) ( 0; след заместване в равенството (*) получаваме 
[image: image135.wmf]k+1
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 = 0 и тъй като 
[image: image136.wmf]k+1
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 ( 0 за всяко x ( R,
то Pk+1 (x) = 0 за всяко x ( ((, () ( Pk+1 (x) ( 0;

Заключение: за всяко k ( N от равенството 
[image: image137.wmf]2
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 = 0 ( P1 (x) ( P2 (x) ( … ( Pk (x) ( 0;

Теорема: Нека (1 е корен с кратност r1 ( 1 на характеристичния полином на уравнението (1); тогава 
[image: image138.wmf]1
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[image: image139.wmf]1

.x

x.

e

l

, …, 
[image: image140.wmf]11
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 са решения на уравнението (1);
Доказателство:
нека L (y) е линейният оператор на уравнението (1), т.е.
L (y) = 
[image: image141.wmf](n)(n-1)
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;

вече знаем, че L (
[image: image142.wmf].x
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) = P (().
[image: image143.wmf].x
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 за всяко ( ( C;

диференцираме последното равенство по (, получаваме:


[image: image144.wmf](

)

(

)

.x.x

L ()P ().

ee

ll

ll

¢¢

=l

( 
[image: image145.wmf](

)

.x.x

L (x.)P ().

ee

ll

l

¢

=l

; това е така, защото коефициентите на уравнението не зависят от ( и освен това, ако на ( и x гледаме като на независими променливи е в сила теоремата за смесените производни; след k диференцирания по ( получаваме:


[image: image146.wmf](
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; използваме формулата на Лайбниц за диференциране на произведение и получаваме:
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имаме 
[image: image148.wmf](
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 = 0 за m = 0, 1, …, r1 – 1;

така в горното равенство при k = 0, 1, …, r1 – 1 и ( = (1 получаваме:
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 са решения на (1);
и така в случая на кратни корени можем да построим n решения:
(P (() = (n + a1.(n-1 + … + an-1.( + an = 
[image: image153.wmf]j
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за корена (1 -- 
[image: image154.wmf]1
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за корена (2 -- 
[image: image157.wmf]2
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за корена (m -- 
[image: image160.wmf]m
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;
ще покажем, че тези решения образуват фундаментална система от решения на уравнението (1); 
да допуснем, че съществуват константи
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 ( C, такива че
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= 0; тогава от горната лема директно получаваме, че за всяко j = 1, 2, …, m имаме:

[image: image165.wmf]j
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( 0, т.е. всички константи се анулират и тогава решенията действително са линейно независими;

така в случай на кратни корени общото решение на уравнението (1) се записва по следния начин: 
y (x) = 
[image: image166.wmf]jjjj
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, където 
[image: image167.wmf]j
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 са произволни комплексни константи;

Отделяне на реалните решения
тук е съществено, че коефициентите на уравнението са реални числа;

без доказателство привеждаме следния алгебричен факт:

Лема: Ако ( е корен на характеристичния полином P ((), то


[image: image168.wmf]l

 също е корен на P ((), при това със същата кратност;

от тази лема директно получаваме, че ако 

[image: image169.wmf]1
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 са решения, които присъстват във фундаменталната система от по-горе, то в нея задължително присъстват решенията 
[image: image172.wmf]1
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;
ясно е, че решението 
[image: image175.wmf]1
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 и 
[image: image176.wmf]1

.x

k

x.

e

l

 са комплексно спрегнати:

ако (1 = a + i.b, то имаме 
[image: image177.wmf]1
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;

тъй като решенията образуват линейно пространство, то


[image: image179.wmf]11
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 са решения на уравнението (1), но те вече са реални;

Лема: Нека функциите f1 (x), …fi (x), …, fj (x), …, fk (x) са линейно независими в D и a, b ( C, a ( 0, b ( 0; тогава функциите 

f1 (x), …, 
[image: image181.wmf]ij

f (x) + f (x)
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, …, 
[image: image182.wmf]ij

f (x) - f (x)

b

, …, fk (x) също са линейно независими в D;
Доказателство:
да допуснем, че съществуват константи c1, c2, …, ck, не всичките нули, такива че c1.f1 (x) + … + ci. 
[image: image183.wmf]ij
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 + … + cj.
[image: image184.wmf]ij
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+ ck.fk (x) = 0 за всяко x ( D; 
тогава c1.f1 (x) + …+ (
[image: image185.wmf]j
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[image: image186.wmf]j

i

c

c

-

ab

).fj (x) + …+ ck.fk (x) = 0 за всяко x ( D ( всички коефициенти се нулират, т.е.

c1 = 0, …, 
[image: image187.wmf]j
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[image: image188.wmf]j
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= 0, …, ck = 0; при това положение

c1 = …= ci = …= cj = …= ck = 0, което е противоречие;

Теорема: Всяко линейно хомогенно уравнение с реални коефициенти има реална фундаментална система;
Доказателство:

от горните разглеждания можем да построим комплексна фундаментална система на уравнението (1);

y1 (x), y2 (x), …, y2.k-1 (x), y2.k (x), y2.k+1 (x), …, yn (x),

като y2.j (x) = 
[image: image189.wmf]2.j-1
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 за j = 1, 2, …, k и y2.k+1 (x), …, yn (x) са реални решения; сега разглеждаме системата:
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от по-горе всички решения в тази система са реални и от лемата (приложена k пъти), системата е линейно независима; така получихме система от n линейно независими реални решения, т.е. реална фундаментална система;
така всяко реално решение се записва във вида:
y (x) = 
[image: image191.wmf]kkn
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A.u(x)+B.v(x)+C.y(x)

ååå

, където Aj, Bj, Cj са реални константи;

Линейни нехомогенни уравнения с постоянни коефициенти. Квазиполиноми.
разглеждаме уравнения от вида:
(1) 
[image: image192.wmf](n)(n-1)
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y+a.y+...+a.y+a.y=f (x)

¢

, където a1, a2, …, an са реални и 
f (x) е функция, дефинирана в интервал ((, ();

алгоритъмът за решаване на тези уравнения е следния:

· намираме фундаментална система на съответното хомогенно уравнение;

· намираме частно решение по метода на Лагранж;

· общото решение се представя като сума на частното решение с произволна линейна комбинация на фундаменталната система;

тук основен проблем е техническа трудност, когато прилагаме метода на Лагранж – свързан е с изчисляване на n+1 детерминанти от ред n;

функция от вида f (x) = 
[image: image193.wmf]k
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 , където P (x) са полиноми и

(k са (комплексни) константи, наричаме квазиполином;

ще разгледаме частен случай на уравнението (1), когато функцията

f (x) е квазиполином; в този случай съществува значително по-ефективен метод за намиране на частното решение;

и така дадено е уравнението
(1) 
[image: image194.wmf](n)(n-1).x

1n-1n

y+a.y+...+a.y+a.y=P (x).e
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¢

;

предположили сме k = 1 в квазиполинома, тъй като ако k > 1 можем да разбием уравнението на k уравнения, да намерим частно решение на всяко от тях и да съберем получените частни решения;

Теорема: Ако ( не е корен на характеристичния полином на уравнението (1), то има решение от вида y (x) = 
[image: image195.wmf].x

Q (x).e
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, където

Q (x) е полином със степен, която е равна на степента на P (x);

ако ( е k-кратен корен на характеристичния полином на
уравнението (1), то има решение от вида y (x) = 
[image: image196.wmf]k.x

x.Q (x).e

a

, където

Q (x) е полином със степен, която е равна на степента на P (x);

Изследване на уравнението на хармоничния осцилатор
ще изведем уравнението на вертикалните трептения на материална точка с маса m, която е окачена на пружина; задачата е едномерна и за да опишем движението на точката е достатъчно да познаваме отклонението от равновесното положение y (t) във всеки момент t;

в началния момент, ако отклоним точката на разстояние y по вертикалата, според закона на Хук пружината противодейства със сила F (y) = - k.y, където k е положителна константа, която зависи от качеството на пружината; отчитаме силата на триене T (y), която е пропорционална на скоростта и има противоположна посока, т.е.

T (y) = - (.y(, където ( е положителна константа; също така, в общия случай действа някаква вертикална сила G (t); от закона на Нютон получаваме: m.y(( = - k.y - (.y( + G (t) – уравнение на хармоничен осцилатор;
в най-простия случай в система без триене и без външни сили имаме уравнение: y(( + (2.y = 0, където ( е константа, зависеща от конкретната физическа система; общото решение има вида:

y (t) = A.cos (t + B.sin (t;
нека в системата има триене; уравнението в този случай е:

y(( + (.y( + (2.y = 0 и общото решение е:
ако (1 = 
[image: image197.wmf]22

- +-4

2

aaw

, (2 = 
[image: image198.wmf]22

- -4
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a-aw

, то
при (1 ( (2, решението е 
[image: image199.wmf]2

1

.t
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y (t)=A.+B.

ee

a

a

, 
при (1 = (2, решението е 
[image: image200.wmf].t

2

A.t+B

y (t)=

e

a

;
в случая ( > 2( движението се описва с 
[image: image201.wmf]2
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y (t)=A.e+B.e

a

a

 и тъй като числата (1, (2 са отрицателни движението на осцилатора затихва бързо; лесно се вижда, че той минава най-много веднъж през равновесното положение;
случая ( = 2( е аналогичен на горния случай;
нека ( < 2(; тогава движението се описва с 
[image: image202.wmf].t

2

y (t)=(A.cos .t+B.sin .t)

e

-a

DD

, където ( = 
[image: image203.wmf]22
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, ( се нарича честота на движението на осцилатора; така движението отново заглъхва, но за разлика от горния случай, лесно се вижда, че осцилатора минава безброй много пъти през равновесното си положение;
ще разгледаме явлението резонанс, което се получава при наличие на периодична външна сила G (t) = A.cos (0.t; като пренебрегнем силата на триене, уравнението има вида: y(( + (2.y = A.cos (0.t;

дясната част е квазиполином, така че лесно получаваме:

при ( ( (0 движението се описва с 
y (t) = C1.cos (t + C2.sin (t + 
[image: image204.wmf]0

22

0
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w

w-w

; новото събираемо дава периодично движение, при това амплитудата на това движение нараства, ако (0 е близко до (;

в случая ( = (0 движението се описва с

y (t) = C1.cos (t + C2.sin (t + 
[image: image205.wmf]A.t.sin .t

2

w

.w

 и амплитудата на “принуденото” движение расте линейно заедно с времето t;
това явление се нарича резонанс и то играе основна роля в радиотехниката – например сигналите се чуват най-ясно, когато тяхната честота е близка до честотата на приемника;

в някои случаи резонансът се избягва - например сравнително малка по големина сила, която има същата честота, както собствената честота на някакво съоръжение може да доведе до неговото разрушаване;
Векторнозначни функции на реален аргумент
оттук нататък ще говорим за векторни функции на реален аргумент;
ще фиксираме някои понятия;

нека x = (x1, x2, …, xn) ( Rn; с 
[image: image206.wmf]x

 ще бележим нормата на вектора x,

по дефиниция 
[image: image207.wmf]n
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; нормата удоволетворява следните неравенства: ( x = (x1, x2, …, xn), y = (y1, y2, …, yn) )

· 
[image: image208.wmf]n
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xy.

£

å

xy

 - неравенство на Коши-Буняковски;
· 
[image: image209.wmf]+

£+

xyxy

 - неравенство на триъгълника;

· 
[image: image210.wmf]kk

x-y-

£

xy

 за всяко k = 1, 2, …, n;
· 
[image: image211.wmf]n
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å

xy

;
също за произволно ( ( R имаме 
[image: image212.wmf]=

aa

xx

;
чрез горните неравенства съвсем лесно се показва, че

една редица { xk = (xn1, xn2, …, xkn) } е сходяща, точно когато са сходящи редиците { xn1}, { xn2}, …, { xkn}; при това 
[image: image213.wmf]k1k2kn

kkkk
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;
ще означаваме производна на произволна функция f в точката t0 по следния начин: 
[image: image214.wmf]0

f (t)

•

;
нека f : [a, b] ( Rn е векторнозначна функция, f = (f1, f2, …, fn); 

в сила е:
· функцията f е непрекъсната в точката t0 ( [a, b], точно когато функциите fj, j = 1, 2, …, n са непрекъснати в t0;

· функцията f е диференцируема в точката t0 ( [a, b], точно когато функциите fj, j = 1, 2, …, n са диференцируеми в t0;
при това 
[image: image215.wmf]•••
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 (t)=(f(t),f(t),...,f(t))

•

f

;

· функцията f е интегруема в интервала [a, b], точно когато функциите fj, j = 1, 2, …, n са интегруеми в [a, b]; при това


[image: image216.wmf]òòòò
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f (t) dt=(f (t) dt,f (t) dt,...,f (t) dt

)

; в частност, ако f е непрекъсната, то тя е интегруема; 
в сила е теоремата и формулата на Лайбниц-Нютон: 
ако F : [a, b] ( Rn е такава, че 
[image: image217.wmf] (t)=f (t)

•

F

 за всяко t ( [a, b] и
f (t) е интегруема в [a, b], то 
[image: image218.wmf]t
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;
· в сила са оценките: ако f е интегруема, то 
[image: image219.wmf]bb
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,
така че ако M = 
[image: image220.wmf](t)
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, то 
[image: image221.wmf]b
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; също, ако f има непрекъсната първа производна, то от равенството

[image: image222.wmf]b
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 (t) dt= (b)- (a)

·
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fff

 имаме, че 
[image: image223.wmf] (b)- (a)M.(b-a)
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, 

където M = 
[image: image224.wmf] (t)

·

f

;
Системи диференциални уравнения
системи от обикновени диференциални уравнения от вида
(*) 
[image: image225.wmf]•
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се наричат нормални; въвеждаме векторни означения:
x = (x1, x2, …, xn), 
f (x, t) = ( f1 (x1, x2, …, xn), f2 (x1, x2, …, xn), …, fn (x1, x2, …, xn), t ) и това ни дава възможност да напишем системата (*) във вида:
(1) 
[image: image226.wmf]•

= (,t)
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да предположим, че функцията f е дефинирана в някаква област
G ( Rn+1; задача на Коши за системата (1) дефинираме заедно с начално условие (1() x (t0) = x0 ( Rn, където (x0, t0) ( G; 
под решение на задачата на Коши (1), (1() ще разбираме 
функция ( (t), която е дефинирана и притежава непрекъснати частни производни в достатъчно малък интервал ( ( R, t0 ( ( и за нея е изпълнено: 
[image: image227.wmf]•

 (t)= ((t),t)

f

jj 

 за всяко t ( ( и ( (t0) = x0;

нека фиксираме областта G ( Rn+1 да бъде (n+1)-мерният цилиндър, дефиниран с |t – t0| ( a, 
[image: image228.wmf]-b
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, където t ( R, 

x = (x1, x2, …, xn) ( Rn, a, b ( R+; ще казваме, че векторната функция

f : G ( Rn удоволетворява условието на Липшиц спрямо x в G, ако
за произволна двойка от точки (x1, t), (x2, t) ( G имаме:

[image: image229.wmf] (,t)- (,t)E.-
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fxfxxx

, където Е е подходяща положителна константа (константа на Липшиц за функцията f в областта G);

ще покажем, че ако f има непрекъснати първи частни производни 

в G, то f удоволетворява условието на Липшиц в G;

от теоремата на Вайерщрас, тъй като G е компактна област, получаваме че 
[image: image230.wmf](,t)A
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за всеки j, k ( { 1, 2, …, n} и 
всяка точка (x, t) ( G; нека j ( { 1, 2, …, n };
разглеждаме функцията g (() = fj (x1 + (.(x2 – x1), t) върху интервала 
[0, 1]; очевидно тази функция притежава непрекъсната производна

в [0, 1] и g ((() = 
[image: image231.wmf]n
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, където 
[image: image232.wmf]kk
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 са k-тите координати на векторите x1, x2; имаме:
|fj (x1, t) – fj (x2, t)| = |g (1) – g (0)| = |g ((()|, където ( ( [0, 1];

тогава |fj (x1, t) – fj (x2, t)| = |g ((()|= 
[image: image233.wmf]n
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( 
[image: image234.wmf]n

kk

12

k=1

(+(-),t).x-x

j

k

f

x

¶

x.

¶

å

121

xxx

 ( A. 
[image: image235.wmf]n
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окончателно имаме:

[image: image237.wmf]nn
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където E = 
[image: image238.wmf]A.n.n

; така f е Липшицова по x в G;
Теорема (за съществуване и единственост): Нека G ( Rn+1 е
n-мерният цилиндър от по-горе; нека векторната функция 
f : G ( Rn е непрекъсната и удоволетворява условието на Липшиц по

x в G с константа на Липшиц E; тогава задачата на Коши 

(1) 
[image: image239.wmf]•

= (,t)

xfx

, (1() x (t0) = x0 ( Rn 

притежава решение, което е дефинирано поне в интервала
|t – t0| ( h, където h = min (a, 
[image: image240.wmf]b

M

), където M е супремумът на 
[image: image241.wmf]f

 в G;
Доказателство: ще скицираме доказателство, което е абсолютно аналогично на скаларния случай;
Лема: решаването на задачата на Коши (1), (1() е еквивалентно на намиране на непрекъснато решение на интегралното уравнение:


[image: image242.wmf]0

t

t

 (t)=+ ( (p),p) dp
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xxfx

;
строим последователни приближения:
x0 (t) = x0, xk (t) = 
[image: image243.wmf]0
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xfx

 за всяко k = 1, 2, …;
с индукция по k показваме, че функциите xk (t) са дефинирани и непрекъснати за всяко t ( [t0 – h, t0 + h];
след това показваме, че редицата от функции { xk (t) } равномерно клони към някоя функция ( (t); за целта разглеждаме реда

x0 (t) + (x1 (t) – x0 (t)) + (x2 (t) – x1 (t)) + …+ (xk (t) – xk-1 (t)) + …;

очевидно редицата от парциалните суми на този ред съвпада с редицата { xk (t)}; с индукция по k показваме оценката

[image: image244.wmf]£
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, където Е е константата на Липшиц за функцията f; сега от |t – t0| ( h получаваме, че членовете на разглеждания ред се мажорират от членовете на реда
[image: image245.wmf]k
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който очевидно е сходящ; по критерия на Вайерщрас за равномерна сходимост получаваме, че редицата { xk (t)} е равномерно сходяща и тъй като функциите xk (t) са непрекъснати, то граничната функция

( (t) също е непрекъсната; накрая показваме, че ( (t) е решение на интегралното уравнение чрез граничен преход при k ( (, като за целта показваме, че 
[image: image246.wmf]00
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;
с това показахме съществуване на решение;
за да покажем единствеността, взимаме произволно решение 
(1 (t) с дефиниционен интервал (, x0 ( ( и показваме, че
(1 (t) = ( (t) за всяко t ( ( ( [t0 – h, t0 + h]; за целта използваме, че
(1 (t) е решение на интегралното уравнение и доказваме с индукция по k = 1, 2, … оценката 
[image: image247.wmf]k
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;

използваме, че в последното неравенството изразът отдясно клони

към 0 при k ( ( и тогава (1 (t) = ( (t) за всяко t ( ( ( [t0 – h, t0 + h], тъй като всяка сходяща редица има единствена граница;

нека D ( Rn+1 е произволна област; ще казваме, че векторната функция f : D ( Rn удоволетворява локалното условие на Липшиц спрямо x в D, ако за всяка точка (x, t) ( D съществува околност 
U ( Rn+1, (x, t) ( U, така че за произволна двойка от точки 
(x1, t), (x2, t) ( U имаме: 
[image: image248.wmf] (,t)- (,t)E.-
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, където Е е подходяща положителна константа, която евентуално зависи от избора на (x, t); от по-горе е ясно, че ако f има непрекъснати първи частни производни в D, то f удоволетворява локалното условие на Липшиц;
Теорема (глобална теорема за единственост): Нека

D ( Rn+1 е произволна област, f : D ( Rn е векторна функция, удоволетворяваща локалното условие на Липшиц;

нека (x0, t0) ( D и (1 (x), (2 (x) са две решения на задачата на Коши 

(1) 
[image: image249.wmf]•

= (,t)

xfx

, (1() x (t0) = x0 ( Rn с дефиниционни интервали (1 и (2,   

t0 ( (1 ( (2; тогава (1 (t) = (2 (t) за всяко t ( (1 ( (2;
Доказателство: ще скицираме доказателство, аналогично на скаларния случай; нека (1 ( (2 = ((, (); показваме, че
(1 (t) = (2 (t) за всяко t ( [t0, (), случаят t ( ((, t0] е аналогичен;
за целта построяваме множеството ( от всички точки t ( [t0, (), такива че (1 (t) = (2 (t); то е ограничено, непразно (t0 ( Ф) и тогава притежава супремум ( ( R; лесно се показва, че (1 (() = (2 ((), тъй като функциите (1 (t) и (2 (t) са непрекъснати; ако ( ( (, то всичко е доказано; ако ( < (, разглеждаме задачата на Коши (1), 
(1(() x (() = (1 (() ( Rn в достатъчно малък (n+1)-мерен цилиндър G ( D, 
в който f е Липшицова, ((, (1 (()) ( G и за всяка точка (x, t) ( G имаме
t ( [t0, (); от теоремата за съществуване и единственост тази задача има единствено решение, дефинирано в интервал |t – (| ( h1, 
( + h1 < (, но функциите (1 (t) и (2 (t) са решения на задачата на Коши (1), (1(() и тогава (1 (t) = (2 (t) за всяко t ( [( - h1, ( + h1], което е противоречие с избора на (;
нека D ( Rn+1 е произволна област и функцията f : D ( Rn е дефинирана и притежава непрекъснати първи частни 
производни в D; нека (x0, t0) ( D; разглеждаме задачата на Коши

(1) 
[image: image250.wmf]•

= (,t)
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, (1() x (t0) = x0 ; по теоремата за съществуване тази задача има решение, което е дефинирано в достатъчно малък интервал, съдържащ t0; ще покажем, че измежду всички решения на задачата на Коши има едно с най-голям дефиниционен интервал, което е единствено, и ще го наречем максимално непродължимо решение;
Теорема: Задачата на Коши (1), (1() притежава единствено максимално непродължимо решение;
Доказателство: скицираме доказателство, което е аналогично на скаларния случай; означаваме с (1 и (2 множеството от левите и десните краища на дефиниционните интервали на всички решения на задачата на Коши (1), (1(); избираме m1 = inf (1 и m2 = sup (2;
възможно е m1 = - (, m2 = + (; ще покажем, че съществува решение 
x (t) с дефиниционен интервал (m1, m2) и то очевидно ще е максимално непродължимо решение; за тази цел фиксиране ( ( (m1, m2) и нека за определеност ( > t0; по определението за супремум съществува решение ( (t) на задачата на Коши, което е дефинирано в [t0, (), където ( < ( < m2; полагаме x (t) = ( (t); дефиницията е коректна – ако вземем друго решение (1 (t), което е дефинирано в
[t0, (1), ( < (1 < m2, то (1 (() = ( (() от теоремата за единственост;

ясно е, че x (t) е решение на задачата на Коши, тъй като от дефиницията във всеки затворен подинтервал на (m1, m2), то съвпада с някое решение; от самата дефиниция е ясно, че друго максимално непродължимо решение не съществува;
Теорема (за напускане на компактите): при направените предположения по-горе нека x = ( (t) е максималното непродължимо решение на задачата на Коши (1) 
[image: image251.wmf]•
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, (1() x (t0) = x0 с дефиниционен интервал (m1, m2); нека K ( D е компакт, който съдържа точката (x0, t0); в такъв случай съществува ( > 0, такова че

за t ( (m1, m1 + () ( (m2 - (, m2), (( (t), t) ( K; при m1 = - (, първият
интервал приема вида (- (, () и при m2 = + (, вторият интервал приема вида ((, + ();

теоремата привеждаме без доказателство; интуитивно теоремата твърди, че когато t клони към m1 или към m2 решението се доближава произволно близко до границата на D, т.е. напуска всеки предварително зададен компакт в D;

системи от вида 
[image: image252.wmf]•

= ()

xfx

 се наричат автономни; обикновено задачите от аналитичната механика водят до системи от такъв вид;

Теорема: Нека D ( Rn е произволна област и f : D ( Rn е дефинирана и притежава непрекъснати първи частни производни в D;

нека ( (t) е непродължимото решение на задачата на Коши

(1) 
[image: image253.wmf]•
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, (1() x (t0) = x0 с дефиниционен интервал (m1, m2), където

x0 ( D; в такъв случай, ако за всяко t ( [t0, m2), точката ( (t) ( К за някакъв компакт K ( D, то m2 = + (; аналогично, ако за всяко 

t ( (m1, t0], точката ( (t) ( К за някакъв компакт K ( D, то m1 = - (;

Доказателство: директно следствие от теоремата за напускане на компактите;
Непрекъсната зависимост спрямо параметри и начални условия
нека D ( Rn+1 е областта |t – t0| ( a, 
[image: image254.wmf]-b
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xx

;
разглеждаме задачата на Коши (1) 
[image: image255.wmf]•
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, (1() x (t0) = g ((),
където f е дефинирана, непрекъсната и удоволетворява условието на Липшиц спрямо x в D, g е дефинирана и непрекъсната в |( - (0| ( c и удоволетворява условието |g (() – x0| ( 
[image: image256.wmf]b

2

;
Теорема (локална теорема за непрекъснатост): При направените предположения, задачата на Коши (1), (1() притежава единствено решение x = x (t, (), което е дефинирано и непрекъснато спрямо двете си променливи в правоъгълника |t – t0| ( 
[image: image257.wmf]h
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, |( - (0| ( c,

където h = min (a, 
[image: image258.wmf]b

M

) и M е супремумът на 
[image: image259.wmf]f

 в D;
Доказателство: 
както в теоремата на Пикар ще търсим непрекъснато решение на интегралното уравнение

x (t, () = g (() + 
[image: image260.wmf]m

ò

0

t

t
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;
строим последователните приближения:

x0 (t, () = g (();

x1 (t, () = g (() + 
[image: image261.wmf]m
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;

…

xn+1 (t, () = g (() + 
[image: image262.wmf]m
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;

…

ще покажем, че за всяко n, xn е добре дефинирано в 
|t – t0| ( 
[image: image263.wmf]h

2

, |( - (0| ( c, с индукция по n;

действително, x0 е добре дефинирано и да допуснем, че xn е добре дефинирано в |t – t0| ( 
[image: image264.wmf]h
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, |( - (0| ( c;

имаме 
[image: image265.wmf]m=mm£mm

òò

00

tt

tt

(t, )- ()-+ ((s, ), s) ds ()-+ ((s, ), s

) ds

n00000

xxgxfxgxfx
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; така 
[image: image267.wmf]m

 ((t, ), t)

n

fx

 е добре дефинирано за |t – t0| ( 
[image: image268.wmf]h

2

, |( - (0| ( c ( xn+1 е добре дефинирано в

|t – t0| ( 
[image: image269.wmf]h
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, |( - (0| ( c; по-нататък съвсем аналогично на теоремата на Пикар доказваме равномерна сходимост на редицата { xn (t, ()} като преди това извеждаме оценката 
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; след това извършваме граничен преход в дефиниционните равенства за последователните приближения и получаваме, че границата им е решение на задачата на Коши (1), (1(); за да покажем единствеността, използваме теоремата за единственост при фиксирано (;

нека D ( Rn+1 е произволна област и f : D ( Rn, f = f (x, t) е непрекъсната функция, която удоволетворява локалното условие на Липшиц спрямо x в D; нека (x0, t0) ( D;
Теорема (глобална теорема за непрекъснатост): При направените предположения нека x = x (t, x0) е максималното непродължимо решение на задачата на Коши (1) 
[image: image271.wmf]•
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, (1() x (t0) = y
при y = x0 с дефиниционен интервал (m1, m2); нека [(, (] е компактен подинтервал на (m1, m2); тогава съществува ( > 0, такова че съществува единствено решение ( (t, y) на задачата на Коши (1), (1(), което е дефинирано и непрекъснато по двете си променливи в цялата област ( ( t ( (, 
[image: image272.wmf]-
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;
Линейни системи от първи ред. Теорема за съществуване и единственост.
системи от обикновени диференциални уравнения от вида

(*) 
[image: image273.wmf]•

11111221nn1

•

22112222nn2

•

nn11n22nnnn

x=a(t).x+a(t).x+...+a(t).x+b (t)

x=a(t).x+a(t).x+...+a(t).x+b (t)

...

x=a(t).x+a(t).x+...+a(t).x+b (t)


наричаме линейни системи от първи ред;
въвеждаме векторни означения: x = (x1, x2, …, xn), A (t) = (aij (t)),

b (t) = (f1 (t), …, fn (t)) и системата приема вида:
(1) 
[image: image274.wmf]•
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, където с A (t).x сме означили матричното произведение на A (t) с вектора x;
задача на Коши задаваме с допълнително начално условие
(1() x (t0) = x0;
Теорема (за съществуване и единственост): Нека функциите

aij (t), f (t) са непрекъснати в интервала ((, () и t0 ( ((, (); тогава задачата на Коши (1), (1() притежава единствено решение, което е дефинирано в целия интервал ((, ();
Доказателство: използваме директно доказателството на теоремата за съществуване и единственост; нека [p, q] ( ((, ();
в случая имаме f (x, t) = A (t).x + b (t), така че за j = 1, 2, …, n

[image: image275.wmf]j
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 и f очевидно има непрекъснати първи частни производни в [p, q]; по-горе показахме, че в такъв случай
f (x, t) = A (t).x + b (t) удоволетворява условието на Липшиц в [p, q];

ще покажем, че последователните приближения:

x0 (t) = x0, xk (t) = 
[image: image276.wmf]0
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 за всяко k = 1, 2, …

са дефинирани в целия интервал ((, (), т.е. не се налага скъсяване на интервала; провеждаме индукция по k:

База: при k = 0, x0 (t) = x0 очевидно е дефинирано за всяко t ( ((, ();

Предположение: нека xk-1 (t) е дефинирано за всяко t ( ((, ();

Стъпка: тогава xk (t) = 
[image: image277.wmf]0
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 и очевидно

за всяко t ( ((, (): A (t).xk-1 (t) + b (t) е дефинирано от индукционното предположение; при това положение xk (t) е дефинирано в ((, ();

Заключение: за всяко k = 0, 1, …последователните приближения xk (t) са дефинирани в целия интервал ((, ();
по-нататък показваме, че редицата от последователните приближения е равномерно сходяща в [p, q] и че нейната граница е решение на задачата на Коши; теоремата за единственост се доказва без изменения от общия случай;
така доказахме, че съществува единствено решение ( (t) на задачата на Коши, което е дефинирано в интервала [p, q];

оттук нататък съвсем лесно се показва, че съществува единствено решение на задачата на Коши, дефинирано в ((, ();
Хомогенни линейни системи
разглеждаме линейни системи от вида:

(1)
[image: image278.wmf]•
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, където A (t) = (aij (t)), функциите aij (t) са непрекъснати в някакъв интервал ((, ();
Теорема: Решенията на системата (1) образуват линейно пространство;
Доказателство: нека x (t), y (t) са произволни решения на системата (1) и c1, c2 ( R; тогава 
[image: image279.wmf]••
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т.е. c1.x (t) + c2.y (t) също е решение на (1);
Теорема: Всеки n+1 решения на хомогенната линейна система (1) са линейно зависими;
Доказателство: нека x1, x2, …, xn+1 са n+1 решения на системата (1);

фиксираме t0 ( ((, (); тогава векторите x1 (t0), x2 (t0), …, xn+1 (t0) ( Rn са линейно зависими, т.е. съществуват константи c1, c2, …, cn+1 ( R, такива че c1.x1 (t0) + …+ cn+1.xn+1 (t0) = 0; разглеждаме

функцията x (t) = c1.x1 (t) + c2.x2 (t) + …+ cn+1.xn+1 (t); от горната теорема x (t) удоволетворява системата (1) и началното условие 
(1() x (t0) = 0; сега от теоремата за единственост и от факта, 
че функцията 0 е решение на задачата на Коши (1), (1(),
получаваме че x (t) = c1.x1 (t) + c2.x2 (t) + …+ cn+1.xn+1 (t) = 0 

за всяко t ( ((, (), т.е. функциите x1, x2, …, xn+1 са линейно зависими;

всяка система от n линейно независими решения на системата (1) ще наричаме фундаментална система решения; ще покажем, че такива системи решения съществуват и от предишната теорема ще следва, че размерността на пространството от решенията е n;
Теорема: Системата (1) притежава безброй много фундаментални системи решения;
Доказателство: нека h1, h2, …, hn е произволен базис на Rn;

фиксираме t0 ( ((, () и за k = 1, 2, …, n решаваме задачата на Коши
(1)
[image: image280.wmf]•
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, (1() x (t0) = hk; от теоремата за съществуване получаваме

решения x1 (t), …, xn (t) дефинирани в целия интервал ((, ();

нека c1, c2, …, cn ( R са такива, че c1.x1 (t) + …+ cn.xn (t) = 0 

за всяко t ( ((, (); тогава при t = t0 получаваме, че

c1.x1 (t0) + …+ cn.xn (t0) = 0, т.е. c1.h1 + … + cn.hn = 0 (
c1 = …= cn = 0, тъй като h1, h2, …, hn са линейно независими вектори;

така функциите x1 (t), …, xn (t) са линейно независими и образуват фундаментална система; тъй като h1, h2, …, hn беше произволен базис на Rn, то системата (1) притежава безброй много фундаментални системи решения;

Теорема: нека y (t) е решение на системата (1) и x1 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения; тогава y (t) = c1.x1 (t) + …+ cn.xn (t), където c1, c2, …, cn ( R са подходящи константи;

Доказателство:
тъй като функциите y (t), x1 (t), …, xn (t) са n+1 решения на системата (1), то те са линейно зависими и съществуват константи
d0, d1, …, dn, такива че d0.y (t) + d1.x1 (t) + …+ dn.xn (t) = 0 за 
всяко t ( ((, (); ако допуснем, че d0 = 0 ще получим противоречие с линейната независимост на x1 (t), …, xn (t); така d0 ( 0 и като положим ci = 
[image: image281.wmf]i
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, получаваме y (t) = c1.x1 (t) + …+ cn.xn (t);

и така, ако е дадена фундаментална система решения x1 (t), …, xn (t), то решенията на системата (1) са всички линейни комбинации на

x1 (t), …, xn (t) и само те;
да предположим, че е дадена задачата на Коши:

(1)
[image: image282.wmf]•

=A (t).

xx

, (1() x (t0) = x0;
алгоритъмът за решаване е следния:
· намираме фундаментална система x1 (t), …, xn (t) на хомогенната система (1);

· решението търсим във вида c1.x1 (t) + …+ cn.xn (t) и константите
c1, c2, …, cn ги намираме от линейната система

c1.x1 (t0) + …+ cn.xn (t0) = x0; ние предварително знаем, че от теоремата за съществуване и единственост такива константи трябва да съществуват и те да са еднозначно определени;

този факт следва и от линейната алгебра, тъй като векторите-стълбове на матрицата на линейната система са линейно независими и тогава нейната детерминанта е различна от 0;

от формулите на Крамер получаваме, че тя има единствено решение;
нека x1 (t), x2 (t), …, xn (t) са произволни векторнозначни функции, дефинирани в интервал ((, (); дефинираме 

детерминанта на Вронски W (t) за тези функции по следния начин:
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за всяко t ( ((, (), с xkj (t) сме означили j-тата координатна функция
на векторната функция xk (t);

разглеждаме линейната система
(1) 
[image: image284.wmf]•
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, където A (t) = (aij (t)), функциите aij (t) са дефинирани и непрекъснати в интервал ((, ();
нека x1 (t), x2 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения;

матрицата 
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 наричаме фундаментална за системата (1); очевидно детерминантата на фундаменталната матрица е точно детерминантата на Вронски за функциите

x1 (t), x2 (t), …, xn (t);

Теорема: нека x1 (t), x2 (t), …, xn (t) са решения на (1), дефинирани в интервала ((, ();
следните три твърдения са еквивалентни:
1. съществува t0 ( ((, (), такова че W (t0) ( 0;

2. x1 (t), x2 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения;
3. за всяко t ( ((, () имаме W (t) ( 0;

Доказателство:
доказателството ще проведем чрез следната схема от импликации:

1 ( 2 ( 3 ( 1;
(1 ( 2)
нека t0 ( ((, () и W (t0) ( 0;

да допуснем, че x1 (t), x2 (t), …, xn (t) са линейно зависими решения, т.е. съществуват c1, …, cn ( R, не всичките нули, такива че 
c1.x1 (t) + … + cn.xn (t) = 0 за всяко t ( ((, (); 
тогава c1.x1 (t0) + … + cn.xn (t0) = 0, т.е. векторите-стълбове на детерминантата на Вронски W (t0) са линейно зависими

( W (t0) = 0 – противоречие;
(2 ( 3)
да допуснем, че съществува t0 ( ((, (), такова че W (t0) = 0;

тогава векторите-стълбове на детерминантата на Вронски са линейно зависими, т.е. съществуват константи c1, …, cn ( R, не всичките нули, такива че c1.x1 (t0) + … + cn.xn (t0) = 0;

да разгледаме задачата на Коши за уравнението (1) с начално условие

(1() x (t0) = 0; очевидно функцията y (t) = c1.x1 (t) + … + cn.xn (t) е решение на тази задача, тъй като y (t) е линейна комбинация на решения и y (t0) = 0; от друга страна функцията 0 също е решение 
и от теоремата за единственост получаваме, че 
y (t) = 0 за всяко t ( ((, (), т.е. c1.x1 (t) + … + cn.xn (t) = 0 за всяко
t ( ((, () – противоречие с линейната независимост на x1 (t), …, xn (t);

(3 ( 1)
очевидно;
Нехомогенни линейни системи. Метод на Лагранж.

да разгледаме нехомогенната линейна система

(1) 
[image: image286.wmf]•
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, където A (t) = (aij (t)), функциите

aij (t), b (t) са непрекъснати в интервал ((, ();
Теорема: Нека x0 (t) е едно решение на системата (1);

тогава всички решения се представят с формулата

x (t) = x0 (t) + 
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, където x1 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения на системата (1) при b (t) ( 0 и c1, …, cn ( R са произволни константи;

Доказателство: нека x (t) е решение на системата (1);

тогава 
[image: image288.wmf]•
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 = A (t).x (t) + b (t) – A (t).x0 (t) – b (t) =

= A (t).(x (t) – x0 (t)) ( x (t) – x0 (t) е решение на хомогенната система

(1) при b (t) ( 0 и тогава x (t) – x0 (t) = 
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, където c1, …, cn ( R са произволни константи; обратно всяка функция от вида

x0 (t) + 
[image: image291.wmf]n
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 очевидно решение на системата (1);
нека x1 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения на (1);

ще илюстрираме метода на Лагранж за намиране на частното решение x0 (t); търсим частно решение във вида 
[image: image292.wmf]n
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, където
ck (t) са диференцируеми функции, които подлежат на определяне;

от уравнението получаваме:
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тъй като x1 (t), …, xn (t) са решения на хомогенната система, то
при k = 1, 2, …, n 
[image: image294.wmf]•
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;

така получаваме 
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 = b (t) или по-подробно:


[image: image298.wmf]n
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, j = 1, 2, …, n;
така получаваме система от линейни уравнения за функциите

c1( (t), …, cn( (t); тази система има единствено решение, тъй като детерминантата на системата е точно детерминантата 
на Вронски W (t) за фундаменталната система x1 (t), …, xn (t) и тогава

W (t) ( 0 за всяко t ( ((, (); така по формулите на Крамер,

ck( (t) = 
[image: image299.wmf]k
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, където Wk (t) е детерминантата, получена от W (t) като заменим k-тият стълб със стълба от свободните членове;

окончателно получаваме ck (t) = 
[image: image300.wmf]k
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, т.е. частното решение има вида 
[image: image301.wmf]n
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;

Свеждане към нормални системи. Теорема за съществуване и единственост за линейни уравнения от n-ти ред.
разглеждаме задачата на Коши
(1) 
[image: image302.wmf](n)(n-1)

1n-1n

y+a(t).y+...+a(t).y+a(t).y=f (t)

¢

, където функциите

a1 (t), …, an (t) са дефинирани и непрекъснати в интервала ((, (), 

с начални условия (1() y (t0) = y0, y( (t0) = y1, …, y(n-1) (t0) = yn-1, t0 ( ((, ();
дефинираме x1 (t) = y (t), x2 (t) = y( (t), …, xn (t) = y(n-1) (t) и разглеждаме следната система:
(*) 
[image: image303.wmf]•
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да въведем векторни означения: x (t) = (x1 (t), …, xn (t)),

A (t) = 
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, b (t) = 
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,

x0 = (y0, y1, …, yn-1);
очевидно системата (*) приема вида
(2) 
[image: image306.wmf]•
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;
да разгледаме задачата на Коши (2) с начално условие 

(2() x (t0) = x0;
Теорема: Съществува взаимноеднозначно съответствие между решенията на задачите на Коши (1), (1() и (2), (2();

Доказателство:

нека y (t) е решение на задачата на Коши (1), (1();

тогава y (t) има непрекъснати първи производни до n-ти ред включително и очевидно x (t) = ( y (t), y( (t), …, y(n-1) (t)) е решение на задачата на Коши (2), (2();

нека x (t) = ( x1 (t), …, xn (t)) е решение на задачата на Коши (2), (2();

тогава функциите x1 (t), …, xn (t) имат непрекъснати първи производни; да разгледаме функцията y (t) = x1 (t), 
тъй като y( (t) = 
[image: image307.wmf]•
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x(t)=x(t)

, то y (t) притежава непрекъсната втора производна; съвсем аналогично, y (t) има непрекъснати производни до n-ти ред включително и очевидно y (t) е решение на задачата на Коши (2), (2();

Теорема (за съществуване и единственост за линейни уравнения от n-ти ред): задачата на Коши (1), (1() притежава, при това единствено решение, което е дефинирано 
в целия интервал ((, ();
Доказателство: 

да разгледаме съответната задача на Коши (2), (2();

от теоремата за съществуване за линейни системи, получаваме че съществува решение x (t) = ( x1 (t), …, xn (t)), което е дефинирано в целия интервал ((, (); от горната теорема y (t) = x1 (t) е решение на задачата на Коши (1), (1(), дефинирано в целия интервал ((, ();
нека y1 (t), y2 (t) са две решения на задачата на Коши (1), (1(), дефинирани в целия интервал ((, (); 
тогава от горната теорема x1 (t) = ( y1 (t), y1( (t), …, y1(n-1) (t)) и
x2 (t) = ( y2 (t), y2( (t), …, y2(n-1) (t)) са две решения на задачата на Коши (2), (2(), дефинирани в целия интервал ((, () и от теорема за единственост за линейни системи получаваме, че x1 (t) = x2 (t) за всяко t ( ((, () ( y1 (t) = y2 (t) за всяко t ( ((, ();
Линейни системи с постоянни коефициенти
ще разгледаме системи от вида
(*) 
[image: image308.wmf]•
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, където A е матрица с постоянни коефициенти и функцията b (t) е непрекъсната в интервал ((, ();

да разгледаме хомогенния случай, т.е. при b (t) ( 0;
в такъв случай имаме системата
(1) 
[image: image309.wmf]•
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; от теоремата за съществуване и единственост, задачата притежава единствено решение и то е дефинирано върху цялата реална права; ще посочим метод за намирането на това решение, като използваме така наречения операционен подход;
за диференцирането x( въвеждаме символ p и означаваме
x( с px, x(( с p2x и т.н. x(k) с pkx;

на всеки линеен диференциален оператор
L (x) = a0.x(n) + a1.x(n-1) + …+ an-1.x( + an.x съпоставяме полином на 
символа p: L (p) = a0.pn + a1.pn-1 + …+ an.p;
така линейното диференциално уравнение L (x) = 0 се записва във вида L (p).x = 0, т.е. (a0.pn + a1.pn-1 + …+ an.p).x = 0;

съответствието между линейните диференциални оператори и полиномите на p е взаимноеднозначно;
нека L1 (x) и L2 (x) са линейни диференциални оператори; тогава тяхната композиция (L1.L2)(x) = L1 (L2 (x)) е също линеен диференциален оператор; при това лесно се проверява, че 
съответният полином на (L1.L2)(x) е точно L1 (p).L2 (p);
това ни позволява да работим със символа p като обикновена константа; да направим това за системата (1), имаме:


[image: image310.wmf]11111221nn
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или още
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да означим с Aij (p) адюнгираното количество на елемента

aij - (ij.p в матрицата на горната система, където (ij е символът на Кронекер; очевидно Aij (p) е полином на p;
за k = 1, 2, …n извършваме следните преобразувания:

за j = 1, 2, …, n умножаваме j-тото уравнение с Ajk (p), т.е. действаме на всяко уравнение с линейния диференциален оператор, който съответства на полинома Ajk (p); както при доказателството на формулите на Крамер след това събираме уравненията и получаваме:

det (A – p.E).xk = 0;
това е хомогенно линейно диференциално уравнение за xk, при това от ред n, тъй като степента на характеристичния полином на матрицата A е n; 
така за k = 1, 2, …, n xk удоволетворяват едно и също диференциално уравнение (2) det (A – p.E).x = 0;
при това ще отбележим, че (2) е следствие от (1), тъй като се получава чрез диференциране; както знаем, ако (1, …, (m са всички корени на характеристичното уравнение det (A - (.E) = 0 с кратности

r1, r2, …, rm, r1 + … + rm = n, всички решения на (2) се представят във вида x (t) = 
[image: image312.wmf]k
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, където gk (t) са произволни полиноми от степен ненадминаваща rk – 1; така предполагаемото решение

x (t) = ( x1 (t), …, xn (t)) има вида (3) x (t) = 
[image: image313.wmf]k
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, където
gk (t) = ( Pk1 (t), …, Pkn (t)) и Pkj (t) са произволни полиноми на t от степен ненадминаваща rk – 1 за k = 1, 2, …, m;
тъй като (2) е следствие от (1), то (3) в общия случай не е решение на (1) – това лесно може да се види от факта, че (3) зависи от 
n.(r1 + …+ rm) = n2 свободни константи, докато решението на (1) би трябвало да зависи от n свободни константи;
ще покажем, че (3) е решение на (1) точно когато

[image: image314.wmf]k
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 е решение на (1) за k = 1, 2, …, n с директно заместване в системата: ( gk са вектори-стълбове):
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, т.е.
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 или още

[image: image317.wmf]k

111n

m

t

k

k=1

n1nn

aa

((t)+.(t)-.(t)).

aa

e

·

a

æö

ç÷

a=

ç÷

ç÷

èø

å

kkk

ggg0

K

KOK

K

;
коефициентите пред експонентите са вектори-стълбове от полиноми на t и тогава от очевидния векторен аналог на лемата за експонентите (при хомогенни линейни уравнения) имаме 
(4) 
[image: image318.wmf]111n
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 = 0 за k = 1, 2, …, n и като се върнем обратно по горните равенства 
[image: image319.wmf]k
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 е решение на (1) за
k = 1, 2, …, n; обратно, ако 
[image: image320.wmf]k
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 е решение на (1) за k = 1, 2, …, n,
то (3) също е решение като линейна комбинация от решения;
на практика, фактът че 
[image: image321.wmf]k
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 са решения осигурява линейните връзки (4) между свободните константи и за да намерим общия вид на решението на (1), трябва да изразим всичките n2 свободни константи чрез точно n от тях;
да разгледаме случая, в който някои от корени на характеристичното уравнение det (A - (.E) = 0 са прости; нека (k е прост корен;
в този случай полиномите във вектора gk (t) = ( Pk1 (t), …, Pkn (t)) са константи и от връзките (4) получаваме, че 
[image: image322.wmf]k
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е нулевият вектор или собствен вектор на матрицата A, съответстващ на собствената стойност (k;
ако всички корени (1, (2, …, (n са прости, то по горните разглеждания всички решения на (1) имат вида 
[image: image323.wmf]k
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, където ck са произволни реални константи и g1, …, gn са собствени вектори, които съответстват на собствените стойности (1, …, (n; 
по-общо, ако за матрицата A има базис от собствени вектори 
g1, g2, …, gn (това допуска наличие на кратни корени), то всички решения на (1) имат вида 
[image: image324.wmf]k
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- действително детерминантата на Вронски за системата от решения [image: image325.wmf]k
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, k = 1, 2, …, n, е точно детерминантата с вектори-стълбове g1, g2, …, gn, умножена с някакви експоненти, и тогава тя е различна от 0 за всяко реално t, т.е. [image: image326.wmf]k
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, k = 1, 2, …, n, е фундаментална система решения на (1);
Отделяне на реалните решения при системи с постоянни коефициенти

да разгледаме системата

(1) 
[image: image327.wmf]•
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, където A е матрица с постоянни реални коефициенти;

по горните разглеждания всяко решение има вида:

x (t) = 
[image: image328.wmf]k
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, където (1, (2, …, (m са всички собствени стойности на матрицата A с кратности r1, r2, …, rm и gk (t) е вектор-стълб от полиноми от степен по-малка от rk (k = 1, 2, …, m);

ясно е, че ако ( е собствена стойност на A, то 
[image: image329.wmf]a

 също е собствена стойност на A, при това със същата кратност;
Теорема: Нека (1, (2, …, (s, 
[image: image330.wmf]1
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, (2s+1, …, (m са собствените стойности на A, като (2s+1, …, (m са реални; тогава, ако

x (t) = 
[image: image333.wmf]k
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е формулата за общото комплексно решение, то

x (t) = 
[image: image334.wmf](
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е формулата за общото реално решение;

Доказателство:

общият вид на произволно решение е

x (t) = 
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;

тъй като се интересуваме от реалните решения спрягаме последното равенство и получаваме:

x (t) = 
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;

сега от лемата за експонентите (при хомогенни уравнения) получаваме, че 
[image: image342.wmf](t)
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 = 
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, 
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 = 
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, k = 1, 2, …, s, l = 2s+1, …, m;

така всички реални решения се дават с

x (t) = 
[image: image346.wmf](
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;

Експонента на матрица
да разгледаме отново задачата на Коши

(1) 
[image: image348.wmf]•
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, (1() x (t0) = x0, където A е матрица с постоянни коефициенти; както знаем от теоремата на Пикар, тази задача има единствено решение, дефинирано върху цялата реална права и то се получава като граница на редицата { xk (t)}, където
x0 (t) = x0, xk+1 (t) = x0 +
[image: image349.wmf]0
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с индукция по k = 0, 1, 2, …ще покажем, че xk (t) = 
[image: image350.wmf]jj
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База: при k = 0, твърдението е очевидно;

Предположение: нека xk-1 (t) = 
[image: image351.wmf]jj
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;
Стъпка: тогава xk (t) = 
[image: image352.wmf]00
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[image: image353.wmf]jjjj
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теоремата на Пикар твърди, че редицата от последователните приближения { xk (t)} е сходяща, т.е. матричният ред

[image: image354.wmf]jj
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 е сходящ и неговата сума е точно решението на задачата на Коши (1), (1();
дефинираме 
[image: image355.wmf]n
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; очевидно еA е квадратна матрица от ред n;
от горните разглеждания дефиницията е коректна, тъй като редът е сходящ за всяка матрица A; по този начин решението на задачата на Коши (1), (1() се представя във вида x (t) = 
[image: image356.wmf]0
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;
да предположим, че x1 (t), x2 (t), …, xn (t) е фундаментална система решения на системата (1), която удоволетворява началните условия

x1 (t0) = (1, 0, …, 0), x2 (t0) = (0, 1, …, 0), …, xn (t0) = (0, 0, …, 1);
ако X (t) е съответната фундаментална матрица, то общото решение на (1) се представя във вида x (t) = X (t).C, където C е n-мерен 
вектор-стълб от произволни константи; за да решим задачата на Коши заместваме началното условие и получаваме: 
x (t0) = X (t0).C = E.C = C = x0; така решението на задачата на Коши (1), (1() има вида x (t) = X (t).x0; от друга страна x (t) = 
[image: image357.wmf]0
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и получаваме X (t).x0 = 
[image: image358.wmf]0

A.(t-t)

e

.x0; последното равенство е изпълнено за всеки вектор x0, така че X (t) = 
[image: image359.wmf]0

A.(t-t)

e

;
ако е зададена матрица A и трябва да пресметнем 
[image: image360.wmf]A

e

,
намираме фундаментална система x1 (t), x2 (t), …, xn (t) на системата (1), която удоволетворява условията x1 (0) = (1, 0, …, 0),
x2 (0) = (0, 1, …, 0), …, xn (0) = (0, 0, …, 1) и тогава 
[image: image361.wmf]A

e

 = X (1), където X
е съответната фундаментална матрица;

Автономни системи от обикновени диференциални уравнения
системи от вида
(1) 
[image: image362.wmf]•
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 наричаме автономни; предполагаме, че функцията
f е дефинирана в някаква област D ( Rn, която наричаме фазово пространство на системата (1) и приема стойности в Rn; също така оттук нататък ще предполагаме, че условията в теоремата за съществуване и единственост са изпълнени;
решение на автономната система (1) е функция ( (t); графично



графиката на ( (t) наричаме интегрална крива на системата (1);

проекцията на ( (t) в Rn наричаме фазова крива (траектория);
пример: законът на Нютон
[image: image363.wmf]••
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 лесно се свежда до автономна система по следния начин: въвеждаме y = (y1, …, y2n), където
y1 = x1, y2 = x2, …, yn = xn, yn+1 = 
[image: image364.wmf]•

1

x

, yn+2 = 
[image: image365.wmf]•
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x

, …, y2n = 
[image: image366.wmf]•
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;
и тогава съответната автономна система е 
[image: image367.wmf]•
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, където
G1 (y1, …, y2n) = yn+1, G2 (y1, …, y2n) = yn+2 …, Gn (y1, …, y2n) = y2n,

Gn+1 (y1, …, y2n) = 
[image: image368.wmf]11n

1

.F(y,...,y)

m

, …, G2n (y1, …, y2n) = 
[image: image369.wmf]n1n
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;

всяка нормална система 
[image: image370.wmf]•
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 може да се сведе до автономна по следния начин: въвеждаме y = (y1, …, yn+1), където
y1 = x1, …, yn = xn, yn+1 = t и съответната автономна система е

[image: image371.wmf]•
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, където g1 (y) = f1 (y), …, gn (y) = fn (y), gn+1 (y) = 1;

фазовото пространство на получената автономна система съвпада с дефиниционната област на f в Rn+1;

нека D е област в Rn и f : D ( Rn е непрекъсната функция;
на всяко x ( D съпоставяме вектора f (x) с начало в x; получаваме множество от вектори, което наричаме векторно поле, съпоставено на функцията f;
да разгледаме отново автономната система
(1) 
[image: image372.wmf]•
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, f ( C1 (D), D ( Rn;
точките x за които f (x) = 0 наричаме точки на равновесие на системата (1); 
очевидно, ако a е точка на равновесие, x = a е решение на (1);
нещо повече, според теоремата за единственост x = a е единственото решение, което минава през a;
точките на равновесие се наричат още особени точки на векторното поле f, тъй като в тях направлението на вектора f (x) не се мени непрекъснато, въпреки че функцията f е гладка;
Лема: нека ( (t) е непродължимо решение на (1) с дефиниционен интервал (m1, m2); тогава ( (t + C) също е непродължимо решение на (1) с дефиниционен интервал (m1 – C, m2 – C);

Доказателство:
да положим y (t) = ( (t + C); тогава 
[image: image373.wmf]•
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;
имаме 
[image: image374.wmf](t)= ((t))
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 за всяко t ( (m1, m2) (
[image: image375.wmf](t+C)= ((t+C))

·

 f 

jj

 за
всяко t ( (m1 – C, m2 – C), т.е. 
[image: image376.wmf](t)= ((t))

·

y fy 

 за t ( (m1 – C, m2 – C);

така y (t) е решение на (1) с дефиниционен интервал (m1 – C, m2 – C);

Лема: Ако фазовите траектории на две решения x (t), y (t) се пресичат, то те съвпадат;
Доказателство: 
нека (m11, m12) е дефиниционният интервал на x (t) и

(m21, m22) е дефиниционният интервал на y (t);
съществуват точки t1 ( (m11, m12) и t2 ( (m21, m22), 

такива че x (t1) = y (t2);
нека ( (t) = x (t + C), където C = t1 – t2; по горната лема ( (t) е решение на (1) и освен това ( (t2) = x (t2 + t1 – t2) = x (t1) = y (t2); така от теоремата за единственост y (t) = ( (t) = x (t + C) за всяко t ( (m21, m22),
при това m11 = m21 – C, m12 = m22 – C; така фазовите траектории на

x (t) и y (t) съвпадат;

Лема: Ако фазовата траектория на едно решение ( (t) се самопресича, то ( (t) е периодично решение с дефиниционен интервал (-(, +(), т.е. съществува T > 0, така че ( (t + T) = ( (t) за всяко t ( R;
лемата привеждаме без доказателство; от нея може да се покаже, че  решенията със самопресичащи се фазови траектории се делят на два вида:

· периодични решения за които съществува най-малък положителен период T0 и всеки друг период има вида k.T0, където k ( Z;

· решения, които са константи, т.е. фазовата им крива е точка на равновесие;
Фазови портрети на линейните автономни системи в равнината. Класификация на особените точки.
разглеждаме системата

(*) 
[image: image377.wmf]•
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във векторен вид
(1) 
[image: image378.wmf]•
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под фазов портрет на автономната система (1) разбираме всевъзможните фазови криви;

ще разгледаме само неизродените случаи, т.е. тези в които матрицата
А = (аij) ( R2x2 е неособена и има две различни собствени стойности

(, ( ( C;
разглеждаме два случая:
· ( и ( са реални;

· ( и ( са комплексни;
в първия случай съществува неособена матрица S, такава че

S-1.A.S = 
[image: image379.wmf]0
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; в системата (1) извършваме смяната x = S.y
и в резултат получаваме системата
(2) 
[image: image380.wmf]•
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скаларно
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от (**) непосредствено получаваме

[image: image382.wmf]t
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, 
[image: image383.wmf]t
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;
без ограничение ще смятаме, че ( < (;
ще разгледаме три подслучая:
1. ( < ( < 0; 2. ( < 0 < (; 3. 0 < ( < (;
за да намерим фазовия портрет елиминираме t от горните равенства;

достатъчно е да ги разгледаме при C1 > 0 и C2 > 0; получаваме

[image: image384.wmf]t
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, [image: image385.wmf]t

22

y=C.e

lll.m.

 ( 
[image: image386.wmf]1
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;
в първия подслучай при t ( +( имаме y1 ( 0 и y2 ( 0;
при C1 = 0 и C2 > 0 фазовата крива е оста y2, като посоката на обхождане е от + ( към 0;
при C2 = 0 и C1 > 0 фазовата крива е оста y1, като посоката на обхождане е от + ( към 0;
получаваме следната картина:

[image: image387.png]



като обобщим всички случаи за C1 и C2 получаваме следната картина:

[image: image388.png]



накрая се връщаме към старите променливи с обратната смяна

y = S-1.x и получаваме следната картина:

[image: image389.png]



особената точка (0, 0) в този случай наричаме устойчив възел;

във втория подслучай при t ( + ( имаме y1 ( 0 и y2 ( +(;
при C1 = 0 и C2 > 0 фазовата крива е оста y2, като посоката на обхождане е от 0 към + (;
при C2 = 0 и C1 > 0 фазовата крива е оста y1, като посоката на обхождане е от + ( към 0;
като обобщим всички случаи за C1 и C2 получаваме следната картина:

[image: image390.png])

N




накрая се връщаме към старите променливи и получаваме следната картина:

[image: image391.png]\//




особената точка (0, 0) в този случай наричаме седло;

образите на координатните полуоси y1, y2 при обратната смяна се наричат сепаратриси на седлото;
в третия подслучай при t ( +( имаме y1 ( + ( и y2 ( + (;
при C1 = 0 и C2 > 0 фазовата крива е оста y2, като посоката на обхождане е от 0 към + (;
при C2 = 0 и C1 > 0 фазовата крива е оста y1, като посоката на обхождане е от 0 към + (;
като обобщим всички случаи за C1 и C2 получаваме следната картина:

[image: image392.png]—




накрая се връщаме към старите променливи и получаваме следната картина:

[image: image393.png]



особената точка (0, 0) в този случай наричаме неустойчив възел;
във втория случай ( и ( са две комплексно спрегнати собствени стойности; нека ( = a + i.b, ( = a – i.b; със средства от линейната алгебра може да се покаже, че матрицата B = 
[image: image394.wmf]a-b
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 е подобна на матрицата A;
нека B = Q-1.A.Q; в системата (1) извършваме смяната x = Q.y и в резултат получаваме системата
(2() 
[image: image395.wmf]•
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[image: image396.wmf]•
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в системата (***) извършваме полярна смяна y1 (t) = ( (t).cos ( (t),
y2 (t) = ( (t).sin ( (t); получаваме:

[image: image397.wmf]••
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умножаваме първото уравнение с cos ( (t) и второто със sin ( (t) и ги събираме; резултатът е 
[image: image398.wmf]•

 (t)=a. (t)

rr

;
умножаваме първото уравнение с – sin ((t) и второто с cos ( (t) и ги събираме; резултатът е 
[image: image399.wmf]•

 (t).(t)=b. (t)

jr r

, т.е. 
[image: image400.wmf]•
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;
така окончателно ( (t) = 
[image: image401.wmf]a.t

2

C.e

, ( (t) = b.t + C1;
като се върнем към старите променливи получаваме:
y1 (t) = 
[image: image402.wmf]a.t

21

C.e.cos(b.t+C)

, y2 (t) = 
[image: image403.wmf]a.t

21
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;
в зависимост от знаците на a и b имаме следните възможни случаи:
(a определя устойчивостта, b определя посоката на въртене);
(картините са след извършване на обратната смяна y = Q-1.x);
· a < 0, b > 0;


[image: image404.png]\




особената точка (0, 0) наричаме устойчив фокус;
· a < 0, b < 0;


[image: image405.png]W




особената точка (0, 0) отново е устойчив фокус;
· a > 0, b > 0;


[image: image406.png]N




особената точка (0, 0) наричаме неустойчив фокус;
· a > 0, b < 0;


[image: image407.png]"l




особената точка (0, 0) отново е неустойчив фокус;

· a = 0, b > 0;

[image: image408.png]



особената точка (0, 0) се нарича център;
· a = 0, b < 0;


[image: image409.png]



особената точка (0, 0) отново е център;
Фазови портрети на линейните автономни системи в пространството.
разглеждаме системата
(*) 
[image: image410.wmf]•
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във векторен вид
(1) 
[image: image411.wmf]•
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отново разглеждаме неизродения случай, в който матрицата притежава две по две различни ненулеви собствени стойности
(1, (2, (3; в такъв случай общото решение се записва по следния начин: 
[image: image412.wmf]2
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, където h1, h2 и h3 са собствени вектори, съответни на собствените стойности (1, (2, (3 и

C1, C2, C3 са произволни константи;
да извършим смяна на координатната система с нови базови 
вектори h1, h2, h3; решението приема вида:
(**)
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в (**) ще елиминираме t; за целта ще предполагаме, че C3 > 0;

фазовият портрет при C3 < 0 ще е симетричен относно равнината
C3 = 0, а случаят C3 = 0 ще го опишем отделно;
от третото уравнение получаваме: 
[image: image414.wmf]3

1

t

3

3

y (t)

 =

C

e

l

æö

ç÷

èø

 и като заместим в първото и второто получаваме:
(***)
[image: image415.wmf]1

3

2

3

113

223

y (t) =D.y (t)

y (t) =D.y (t)

l

l

l

l

;
има два основни случая:
1. (1, (2, (3 са реални;

2. (1 е реално, (2 и (3 са комплексно спрегнати;

ще илюстрираме фазовия портрет в случая:
(1, (2, (3 – реални и (1 < (2 < (3 < 0;

Устойчивост на автономни системи в смисъл на Ляпунов
да разгледаме автономната система
(1) 
[image: image416.wmf]•
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функцията f удоволетворява условието на Липшиц, така че условията в теоремата за съществуване и единственост са изпълнени;

нека a ( D;
интересуваме се от поведението на фазовите криви в околност на точката a и за това развиваме f по формулата на Тейлор;
получаваме следната система в скаларен вид:
(2)
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тук Ri (fi, a) са остатъчни членове в някаква форма и е изпълнено


[image: image418.wmf]ii
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 за i = 1, 2, …, n;
във векторен вид (2) изглежда по следния начин:
(3) 
[image: image419.wmf]•
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, т.е. A е якобианът на f, изчислен в точката a; условието за остатъчните членове придобива следния вид: 
[image: image421.wmf] 
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;
неформално казано, ако a е обикновена точка за (1), т.е.

f (a) ( 0, то поведението на фазовите криви се диктува от системата


[image: image422.wmf]•
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; ако a е особена точка за (1), т.е. f (a) = 0, то поведението на фазовите криви се диктува от системата 
[image: image423.wmf]•
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където A = 
[image: image424.wmf]()
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f

a

;
нека a е особена точка за системата, т.е. f (a) = 0;
системата (4)
[image: image425.wmf]•
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 наричаме линеаризация на (1) относно особената точка a; с транслацията y = x – a достигаме до системата (5) 
[image: image426.wmf]•
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, която вече е хомогенна система с постоянни коефициенти и очевидно фазовите криви на (5) и на (4) не се различават;

особената точка a наричаме устойчива в смисъл на Ляпунов за системата (1), ако за всяка околност U на точката a, съществува околност V на същата точка, такава че за всяко x0 ( V решението

( (t), удоволетворяващо началното условие ( (0) = x0 притежава следните свойства:
· ( (t) е дефинирано за всяко t ( [0, +();

· за всяко t ( [0, +(), ( (t) ( U;

ако за ( (t) допълнително е изпълнено, че 
[image: image427.wmf]t+
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, казваме че точката a е асимптотично устойчива за системата (1);

точката a наричаме неустойчива, ако тя не е устойчива;

при n = 2 от геометрични съображения лесно се вижда, че

неустойчивият възел, седлото и неустойчивият фокус са неустойчиви точки на равновесие, устойчивият възел и устойчивият фокус са асимптотично устойчиви точки на равновесие и центърът е устойчива точка на равновесие, но не асимптотично устойчива;

Устойчивост на линейни системи
нека е дадена линейната система 
(1) 
[image: image428.wmf]•
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, A е матрица с постоянни коефициенти;

очевидно 0 е точка на равновесие за системата (1);

както знаем, всяко решение на (1) се представя в следния вид:
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където (1, (2, …, (k са собствените стойности на матрицата A с кратности r1, r2, …, rk; Pij (t) е полином на t от степен ненадминаваща
ri – 1 за i = 1, 2, …, k, j = 1, 2, …, n; 
ясно е, че x (t) е дефинирано за всяко t ( (-(, +();
нека yj (t) = 
[image: image430.wmf]j
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; ясно е, че yj (t) са решения на (1), тъй като можем да нулираме всички произволни константи, които участват в

y1 (t), …, yj-1 (t), yj+1 (t), … yk (t),;

да разгледаме поведението на y1 (t);
ако Re (1 < 0, то 
[image: image431.wmf]1
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, тъй като показателната функция расте по-бързо от степенната;
ако Re (1 > 0, то очевидно 
[image: image432.wmf]®¥
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;
така можем да направим следното заключение:
· ако Re (1 < 0, Re (2 < 0, …, Re (k < 0, то 
[image: image433.wmf]t+
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 за 
j = 1, 2, …, k и тогава 
[image: image434.wmf]t+
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 и точката 0 е асимптотично устойчива точка на равновесие за системата (1);
· ако съществува j ( { 1, 2, …, k}, такова че Re (j > 0, то решението yj (t) е такова, че 
[image: image435.wmf]®¥
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и тогава точката 0 е неустойчива точка на равновесие за системата (1);
единственият случай, в който не може директно да се съди дали 0 е устойчива или неустойчива е случаят когато Re (i ( 0 за i = 1, 2, …, k и съществува j ( { 1, 2, …, k}, така че Re (j = 0;
Устойчивост на нелинейни системи
да разгледаме отново системата

(1) 
[image: image436.wmf]•
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, f ( C1 (D), D ( Rn; нека a е точка на равновесие;

нека
(2) 
[image: image437.wmf]•
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, където A = 
[image: image438.wmf]()
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 е линеаризацията на (1) относно 
точката a след транслация;
Теорема (на Ляпунов): Ако всички собствени стойности на матрицата A имат отрицателни реални части, то точката a е асимптотично устойчива точка на равновесие за системата (1);

теоремата на Ляпунов се нарича още теорема за устойчивост по първо приближение;

Теорема: Ако съществува собствена стойност на матрицата А, която има положителна реална част, то точката a е неустойчива точка на равновесие за системата (1);
в случая когато реалните части на всички собствени стойности са неположителни и има чисто имагинерна собствена стойност не може да се съди за устойчивост или неустойчивост по първо приближение;

ще разгледаме един пример: (n=1)
(*)
[image: image439.wmf]3

x=a.x
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, a ( 0;
единствената особена точка на (*) е точката 0;

линеаризацията на (*) около 0 е

(**) y( = 0
матрицата на (**) има една собствена стойност и тя е числото 0;

ясно е, че за (**) точката 0 е устойчива, но не асимптотично устойчива точка на равновесие; по това, обаче, не можем да съдим за устойчивост на точката 0 за нелинейната система (*);

ще решим въпроса за устойчивост на (*) около 0 като директно решим уравнението; нека началното условие е x (0) = x0 ( 0;
последователно получаваме:

[image: image440.wmf]0
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;

при a < 0 решението е дефинирано за всяко t ( [0, +() и очевидно
за всяко t ( 0 имаме |x (t)| ( |x (0)| = |x0|, така че точката 0 е устойчива точка на равновесие; също очевидно x (t) ( 0 при t ( +(, така че 0 е дори асимптотично устойчива точка на равновесие;

при a > 0 решението е с краен дефиниционен интервал и тогава точката 0 е неустойчива точка на равновесие;

нека h : Rn ( Rn е изображение; ще казваме, че h е хомеоморфизъм, ако h е непрекъснато и има обратно изображение h-1, което също е непрекъснато; ако допълнително h и h-1 са диференцируеми, казваме че f е дифеоморфизъм;

разглеждаме автономната система

(1)
[image: image441.wmf]•
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, f ( C1 (D), D ( Rn;
около обикновената точка a, т.е. f (a) ( 0;
Теорема: Съществува дифеоморфизъм, дефиниран в околност на точката a, който изобразява фазовите криви на (1) във фазовите криви на системата (2) 
[image: image442.wmf]•
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, където Ln = (0, 0, …, 0, 1);

фазовите криви на (2) са прави в Rn:


[image: image443.png]



твърдението на теоремата е, че около коя да е обикновена точка фазовите криви на системата (1) не се различават съществено от фазовите криви на картината;

ще посочим още един резултат, свързан с поведението на фазовите криви на (1) и на фазовите криви на нейната линеаризация;

Теорема (Хартман-Гробман): Нека a е точка на равновесие за системата (1) и (2) 
[image: image444.wmf]•
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, A = 
[image: image445.wmf]()
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 е линеаризацията на (1) около a; ако матрицата A няма чисто имагинерни собствени стойности, то съществува хомеоморфизъм, който изобразява фазовите криви на (1) във фазовите криви на (2) в околност на a;

с други думи, ако условията в теоремата са изпълнени, то фазовият портрет на (1) е топологично еквивалентен на фазовия портрет на (2) в околност на особената точка a; при това положение, 
ако a е (асимптотично) устойчива за (2), то a е (асимптотично) устойчива за (1); ако a е неустойчива за (2), то a е неустойчива за (1);

ясно е, че теоремата на Ляпунов е следствие от теоремата на Хартман-Гробман;
Функция на Ляпунов
нека f : D ( Rn е векторно поле, f ( C1 (D), D ( Rn и u : D ( R е функция от C1 (D); функцията (Lfu)(x) = 
[image: image446.wmf]n
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, x ( D се нарича производна на Ли на функцията u спрямо векторното поле f;

разглеждаме автономната система

(1) 
[image: image447.wmf]•
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, f ( C1 (D), D ( Rn; 
нека a е точка на равновесие;

казваме, че точката a притежава функция на Ляпунов, ако съществува околност U на точката a и функция v : U ( R със следните свойства:

· v ( C1 (U);
· v (x) > 0 за x ( U\{ a }, v (a) = 0;

· (Lfv)(x) ( 0 за x ( U;

ако допълнително е изпълнено:
· (Lfv)(x) < 0 за x ( U\{ a }

казваме, че a притежава строга функция на Ляпунов;

нека ( (t) е произволно решение на (1) и v е функция на Ляпунов, дефинирана върху него; нека h (t) = v (( (t));

тогава 
[image: image448.wmf]nn
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така върху произволно решение функцията на Ляпунов е монотонно намаляваща по t или строго монотонно намаляваща, ако тя самата е строга;
Теорема (Ляпунов): Ако a притежава функция на Ляпунов, тя е устойчива за (1); ако a притежава строга функция на Ляпунов, тя е асимптотично устойчива за (1);
ще дадем скица на доказателството на теоремата:

нека U е кълбо, a ( U; тъй като сферата S, определена от U е компактна област, то функцията v има минимум m върху S;

v е непрекъсната и избираме околност W на a, в която
v (x) < 
[image: image449.wmf]m

2

; ако допуснем, че някое решение ( (t) с начално условие в W излиза от U, тогава то трябва да премине през сферата S; тъй като

v (( (t)) е монотонно намаляваща, тогава в точката, която ( (t) пресича сферата ( (t) ( ( (0) < 
[image: image450.wmf]m

2

, което е противоречие с избора на m като минимум на v върху сферата;
нека v е строга функция на Ляпунов и съществува решение с начално условие в W, което не се приближава към a; ще покажем, че съществува околност на a, през която решението не минава;

тъй като решението не излиза от U, то съществува сходяща подредица { tn} на точковото множество { ( (t)}, която клони към някаква точка b ( a; от монотонността на v (( (t)) имаме, 
че v (( (tn)) ( v (b) за всяко n; ако t ( [0, +(), то съществува tn > t, така че v (( (t)) ( v (b) за всяко t ( 0; тогава решението не може да се намира в околността V на a, за която v (a) < 
[image: image451.wmf] ()
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; така решението 
( (t) изцяло се намира в компактното множество U\V; (Lfv)(x) е непрекъсната в компактното множество U\V и приема само отрицателни стойности, така че съществува ( < 0, такова че

(Lfv)(x) ( ( < 0 за всяко x ( U\V; имаме:

v (( (t)) - v (( (0)) = 
[image: image452.wmf]tt

00

()((u)) du dut

v

£a=a.

òò

f

L

j 

;
така v (( (t)) ( (.t + v (( (0)); тъй като (.t + v (( (0)) ( - ( при t ( + (, то

v (( (t)) приема и отрицателни стойности, което е противоречие;

няма общ метод по който да се намира функция на Ляпунов за конкретна система и нейна особена точка; често функциите на Ляпунов се търсят като положително дефинитни квадратични форми;
ще илюстрираме един пример; да разгледаме системата

(*)
[image: image453.wmf]•
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точката (0, 0) очевидно е особена точка за (*);

линеаризацията на (*) около (0, 0) е (**)
[image: image454.wmf]•
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и е ясно,
че (0, 0) е център за (**); не можем да съдим за (*) от (**), тъй като собствените стойности на матрицата на (**) са ( i;
ще покажем, че ако a < 0 функцията v = x2 + y2 е строга функция на Ляпунов; действително 
(Lfv)(x, y) = 2.x.(-y + a.x3) + 2.y.(x + a.y3) = 2.a.(x4 + y4) < 0 за всеки

(x, y) ( (0, 0); така точката (0, 0) е асимптотично устойчива за (*);

с помощта на същата функция v ще покажем, че при a > 0 точката

(0, 0) е неустойчива; нека ( (t) е произволно решение с начално условие ( (0) = t0, където t0 е близко до началото;

за всяко t от дефиниционния интервал на ( имаме:

v ((x (t), y (t)) = (Lfv)(x (t), y (t)) = 2.a.(x4 (t) + y4 (t)) ( a.v 2 (x (t), y (t));
последното неравенство е от факта, че x4 + y4 ( 2.x2.y2;
интегрираме неравенството 
[image: image455.wmf](x (t), y (t))
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 (както при уравнения с постоянни коефициенти) и получаваме: 
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; така решението

( (t) е с краен дефиниционен интервал ( точката (0, 0) е неустойчива;

Консервативни системи. Теорема на Лагранж-Дирихле.
автономна система от вида
(1) 
[image: image459.wmf]••
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, u ( C2 (D), D ( Rn, m > 0
наричаме консервативна;
чрез полагане 
[image: image460.wmf]•
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 системата се свежда до нормалната система

(2) 
[image: image461.wmf]•
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с фазово пространство D x Rn ( R2n;

да означим f (x, y) = (y, 
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);

под кинетична енергия на системата (1) (или (2)) разбираме
функцията EK (x, y) = [image: image463.wmf]2
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;
под потенциална енергия на системата (1) разбираме

функцията EП (x, y) = u (x);
сумата E (x, y) = EK (x, y) + ЕП (x, y) = 
[image: image464.wmf]2
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 наричаме пълна енергия на (1) или просто енергия на (1);
нека (x (t), y (t)) е произволно решение на (1) (или (2));
тогава E (x (t), y (t))( = 
[image: image465.wmf]j
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;
частните производни се изчисляват в точката (x (t), y (t)), а производните по t в точката t;
получихме E (x (t), y (t)) = const;
така доказахме следната
Теорема (закон за запазване на енергията): За всяка консервативна система пълната енергия по произволно решение е константа;
твърдението на теоремата може да се изкаже и по следния начин:

производната на Ли на пълната енергия на системата (2) по векторното поле f (x, y) е тъждествено 0 в D x Rn;

ще казваме, че точката a е устойчива точка на равновесие за системата (1) точно когато (a, 0) е устойчива точка на равновесие за системата (2);
Теорема (Лагранж – Дирихле): Ако точката a ( D е точка на строг локален минимум на потенциалната енергия, то a е устойчива точка на равновесие за системата (1);
Доказателство:
от условието в теоремата директно получаваме, че grad u (a) = 0, така че точката (a, 0) действително е точка на равновесие за (2), а следователно и за (1); нека E (x, y) е енергията на системата (1);

законът за запазване на енергията дава (LfE)(x, y) = 0;

да разгледаме следната функция v (x, y) = E (x, y) – u (a);

очевидно (Lfv)(x, y) = 0; също v (x, y) = 
[image: image466.wmf]2
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 > 0 за всеки (x, y) ( D x Rn\{ a, 0} тъй като a е строг локален минимум за u;

така построихме функция на Ляпунов за равновесната точка a и следователно тя е устойчива;
ще разгледаме един пример; уравнението на махалото има следния вид: (g е земното ускорение, l е дължината на махалото)

(*)
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съответната автономна система е:
(**)
[image: image468.wmf]•
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g
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особени точки на системата (*) са 0 и (; (по-нататък поведението е периодично)
линеаризацията на (**) около 0 е
(***)
[image: image469.wmf]•
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и двете собствени стойности на матрицата на (***) са чисто имагинерни - ( i.
[image: image470.wmf]g

l

, така че не можем да достигнем до отговор на въпроса за устойчивост на точката 0;

по горните разглеждания потенциалната енергия на (1) е 

EП (x) =  –
[image: image471.wmf]g

 cosx

l

; тя има строг локален минимум при x = 0, така че по теоремата на Лагранж-Дирихле, точката 0 е устойчива точка на равновесие за (*);
линеаризацията на (**) около ( изглежда по следния начин:

(****)
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тук собствените стойности са (
[image: image473.wmf]g

l

 и тогава точката 0 е седло за (****); от теоремите за устойчивост по първо приближение, точката ( е неустойчива точка на равновесие за системата (*);
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