Лекции по диференциално и интегрално смятане – 2 (втора част)

Писани са от мен, Иван Димитров Георгиев (вече завършил) студент по информатика, електронната ми поща е ivandg@yahoo.com.
Четени са през летния семестър на учебната 2001/2002 година. Лектор тогава беше професор Пламен Джаков.

Използвал съм мои записки (и на мои колеги) от лекции, както и следните учебници: Диференциално смятане на Ярослав Тагамлицки, Интегрално смятане на Ярослав Тагамлицки, Математически анализ на Дойчин Дойчинов.
Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.

Частни производни на съставни функции

Твърдение: Нека f (x, y) е дефинирана и притежава първи частни производни в околност на точката (x0, y0); нека 
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 са непрекъснати в точката (x0, y0); нека функцията ( (t) е дефинирана в околност на t0 и диференцируема в t0, също така ( (t0) = x0; нека функцията ( (t) е дефинирана в околност на t0 и диференцируема в t0, също така ( (t0) = y0; при тези условия функцията 
g (t) = f (( (t), ( (t)) е дефинирана в околност на t0, диференцируема в точката t0 и 
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Доказателство: 
разгледаме диференчното частно на g (t) в точката t0; имаме:
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функцията p (y) = f (( (t0 + h), y) е диференцируема (и следователно непрекъсната), тъй като f (x, y) е диференцируема частно относно y в точката (x0, y0); прилагаме теоремата за крайните нараствания за интервала [( (t0), ( (t0 + h)] (ако ( (t0) < ( (t0 + h)); получаваме:
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, където ( ([( (t0), ( (t0 + h)];
аналогично функцията q (x) = f (x, ( (t0)) е диференцируема 
(и следователно непрекъсната), тъй като f (x, y) е диференцируема частно относно x в точката (x0, y0); прилагаме теоремата за крайните нараствания за интервала [( (t0), ( (t0 + h)] (ако ( (t0) < ( (t0 + h)); получаваме:
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, където 
( ([( (t0), ( (t0 + h)];

така диференчното частно приема вида:
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извършваме граничен преход при h ( 0; тъй като функциите ( (t) и

( (t) са диференцируеми и следователно непрекъснати в t0, то 
( (t0 +h) ( ( (t0), ( (t0 +h) ( ( (t0), ( ( ( (t0), ( ( ( (t0); също така 
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( (( (t0); и накрая, частните производни са непрекъснати (
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; в такъв случай, границата на диференчното частно при h ( 0 съществува, т.е. g (t) е диференцируема в точката t0 и
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Примери:
нека е дадена функция f (x, y, z) и x = ( (t), y = ( (t), z = ( (t); 

тогава за функцията F (t) = f (( (t), ( (t), ( (t)) имаме: 
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ако 
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 съществуват и са непрекъснати и ( (t), ( (t), ( (t) са диференцируеми;
нека е дадена функция f (x, y, z) и x = ( (s, t), y = ( (s, t), z = ( (s, t);

тогава за функцията F (s, t) = f (( (s, t), ( (s, t), ( (s, t)) имаме:
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при положение, че
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 съществуват и са непрекъснати и
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 съществуват;
нека е дадена функцията f (x) и x = ( (t, s) = t – s; тогава за функцията
F (s, t) = f (t – s) имаме: 
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при положение, че f ((x) е непрекъсната; за вторите частни производни имаме: 
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и така функцията F (s, t) е решение на диференциалното уравнение Utt – Uss = 0 ( U (t, s));

Дефиниция: Казваме, че f (x) = o (g (x)), ако 
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Дефиниция: Казваме, че f (x) = O (g (x)), ако частното 
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 е ограничено при x ( a, където a ( R или a = ( (;
Примери:
1 – cosx = o (x) при x ( 0, тъй като
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sinx = O (x) при x ( 0, тъй като 
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 е ограничено при

x ( 0;
Дефиниция: Казваме, че L : Rn ( R е линейна функция (линеен функционал), ако за всеки x, y ( Rn, L (x + y) = L (x) + L (y) и за 
всяко x ( Rn и всяко c ( R, L (c.x) = c.L (x);

Твърдение: Всяка линейна функция L : Rn ( R има вида:
L (x1, x2, …, xn) = a1.x1 + a2.x2 + … + an.xn, ai ( R;

Доказателство:
нека e1, e2, …, en е стандартният ортонормиран базис на Rn; 
тогава всеки вектор x ( Rn се представя във вида 
x = x1.e1 + x2.e2 + … + xn.en; поради линейността на L (x), получаваме:
L (x) = L (x1.e1 + x2.e2 + … + xn.en) = x1.L (e1) + x2.L (e2) + … + xn.L (en); сега, ако положим ai = L (ei) за i = 1, 2, …, n, получаваме че 
за всeки вектор x ( Rn с координати x1, x2, …, xn е изпълнено: 
L (x) = a1.x1 + a2.x2 + … + an.xn;

Дефиниция: Нека F (x1, x2, …, xn) е дефинирана в околност на точката x0 = (x10, x20, …, xn0); казваме, че F е диференцируема в точката x0, ако съществува линейна функция L : Rn ( R, такава че

F (x0 + h) = F (x0) + L (h) + o (
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( 0; скаларно това равенство има вида: F (x10 + h1, x20 + h2, …, xn0 + hn) = 

F (x10, x20, …, xn0) + L (h1, h2, …, hn) + o (
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Твърдение: Ако F е диференцируема в точката x0, то F притежава частни производни в x0 и L (h1, h2, …, hn) = 
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Доказателство:
Избираме h = (h1, 0, 0, …, 0), h1 > 0; както знаем, L (h) има вида:
L (h) = a1.h1 + a2.h2 + … + an.hn; тъй като F е диференцируема в x0, имаме: 
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Дефиниция: Линейният функционал L се нарича диференциал на функцията F в точката x0, означаваме L = df (x0) (h);

Дефиниция: Векторът-ред А, който е матрица на диференциала наричаме производна на функцията F в точката x0, 
означаваме А = f ((x0);

съгласно дефинициите, L = df (x0) (h) = f ((x0).h = A.h;

Твърдение: Ако F е диференцируема в точката x0, то F е непрекъсната в точката x0;
Доказателство: имаме:
F (x0 + h) = F (x0) + L (h) + o (
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); като направим граничен преход при h ( 0, получаваме: o (
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) ( 0; L (h) ( 0, тъй като L е линейна функция ( F (x0 + h) – F (x0) ( 0 при h ( 0 ( F е непрекъсната в точката x0;
Твърдение: Нека функцията F е дефинирана в околност на точката x0 (x10, x20, …, xn0) и притежава първи частни производни, които са непрекъснати в точката x0; тогава F е диференцируема в точката x0;

Доказателство: (n = 2) имаме:
F (x10 + h1, x20 + h2) – F (x10, x20) - 
[image: image53.wmf]1

F

x

¶

¶

(x10, x20).h1 - 
[image: image54.wmf]2

F

x

¶

¶

(x10, x20).h2 =
F (x10 + h1, x20 + h2) – F (x10, x20 + h2) + F (x10, x20 + h2) – F (x10, x20) - 
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(x10, x20).h2; прилагаме теоремата за крайните нараствания (това е възможно, тъй като F притежава частни производни); получаваме h1.
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(x10, x20)), където x10 ( x( ( x10 + h (ако h > 0) и

x20 ( y( ( x20 + h (ако h > 0); тогава
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 клони към 0 при 
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 ( 0, тъй като x( ( x10, y( ( x20, частните производни са непрекъснати и изразите 
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 са ограничени; в такъв случай,

F (x0 + h) – F (x0) – 
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) ( функцията F е диференцируема;
Следствие: Нека функцията F е дефинирана в околност на x0 ( Rn и приема стойности в R; нека F притежава частни производни в тази околност, които са непрекъснати в точката x0; при това положение,
F е непрекъсната в x0;
Доказателство: използваме, че при дадените условия F е диференцируема ( непрекъсната;
Дефиниция: Нека функцията F : Rn ( Rm е дефинирана в околност на точката x0 = (x10, x20, …, xn0); това означава, че са зададени координатните функции F1 : Rn ( R , F2 : Rn ( R, …, Fm : Rn ( R и на всяка точка x (x1, x2, …, xn) от дефиниционната област на F е съпоставена точката F (x) от Rm, която има координати F1 (x), F2 (x), …, Fm (x); казваме, че F е диференцируема в точката x0, ако съществува линейно изображение L : Rn ( Rm, такова че

f (x0 + h) = f (x0) + L (h) + o (
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);
подобно на горните разглеждания, линейното изображение L се нарича диференциал на функцията F и то има матрица 
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(x0); изображението L действа по следния начин върху вектора h (h1, h2, …, hn):
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матрицата (Lij) се нарича якобиева матрица за функцията F и 
най-често се означава
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; ако m = n, детерминантата на тази матрица наричаме якобиан на функцията F в точката x0, бележим 
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Твърдение: Нека функцията g : Rk ( Rn е диференцируема в точката t ( Rk, функцията f : Rn ( Rm е диференцируема в точката 
g (t) ( Rn; тогава функцията F : Rk ( Rm е F (t) = f (g (t)) е диференцируема в точката t и F ((t) = f ((g (t)).g ((t);

твърдението казва, че композицията на две диференцируеми функции е диференцируема функция и диференциалът на тази функция е композиция на съответните диференциали;
нека F1, F2, …, Fm са координатните функции на F; f1, f2, …, fm са координатните функции на f; g1, g2, …, gn са координатните 
функции на g;

тогава функцията F (t) приема стойности от вида 
(F1 (t), F2 (t), …, Fm (t)); всяка от функциите Fi (t) = fi (g (t)); и така
Fi (t) = fi ( g1 (t), g2 (t), …, gn (t)); скаларно имаме:

Fi (t) = fi ( g1 (t1, t2, …, tk), g2 (t1, t2, …, tk), …, gn (t1, t2, …, tk)) 

за i = 1, 2, …, m;
по правилото за диференциране на съставни функции, получаваме: 
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; 
това е за всяко i = 1, 2, …, m и за всяко j = 1, 2, …, k; 
последното равенство изразява факта, че 
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, т.е. матрицата на Якоби на функцията F се получава като произведение на матриците на Якоби на функцията f и функцията g;

това означава че F ((t) = f ((g (t)).g ((t);

Градиент
Нека функцията F (x, y, z) е дефинирана в R3 (за Rn е аналогично);

в R3 фиксираме единичен вектор 
[image: image83.wmf]V
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(v1, v2, v3);

нека P (x, y, z) е точка от дефиниционната област на F; разглеждаме всички точки Q, които са от дефиниционната област на F и лежат на права през P, успоредна на вектора
[image: image84.wmf]V
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; точките Q имат координати

(x + t.v1, y + t.v2, z + t.v3), където t е реален параметър;

Дефиниция: Ако диференчното частнo 
[image: image85.wmf]123
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 има граница при t ( 0, казваме че функцията F притежава производна по направление, определено от вектора 
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; бележим:
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например частните производни са производни по направление на координатните вектори e1 (1, 0, 0), e2 (0, 1, 0) и e3 (0, 0, 1), т.е.
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Твърдение: Нека функцията F е дефинирана в околност на точката (x, y, z); нека
[image: image91.wmf]F
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, 
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, 
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 съществуват и са непрекъснати в околност на (x, y, z); тогава ако
[image: image94.wmf]V
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 (v1, v2, v3) е вектор (единичен) имаме:
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Доказателство:
Разглеждаме функцията ( (t) = F (x + t.v1, y + t.v2, z + t.v3); тъй като частните производни са непрекъснати, то ( (t) е диференцируема;
за достатъчна малка околност на нулата имаме:
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оттук следва, че 
[image: image97.wmf]|
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 е непрекъсната при t = 0, тъй като частните производни са непрекъснати;
имаме: 
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, където
0 ( 
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( t, използвали сме теоремата за крайните нараствания;

от друга страна 
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след граничен преход при t ( 0, получаваме ( ( 0 ( x + (.v1 ( x, 

y + (.v2 ( y, z + (.v3 ( z и тъй като частните производни са непрекъснати, (((t) е непрекъсната при t = 0 (
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Дефиниция: Векторът 
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 се нарича градиент на функцията F в точката (x, y, z) и се бележи с 
grad F (x, y, z);
горната формула показва, че 
[image: image104.wmf](
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; друго означение за градиент е символът набла
[image: image106.wmf]Ñ

f;
градиентът показва направлението, в което функцията F се изменя най-бързо в околност на точката (x, y, z); това е така, защото ако в горното равенство вземем 
[image: image107.wmf]V
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 = 
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 ще получим най-голяма възможна стойност за скаларното произведение;
Формула на Тейлор за много променливи

нека функцията f (x, y) е дефинирана и притежава непрекъснати частни производни до ред n+1 включително в околност на точката

(x0, y0); тогава е в сила формулата:
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където Rn = 
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Доказателство:
разглеждаме функцията ( (t) = f (x0 + t.(x – x0), y0 + t.(y – y0)); ясно е, че по теоремата за диференциране на съставни функции ( (t) е диференцируема n+1 пъти в околност на нулата; също така:
( (1) = f (x, y), ( (0) = f (x0, y0); нека разгледаме формулата на Тейлор за функцията ( (t) в околност на нулата при t = 1; имаме:
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по теоремата за диференциране на съставни функции имаме: (частните производни се изчисляват в точката ( x0 + t.(x – x0), 

y0 + t.(y – y0) ) );
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използвали сме теоремата за равенство на смесените производни;

по аналогичен начин получаваме, че

[image: image116.wmf](
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; 
за остатъчния член Rn имаме (форма на Лагранж):
[image: image117.wmf](
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, където
( = x0 + t0.(x – x0), ( = y0 + t0.(y – y0) и 0 ( t0 ( 1, т.е. ( и ( са изпъкнали комбинации съответно на точките x, x0 и y, y0 ( x0 ( ( ( x, y0 ( ( ( y;

и така получихме, че формулата на Тейлор за функцията f (x, y) в околност на точката (x0, y0) съвпада с формулата на Тейлор за функцията ( (t) в околност на нулата;
Локални екстремуми
Нека f (x, y) е дефинирана в околност на точката (x0, y0); 

казваме, че f има локален максимум в точката (x0, y0), ако съществува околност B на точката (x0, y0), така че за всяка точка 

(x, y) ( B, f (x, y) ( f (x0, y0);
казваме, че f има локален минимум в точката (x0, y0), ако съществува околност B на точката (x0, y0), така че за всяка точка 

(x, y) ( B, f (x, y) ( f (x0, y0);
локалните минимуми и максимуми се наричат локални екстремуми;
Теорема (необходимо условие за локален екстремум): Ако f (x, y) е дефинирана в околност на точката (x0, y0), f има локален екстремум в точката (x0, y0) и 
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Доказателство:
разглеждаме функцията g (x) = f (x, y0); ясно е, че тя е дефинирана в околност на точката x0 и тя има локален екстремум в точката x0; по теоремата на Ферма получаваме: g ((x) = 
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аналогично 
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Квадратични форми
Израз от вида K (t, s) = A.t2 + 2.B.t.s + C.s2 се нарича квадратична форма на променливите s и t;
казваме, че квадратичната форма K (t, s) е положително определена (дефинитна), ако K (t, s) ( 0 за всяка точка (t, s) ( R2;

казваме, че квадратичната форма K (t, s) е строго положително определена (дефинитна), ако K (t, s) > 0 за всяка точка (t, s) ( R2,

(t, s) ( (0, 0);

казваме, че квадратичната форма K (t, s) е отрицателно определена (дефинитна), ако K (t, s) ( 0 за всяка точка (t, s) ( R2;
казваме, че квадратичната форма K (t, s) е строго отрицателно определена (дефинитна), ако K (t, s) < 0 за всяка точка (t, s) ( R2,
(t, s) ( (0, 0);
Твърдение: K (t, s) е положително определена ( B2 – A.C ( 0, 

A ( 0, C ( 0; K (t, s) е строго положително определена ( B2 – A.C < 0,

A > 0, C > 0;

Доказателство:
нека K (t, s) ( 0 за всяка точка (t, s) ( R2;

имаме K (1, 0) ( 0 ( A.12 + 2.B.1.0 + C.02 =  A ( 0;


  K (0, 1) ( 0 ( A.02 + 2.B.0.1 + C.12 =  C ( 0;

ако K (t, s) ( 0, т.е. A = B = C = 0, очевидно B2 – A.C = 0, A = C = 0;

нека (A, B, C) ( (0, 0, 0); в такъв случай или A > 0 или C > 0;

действително, ако A = C = 0 ( K (t, s) = 2.B.t.s и тя не е положително определена (например при B > 0, K (1, -1) = -2.B < 0);
и така нека за определеност A > 0;
тогава K (t, s) = A.t2 + 2.B.t.s + C.s2 = A.(t2 +
[image: image124.wmf]2.B
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); избираме s =
[image: image128.wmf]A

, t = –
[image: image129.wmf]B

A

и получаваме:
K (t, s) = A.C – B2 ( 0, т.е. B2 – A.C ( 0; ясно е, че ако има строго положителна определена форма, неравенствата са строги;
нека е изпълнено A ( 0, C ( 0, B2 – A.C ( 0;

ако A = C = 0 ( B2 ( 0 ( B = 0 ( K (t, s) ( 0 ( K (t, s) е положително определена;
нека за определеност A > 0; тогава K (t, s) = A.( (t +
[image: image130.wmf]B
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);

ясно е, че за всяка точка (t, s) ( R2, K (t, s) ( 0 ( К (t, s) е положително определена;
Теорема (достатъчни условия за локален екстремум): Нека f (x, y) е дефинирана и притежава непрекъснати частни производни до втори ред включително в околност на точката (x0, y0); ако е изпълнено:
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то функцията има локален екстремум; при това той е максимум, ако
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Доказателство: поради непрекъснатостта на частните производни, можем да изберем околност U на точката (x0, y0), такава че
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за всяка точка (x, y) ( U;

развиваме функцията f (x, y) по формулата на Тейлър при n = 1;

f (x, y) = 
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, където
R1 =
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тъй като първите частни производни се анулират, то
f (x, y) – f (x0, y0) = R1 = A.(x – x0)2 + 2.B.(x – x0).(y – y0) + C.(y – y0)2;
ясно е, че в околността U, B2 – A.C < 0, т.е. квадратичната форма е строго определена; при A > 0 тя е строго положително определена (
f (x, y) – f (x0, y0) ( 0 за всяка точка (x, y) ( U, т.е. f има локален минимум в точката (x0, y0); при A < 0 квадратичната форма е строго отрицателно определена ( f (x, y) – f (x0, y0) ( 0 за всяка точка 
(x, y) ( U, т.е. f има локален максимум в точката (x0, y0);
Намиране на най-голяма и най-малка стойност на функция на много променливи
Нека D ( R2 е компактно множество и нека функцията f : D ( R е дефинирана, непрекъсната и притежава първи частни производни;
тогава по теоремата на Вайерщрас f достига най-голяма и най-малка стойност; за намирането им използваме следния алгоритъм:
1. ясно е, че ако f достига минимум или максимум във вътрешна точка (x0, y0) на D, то в тази f има локален екстремум и
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 = 0; и така нека решенията на системата 
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 = 0 са критичните точки P1, P2, …

2. изследваме функцията по границата на множеството D; нека най-голямата и най-малката стойност на функцията по границата на D са съответно M и m;

3. максималната стойност на функцията е: max (M, f (P1), f (P2), …)

минималната стойност на функцията е: min (m, f (P1), f (P2), …)

Неявни функции
Нека е зададено уравнение F (x, y) = 0;

казваме, че функцията y (x) : ( ( R (( - интервал) е неявна функция, определена от уравнението F (x, y) = 0, ако F (x, y (x)) = 0 

за всяко x ( (;
Пример:
нека F (x, y) = x3 + y3 – 3.x.y; ще покажем, че съществува единствена неявна функция y (x) дефинирана в (- (, 0) и удоволетворяваща това уравнение; имаме 
[image: image151.wmf](x,y)
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 = 3.y2 – 3.x = 3.( y2 – x) > 0 за всяко x < 0;

ако фиксираме x = x1 < 0, то F (x1, 0) = x13 < 0, F (x1, y) ( + ( при 
y ( + ( ( (F (x1, y) е монотонно растяща) съществува единствена точка (x1, y (x1)), такава че F (x1, y (x1)) = 0; и така в интервала (- (, 0) съществува единствена неявна функция, която удоволетворява уравнението F (x, y) = 0;
Теорема (за съществуване на неявни функции): Нека F (x, y) е дефинирана и непрекъсната в околност U на точката (x0, y0) и нека
F притежава непрекъснати частни производни в U; ако F (x0, y0) = 0

и 
[image: image152.wmf]00
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 ( 0, то 
1. съществуват a, b ( R+, такива че за всяко x ( [x0 – a, x0 + a] съществува единствено y = y (x) ( [y0 – b, y0 + b], такова че 

F (x, y) = 0, т.е. съществува (при това единствена) неявна функция y (x) : [x0 – a, x0 + a] ( [y0 – b, y0 + b], която удоволетворява уравнението F (x, y) = 0;

2. функцията y (x) от 1. е непрекъсната, диференцируема и има непрекъсната първа производна;

Доказателство на 1.:
нека за определеност Fy (x0, y0) > 0; тъй като Fy е непрекъсната в
(x0, y0) ( съществува околност V от вида:
[image: image153.wmf]0101
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, 
a1, b ( R+,  такава че Fy (x, y) > 0 за всяка точка (x, y) ( V;
тъй като Fy (x0, y) > 0 за всяко y ( [y0 – b, y0 + b], то функцията
( (y) = F (x0, y) е монотонно растяща; от друга страна 
( (y0) = F (x0, y0) = 0 ( F (x0, y0 – b) < 0, F (x0, y0 + b) > 0;
тъй като функцията F е непрекъсната, то съществува a ( R+, a ( a1, такова че F (x, y0 – b) < 0, F (x, y0 + b) > 0 за всяко x ( [x0 – a, x0 + a];

тъй като за всяко x ( [x0 – a, x0 + a], функцията ( (y) = F (x, y) е монотонно растяща в [y0 – b, y0 + b], F (x, y0 – b) < 0, F (x, y0 + b) > 0, 

то по теоремата на Болцано-Коши съществува единствено 
y = y (x) ( [y0 – b, y0 + b], такова че F (x, y (x)) = 0, т.е. съществува (при това единствена) неявна функция y (x) : [x0 – a, x0 + a] ( 

[y0 – b, y0 + b], която удоволетворява уравнението F (x, y) = 0;
Доказателство на 2.:
Непрекъснатост:
фиксираме x1 ( [x0 – a, x0 + a] и разглеждаме произволна редица

[image: image154.wmf]{
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x

¥

, xk ( [x0 – a, x0 + a] за всяко k ( N, xk ( x1 при k ( (;

ще покажем, че y (xk) ( y (x1) при k ( (; редицата 
[image: image155.wmf]{
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k
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¥

е ограничена ( y (xk) ( [y0 – b, y0 + b] за всяко k ( N); 
нека y1 е произволна точка на сгъстяване за редицата { y (xk)} 
(такива има по Болцано-Вайерщрас); избираме подредица

[image: image156.wmf]{
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, такава че
[image: image157.wmf]s
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; имаме, че F (
[image: image158.wmf]s
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x

,
[image: image159.wmf]s

k

y(x)

) = 0 за всяко
s ( N; използваме непрекъснатостта на F (x, y) и извършваме граничен преход при s ( (; получаваме F (x1, y1) = 0, но
x1 ( [x0 – a, x0 + a], y1 ( [y0 – b, y0 + b] (по свойствата на затворените множества) ( y1 = y (x1) (съществува единствено y, такова че 

F (x1, y) = 0); и така редицата { y (xk) } има единствена точка на сгъстяване и тя е y (x1) ( y (xk) ( y (x1) при k ( ( ( (по Хайне) функцията y (x) е непрекъсната в [x0 – a, x0 + a];

Диференцируемост:
фиксираме x ( [x0 – a, x0 + a]; имаме F (x, y (x)) = 0, 

F (x + h, y (x + h)) = 0 за достатъчно малко h (с подходящ знак, ако се намираме в краищата на интервала); по формулата на Тейлор получаваме:
F (x + h, y (x + h)) – F (x, y (x)) =
[image: image160.wmf](x,y).h+(x,y).(y (x+h) - y (x)) = 0
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, където x ( 
[image: image161.wmf]x
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 ( x + h, y (x) ( 
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 ( y (x+h); извършваме граничен преход при h ( 0, получаваме 
[image: image163.wmf]x
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 ( x, 
[image: image164.wmf]y
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( y (x) (y е непрекъсната от 1.),
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[image: image166.wmf](x,y (x))
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за x ( [x0 – a, x0 + a], използвали сме, че частните производни са непрекъснати), т.е. функцията y (x) е диференцируема в
[x0 – a, x0 + a] и за всяко x ( [x0 – a, x0 + a], y ((x) =
[image: image167.wmf](x,y (x))

(x,y (x))

F

x

F

y

¶

¶

-

¶

¶

; нещо повече – y ((x) е непрекъсната, тъй като е частно на две непрекъснати функции;
Забележка: ако предварително знаем, че функцията y (x) е диференцируема, можем да приложим теоремата за диференциране на съставни функции:
F (x, y (x)) = 0 (
[image: image168.wmf](x,y (x))
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;
Пример: F (x, y) = x3 + y3 – 3.x.y; за x ( (- (, 0) получававаме:

3.x2 + 2.y2(x).y ((x) – 3.y (x) – 3.x.y ((x) = 0 ( y ((x) = 
[image: image171.wmf]2

2

y(x)-x

y(x)-x

;
Дефиниция: Казваме, че 
[image: image172.wmf]x= (t)

y= (t)

j

y 

, t ( ( е параметрично представяне на множеството от точки L = { (( (t), ( (t)), t ( R}, ако съответствието t ( (( (t), ( (t)) е непрекъснато и биективно и съответното обратно изображение също е непрекъснато;

Твърдение: Нека Г ( R2; следните условия са еквивалентни:

1. локално Г се представя чрез уравнение от вида F (x, y) = 0,

където Fx, Fy съществуват и са непрекъснати и grad F ( (0, 0);

2. локално Г е графика на диференцируема функция 
y (x) или x (y), където y (x) (x (y)) притежава непрекъсната първа производна;
3. локално Г се представя параметрично:
[image: image173.wmf]x= (t)

y= (t)

j

y 

, t ( [(, (], където функциите ( и ( притежават непрекъснати първи производни и ((( (t), (( (t)) ( (0, 0) за всяко t ( [(, (];
Доказателство:
1. ( 2.
директно от теоремата за неявни функции;
2. ( 3.
параметричното представяне е:

[image: image174.wmf]x=t

y= y(t)

 

, t ( [(, (];
3. ( 2.
фиксираме t0 ( (; имаме ((( (t0), (( (t0)) ( (0, 0); нека например 
( ((t0) > 0; в такъв случай съществува ( > 0, такова че за всяко

t ( [t0 - (, t0 + (] имаме ( ((t) > 0; в такъв случай функцията ( (t) е монотонно растяща в интервала [t0 - (, t0 + (] ( обратната функция

(-1 съществува; и така функцията y = ( ((-1(x)), дефинирана в интервала [t0 - (, t0 + (] е търсената функция;
2. ( 1.
уравнението F (x, y) = y – y (x) = 0, x ( ( задава кривата Г;

Дефиниция: Казваме, че Г е гладка крива линия, ако Г удоволетворява горните три условия (поне едно от тях);
Теорема (обобщение на съществуване на неявни функции): Нека функцията F (x1, x2, …, xn, y) е дефинирана и непрекъсната в околност на точката (x10, x20, …, xn0, y0); нека F притежава непрекъснати частни производни в тази околност и са изпълнени условията F (x10, x20, …, xn0, y0) = 0, Fy (x10, x20, …, xn0, y0) ( 0; тогава съществуват a, b ( R, такива че за всеки x1, x2, …, xn, 
xi0 – a ( xi ( xi0 + a, съществува единствено y = y (x1, x2, …, xn) 
( [y0 – b, y0 + b], такова че F (x1, x2, …, xn, y (x1, x2, …, xn)) = 0, т.е. съществува единствена неявна функция y, дефинирана в околността

xi0 – a ( xi ( xi0 + a, която удоволетворява уравнението 

F (x1, x2, …, xn, y) = 0;
Теорема (неявна функция определена от система): Нека
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е система от m уравнения; 
ще означаваме x0 = (x10, x20, …, xn0), y0 = (y10, y20, …, ym0);

нека функцииите F1, F2, …, Fm са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в околност на точката (x0, y0); тогава, ако (x0, y0) е решение на системата и ако 
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 (x0, y0) ( 0, то:
1. съществуват числа a, b ( R, такива че, ако x = (x1, x2, …, xn) е такова, че xi0 – a ( xi ( xi0 + a, то съществува единствено

y = (y1 (x), y2 (x), …, ym (x)), такова че yi0 – b (  yi (x) ( yi0 + b и
(x, y) е решение на системата, т.е. в околността 
xi0 – a ( xi ( xi0 + a, съществува единствена неявна функция, която удоволетворява системата;
2. функциите y1 (x), y2 (x), …, ym (x) са непрекъснати и притежават непрекъснати първи частни производни;

пример:
дадена е системата
F (x, y, z) = 0, G (x, y, z) = 0;
нека функциите F и G са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в околност на точката (x0, y0, z0); тогава, ако

r 
[image: image177.wmf]FFF

xyz

GGG

xyz

¶¶¶

æö

ç÷

¶¶¶

ç÷

¶¶¶

ç÷

ç÷

¶¶¶

èø

 = 2 
(например минорът в първите два стълба е ненулев), то в достатъчно малка околност на точката (x0, y0, z0), решенията на системата се представят във вида: 
[image: image178.wmf]x=x (z)

y= y (z)

, z ( [z0 – a, z0 + a];

Криви в R2, R3. Допирателен вектор и дължина.

Нека кривата Г ( R3 е представена параметрично:
[image: image179.wmf]11
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x=f (t)

x=f (t)

x=f (t)

, t ( [a, b];

векторно: x = f (t), f : R ( R3, x = (x1, x2, x3), f (t) = (f1 (t), f2 (t), f3 (t));

фиксираме точка M0 ( Г, M0 = f (t0); за произволна точка M ( Г, 
M = f (t), векторът 
[image: image180.wmf]0
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 = f (t) – f (t0) = 
= ( f1 (t) – f1 (t0), f2 (t) – f2 (t0), f3 (t) – f3 (t0)); нека функциите f1, f2, f3 притежават непрекъснати производни; тогава когато M се приближава към M0, т.е. при t ( t0, векторът 
[image: image181.wmf]0
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 ( f ((t0) = (f1((t0), f2((t0), f3((t0)); този вектор наричаме допирателен вектор към Г в точката t0;

по дефиниция за дължината L на кривата Г имаме:
L = 
[image: image183.wmf]m

i-1i

i=1

sup PP

å

, Pi ( Г, m ( N; 
разглеждаме отсечката Pi-1Pi, където Pi-1 = f (ti-1), Pi = f (ti); 

имаме |Pi-1Pi| = 
[image: image184.wmf]ii-1
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[image: image185.wmf](
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f(t)-f(t)+f(t)-f(t)+f(t)-f(t)

 ; 
използваме теоремата за крайните нараствания: 
f1 (ti) – f1 (ti-1) = f1( (si1).(ti – ti-1),
f2 (ti) – f2 (ti-1) = f2( (si2).(ti – ti-1), 
f3 (ti) – f3 (ti-1) = f3( (si3).(ti – ti-1);
тук ti-1 ( si1, si2, si3 ( ti;
и така |Pi-1Pi| = (ti – ti-1). 
[image: image186.wmf]|12|22|32
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[image: image187.wmf]mm
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 PP=(t-t).f (s)+f(s)+f(s)

åå

;

лесно се показва, че тъй като f1(, f2(, f3( са равномерно непрекъснати

в [a, b], то за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че от ti – ti-1 < ( за 

i = 1, 2, …, m да имаме: 
|
[image: image188.wmf]|12|22|32
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[image: image189.wmf]|2|2|2
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f (s)+f(s)+f(s)

| < (, s ( [ti-1, ti];
в такъв случай, 
[image: image190.wmf]m
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има същата граница като
[image: image191.wmf]m
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, което е риманова сума на функцията
[image: image192.wmf]| 2|2|2
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; и така
L = 
[image: image193.wmf]bb
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;
нека Г ( R2, Г е определена с уравнението F (x, y) = 0; фиксираме точка (x0, y0) ( Г; ако gradF (x0, y0) ( (0, 0), то съществува параметрично представяне 
[image: image194.wmf]x=f (t)

y=g (t)

, t ( (, (x0, y0) = (f (t0), g (t0)), на кривата Г в околност на точката (x0, y0);
за всяко t ( (, имаме F ( f (t), g (t)) = 0 ( 
Fx (f (t), g (t)) . f ((t) + Fy (f (t), g (t)) . g ((t) = 0, което показва, че градиентът на функцията F във всяка точка е перпендикулярен на допирателния вектор в тази точка;
нека S ( R3 се описва параметрично 
[image: image195.wmf]11
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x=f (u, v)

x=f (u, v)

x=f (u, v)

, (u, v) ( U;

векторно: x = f (u, v); x = (x1, x2, x3), f (t) = (f1 (u, v), f2 (u, v), f3 (u, v));

предполагаме, че f1, f2, f3 притежават непрекъснати частни производни;
нека точката (u0, v0) ( U;
да фиксираме променливата v = v0; получаваме крива линия ( S, която има уравнение x = f (u, v0); допирателният вектор на тази крива в точката (u0, v0) е fu (u0, v0) = 
[image: image196.wmf]2
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;
аналогично, ако фиксираме променливата u = u0, получаваме крива линия ( S, която има уравнение x = f (u0, v) и допирателният вектор на тази крива в точката (u0, v0) е 
fv (u0, v0) =
[image: image197.wmf]2
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; поставяме изискване

r 
[image: image198.wmf](u0, v0) = 2, за всякa точка (u0, v0) ( U, което означава, че векторите fu (u0, v0) и fv (u0, v0) не са колинеарни;
Твърдение: Всеки друг допирателен вектор към повърхнината S в точката (u0, v0) е линейна комбинация на fu (u0, v0) и fv (u0, v0);

Доказателство:
както знаем, в околност на точката f (u0, v0) повърхнината S се задава с уравнение H (x1, x2, x3) = 0; 
ако x = g (t) е произволна крива върху S, така че f (u0, v0) = g (t0), то
H ( g1 (t), g2 (t), g3 (t)) = 0 ( 
[image: image199.wmf]|||
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 = 0 (
g ((t0) ( gradH(f (u0, v0));
в частност fu (u0, v0) ( gradH(f (u0, v0)) и fv (u0, v0) ( gradH(f (u0, v0)); 
и така всички допирателни вектори лежат в равнината, която е перпендикулярна на градиента на H; но векторите fu (u0, v0) и fv (u0, v0) са линейно независими и лежат в тази равнина ( те образуват база и всеки друг вектор в равнината се представя като тяхна линейна комбинация;
от казаното по-горе имаме: fu (u0, v0) 
[image: image200.wmf]´

fv (u0, v0) (( gradH( f (u0, v0));
Множители на Лагранж

Твърдение: Нека функциите F (x1, x2, …, xn) и G1 (x1, x2, …, xn), 
G2 (x1, x2, …, xn), …, Gm (x1, x2, …, xn) (m < n) са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в околност на точката x0 = (x10, …, xn0); нека Gi (x10, x20, …, xn0) = ci, ci ( R за i = 1, 2, …, m;
ако r (
[image: image201.wmf]12

12

(,,...,)

(,,...,)

m

n

GGG

xxx

¶

¶

 (x0)) = m и ако F има локален максимум в точката (x0), то съществуват константи (множители на Лагранж) 

(1, (2, ..., (m ( R, такива че за функцията H (x1, x2, …, xn) = 

= F (x1, x2, …, xn) - (1.G1 (x1, x2, …, xn) - … - (m.Gm(x1, x2, …, xn) имаме: gradH (x10, …, xn0) = 0;
Доказателство:
по теоремата за неявните функции, решенията на системата 

Gi (x1, x2, …, xn) – ci = 0 в околност на точката (x10, …, xn0)
представлява повърхнина с размерност n-m, т.е. тя локално се параметризира с n-m параметъра; 
разглеждаме произволна гладка крива в тази повърхнина, която минава през точката x0 и има параметрично уравнение 
x1 = x1 (t), x2 = x2 (t), …, xn = xn (t); векторно x = x (t), нека x0 = x (t0);
за k = 1, 2, …, m имаме:
Gk (x1 (t0), x2 (t0), …, xn (t0)) = c1; като диференцираме, получаваме: (
[image: image202.wmf]0|0|0|
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 = 0 (
grad Gk (x0) ( (x1( (t0), x2( (t0), …, xn( (t0));
и така, за k = 1, 2, …, m градиентите на функциите Gk в точката x0 лежат в ортогоналното допълнение на допирателното пространство в тази точка; но r (
[image: image203.wmf]12
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 (x0)) = m ( допирателното пространство в точката x0 е n-m мерно, тогава ортогоналното му допълнение е m мерно ( градиентите на функциите G1, G2, …, Gm образуват базис на това ортогонално допълнение, тъй като са линейно независими;
от друга страна функцията F (x) = F (x (t)) има локален максимум в точката t0 ( 
0 = F( (t0) = 
[image: image204.wmf]0|0|0|
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 ( grad F (x0) също е в ортогоналното допълнение ( grad F (x0) се изразява като линейна комбинация на базиса;
Двойни интеграли
Нека f (x, y) е дефинирана в правоъгълник П :
[image: image205.wmf]axb
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;

разделяме П на по-малки части чрез прави линни, които са успоредни на координатните оси; в резултат получаваме разделяне на

П като обединение на правоъгълници Пi;
да означим d (Пi) = max { diam Пi};

избираме точки Ki ( Пi;

Дефиниция: Риманова сума на функцията f (x, y) съответстваща на разделяне { Пi} и на междинните точки { Ki} наричаме:
( (f, { Пi }, { Ki}) =
[image: image206.wmf]ii

i

f (K).()

m Õ

å

, където с ( (Пi) сме означили мярката на правоъгълника Пi;

Дефиниция: Казваме, че f (x, y) е интегруема по Риман върху правоъгълника П, ако съществува число I, такова че за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че от d (Пi) < ( ( |( (f, { Пi }, { Ki}) – I| < ( при всеки избор на междинните точки Ki;

числото I наричаме двоен интеграл на функцията f (x, y) върху правоъгълника П;
означаваме: I =
[image: image207.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

;
Елементарни свойства

    1. 
[image: image208.wmf]Cdxdy

Õ

òò

= C.((П) = C.(b – a).(d – c);
    2. ако 
[image: image209.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

 и 
[image: image210.wmf]g (x,y)dxdy

Õ

òò

 съществуват, то функцията

f + g е интегруема и 
[image: image211.wmf]f (x,y)+g (x,y)dxdy

Õ

òò

 = 
[image: image212.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

 +
[image: image213.wmf]g (x,y)dxdy

Õ

òò

;
3. ако 
[image: image214.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

 същестува и C ( R, то функцията C.f (x, y) е интегруема и 
[image: image215.wmf]C.f (x,y)dxdy

Õ
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 = C.
[image: image216.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

;

4. ако f и g са интегруеми функции и f (x, y) ( g (x, y) за всяка точка (x, y) ( П, то 
[image: image217.wmf]f (x,y)dxdy
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 (
[image: image218.wmf]g (x,y)dxdy

Õ

òò

;

5. ако f (x, y) е непрекъсната функция, тогава тя е интегруема 
(по-долу) и съществува точка P ( П, такава че

[image: image219.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

= f (P).( (П);
Доказателство:
нека m =
[image: image220.wmf](x,y)

inff (x,y)

ÎÕ

, M =
[image: image221.wmf](x,y)

supf (x,y)

ÎÕ

; по теоремата на Вайерщрас имаме: m = f (A), M = f (B), където A, B ( П; имаме:
m ( f (x, y) ( M (
[image: image222.wmf]m dxdy
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 ( 
[image: image223.wmf]f (x,y)dxdy
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 ( 
[image: image224.wmf]Mdxdy
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(
m.( (П) ( 
[image: image225.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

( M.( (П) ( f (A) ( 
[image: image226.wmf]f (x,y)dxdy

()

Õ

m Õ

òò

( f (B);

тъй като П е линейно свързано множество, в сила е теоремата за междинните стойности, т.е. съществува точка P ( П, такава че f (P) =
[image: image227.wmf]f (x,y)dxdy

()

Õ

m Õ

òò

, т.е. 
[image: image228.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

= f (P).( (П);
Суми на Дарбу

нека f е ограничена функция, дефинирана в 

правоъгълника П :
[image: image229.wmf]axb
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; нека { Пi } е разделяне на П на правоъгълници, получено с линии успоредни на координатните оси;

да означим Mi =
[image: image230.wmf](x,y)

supf (x,y)

i

ÎÕ

, mi =
[image: image231.wmf](x,y)

inff (x,y)

i

ÎÕ

;
малка сума на Дарбу наричаме сумата s (f, { Пi}) =
[image: image232.wmf]ii

i

m.()

m Õ

å

;
голяма сума на Дарбу наричаме сумата S (f, { Пi}) =
[image: image233.wmf]ii

i

M.()

m Õ

å

;
ясно е, че в геометричен смисъл малката сума на Дарбу е обем на фигура, която е вписана във фигурата, образувана от графиката на функцията f (x, y) и равнините x = a, x = b, y = c, y = d; аналогично, голямата сума на Дарбу е обем на фигура, която е описана около фигурата, образувана от графиката на функцията f (x, y) и равнините

x = a, x = b, y = c, y = d; оттук заключаваме, че всяка малка сума на Дарбу е по-малка от всяка голяма сума на Дарбу (независимо от разделянето на правоъгълника);
въвеждаме горен интеграл
[image: image234.wmf]I

на функцията f; по дефиниция,

[image: image235.wmf]I

 = 
[image: image236.wmf]i

infS (f,{  })

i

Õ

Õ

; тази долна граница съществува, тъй като множеството от големите суми е ограничено отдолу (например от коя да е малка сума)
въвеждаме долен интеграл 
[image: image237.wmf]I

 на функцията f; по дефиниция,


[image: image238.wmf]I

=
[image: image239.wmf]i

sups (f,{  })

i

Õ

Õ

; тази горна граница съществува, тъй като множеството от малките суми е ограничено отгоре (например от коя да е голяма сума);
казваме, че функцията f е интегруема по Дарбу, ако
[image: image240.wmf]I

 = 
[image: image241.wmf]I

;

подобно на едномерния случай, може да се покаже, че:
при условие, че d (Пi) ( 0, S (f, { Пi })(
[image: image242.wmf]I

, s (f, { Пi}) ( 
[image: image243.wmf]I

;
f е интегруема по Дарбу ( за всяко ( > 0 съществува разделяне 
{ Пi }, такова че S (f, { Пi }) – s (f, { Пi}) < (;
f е интегруема по Дарбу ( f е интегруема по Риман;

Измерими множества

Дефиниция: Едно множество Е ще наричаме елементарно, ако то е обединение на правоъгълници, които имат страни, успоредни на координатните оси; мярка на множеството Е в този случай е сумата от мярките на отделните правоъгълници, които съставят Е;

нека А е произволно множество;

дефинираме долна мярка на А:
[image: image244.wmf]*
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, E – eлементарни множества;
дефинираме горна мярка на А:
[image: image245.wmf]*
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, E – eлементарни множества;
казваме, че множеството А е измеримо, ако 
[image: image246.wmf]*
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 = 
[image: image247.wmf]*

(A) 

m

; в такъв случай, мярка на А наричаме ( (A) = 
[image: image248.wmf]*

(A)
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 =
[image: image249.wmf]*

(A) 

m

;

ясно е, че за произволно множество А имаме неравенството: 


[image: image250.wmf]*

(A)

m

 ( 
[image: image251.wmf]*

(A) 

m

;
Твърдение: Нека А е ограничено множество в R2; тогава А е измеримо ( за всяко ( > 0 съществуват елементарни множества H, E, такива че H ( A и A ( E и ( (H) - ( (E) < (;

Доказателство:
нека А е измеримо множество; фиксираме ( > 0;
по определение за инфимум и супремум, съществуват елементарни множества H, E, такива че H ( A, A ( E и
( (H) - 
[image: image252.wmf]*
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<
[image: image253.wmf]2
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, 
[image: image254.wmf]*

(A)

m

 - ( (E) <
[image: image255.wmf]2

e

; като съберем тези неравенства

и използваме, че 
[image: image256.wmf]*
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 = 
[image: image257.wmf]*
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, получаваме: ( (H) - ( (E) < (;

нека е изпълнено второто условие; ще покажем, че А е измеримо;

фиксираме ( > 0; нека H, E са елементарни множества, такива че

H ( A, A ( E и ( (H) - ( (E) < (; тогава от ( (E) ( 
[image: image258.wmf]*
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 ( 
[image: image259.wmf]*
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( ( (H) (

[image: image260.wmf]*
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- 
[image: image261.wmf]*
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< ( за всяко ( > 0 ( 
[image: image262.wmf]*
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 =
[image: image263.wmf]*
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, т.е. А е измеримо множество;
Твърдение: Нека А е ограничено множество в R2; тогава А е измеримо множество ( контурът на А има (горна) мярка 0;

Дефиниция: Нека А е множество в R2; характеристична функция на множеството A е (A =
[image: image264.wmf]1, (x,y)A

0, (x,y)A

Î
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;
Твърдение: Нека А е ограничено множество; тогава А е измеримо (
функцията (A е интегруема;
Доказателство:
нека П е правоъгълник, П ( A;
ще покажем, че 
[image: image265.wmf]*
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= 
[image: image266.wmf]I

 = 
[image: image267.wmf]Ai
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, 
[image: image268.wmf]*
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 = 
[image: image269.wmf]I

 = 
[image: image270.wmf]i

sups (f,{  })

i

Õ

Õ

;

нека Пi е разделяне на П;
ако Пi ( A, то Mi = 1, mi = 1;
ако Пi ( R2/A, то Mi = 0, mi = 0;
ако Пi ( A ( ( и Пi ( R2/A ( (, то Mi = 1, mi = 0;

да разгледаме голямата сума на Дарбу за разделяне Пi:


[image: image271.wmf]i
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, където H =
[image: image272.wmf]i
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;
така всяка голяма сума на Дарбу е мярка на елементарно множество, което съдържа А ( 
[image: image273.wmf]*
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( 
[image: image274.wmf]I

 (с допускане на противното); (1)
нека H е елементарно множество, H ( A; нека П е произволен правоъгълник, такъв че П ( H; да разгледаме разделяне Пi, което се получава, като се продължат всички страни на H до пресичане с П;

ясно е, че всеки правоъгълник Пi (без границата му) или се съдържа в изцяло в П\H, или се съдържа изцяло в H ( всеки правоъгълник (без границата му), който има общи точки с А изцяло се съдържа в H;

тогава 
[image: image275.wmf]°
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[image: image276.wmf]°
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) ( ( (H); от друга страна от по-горе имаме, че ( (
[image: image277.wmf]°
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) = 
[image: image278.wmf]i
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[image: image279.wmf]Ai
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; и така за всяко елементарно множество H, което е описано около А, съществува елементарно множество
[image: image280.wmf]°

H

, което е вписано в H и мярката на 
[image: image281.wmf]°

H

 е голяма сума на Дарбу ( 
[image: image282.wmf]*
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( 
[image: image283.wmf]I

 (с допускане на противното); (2)
от (1) и (2) ( 
[image: image284.wmf]*
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= 
[image: image285.wmf]I

;
съвсем аналогично се показва, че  
[image: image286.wmf]*

(A)
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 = 
[image: image287.wmf]I

;
и така A е измеримо ( 
[image: image288.wmf]*

(A) 

m

= 
[image: image289.wmf]*
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 ( 
[image: image290.wmf]I

 = 
[image: image291.wmf]I

( (A е интегруема;

между другото показахме, че ( (A) =
[image: image292.wmf]A

(x,y)dxdy

Õ

c

òò

, A ( П;
нека А ( R2 е ограничено и измеримо множество; нека f : A ( R е ограничена функция; по определение,

[image: image293.wmf]A

f (x,y)dxdy
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 =
[image: image294.wmf]A

f (x,y).(x,y)dxdy
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, където A ( П; 

ако (x, y) ( П\A, считаме че 
[image: image295.wmf]A

f (x,y).(x,y)
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 = 0; 
Забележка: ако f е интегруема функция в П и g е функция, която съвпада с f навсякъде с изключение на множество с мярка 0, то g е интегруема в П и 
[image: image296.wmf]f (x,y)dxdy

Õ
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 =
[image: image297.wmf]g (x,y)dxdy

Õ

òò

; това може да се покаже почти директно чрез дефиницията за интегруемост;

Следствие: нека A, B са множества, такива че B\A и A\B имат нулева мярка; нека f е дефинирана в множество П, А ( П, ( ( П и f е интегруема в П; ако A и B са едновременно измерими, то


[image: image298.wmf]A

f (x,y)dxdy
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=
[image: image299.wmf]B

f (x,y)dxdy
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;
нека A = A1 ( A2, ( (A1 ( A2) = 0, A1, A2 – измерими множества; считаме, че А има частично гладка граница и разделянето на А е направено с частично гладка крива;
твърдим, че 
[image: image300.wmf]A

f (x,y)dxdy

òò

 = 
[image: image301.wmf]1
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 +
[image: image302.wmf]2
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;

нека П ( А; имаме, 
[image: image303.wmf]A

f (x,y)dxdy

òò

=
[image: image304.wmf]A
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,

[image: image305.wmf]1
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=
[image: image306.wmf]1
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[image: image307.wmf]2
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=
[image: image308.wmf]2
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; тогава

[image: image309.wmf]1
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+ 
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[image: image312.wmf]2
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[image: image313.wmf]12
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;
равенството 
[image: image314.wmf]12
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 = 
[image: image315.wmf]A
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 е изпълнено, ако (A (x, y) = (A1 (x, y) + (A2 (x, y) за всяка точка (x, y) ( R2; това равенство очевидно е изпълнено навсякъде с изключение на множество от точки с мярка 0; по горната забележка, това няма значение, т.е. наистина
[image: image316.wmf]A
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[image: image318.wmf]2
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Дефиниция: Казваме, че множеството A ( R2 има лебегова мярка 0, ако за всяко ( > 0 съществува редица от правоъгълници Пi, такива че


[image: image319.wmf]i
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и 
[image: image320.wmf]i
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()

¥
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å

 < (;
Теорема (общо условие за интегруемост): Ограничената функция

f : П ( R е интегруема в Риманов смисъл ( множеството от точките на прекъсване на f има лебегова мярка 0;

Твърдение: Ако f : П ( R е непрекъсната функция, то f е интегруема;
Доказателство: ще покажем, че 
[image: image321.wmf]I

 =
[image: image322.wmf]I

; фиксираме ( > 0; достатъчно е да покажем, че съществува разделяне Пi, такова че
S (f, { Пi}) – s (f, { Пi}) < (; тогава 
[image: image323.wmf]I

 - 
[image: image324.wmf]I

 < (  (( - произволно) ( 
[image: image325.wmf]I

 =
[image: image326.wmf]I

;

функцията f е непрекъсната (П е компактно множество) ( f e равномерно непрекъсната; избираме ( > 0, такова че

от d (P, Q) < (, P, Q ( П ( |f (P) – f (Q)| < (; нека Пi е разделяне, такова че d (Пi) < (; тогава Mi – mi < ( (f достига минимална и максимална стойност по теоремата на Вайерщрас) ( S (f, { Пi}) – s (f, { Пi}) =

=
[image: image327.wmf]iii

i

(M-m).()<. ()

m Õe mÕ

å

; твърдението е доказано;
Друго определение за 
[image: image328.wmf]A

f (x,y)dxdy

òò


нека А е измеримо множество и f : A ( R е ограничена функция;

разделяме множеството А на парчета Ai, т.е. A = 
[image: image329.wmf]i

i

A

U

 и ( (Ai ( Aj) = 0;

диаметър на разделянето означаваме с d (Ai) – максималният от диаметрите на Аi;
избираме междинни точки Pi ( Ai; 
сумата ( (f, { Ai}, { Pi} ) = 
[image: image330.wmf]ii

i

f (P). (A)

m 

å

 наричаме риманова интегрална сума, съответстваща на разделяне Ai и междинни точки Pi;
казваме, че f е интегруема по Риман и числото I = 
[image: image331.wmf]A

f (x,y)dxdy

òò

наричаме двоен интеграл на f върху множеството А, ако за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че от d (Ai) < ( (
|( (f, { Ai}, { Pi} ) – I| < ( при всеки избор на междинните точки Pi;

Твърдение: нека А ( П, А – измеримо множество; 
нека f : П ( R е непрекъсната функция; тогава

[image: image332.wmf]A

f (x,y).(x,y)dxdy

Õ

c

òò

 = I, където I е границата на римановите суми на функцията f, когато диаметърът на разделянето клони към 0 при всеки избор на междинните точки;
Доказателство:
фиксираме ( > 0; f е непрекъсната, П е компактно множество

( f е равномерно непрекъсната в П;
избираме ( > 0, такова че от d (P, Q) < (, P, Q ( П ( |f (P) – f (Q)| < (;
нека Аi е разделяне, такова че d (Ai) < (, нека Pi ( Ai са междинни точки; имаме: 
[image: image333.wmf]A

f (x,y).(x,y)dxdy

Õ

c

òò

 = 
[image: image334.wmf]i

A

i

f (x,y).(x,y)dxdy
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òò

;

тогава |
[image: image335.wmf]A

f (x,y).(x,y)dxdy
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 -
[image: image336.wmf]ii

i

f (P). (A)
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å

|( 

(
[image: image337.wmf]i
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i

|f (x,y).(x,y)dxdy

Õ

c

å
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 - f (Pi).( (Ai)| =

 
[image: image338.wmf]ii

AiA

i

|f (x,y).(x,y)dxdyf (P).(x,y)dxdy|

ÕÕ

c-c

å

òòòò

 ( 
[image: image339.wmf]i

iA

i

f (x,y)-f (P).(x,y)dxdy

Õ

c

å

òò

 < (.( (A); това означава, че границата на римановите суми е точно
[image: image340.wmf]A

f (x,y).(x,y)dxdy

Õ

c

òò

;

Формула на Фубини. Пресмятане на двойни интеграли върху криволинейни трапци.
Теорема: Нека П ( R2 е правоъгълник, П :
[image: image341.wmf]axb

cyd

££

££

; 
нека f (x, y) : П ( R е интегруема в Риманов смисъл; тогава функцията F (x) =
[image: image342.wmf]__

     d  __ d

    c

 c

A,f (x,y) dyAf (x,y) dy

Î££

òò

R

, A – фикс. число
е интегруема в интервала [a, b] и 
[image: image343.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

 =
[image: image344.wmf]b

a

F (x) dx

ò

;
Доказателство:
ясно е, че ако интегралът 
[image: image345.wmf]d

c

f (x,y) dy

ò

 съществува, то F (x) =
[image: image346.wmf]d

c

f (x,y) dy

ò

;
нека Пij : 
[image: image347.wmf]i-1i

j-1j

xxx

yyy

££

££

е разделяне на П;
нека Mij =
[image: image348.wmf](x,y)

supf (x,y)

ij

ÎÕ

, mij =
[image: image349.wmf](x,y)

inff (x,y)

ij

ÎÕ

;
имаме: s (f, { Пij}) = 
[image: image350.wmf]ijij
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m . ()
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å

 = 
[image: image351.wmf]i-1i
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inff (x,y) . (x - x). (y - y)

££

££
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 =

=
[image: image352.wmf]i-1ij-1j
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xxxyyy
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; изразът в средните скоби е малка сума на Дарбу за функцията f (x, y) при фиксирано x, така че
s (f, { Пij}) ( 
[image: image353.wmf]i-1i
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i

 c
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 ( 
[image: image354.wmf]i-1i
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 - малка сума на Дарбу за функцията F (x); съвсем аналогично се показва неравенството:
S (f, { Пij}) = 
[image: image355.wmf]ijij

i,j
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å

 ( 
[image: image356.wmf]i-1i
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xxx

i

supF (x) . (x - x)

££

å

- голяма сума на Дарбу за функцията F (x); и така получаваме:
s (f, { Пij}) ( s (F, { xi} ) ( S (F, { xi}) ( S (f, { Пij} )

в тази редица от неравенства извършваме граничен преход при

d (Пij) ( 0; тъй като функцията f е интегруема, то малките и големите суми на Дарбу на f клонят към
[image: image357.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

; сега от неравенствата имаме, че малките и големите суми на Дарбу за функцията F клонят към
[image: image358.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

, което означава, че функцията F е интегруема в интервала [a, b] и 
[image: image359.wmf]f (x,y)dxdy

Õ

òò

 =
[image: image360.wmf]b

a

F (x) dx

ò

;
Дефиниция: Множество от вида G :
[image: image361.wmf]    axb

(x)y(x)

££

j ££y 

, където функциите
( (x) ( ( (x) са дефинирани в [a, b], приемат стойности в R и са непрекъснати, наричаме криволинеен трапец по y; 
аналогично, множество от вида H :
[image: image362.wmf](y)x(y)

    cyd

j ££y 

££

, където функциите

( (y) ( ( (y) са дефинирани в [c, d], приемат стойности в R и са непрекъснати, наричаме криволинеен трапец по x;
Твърдение: Нека G : 
[image: image363.wmf]    axb

(x)y(x)

££

j ££y 

е криволинеен трапец; 
нека f (x, y) : G ( R е непрекъсната функция; 
тогава 
[image: image364.wmf]f (x,y)dxdy

G

òò

 =
[image: image365.wmf](x)

b
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f (x,y) dydx
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;
Доказателство: лесно се показва, че множеството G е измеримо;
нека П ( G, П :
[image: image366.wmf]axb

cyd

££

££

; ако (x, y) ( П\G, считаме че 

[image: image367.wmf]G

f (x,y).(x,y)

c

= 0; 
имаме 
[image: image368.wmf]f (x,y)dxdy

G
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 = 
[image: image369.wmf]G

f (x,y).(x,y)dxdy
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= 
[image: image370.wmf]b

G
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f (x,y).(x,y) dydx

d

æö

c

ç÷

èø

òò

 = = 
[image: image371.wmf](x)(x)

b
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ac(x)(x)

f (x,y).(x,y) dyf (x,y).(x,y) dyf (x,y).
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æö
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=
=
[image: image372.wmf](x)
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;
Тройни интеграли
Нека П ( R3, П – паралелепипед, П :
[image: image373.wmf]axb

cyd

ezg

££

££

££

;
съвсем аналогично на двумерния случай се дефинира мярка в R3;
за елементарни множества се приемат фигурите, съставени от паралепипеди, ( (П) = (b – a).(d – c).(g – e); едно множество D наричаме измеримо, ако 
[image: image374.wmf]*

(D)

m

 =
[image: image375.wmf]*

(D)

m

, където 
[image: image376.wmf]*

(D)

m

 е супремумът на мярките на елементарните множества, вписани в D, а 
[image: image377.wmf]*

(D)

m

 е инфимумът на мярките на елементарните множества, описани около D;
нека f : П ( R е функция;
нека { Пi} е разделяне на П на паралелепипеди, получено с равнини, успоредни на координатните равнини; означаваме с d ({ Пi}) диаметърът на разделянето Пi, т.е. максималният от диаметрите на паралелепипедите Пi; избираме междинни точки Pi ( Пi;
аналогично на двойните интеграли дефинираме риманова интегрална сума на функцията f, отговаряща на разделянето { Пi} и междинните точки { Pi}: ( (f, { Пi}, { Pi}) = 
[image: image378.wmf]ii

i

f (P).()

m Õ

å

;
казваме, че функцията f e интегруема по Риман в П, ако съществува число I, такова че за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че от d (Пi) < ( ( |( (f, { Пi}, { Pi}) – I| < ( при всеки избор на точките Pi;

числото I наричаме троен интеграл на функцията f; 
означаваме: I =
[image: image379.wmf]f (x,y,z) dx dy dz

Õ

òòò

;
нека G ( R3; дефинираме характеристична функция на множеството G : (G (x, y, z) =
[image: image380.wmf]1, (x,y,z)G

0, (x,y,z)G

Î

Ï

;
както и в двумерния случай дефинираме:

[image: image381.wmf]f (x,y,z) dx dy dz

G

òòò

=
[image: image382.wmf]G

f (x,y,z).(x,y,z) dx dy dz

Õ

c

òòò

, където П ( G;
отново е в сила формулата: 
[image: image383.wmf]G

(x,y,z) dx dy dz

Õ

c

òòò

= ( (G), където П ( G, т.е. 
[image: image384.wmf]dx dy dz

G

òòò

= ( (G); също така отново можем да въведем  дефиниция за интегруемост по Риман върху произволно множество 

G ( R3, което се разделя с частично гладки криви и да покажем, че въведеният по-горе троен интеграл върху G е точно границата на новите римановите суми ( (f, { Gi}, { Pi}), получени при разделянията 

{ Gi} и междинни точки { Pi} при условие, че d ({ Gi}) ( 0;
аналог при тройните интеграли има и формулата на Фубини:

ако функцията f е интегруема в П : 
[image: image385.wmf]axb

cyd

ezg

££

££

££

и П1 :
[image: image386.wmf]cyd

ezg

££

££

, то

[image: image387.wmf]f (x,y,z) dx dy dz

Õ

òòò

 = 
[image: image388.wmf]1

b

a

(f (x,y,z) dy dz)dx

Õ

òòò

; аналогично, ако
П2 :
[image: image389.wmf]axb

cyd
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££

, то 
[image: image390.wmf]f (x,y,z) dx dy dz

Õ

òòò

 = 
[image: image391.wmf]2

g

e

(f (x,y,z) dz) dxdy

Õ

òòò

и т.н.;

аналог на криволинейния трапец в R3 е следното множество:
H:
[image: image392.wmf]xy

   (x,y)DO

(x,y)z (x,y)

ÎÌ

j ££y

; съответното следствие от формулата на Фубини за пресмятане на тройни интеграли върху такива множества е:

[image: image393.wmf]H

f (x,y,z) dx dy dz

òòò

=
[image: image394.wmf](x,y)

D(x,y)

(f (x,y,z) dz) dxdy

y

j

òòò

;

това може да се покаже по следния начин:

[image: image395.wmf]H

f (x,y,z) dx dy dz

òòò

 = 
[image: image396.wmf]H

f (x,y,z).(x,y,z) dx dy dz

Õ

c

òòò

, където П ( H,
П : 
[image: image397.wmf]axb

cyd

ezg

££

££

££

; нека П1 = 
[image: image398.wmf]axb

cyd

££

££

, I = [ ( (x, y), ( (x, y) ];
очевидно имаме, че (H (x, y, z) = (D (x, y). (I (z);
тогава 
[image: image399.wmf]H

f (x,y,z).(x,y,z) dx dy dz

Õ

c

òòò

 = 
[image: image400.wmf]1

g

H

e

(f (x,y,z).(x,y,z) dz) dx dy

Õ

c

òòò

 =
= 
[image: image401.wmf]11
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 =
= 
[image: image402.wmf](x,y)

D(x,y)

(f (x,y,z) dz) dxdy

y
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òòò

;
Смяна на променливите в многократни интеграли
Нека ( : U ( ( (U) е изображение, U ( R2(t1, t2), ( (U) ( R2(x1, x2);

( :
[image: image403.wmf]1112

2212

x=(t,t)

x=(t,t)
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; ( ще наричаме гладко изображение, ако
частните производни 
[image: image404.wmf]22
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 съществуват и са непрекъснати; ще казваме, че ( е дифеоморфизъм, ако ( притежава гладко обратно изображение ( : ( (U) ( U;
Теорема: Нека ( е дифеоморфизъм, K ( U, K – компактно и измеримо множество; 
нека f : ( (K) ( R е функция, която е интегруема по Риман;
тогава 
[image: image405.wmf]1212

(K)

f (x,x)dxdx

j

òò

 =
[image: image406.wmf]1122121212

K

f ((t,t),(t,t)). (t,t)dtdt

j

jjÁ

òò

;
да разгледаме по-простия случай, когато ( е линейна смяна, т.е.

( : 
[image: image407.wmf]11111221

22112222
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; в този случай,
[image: image408.wmf]1112
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;
ако приложим горната теорема, то за всеки правоъгълник
П ( U имаме: 
[image: image409.wmf]11121112

121212
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( ( (( (П)) = 
[image: image410.wmf]1112

2122

aa

.

aa

 ( (П); ще считаме, че тази формула ни е известна (тя може да се докаже лесно) за всяка линейна смяна (;
нека смяната ( : 
[image: image411.wmf]1112

2212

x=(t,t)

x=(t,t)
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j 

не е линейна; да разгледаме смяната в околност на фиксирана точка (t10, t20) ( R2; прилагаме формулата на Тейлор за функциите (1, (2 около точката (t10, t20);
получаваме ( :
[image: image412.wmf]00000000
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; 
и така в достатъчно малка околност на точката (t10, t20) смяната е приблизително линейна и по формулата получаваме, че
( (( (П)) (
[image: image413.wmf]00

12

(t,t)
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Á

.( (П) за всеки достатъчно малък правоъгълник

П ( U, който съдържа точката (t10, t20); можем да напишем
по-строго, че
[image: image414.wmf]00
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;
сега ще обясним интуитивно теоремата:
нека { Ki} е разделяне на множеството К; избираме междинни точки 
Pi 
[image: image415.wmf]12

ii

(t,t)

( Кi; разглеждаме съответната риманова сума на функцията 
f (( (Pi)).
[image: image416.wmf]i
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Á

: ( (f, { Ki}, { Pi}) =
[image: image417.wmf]121212

1ii2iiiii
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;
от горните разсъждения, получаваме: (
[image: image418.wmf]112212

i1iii2ii

x=(t,t),x(t,t)

j=j

)
( (f, { Ki}, { Pi}) (
[image: image419.wmf]12
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 ( 
[image: image420.wmf]1212
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 при d (Ki) ( 0;

Полярна смяна
в равнината е фиксирана координатна система Oxy; въвеждаме полярни координати – на всяка точка M (x, y) съпоставяме
двойка числа ((, (), където ( е дължината на радиус вектора на точката М, ( е ъгълът, който този радиус вектор сключва с положителната посока на Ox; по този начин определяме изображение
( : 
[image: image421.wmf]x=.cos 

y.sin
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=rj

, ( ( 0, 0 ( ( ( 2.(; имаме 
[image: image422.wmf](,)
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 = (; ясно е, че ( не е дифеоморфизъм – цялата права ( = 0 се изобразява в точката (0, 0), точките ((, 0), ((, 2. () се изобразяват в една и съща точка ((, 0); въпреки това ние можем да приложим теоремата за смяна на променливите, тъй като ( не е дифеоморфизъм само в множество от точки с мярка 0;
пример: ще пресметнем интеграла
[image: image423.wmf]22
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, където B се задава с неравенството x2 + y2 ( R2, R > 0; правим полярна смяна:
x = (.cos(, y = (.sin(; новата област е (-1 (B) :
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; ще използваме този резултат за да пресметнем интегралът
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; да разгледаме правоъгълниците
П1 :
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; ясно е, че П1 ( B ( П2; 
тъй като функцията
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имаме: 
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; аналогично
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получаваме: 
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; извършваме граничен преход при R ( ( и получаваме:
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оттук получаваме:
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теоремата за смяна на променливата е аналогична при тройните интеграли:
ако е зададено дифеоморфно изображение ( :
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( : U ( ( (U), K ( U и интегруема функция f : ( (K) ( R, то
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Сферична смяна
в пространството е фиксирана координатна система Oxyz; въвеждаме сферични координати – на всяка точка M (x, y, z) съпоставяме
тройка числа ((, (, (), където ( е дължината на радиус вектора на точката М, ( е ъгълът, който този радиус вектор сключва с положителната посока на Oz, ( е ъгълът, който проекцията на радиус вектора върху Oxy сключва с положителната посока на Ox;

по този начин определяме изображение
( :
[image: image455.wmf]x=.cos .sin

y.sin.sin

z.cos

rjq

=rjq

=rq

, ( ( 0, 0 ( ( ( 2.(, 0 ( ( ( (;
имаме 
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 = (2.sin(; ясно е, че ( не е дифеоморфизъм – цялата равнина ( = 0 се изобразява в точката (0, 0, 0), точките ((, 0, (), 
((, 2. (, () се изобразяват в една и съща точка ((.sin(, 0, () и т.н.; въпреки това ние можем да приложим теоремата за смяна на променливите, тъй като ( не е дифеоморфизъм само в множество от точки с мярка 0;
в по-общ случай можем да говорим за елиптична смяна – ако

a > 0, b > 0, c > 0, определяме изображението ( по следния начин:

( :
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якобианът на ( можем да изчислим по следния начин – тъй като ( е композиция на две изображения – сферична смяна 
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[image: image459.wmf]x=a.x

yb.y

zc.z

¢

¢

=

¢

=

, то якобианът на ( можем да изчислим като произведение от якобианите на изображенията, които участват в композицията – сферичната смяна има якобиан (2.sin(, линейната смяна има якобиан a.b.c ( 
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Криволинейни интеграли oт първи вид

зададена е крива Г ( R2, Г :
[image: image461.wmf]x=(t)
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, a ( t ( b, функциите (, ( имат непрекъснати първи производни, които не се нулират едновременно;

както знаем, дължината l на кривата Г пресмятаме по формулата
l =
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; нека функцията f е дефинирана върху кривата Г и приема реални стойности;
разделяме кривата Г с помощта на точки { Mi}; диаметът на разделянето означаваме d (Mi) – максималната от дължините
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; избираме междинни точки Pi (
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( (f, { Mi}, { Pi}) = 
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 наричаме риманова интегрална сума на функцията f за криволинеен интеграл от първи вид;
ще казваме, че функцията f притежава криволинеен интеграл върху кривата Г, ако съществува число I, такова че за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че за всяко разделяне { Mi}, d (Mi) < (, имаме:

|( (f, { Mi}, { Pi}) – I| < ( при всеки избор на междинните точки Pi;

числото I означаваме I = 
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 и наричаме криволинеен интеграл от първи вид на функцията f;
физически смисъл на криволинейните интеграли от първи вид –

ако f (x, y) е плътност в точката (x, y), то 
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 дава масата;
Пресмятане на криволинейни интеграли от първи вид

Твърдение: В сила е: 
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;
нека { Mi} е разделяне на Г, Mi = (( (ti), ( (ti)); избираме междинните точки Pi (
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, Pi = (( ((i), ( ((i)); образуваме риманова сума за функцията f: 
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;
по теоремата за средните стойности получаваме: (si ( [ti-1, ti])
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сега по съображения за равномерна сходимост, получаваме:
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Криволинейни интеграли oт втори вид
нека Г ( R2, Г :
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, a ( t ( b, функциите (, ( имат непрекъснати първи производни, които не се нулират едновременно; ще отбележим, че това представяне определя посока на кривата – тя има начална точка ( ( (a), ( (a) ) и крайна точка ( ( (b), ( (b) ) – това е съществено при криволинейните интеграли от втори вид;
поставяме си задача да изчислим работата на силово поле, когато то премества материална частица с пренебрежимо малка маса по Г;

нека функцията 
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 (x, y) = ( P (x, y), Q (x, y)) задава силата, която действа на частицата във всяка точка (x, y) ( Г; както знаем, ако
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разделяме кривата Г чрез точки { Mi}; избираме междинни точки 
Ni ( 
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 и изчисляваме съответната работа:
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; ако тези суми клонят равномерно към граница I при d (Mi) ( 0,
означаваме I =
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I наричаме криволинеен интеграл от втори вид на функцията F върху кривата Г; и така работата на силовото поле, когато то премества материалната частица по Г по дефиниция е
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Пресмятане на криволинейни интеграли от втори вид
нека Mi = ( ( (ti), ( (ti) ), Ni = (( ((i), ( ((i)); тогава
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използваме теоремата за крайните нараствания:
( (ti) - ( (ti-1) = ( ((si1).(ti - ti-1), ( (ti) - ( (ti-1) = ( ((si2).(ti - ti-1), където
si1, si2 ( [ti-1, ti]; тогава 
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; по съображения за равномерна сходимост, 
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поради този факт, криволинейният интеграл от втори вид
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криволинеен интеграл може да се въведе независимо:

Г :
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, a ( t ( b, е гладка крива, върху която е фиксирана посока на обхождане – например от точката ( ( (a), ( (a)) към точката 

( ( (b), ( (b)); дефинираме:
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за да е коректна тази дефиниция, трябва да покажем, че формулата не зависи от параметричното представяне на кривата Г; например нека функцията h : [(, (] ( [a, b] има непрекъсната първа производна и е монотонно растяща, освен това h (() = a, h (() = b;

в такъв случай 
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, ( ( s ( (, е параметрично представяне на същата крива Г; да направим смяна на променливите в горния интеграл t = h (s); имаме:
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, при това новия израз е точно този израз, който бихме получили ако заместим с новото параметрично представяне;

Случай, когато криволинейният интеграл не зависи от пътя на интегрирането

нека Г ( R2, Г :
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, a ( t ( b, Г е гладка ориентирана крива;

F е функцията, дефинирана поне върху Г с непрекъснати първи частни производни;

изразът 
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 наричаме пълен диференциал на 

функцията F; ще покажем, че криволинейненият интеграл върху Г от тоталния диференциал на функция F не зависи от Г, а само от началната и крайната точка;

действително, 
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; използвали сме теоремата за диференциране на съставна функция и формулата на Лайбниц-Нютон; и така, крайният резултат не зависи от пътя на интегрирането; вярно е и обратното:
Твърдение: Нека функциите P (x, y) и Q (x, y) са дефинирани и непрекъснати в отворено, линейно свързано множество D ( R2;

нека Г ( D е гладка ориентирана крива, представена параметрично:
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, a ( t ( b; ако криволинейният интеграл
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 има една и съща стойност за всяка крива Г с начало ( ( (a), ( (a)) и край ( ( (b), ( (b)), то изразът P (x, y) dx + Q (x, y) dy е пълен диференциал за някоя функция F : D ( R2;
Доказателство:
според условието на твърдението можем да определим
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за всеки две точки (x1, y1), (x2, y2) ( D;

фиксираме точка (x0, y0) ( D; конструираме функцията
F (x, y) =
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; ще отбележим, че F е коректно дефинирана, тъй като D е линейно свързано множество;
изчисляваме частните производни на функцията F:

нека (x1, y1) ( D; имаме:
F (x1, y1) = 
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 ; ако h ( R е достатъчно малко, че

(x1 + h, y1) ( D (D – отворено множество), то

F (x1 + h, y1) = 
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; в такъв случай,

F (x1 + h, y1) – F (x1, y1) = 
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последното равенство е изпълнено, тъй като можем да считаме, че

от точката (x1, y1) до точката (x1 + h, y1) се движим по линия успоредна на Ox и това движение се параметризира така:

[image: image513.wmf]1
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, x1 ( t ( x1 + h; по теоремата за средните стойности получаваме, че F (x1 + h, y1) – F (x1, y1) = h.P ((, y1), където x1 ( ( ( x1 + h;

сега 
[image: image514.wmf]1111
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, тъй като функцията P (x, y) е непрекъсната;
съвсем аналогично се показва, че
[image: image515.wmf]1111
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;

и така криволинейният интеграл 
[image: image516.wmf]P (x, y) dx+Q (x, y) dy
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 не зависи от пътя на интегрирането в отворена, линейно свързана област тогава и само тогава, когато P dx + Q dy е пълен диференциал на някоя функция;
съвсем лесно се показва, че P dx + Q dy е пълен дифенциал на някоя функция ( криволинейният интеграл
[image: image517.wmf]P (x, y) dx+Q (x, y) dy
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 = 0 върху всяка затворена крива Г в отворена и линейно свързана област;

често криволинеен интеграл върху затворена крива се бележи по следния начин:
[image: image518.wmf]P dx+Q dy
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;
Формула на Грийн
Теорема: Нека D ( R2 е област с частично гладка граница L; нека функциите P (x, y) и Q (x, y) са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в D ( L; ако L е ориентирана положително, то е в сила формулата: 

[image: image519.wmf]L
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;
Доказателство:
ще покажем, че формулата е вярна когато D може да се представи като криволинеен трапец по Ox и по Oy;

нека D :
[image: image521.wmf]    axb
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, функциите ( и ( имат непрекъснати първи частни производни;
контурът на D се задава по следния начин: L = L1 ( L2 ( L3 ( L4,
където L1 : 
[image: image522.wmf]x=a
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L3 : 
[image: image524.wmf]x=b
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[image: image525.wmf]x=x
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имаме:

[image: image526.wmf]1
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[image: image527.wmf]3
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;

тъй като контурът L трябва да е описан положително, интегралите върху L1 и върху L2 ще бъдат със знак минус;
тогава: 
[image: image531.wmf]1234
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;
от друга страна
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;

и така получихме, че 
[image: image534.wmf]L
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image535.wmf]D
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;
със съвсем аналогични разсъждения получаваме, че
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image537.wmf]D

(x, y)dxdy

Q

x

¶

¶

òò

; сега като съберем двете равенства получаваме: 
[image: image538.wmf]L
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[image: image539.wmf]D

(x, y)(x, y)dxdy

QP

xy

¶¶

-

¶¶

òò

;
формулата е вярна и за обединение на множества, които са криволинейни трапци и по двете оси;
нека D = D1 ( D2 ( …( Dn, където множествата Di са криволинейни трапци и по двете оси и ( (Di ( Dj) = 0; нека Li е контурът на множеството Di, L е контурът на D;
тогава 
[image: image540.wmf]12n
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последното равенство е вярно, тъй като криволинейните интеграли по делящите криви се срещат два пъти – един път за множеството от едната страна на съответната крива и един път за множеството от другата страна; при това, тъй като контурите се обхождат в положителна посока, тези два интеграла са с противоположни знаци и се унищожават; в крайна сметка остават само криволинейните интеграли по границата на множеството D;
за да се покаже, че формулата на Грийн е вярна за коя да е област с частично гладка граница, може да се направи апроксимация на тази област с области, които са обединение на криволинейни трапци и по двете оси, например с многоъгълници;

едно интересно приложение на формулата на Грийн е следното:

при P (x, y) = 0, Q (x, y) = x получаваме:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image542.wmf]D
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; аналогично 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image544.wmf]D
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[image: image545.wmf]L
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, където L е границата на D;

Дефиниция: Ще казваме, че множеството D ( R2 е просто свързано, ако вътрешността на всяка затворена крива в D също принадлежи на D;
Теорема: Нека функциите P (x, y) и Q (x, y) са дефинирани и притежават непрекъснати частни производни в просто свързана отворена област D ( R2; в такъв случай P (x, y) dx + Q (x, y) е пълен диференциал на някоя функция F (x, y) : D ( R (
[image: image546.wmf]=
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Доказателство:
нека F (x, y) е функция, такава че 
[image: image547.wmf](x, y)=P (x, y), (x, y)=Q (x, y)
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;

тъй като функциите P и Q са непрекъснати, по теоремата за смесените производни получаваме, че 
[image: image548.wmf]= = =
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;

нека е изпълнено условието
[image: image549.wmf]=
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; избираме произволна затворена несамопресичаща се крива Г ( D; нека G е вътрешността на Г;

тъй като D е просто свързано множество, то G ( D и границата на G е точно кривата Г; по формулата на Грийн получаваме:

[image: image550.wmf]G
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; получихме, че 


[image: image551.wmf]P dx+Q dy0
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 върху коя да е затворена крива Г ( D и тогава от твърдението по-горе ( P dx + Q dy е пълен диференциал за някоя функция F : D ( R;

Повърхнинни интеграли от първи вид

нека е зададена повърхнина П :
[image: image552.wmf]1
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векторно ще отбелязваме, че 
[image: image553.wmf]x
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;

предполагаме, че функциите (1, (2, (3 притежават непрекъснати частни производни и че във всяка точка от П е определена допирателна равнина, т.е. векторите 
[image: image555.wmf],
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 не са колинеарни за всяка точка (s, t) ( U; в такъв случай във всяка точка от П е определен нормален вектор 
[image: image556.wmf]N ||0
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; ясно е, че във всяка точка имаме два нормални вектора с противоположни посоки;
Дефиниция: Една повърхнина е ориентируема, ако съществува непрекъсната векторна функция, дефинирана във всяка точка от повърхнината и приемаща за стойност единичен нормален вектор в точката; ако повърхнината е ориентируема, изборът на посока на нормалния вектор във всяка точка се нарича ориентация на повърхнината; ориентируемите повърхнини още се наричат двустранни;
всяка повърхнина локално е ориентируема, пример за неориентируема (или едностранна) повърхнина е Мьобиусовият лист:

[image: image557.png]



по дефиниция ще смятаме, че площта S (П) = 
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;
тук 
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;
тогава по-подробно: 
S (П) = 
[image: image563.wmf]22
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;
интуитивно формулата може да се обясни така:

нека да разделим U с помощта на хоризонтални и вертикални линии;

произволно правоъгълниче Ui : 
[image: image564.wmf]00
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от разделянето се изобразява в подмножество Пi на повърхнината П; при това, когато Ui е достатъчно малко, ние можем апроксимираме Пi като успоредника, получен от точките ( (s0, t0), ( (s0 + ds, t0), ( (s0, t0 + dt);

лицето на този успоредник е: 
[image: image565.wmf](
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; като използваме теоремата за крайните нараствания, получаваме че лицето е
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; при интегриране (1 ( 0, (2 ( 0 и така получаваме формулата;
нека П е гладка повърхнина, П :
[image: image567.wmf]1
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нека f е непрекъсната функция, дефинирана върху П и приемаща реални стойности; разделяме повърхнината П на подмножества Пi, избираме междинни точки Pi ( Пi и образуваме риманова сума 
[image: image568.wmf]ii
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 за функцията f; ако римановите суми клонят към граница числото I, когато диаметъра на разделянето клони към 0 при всеки избор на междинните точки, казваме че функцията f притежава повърхнинен интеграл от първи вид върху повърхнината П и бележим I =
[image: image569.wmf]f (x,y,z) dS
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;
Твърдение: При горните предположения за повърхнината П и за функцията f е в сила: 


[image: image570.wmf]f (x,y,z) dS

Õ

òò

 = 
[image: image571.wmf]123
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Доказателство: нека Ui е разделяне на множеството U, Пi са съответните образи върху повърхнината П, Pi ( Пi са междинни точки, Pi = ( (si, ti);

да разгледаме произволна риманова сума на интеграла отляво:
[image: image572.wmf]ii
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; имаме S (Пi) =
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; по теоремата за средните стойности получаваме: S (Пi) = 
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и така 
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; по съображения за равномерна сходимост, последният израз е риманова сума на интеграла отдясно и при граничен преход получаваме исканото равенство;

физическият смисъл на повърхнинните интеграли от първи вид – ако

f е плътност върху повърхнината S, то интегралът
[image: image577.wmf]f (x,y,z) dS
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дава маса;
Повърхнинни интеграли от втори вид
нека П е гладка ориентирана повърхнина, П :
[image: image578.wmf]1
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нека 
[image: image579.wmf]F
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 = (F1, F2, F3) е непрекъсната векторна функция, дефинирана върху П; по дефиниция:
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;
нормалният вектор N има координати
N1 = (
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тогава единичният нормален вектор 
[image: image585.wmf]n
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; и така повърхнинният интеграл от втори вид може да се запише като повърхнинен интеграл от първи вид като използваме скаларно произведение:
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;
физически смисъл на повърхнинните интеграли от втори вид – 

ако 
[image: image589.wmf]F
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 (F1, F2, F3) е векторното поле на скоростта частици, преминаващи през повърхнината П, то интегралът
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 дава потокът или обемът на количеството частици, които преминават през П за единица време; интуитивно това може да се обясни така:

нека да разделим U с помощта на хоризонтални и вертикални линии;

произволно правоъгълниче Ui, S (Ui) = dS, от разделянето се изобразява в подмножество Пi на повърхнината П; при това, когато Ui е достатъчно малко, можем да считаме, че 
[image: image591.wmf]F
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 е константа и Ui е равнинно множество; в такъв случай, потокът за единица време 

през Ui ще е обемът на наклонената призмата с основа Ui и височина
[image: image592.wmf]F.n
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, което е точно
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; и така целият поток ще се получи като интегрираме върху цялата повърхнина П, т.е.
[image: image594.wmf]F.n dS
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Формула на Остроградски-Гаус
Теорема: Нека T ( R3 е тяло с частично гладка граница L, която е ориентирана навън от тялото и функцията F (F1, F2, F3) е дефинирана върху тялото T, приема реални стойности и притежава непрекъснати първи частни производни; тогава е в сила формулата:
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;

изразът 
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 още се означава div
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, чрез операторът 

набла (
[image: image599.wmf]Ñ

) можем да напишем div
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), div
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 се нарича дивергенция на векторната функция
[image: image604.wmf]F
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;
Доказателство: подобно на доказателството на формулата на Грийн ще покажем, че формулата на Остроградски-Гаус е в сила за тела, които са обобщени цилиндри по Ox, Oy и Oz;
нека T :
[image: image605.wmf]yz
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, където функциите g и h имат непрекъснати първи производни; имаме:
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границата L се представя като L = L1 ( L2 ( L3, където
L1 :
[image: image607.wmf]x=h (y, z)

    y=y

    z =z

, (y, z) ( V, L2 :
[image: image608.wmf]x=g (y, z)

    y=y

    z =z

, (y, z) ( V, L3 е околната повърхнина; 

да изчислим нормалният вектор за повърхнината L1:

[image: image609.wmf]N=,1,0×,0,11,,

hhhh

yzyz

æöæö

¶¶¶¶

æö

=--

ç÷ç÷

ç÷

¶¶¶¶

èø

èøèø

ur

; както се вижда, този вектор сключва остър ъгъл с Ox и тогава той сочи навън от тялото T, тъй като функцията h е горната функция; аналогично за L2 получаваме:

[image: image610.wmf]N=,1,0×,0,11,,
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; този вектор сключва остър ъгъл с Ox и тогава той сочи навътре в тялото Т, тъй като функцията g е долната функция; в такъв случай, избираме противоположна ориентация върху L2, т.е.
[image: image611.wmf]N=1,,
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;
при избраната ориентация имаме:
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, тъй като нормалният вектор върху L3 е 
перпендикулярен на Ox ( първата му компонента е 0, т.е. съответната детерминанта ще се анулира;
и така:
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окончателно: 
[image: image616.wmf]1
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; съвсем аналогично се показва, че 
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;
окончателно, като съберем трите равенства получаваме: 

[image: image624.wmf]123
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;

с разсъждения, съвсем аналогични на тези в доказателството на формулата на Грийн, може да се покаже, че формулата на Остроградски-Гаус е в сила и за обединение на тела, които са обобщени цилиндри и по трите оси; по-нататък, произволно тяло с частично гладка граница може да се апроксимира с такива обобщени цилиндри и по трите оси, например с многостени;

Формула на Стокс

Теорема: Нека П ( R3 е частично гладка ориентирана повърхнина с граница L, която е ориентирана така, че гледано от страната на ориентираните нормални вектори тя се обхожда в положителна посока; ако F (F1, F2, F3) е функция, дефинирана върху повърхнината П с непрекъснати частни производни, то е в сила:
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векторът 
[image: image627.wmf]22
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 се означава с rot F; 

с операторът набла можем да запишем rot F = 
[image: image628.wmf]Ñ´

F;
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