Лекции по диференциално и интегрално смятане – 2 (първа част)

Писани са от мен, Иван Димитров Георгиев (вече завършил) студент по информатика, електронната ми поща е ivandg@yahoo.com.
Четени са през летния семестър на учебната 2001/2002 година. Лектор тогава беше професор Пламен Джаков. 

Използвал съм мои записки (и на мои колеги) от лекции, както и следните учебници: Диференциално смятане на Ярослав Тагамлицки, Математически анализ на Дойчин Дойчинов.
Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.

Редове
Символ от вида:
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 се нарича ред;

редицата { an} е редицата от членовете на реда;

сумата на първите n члена се нарича n-та частична сума:

Sn = a1 + a2 + … + an;
Дефиниция: Казваме, че редът
[image: image2.wmf]¥

å

k

k=1

a

е сходящ, ако е сходяща редицата от частичните суми { Sn}, в противен случай казваме, че редът е разходящ; ако редът е сходящ сума на реда бележим със същия символ
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Елементарни свойства на редовете
1. Ако добавим (премахнем) краен брой членове към сходящ (разходящ) ред, получаваме отново сходящ (разходящ) ред;

например: ако редът 
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е сходящ и редицата от частичните му суми е { Sn}, за частичните суми { Tn} на реда b1 + b2 + … + bm + a1 + a2 + … + an + …имаме: Tn+m = Sn + B, където 
B = b1 + b2 + … + bm ( { Tn} – сходяща (разходяща) ( 

{ Tn+m} – сходяща, тъй като е получена чрез премахване на краен брой членове ( { Sn} – сходяща (разходяща);
2. Ако
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е сходящ и има сума S, то ak ( 0; действително имаме

ak = Sk – Sk-1, тъй като Sk ( S, Sk-1 ( S ( ak ( 0;

3. Ако 
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 е сходящ и има сума А ( B; доказателство: ако An и Bn са n-тите частични суми на редовете 
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4. Ако 
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Пример:

Даден е редът 
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; питаме се за кои x редът е сходящ и каква е неговата сума, ако той е сходящ;

За частичната сума Sn имаме: 
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Ако |x|< 1 ( 
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; ако |x| ( 1, тогава xn не клони към 0 ( редът
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Необходимо и достатъчно условие на Коши за сходимост на ред

Редът
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е сходящ ( за всяко ( > 0, съществува индекс ( ( N, такъв че за всеки n > m > ( е изпълнено: 
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Доказателство: Това, което сме написали е точно условието на Коши за сходимост на редицата от частичните суми, т.е. за сходимост на реда;
Пример:
Да разгледаме редът 
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; този ред се нарича хармоничен ред;

Ако редицата от частичните суми е { Sn} имаме:
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Ако изберем ( = 
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 не удоволетворява условието на Коши, т.е. той не е сходящ;
Дефиниция: Редът 
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се нарича абсолютно сходящ, ако е сходящ редът 
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Твърдение: Ако един ред е абсолютно сходящ, тогава той е сходящ;

Доказателство: Нека редът 
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е абсолютно сходящ;

фиксираме ( > 0; по условието на Коши избираме ( ( N, такова че за всеки n > m > ( имаме:
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 < (; по неравенство на триъгълника получаваме: 
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[image: image33.wmf]¥

å

k

k=1

a

е сходящ;

Редове с неотрицателни членове
Нека е даден редът 
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, където ak ( 0 за всяко k ( N; в такъв случай редицата от частичните суми { Sn} е монотонно растяща ( редът е сходящ ( { Sn} е ограничена редица;
Твърдение (сравняване на редове): Дадени са редовете 
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[image: image37.wmf]¥

å

k

k=1

b

е сходящ, то редът 
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Доказателство: Нека редиците от частичните суми на редовете 
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са съответно { An} и { Bn}; тъй като
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{ Bn} е сходяща редица, нека { Bn} ( B; тъй като { Bn} е монотонно растяща ( Bn ( B за всяко n ( N ( 
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( B ( редицата { An} е ограничена, но тя е монотонно растяща ( { An} е сходяща ( редът
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Съвсем аналогично, ако редът 
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e разходящ ( редът 
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Пример: Да разгледаме редът
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за k ( 2 имаме: 
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редът 
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Интегрален критерий за сходимост

Нека функцията f (x) е дефинирана за x > 0, приема положителни стойности и е монотонно намаляваща; 
тогава редът 
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 са едновременно сходящи или разходящи;
Доказателство:
За всяко k ( N имаме: ако k ( x ( k+1 (
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; 
ако съберем тези равенства за k = 1, 2, …, n-1 получаваме:
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Нека интегралът
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Нека редът
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Примери:
Да разгледаме отново хармоничният ред 
[image: image66.wmf]¥

å

k=1

1

k

 ; неговата съответна функция е 
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Да разгледаме редът 
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; неговата съответна функция е 
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редът 
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Лема: Нека { an} и { bn} са редици с положителни членове;

ако 
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 за n ( n0, n0 ( N, то съществува C > 0, такова че

an ( C.bn за всяко n ( N;

Доказателство:
Нека n > n0; имаме:
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като умножим тези неравенства получаваме:
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и така очевидно за C = 
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Критерий на Даламбер за сходимост на редове

Нека 
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e ред с положителни членове; ако съществува q ( (0, 1), такова че 
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 за n > n0, n0 ( N, то редът е сходящ;

ако 
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 за n ( n0, n0 ( N, тогава редът е разходящ;

Доказателство:
в сила е неравенството: 
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 за n > n0; по-горната лема получаваме, че an ( C.qn, C ( R;
като използваме принципа за сравняване на редове и факта, че редът 
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Ако 
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 за n ( n0 ( { an}  расте монотонно от определено място нататък, а има положителни членове ( { an} не клони към 0 

при n ( ( ( редът е разходящ;
Гранична форма на критерия на Даламбер;

Нека 
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ако L < 1, редът е сходящ, ако L > 1, редът е разходящ, ако

L = 1 критерият не дава резултат;
Доказателство:
Нека L < 1; от определение за граница при ( = 
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при L > 1, то за достатъчно големи индекси 
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Примери:
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пита се за a = ? редът е сходящ;
по критерий на Даламбер получаваме: 
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и така при a < 1 редът е сходящ, при a > 1 редът е разходящ, при

a = 1(с непосредствена проверка) редът е разходящ;
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 , т.е. критерият на Даламбер не дава резултат; както знаем, този ред е разходящ;
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 , т.е. критерият на Даламбер не дава резултат; както знаем, този ред е сходящ;
Критерий на Коши за сходимост
Нека 
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q ( (0, 1), такова че 
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Доказателство:
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ако 
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Гранична форма на критерия на Коши
Нека 
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ако L < 1, редът е сходящ, ако L > 1, редът е разходящ, ако

L = 1, критерият не дава резултат;

Примери:
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редът е разходящ за всяко x > 0;


[image: image114.wmf]()

¥

å

nn

n=1

n

.x

n+1

, x > 0; по критерия на Коши получаваме:


[image: image115.wmf]()

®¥

®

nn

n

n

nn

.x=.xx

n+1n+1

( при x < 1, редът е сходящ, при x > 1 редът е разходящ, при x = 1 общият член клони към 
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Критерий на Лайбниц за редове с алтерниращи по знак членове
Нека { an} е монотонно намаляваща редица; тогава редът

a1 – a2 + a3 – a4 + a5 – a6 + …

е сходящ, ако an ( 0;

Доказателство: ясно е, че an ( 0, в противен случай an не може да клони към 0, тъй като е монотонно намаляваща;
ще покажем, че следното неравенство 
0 ( am – am+1 + am+2 – am+3 + … + (-1)n-m.an ( am 
е изпълнено за всеки две n > m ( N;

нека n-m+1 (броят на членовете между n и m) е четно число;

имаме: (am – am+1) + (am+2 – am+3) + … + (an-1 – an) ( 0, тъй като { an} е монотонно намаляваща; освен това:
am – (am+1 – am+2) – (am+3 – am+4) – …– (an-2 – an-1) – an ( аm, тъй като всички числа които изваждаме са неотрицателни;
нека n-m+1 (броят на членовете между n и m) е нечетно число;

имаме: (am – am+1) + (am+2 – am+3) + … + (an-2 – an-1) + аn ( 0, тъй като { an} е монотонно намаляваща и има неотрицателни членове; освен това:
am – (am+1 – am+2) – (am+3 – am+4) – …– (an-1 – an) ( аm, тъй като всички числа които изваждаме са неотрицателни;
ще покажем, че този ред удоволетворява условието на Коши;
нека ( > 0; избираме m0 ( N, такова че am < ( за всяко m > m0;

тогава за n > m > n0 имаме:
am+1 – am+2 + am+3 – am+4 + … + (-1)n-m-1.an ( am+1 < (;

и така редът е сходящ;
Пример:
редът 
[image: image117.wmf]11111
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е сходящ по критерия на Лайбниц, тъй като общият му член монотонно клони към 0;
да се изследва за сходимост при x ( R редът: 
[image: image118.wmf]¥
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;

изследваме при кои x имаме абсолютна сходимост;
по критерия на Коши получаваме: 
[image: image119.wmf]®¥
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;

и така при |x|<
[image: image120.wmf]1
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 имаме абсолютна сходимост ( редът е сходящ;

ясно е, че при |x|>
[image: image121.wmf]1
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 общият член на реда не клони към 0 ( редът е разходящ;
при x = 
[image: image122.wmf]1
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 по критерия на Лайбниц получаваме, че редът е сходящ, тъй като 
[image: image123.wmf]0

®¥

®

n

1

n.(n+1)

;

при x = 
[image: image124.wmf]1
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 можем да сравним този ред с реда
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 и отново ще получим сходимост;
Твърдение: Ако
[image: image126.wmf]¥
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Дефиниция: Степенен ред е ред от вида 
[image: image132.wmf]¥
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Дефиниция: Област на сходимост на един степенен ред е множеството от всички x, за които редът
[image: image133.wmf]¥
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Пример:
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има област на сходимост (-1, 1);

разглеждаме редът
[image: image135.wmf]¥
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; по критерий на Даламбер получаваме:
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; и така при |x| < 1 имаме абсолютна сходимост; при |x| > 1, общият член не клони към 0 (нямаме сходимост); при x = 1 редът е разходящ, при x = -1 по Лайбниц редът е сходящ; така редът
[image: image137.wmf]¥
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има област на сходимост [-1, 1);

разглеждаме редът
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; по критерий на Даламбер получаваме:
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 ( редът е абсолютно сходящ за всяко 

x ( R, т.е. областта на сходимост е цялата реална права;

разглеждаме редът
[image: image140.wmf]¥
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; по критерий на Даламбер получаваме:
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 при x ( 0; при x = 0, очевидно редът е сходящ, т.е. областта на сходимост е точката 0;

Твърдение: Областта на сходимост на всеки степенен ред е интервал, който е симетричен относно 0 от следния вид:

(-R, R), [-R, R], (-R, R], [-R, R); числото R наричаме радиус на сходимост на степенния ред; възможно е R = 0 и R = (;
Доказателство:
Лема: Ако 
[image: image142.wmf]¥
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е сходящ за x = x0 ( 0, то той е абсолютно сходящ за всяко x, такова че |x| < |x0|;
Доказателство: 
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е сходящ ( { an.x0n} ( 0 ( { an.x0n} е ограничена редица; нека C ( R+ и |an.x0n| ( C за всяко n ( N; имаме:
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; последният ред е сходящ, тъй като |x| < |x0| (
[image: image145.wmf]¥
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полагаме R = sup t:
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е сходящ; ако множеството е неограничено, ще получим R = (, ако множеството се състои само от числото 0, ще получим R = 0; нека 0 < R < (;
нека x е такова, че |x| < R; тогава съществува t ( R, такова че

|x| < t < R и редът 
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и така за всяко x, такова че |x| < R, редът е абсолютно сходящ; 
ако x е такова, че |x| > R, то съществува x0, такова че R < x0 < |x|;

сега ако
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[image: image150.wmf]¥
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е сходящ, което противоречи на дефиницията на числото R;
и така получихме, че областта на сходимост наистина е интервал, симетричен относно 0;
Твърдение: Редовете
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имат един и същ радиус на сходимост;
Доказателство:
Нека R1 и R2 са съответните радиуси на сходимост;

нека x ( R и |x| < R2; тогава редът
[image: image153.wmf]¥
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е абсолютно сходящ;

имаме: 
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( редът
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е абсолютно сходящ за всяко x, такова че |x| < R2 ( R1 ( R2; (1)

разглеждаме редът 
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; по критерий на Даламбер получаваме:
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; и така при |x| < 1 имаме абсолютна сходимост, а при |x| > 1, общият член не клони към 0 ( радиусът на сходимост на този ред е 1;
нека x ( R и |x| < R1 ( съществува t ( R, такова че |x| < t < R1;
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e абсолютно сходящ ( общият му член an.tn ( 0 ( редицата

{ an.tn } е ограничена; нека C ( R+ и |an.tn| ( C за всяко n ( N; имаме:
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; последният ред е сходящ, тъй като |x| < t ( редът
[image: image160.wmf]¥
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е абсолютно сходящ за всяко x, такова че |x| < R1 ( R2 ( R1; (2)

от (1) и (2) ( R1 = R2;

нека е даден интервал ( и на всяко n ( N е съпоставена функция 
fn (x) дефинирана в (;
редицата f1 (x), f2 (x), …, fn (x) нарича редица от функции;

за произволно x ( (, редицата { fn (x) } е редица от числа и тя може да е сходяща или разходяща; множеството М от всички x ( (, за които редицата { fn (x) } е сходяща се нарича област на сходимост на редицата от функции; границата на редицата { fn (x) } зависи от x и представлява функция на x, дефинирана в M;
нека функциите f1 (x), f2 (x), …, fn (x), … са дефинирани в интервал (;

Дефиниция: Казваме, че редицата от функции { fn (x)} клони към функцията f (x) в интервал (, ако за всяко x ( ( и за всяко ( > 0 съществува индекс ( ( N, такъв че при n > (, |fn (x) – f (x)| < (;

Дефиниция: Казваме, че редицата от функции { fn (x) } клони равномерно към функцията f (x) в интервал (, ако за всяко ( > 0 съществува индекс ( ( N, такъв че при n > (, |fn (x) – f (x)| < ( за всяко x ( (;
Теорема: Ако { fn (x) } клони равномерно към f (x) и fn (x) са непрекъснати в ( за всяко n ( N, то f (x) също е непрекъсната в (;

Доказателство: Фиксираме x0 ( (; нека ( > 0; избираме (, така че

от n > ( да следва |fn (x) – f (x)| < 
[image: image161.wmf]3
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 за всяко x ( (;

фиксираме m > (; 
тъй като fm (x) е непрекъсната в x0, тогава съществува ( > 0, такова че

при |x – x0| < ( имаме: |f (x) – f (x0)| < 
[image: image162.wmf]3

e

;

тогава за всяко x, такова че |x – x0| < ( имаме:

|f (x) – f (x0)| = |f (x) – fm (x) + fm (x) – fm (x0) + fm (x0) – f (x0)| (
( |f (x) – fm (x)| + |fm (x) – fm (x0)| + |fm (x0) – f (x0)| < 3. 
[image: image163.wmf]3
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и така функцията f (x) е непрекъсната в точката x0, но тя е произволно избрана ( f (x) е непрекъсната в (;

Теорема: Ако { fn (x) } клони равномерно към f (x) в интервал [a, b] и

fn (x) са непрекъснати в [a, b] за всяко n ( N, то 
[image: image164.wmf]bb
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Доказателство: фиксираме ( > 0; избираме (, така че щом n > ( да имаме |fn (x) – f (x)| < 
[image: image165.wmf]b-a
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 за всяко x ( [a, b];
имаме: 
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[image: image167.wmf]bb
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Теорема: Нека { fn (x) } е редица от функции дефинирани в интервал [a, b] и притежаващи непрекъснати производни; нека { fn (x) } клони към f (x) в интервала [a, b] и { fn ((x)} клони равномерно към g (x) в интервала [a, b] ( f (x) е диференцируема и f ((x) = g (x);
Доказателство:
от предишните теореми имаме, че g (x) също е непрекъсната функция и освен това
[image: image168.wmf]xx
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; от друга страна по формулата на Лайбниц и Нютон получаваме, че 
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и така 
[image: image170.wmf]x
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е диференцируема и има производна g (x); като диференцираме в последното равенство ще получим: f ((x) = g (x) за всяко x ( [a, b];

нека функциите (k (x) са дефинирани в интервал (;
Дефиниция: Казваме, че редът
[image: image172.wmf]k
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 равномерно сходящ, ако редицата от парциалните му суми { fn (x)}, където fn (x) = 
[image: image173.wmf]n
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, e равномерно сходяща;
Следствия от горните теореми:
Ако (k (x) са непрекъснати функции в ( и 
[image: image174.wmf]k
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 е равномерно сходящ в (, то f (x) =
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 е непрекъсната функция;
Ако (k (x) са дефинирани и непрекъснати в интервал [a, b] и редът
[image: image176.wmf]k
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 е равномерно сходящ в [a, b], то 
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Ако (k (x) са дефинирани в [a, b] и притежават непрекъснати първи производни в [a, b] и редът
[image: image179.wmf]|
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 е равномерно сходящ в [a, b], то
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Критерий на Вайерщрас за равномерна сходимост
Нека (k (x), k ( N, са функции дефинирани в интервал (;
Ако съществуват константи ck > 0, такива че 
[image: image181.wmf]k
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 е сходящ и

|(k (x)| ( ck за всяко x ( (, то редът
[image: image182.wmf]k
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 е равномерно сходящ в (;
Доказателство: от неравенството следва, че редът
[image: image183.wmf]k
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 е абсолютно сходящ за всяко x ( (; нека f (x) = 
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 и fn (x) = 
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фиксираме ( > 0; избираме ( ( N, такова че от n > ( да имаме:
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; тогава |fn (x) – f (x)| =|
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 ( { fn (x)} е равномерно сходяща редица от функции, т.е. 
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 е равномерно сходящ в (;
Нека 
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има радиус на сходимост R > 0; тогава този ред е равномерно сходящ във всеки интервал от вида [a, b] ( (-R, R);

Доказателство:
Избираме c, 0 < c < R, такова че [a, b] ( [-c, c]; тогава редът
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[image: image195.wmf]¥

å

n

n

n=0

a.x

е равномерно сходящ за всяко x ( [a, b];
Теорема: Нека 
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f ((x) = 
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Доказателство: Фиксираме c, 0 < c < R; както знаем, 
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[-c, c] ( f ((x) = 
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Твърдение: Редът 
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Доказателство: по критерия на Даламбер получаваме:
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и така при |x|<1 имаме абсолютна сходимост; при |x|>1, общият член не клони към 0 ( редът има радиус на сходимост 1;
нека f (x) = 
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, |x| < 1; от теоремата по-горе имаме:
f ((x) = 
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n=1

.n.x

n

; ще покажем, че (1+x).f ((x) = (.f (x) за |x| < 1; имаме:

[image: image207.wmf](
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разглеждаме функцията g (x) = 
[image: image208.wmf]a

f(x)

(1+x)

; имаме:
g ((x) = 
[image: image209.wmf]aaaa
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(
g (x) = C, C ( R, но g (0) = 
[image: image210.wmf]=

f(0)

1

1

( g (x) = 1 за всяко x : |x| < 1;

и така f (x) = (1+x)( за всяко x, такова че |x| < 1;

Редове на Фурие
Дефиниция: Нека функцията f (x) е дефинирана и интегруема в интервала [-(, (]; редът 
[image: image211.wmf]0
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, където
a0 = 
[image: image212.wmf]-
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; ak = 
[image: image213.wmf]-
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.f(x).coskxdx
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, bk = 
[image: image214.wmf]-
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за всяко k ( N наричаме фуриеров ред на функцията f (x);

a0, ak, bk наричаме коефициенти на Фурие за функцията f (x);

Твърдение: Ако редът 
[image: image215.wmf]0
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 е равномерно сходящ за всяко x ( R и ако f (x) = 
[image: image216.wmf]0
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в сила е:
a0 = 
[image: image217.wmf]-
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.f(x)dx
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; ak = 
[image: image218.wmf]-
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.f(x).coskxdx
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, bk = 
[image: image219.wmf]-
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за всяко k ( N;
Доказателство:

разглеждаме следните интеграли (k, m ( Z);


[image: image220.wmf]--
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при k ( m;
при k = m

[image: image221.wmf]-
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;

[image: image222.wmf]-

coskx.sinmxdx= 0
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 за всеки k, m ( Z, тъй като cos kx.sin mx е нечетна функция;


[image: image223.wmf]--
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при k ( m;

при k = m

[image: image224.wmf]-
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;
фиксираме m ( N; умножаваме двете страни на равенството

f (x) = 
[image: image225.wmf]0
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 с cos mx; получаваме:
f (x).cos mx = 
[image: image226.wmf]0

kk

k=1

a.cosmx

+(a.coskx.cosmx+b.sinkx.cosmx)

2

¥

å

 (
(редът е равномерно сходящ) 
[image: image227.wmf]0
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умножаваме двете страни на равенството
f (x) = 
[image: image228.wmf]0
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 със sin mx; получаваме:
f (x).sin mx = 
[image: image229.wmf]0
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(редът е равномерно сходящ) 
[image: image230.wmf]0
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интегрираме двете страни на равенството
f (x) = 
[image: image231.wmf]0
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; получаваме:
(редът е равномерно сходящ) 
[image: image232.wmf]0
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 ( a0 = 
[image: image233.wmf]-
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;

Дефиниция: Казваме, че функцията f е частично гладка, ако тя е дефинирана в затворен интервал [a, b], има краен брой точки на прекъсване, в подинтервалите на непрекъснатост има непрекъсната първа производна и освен това за всяко x0 ( [a, b] съществуват границите: 
[image: image234.wmf]0
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, 
[image: image235.wmf]0
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;

Теорема: Нека f е частично гладка функция с период 2(; тогава редът на Фурие 
[image: image236.wmf]0
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, където a0 = 
[image: image237.wmf]-

1
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,
ak = 
[image: image238.wmf]-
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, bk = 
[image: image239.wmf]-
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, е сходящ за всяко x ( R и ако S (x) е неговата сума, то 
[image: image240.wmf]tx+0tx-0
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Примери:
Функцията f (x) е с период 2( и f (x) = x за x ( [-(, (]; ясно е, че тя удоволетворява горните условия; коефициентите на Фурие за f (x) са:

a0 = 
[image: image241.wmf]-

1

.xdx
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 = 0, тъй като x е нечетна функция;
ak = 
[image: image242.wmf]-

1

.f(x).coskxdx

p
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= 0, тъй като x.coskx е нечетна функция;
bk = 
[image: image243.wmf]-
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[image: image244.wmf]k+1
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;

и така редът на Фурие за функцията f (x) е:

[image: image245.wmf]sinxsin2xsin3x

2.(-+-...)

123

; по горната теорема имаме: 
за всяко x ( R (без точките на прекъсване x = k.(, k ( Z)

x = 
[image: image246.wmf]sinxsin2xsin3x

2.(-+-...)

123

; например при x = 
[image: image247.wmf]2

p

 получаваме равенството: 
[image: image248.wmf]111

 =1-+-+...

4357

p

;
Пример: Функцията f (x) с период 2( и f (x) = x2 за x ( [-(, (]; ясно е, че тя удоволетворява условията на теоремата, нещо повече – тя е непрекъсната за всяко x ( R; коефициентите на Фурие за f (x) са:

a0 = 
[image: image249.wmf]32
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image251.wmf]k
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;
bk = 
[image: image252.wmf]2
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 = 0, тъй като x2.sin kx е нечетна функция;

и така редът на Фурие за функцията f (x) е:


[image: image253.wmf]2
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; по горната теорема имаме:

за всяко x ( R: x2 = 
[image: image254.wmf]2
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;
например при x = ( получаваме равенството: 
[image: image255.wmf]2
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при x = 0, получаваме равенството: 
[image: image256.wmf]2
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Отворени и затворени множества в R2(Rn). Сходимост на редица от точки в R2 (Rn).
в равнината е фиксирана координатна система; по този начин на всяка точка биективно е съпоставена двойка реални числа;
ако M1 (x1, y1), M2 (x2, y2) са точки от равнината,
числото
[image: image257.wmf]22

121212

ρ(M,M)=(x-x)+(y-y)

наричаме евклидово разстояние между точките M1 и M2;

разглеждаме множеството B (M0, r) = { M| ( (M0, M) < r }; B наричаме отворен кръг с център M0 и радиус r;

разглеждаме множеството 
[image: image258.wmf]B

 (M0, r) = { M| ( (M0, M) ( r }; 
[image: image259.wmf]B

 наричаме затворен кръг с център M0 и радиус r;
нека A ( R2; казваме, че точка M0 ( A е вътрешна точка за A,

ако съществува r > 0, такова че кръгът B (M0, r) ( A; точка M0 се нарича гранична (контурна) точка на А, ако за всяко r > 0, кръгът
B (M0, r) съдържа точки от A и точки от R2/A; M0 се нарича външна точка за А, ако тя е вътрешна точка за R2/A;
Дефиниция: Казваме, че множеството A ( R2 е отворено множество, ако всяка точка на A е вътрешна точка за А;
Пример: Всеки отворен кръг е отворено множество;
Доказателство: нека B (M, R) е отворен кръг и M0 ( B; тогава
( (M, M0) < R; нека r е число, такова че 0 < r < R – ( (M, M0);

нека M1 ( B( (M0, r); тогава ( (M1, M0) < r; от неравенство на триъгълника имаме: 

( (M1, M) ( ( (M1, M0) + ( (M0, M) < r + ( (M0, M) < R – ( (M, M0) + 

+ ( (M0, M) = R ( M1 ( B (M, R) ( B( (M0, r) ( B (M, R) ( всяка точка от B (M, R) е вътрешна за B (M, R) ( B (M, R) е отворено множество;
Дефиниция: Казваме, че множеството A ( R2 е затворено множество, ако R2/A е отворено множество;
Свойства на отворените множества:
1. Обединение на отворени множества е отворено множество;

Доказателство: нека U(, ( ( I са отворени множества;
нека V = 
[image: image260.wmf]I
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; нека M ( V ( съществува (0, такова че
M ( 
[image: image261.wmf]0

U

a

, но 
[image: image262.wmf]0

U

a

е отворено множество ( M е вътрешна точка за

[image: image263.wmf]0

U
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 ( М е вътрешна точка за V (
[image: image264.wmf]0

U

a

( V);

2. Сечение на краен брой отворени множества е отворено множество;

Доказателство: нека U1, U2 са отворени множества;
нека M ( U1 ( U2; M e вътрешна за U1 ( съществува кръг
B1 (M, r1) ( U1; M e вътрешна за U2 ( съществува кръг
B2 (M, r2) ( U2; ако r = min (r1, r2), кръгът B (M, r) ( U1 ( U2 (
точката M е вътрешна за U1 ( U2 ( U1 ( U2 e отворено множество; по индукция твърдението е вярно за краен брой множества;
3. (, R2 са отворени множества;

Свойства на затворените множества:
1. Сечение на затворени множества е затворено множество;

2. Обединение на краен брой затворени множества е затворено множество;

3. (, R2 са затворени множества;

Доказателство: ако F(, ( ( I са произволни множества, в сила са:

[image: image265.wmf]22
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, 
[image: image266.wmf]22
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; използваме свойствата на отворените множества; ( е затворено множество, тъй като R2 = R2\( е отворено множество; R2 е затворено множество, тъй като ( = R2\R2 е отворено множество;
и така съществуват множества, които са едновременно затворени и отворени; също така съществуват множества, които са нито отворени, нито затворени;
Дефиниция: Казваме, че редицата от точки Mn е сходяща и има граница точката M0, ако 
[image: image267.wmf]n0
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;
Забележка: Нека Mn = (xn, yn); тогава Mn има граница M0 (x0, y0) тогава и само тогава, когато
[image: image268.wmf]n0
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 и 
[image: image269.wmf]n0
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;
Доказателство: нека Mn има граница M0, т.е.
[image: image270.wmf]n0
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; фиксираме ( > 0; нека ( ( N и 
[image: image271.wmf]n0
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 < ( за всяко n > (; 
тогава при n > ( имаме: 
[image: image272.wmf]222
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[image: image274.wmf]222
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[image: image275.wmf]n0
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нека 
[image: image276.wmf]n0
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 и 
[image: image277.wmf]n0
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; фиксираме ( > 0;
нека (1 ( N и |xn – x0| < 
[image: image278.wmf]2

e

 за всяко n > (1;

нека (2 ( N и |yn – y0| < 
[image: image279.wmf]2

e

 за всяко n > (2; нека ( = max ((1, (2);

тогава при n > ( имаме:

[image: image280.wmf]22
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[image: image281.wmf]n0
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, т.е. редицата Mn има граница точката M0 (x0, y0);

Твърдение: Ако M0 е гранична точка на множеството А, то:
1. съществува редица Mn, която има граница M0 и Mn ( A за всяко n ( N;

2. съществува редица Qn, която има граница M0 и Qn ( R2\A за всяко n ( N;

Доказателство:
Нека B1 (M0, 1) е кръг; в B1 има точки от А и точки от R2\A; нека
M1 ( A и M1 ( B1, Q1 ( R2\A и Q1 ( B1;
Нека B2 (M0, 
[image: image282.wmf]1
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) е кръг; в B2 има точки от А и точки от R2\A; нека
M2 ( A и M2 ( B2, Q2 ( R2\A и Q2 ( B2;

…
Нека Bn (M0, 
[image: image283.wmf]1

n

) е кръг; в Bn има точки от А и точки от R2\A; нека
Mn ( A и Mn ( Bn, Qn ( R2\A и Qn ( Bn;

…
и така редиците Mn, Qn са редици от точки съответно в A и R2\A; освен това е изпълнено: ( (Mn, M0) <
[image: image284.wmf]1

n

 за всяко n ( N, 

( (Qn, M0) <
[image: image285.wmf]1

n

 за всяко n ( N ( редиците Mn и Qn са сходящи и имат обща граница M0;
Твърдение: Множеството А е затворено ( всяка сходяща редица от точки на А има граница в А;
Доказателство:
Нека А е затворено множество; допускаме, че съществува редица Mn в А, която клони към M0 и M0 ( A, т.е. M0 ( R2\A;

R2\A е отворено множество ( M0 е вътрешна за R2\A ( съществува кръг B (M0, r), такъв че B ( R2\A, т.е. B ( A = (; от друга страна редицата Mn има граница M0 ( съществува индекс ( ( N, такъв че

( (Mn, M0) < r за n > ( ( Mn ( B (M0, r) за n > (, но Mn ( A – противоречие (B ( A = ();
Нека за всяка сходяща редица Mn в А, която има граница M0 имаме:

M0 ( A; ще покажем, че R2\A е отворено множество;

нека M ( R2\A; да допуснем, че всеки кръг B (M, r) има общи точки с A; тогава за всяко n ( N съществува точка Mn ( A, такава че 
Mn ( B (M, 
[image: image286.wmf]1
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[image: image287.wmf]1
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 за всяко n ( N ( 
[image: image288.wmf]n
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 ( редицата от точки Mn от A има граница M ( A – противоречие (
съществува кръг B (M, r0), такъв че B ( R2\A ( точка M е вътрешна

за R2\A ( R2\A е отворено множество ( А е затворено множество;

Твърдение: Нека А (  R2; тогава A е затворено множество ( 

А съдържа всяка своя контурна точка;

Доказателство: 

нека А е затворено множество; нека M0 е контурна точка за A; тогава от предишно твърдение следва, че съществува редица Mn в A, такава че Mn има граница M0; от горното твърдение ( M0 ( A;
нека А съдържа всяка своя контурна точка; нека M ( R2\A; ако допуснем, че всеки кръг B (M, r) има общи точки с A ( М е контурна точка за А, М ( А – противоречие ( съществува кръг B (M, r0), такъв че B ( R2\A ( M е вътрешна точка за R2\A ( R2\A е отворено множество ( A е затворено множество;
горните разсъждения са аналогични за пространства с по-висока размерност (R3, R4, …);

например разстояние в Rn се дефинира така:
ако M1 (x1, x2, …, xn) и M2 (y1, y2, …, yn) са точки от Rn,
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както знаем, всяко комплексно число се представя по единствен начин като a + b.i, където i е имагинерната единица; по този начин на всяко комлексно число съпоставяме биективно една точка от равнината;
Дефиниция: Казваме, че редицата { zn} е сходяща и клони към комплексното число z, ако 
[image: image290.wmf]nn
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Дефиниция: Казваме, че комплексният ред 
[image: image291.wmf]k
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, wk ( C е сходящ, ако е сходяща редицата от парциалните му суми; в такъв случай, сумата на реда
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Твърдение: Редицата от комлексни числа { zn } клони към числото z, тогава и само тогава, когато 
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Твърдение: Ако комплексният ред
[image: image295.wmf]k
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, wk ( C е абсолютно сходящ, то този ред е сходящ;
Доказателство:
имаме: 0 (|Re wk| ( |wk|, 0 ( |Im wk| ( |wk|; по принципа за сравняване на редове получаваме, че 
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са сходящи;
от горното твърдение ( 
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Разглеждаме степенният ред 
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n

n=0

a.z

¥

å

, където z е комплексна променлива; аналогично на едномерния случай, областта на сходимост на този ред е кръг с център началото на координатната система; по контура на кръга може да имаме, но може и да нямаме сходимост;
Граници и непрекъснатост на функции на много променливи
Дефиниция на Коши: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); казваме, че функцията f има граница точката А при 

P ( P0, ако за всяко ( > 0, съществува ( > 0, такa че за всяка точка 
P ( U, за която 0 < ( (P, P0) < (, имаме: d (f (P), A) < (; (с ( сме означили разстояние в Rm, с d – разстояние в Rn);
Дефиниция на Хайне: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); казваме, че функцията f има граница точката A ( Rn при 
P ( P0, ако за всяка редица от точки Pn ( P0, Pn ( P0, Pn ( U имаме:
f (Pn) ( A;
Дефиниция: Нека P (x1, x2, …, xn) ( Rn; числото 
[image: image300.wmf]222
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наричаме норма на P, означаваме 
[image: image301.wmf]P
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Дефиниция: Казваме, че редицата от точки Pn ( (, ако редицата
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Дефиниция: Нека функцията f е дефинирана в Rm, m ( N и приема за стойности точки от Rn (n ( N); казваме, че функцията f има граница точката A ( Rn при P ( (, ако за всяка редица от точки 
Pn ( ( имаме: f (Pn) ( A;
Пример: разглеждаме функцията f (x, y) = 
[image: image303.wmf]22
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; ще покажем, че
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Дефиниция на Коши: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); казваме, че функцията f е непрекъсната в точката P0, ако за всяко ( > 0, съществува ( > 0, такa че за всяка точка 
P ( U, за която ( (P, P0) < (, имаме: d (f (P), f (P0)) < (; (с ( сме означили разстояние в Rm, с d – разстояние в Rn);
Дефиниция на Хайне: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); казваме, че функцията f е непрекъсната в точката P0, 
ако за всяка редица от точки Pn ( P0, Pn ( U имаме: f (Pn) ( f (P0);

Твърдение: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); тогава f е непрекъсната в точката P0, тогава и само тогава, когато границата на f (P) при P ( P0 е f (P0);

Твърдение: Нека функцията f е дефинирана в околност U на точката P0 (U ( Rm, m ( N) и приема за стойности точки от 
Rn (n ( N); тогава f е непрекъсната в точката P0 ( за всяко отворено множество X, X ( f (U), f (P0) ( X съществува отворено множество

Y, Y ( U, P0 ( Y, такова че f (Y) ( X;

Доказателство: 
Нека е изпълнено второто условие в твърдението; ще покажем, че f е непрекъсната функция;
Фиксираме ( > 0; нека X = B ( f (P0), ( ) – отворен кръг с център f (P0) и радиус (; нека Y е отворено множество, такова че f (Y) ( X; тъй като точката P0 е вътрешна точка за Y, можем да изберем ( > 0, такова че

отвореният кръг B (P0, () ( Y ( за всяка точка P, такава че
P ( B (P0, () имаме: f (P) ( B ( f (P0, ()) ( f е непрекъсната в точката P0;

Нека f е непрекъсната функция; ще покажем, че второто условие от твърдението е изпълнено;
нека X е произволно отворено множество, такова че f (P0) ( X; точката f (P0) е вътрешна за X, така че можем да изберем отворен кръг B ( f (P0), (), ( > 0, такъв че B ( X; избираме съответното число 

( > 0 на числото ( (от дефиницията на Коши); тогава отвореният кръг

B ( P0, () е отвореното множество Y от условието;

Забележка: Считаме, че функцията е непрекъсната във всяка изолирана точка на дефиниционното си множеството (няма околност на изолираната точка в която функцията е дефинирана);

Теорема: Нека 
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е ограничена редица от точки в Rn; тогава тя притежава сходяща подредица 
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Доказателство:
Нека Pk = (x1k, x2k, …, xnk); разглеждаме редицата 
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тъй като 
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 е ограничена, тогава съществува C ( R, такова че 
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( C, получаваме, че 
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е ограничена редица; избираме сходяща подредица 
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(по Болцано-Вайерщрас); аналогично получаваме, че редицата
[image: image314.wmf]{

}

m

k

2

m=1

x

¥

е ограничена, избираме сходяща подредица
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(по Болцано – Вайерщрас); и така след n стъпки ще получим сходяща подредица 
[image: image316.wmf]{
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[image: image317.wmf]{
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ще имаме, че редиците от координатите на точките са сходящи ( самата редица от точки
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Дефиниция: Казваме, че множеството D ( Rn е компактно, ако то е затворено и ограничено;
Теорема (обобщение на Вайерщрас): Нека D ( Rn е компактно множество и функцията f : D ( R е непрекъсната; тогава f е ограничена и тя достига най-голяма и най-малка стойност;
Доказателство:
Ще покажем, че f е ограничена; допускаме противното;

тогава съществуват точки Pk ( D, k = 1, 2, …, такива че

|f (Pk)| ( k; редицата 
[image: image319.wmf]{
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е ограничена, тъй като тя се съдържа в D
( можем да изберем сходяща подредица 
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( P, където P ( D, тъй като D е затворено множество; тъй като функцията f е непрекъсната, f (
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[image: image323.wmf]m
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Ще покажем, че f достига своя супремум и своя инфимум;

нека M = 
[image: image324.wmf]PD
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; тогава M - 
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 не е супремум за k = 1, 2, …и по дефиницията за супремум съществуват точки Qk ( D, такива че
M - 
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 ( f (Qk) ( M; редицата Qk е ограничена, тъй като тя се съдържа в D ( можем да изберем сходяща подредица 
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[image: image331.wmf]m
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 ( M ( f (Q) = M; аналогично f достига супремум;

Дефиниция: Нека f е дефинирана в множество D ( Rm и приема стойности в Rn; казваме, че f е равномерно непрекъсната, ако

за всяко ( > 0, съществува ( > 0, такова че от ( (P, Q) < (, P, Q ( D (
d ( f (P), f (Q)) < (; (с ( сме означили разстояние в Rm, с d – разстояние в Rn);

Теорема: нека D ( Rm е компактно множество и f : D ( Rn е непрекъсната функция; тогава f е равномерно непрекъсната;

Дефиниция: Казваме, че Г ( Rn е непрекъсната крива, съединяваща точките P и Q, ако съществува непрекъсната функция

( : [(, (] ( Rn, такава че ( (() = P, ( (() = Q;

Дефиниция: Казваме, че едно множество D е линейно свързано, ако всеки точки от D могат да се свържат с непрекъсната крива, която е изцяло в D;

Теорема: Нека D ( Rn е линейно свързано множество и функцията

f : D ( R е непрекъсната; тогава ако съществуват точки P, Q ( D, такива че f (P).f (Q) < 0, то съществува т. R ( D, такава че f (R) = 0;

Доказателство:
По определение имаме функция ( : [(, (] ( D, такава че

( (() = P, ( (() = Q; разглеждаме функцията g : [(, (] ( R, дефинирана с g (t) = f (( (t)) за всяко t ( [(, (]; имаме: g (().g (() = f (P).f (Q) < 0, освен това функцията g е непрекъсната, тъй като е композиция на две непрекъснати функции; в такъв случай по теоремата на Болцано-Коши получаваме, че съществува t0 ( [(, (], такова че g (t0) = 0, т.е.

ако R = ( (t0) ( D, то f (R) = 0;

Частни производни
Нека f (x, y) е дефинирана в околност на точката (x0, y0);
нека фиксираме едната променлива (например y = y0), тогава получаваме функция ( (x) = f (x, y0); ако функцията ( (x) е диференцируема в точката x0, казваме че f е диференцируема частно относно x в точката (x0, y0); частната производна относно x в точката (x0, y0) бележим с 
[image: image332.wmf]00
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 или fx (x0, y0), fx( (x0, y0); по същия начин можем да разсъждаваме относно променливата y – ако 

( (y) = f (x0, y) и функцията ( е диференцируема в точката y0, казваме че f е диференцируема частно относно y в точката (x0, y0); частната производа относно y в точката (x0, y0) бележим с
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fy (x0, y0), fy( (x0, y0);

по определение: 
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за функция на три променливи f (x, y, z), дефинирана в околност на точката (x0, y0, z0), например:
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Пример:
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Важно: От съществуването на частните производни не следва непрекъснатост;
Пример: да разгледаме функцията 
[image: image339.wmf]22
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 тя е диференцируема частно в точката (0, 0) относно x и относно y: 
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 въпреки това, тя е прекъсната в точката (0, 0) – например, ако вземем редицата от точки Pn 
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можем да говорим за частни производни от по-висок ред, например: 
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тези частни производни още бележим с fxx, fxy, fyx, fyy;

Твърдение: Нека f (x, y) е дефинирана и притежава първи частни производни в околност на точката (x0, y0); 
тогава, ако 
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съществуват в околност на (x0, y0) и са непрекъснати, то 
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Доказателство:
Разглеждаме израза: 
[image: image353.wmf]00000000
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;
полагаме ( (x) = f (x, y0 + k) – f (x, y0); тогава 
( (x0 + h) - ( (x0) = f (x0 + h, y0 + k) – f (x0 + h, y0) – f (x0, y0 + k) + f (x0, y0);
функцията ( (x) е диференцируема (и следователно непрекъсната), тъй като f (x, y) е диференцируема частно относно x в точката (x0, y0);

и така можем да приложим теоремата за крайните нараствания за
( (x) в интервала [x0, x0 + h] (ако h > 0); получаваме:
( (x0 + h) - ( (x0) = h.(( (() = 
[image: image354.wmf]00
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е диференцируема (и следователно непрекъсната), тъй като f (x, y) притежава втора частна производна
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 в точката (x0, y0); и така можем да приложим теоремата за крайните нараствания за ( (y) в интервала [y0, y0 + k] (ако k > 0); получаваме:
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след съкращаване на h и k, изразът в началото приема вида 
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; сега ако направим граничен преход при h ( 0, k ( 0,

ще получим, че ( ( x0, ( ( y0; като използваме, че втората частна производна
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е непрекъсната в точката (x0, y0), получаваме че изразът клони към 
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 при (h, k) ( (0, 0);

очевидно е, че ако разменим местата на променливите x и y, чрез аналогични разсъждения ще получим, че същият този израз клони към
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при функции на повече променливи също можем да прилагаме това твърдение, стига да са изпълнени определени условия; например:

ако f (x, y, z) е дефинирана в някакво отворено множество D, притежава първи частни производни и непрекъснати втори частни производни в D, можем да твърдим, че 
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също така, ако f (x, y, z) притежава частни производни до трети ред и непрекъснати четвърти частни производни, можем да твърдим, че
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