
Ãëàâà 1

Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà
ôóíêöèè íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè

1.1 Ðàçñòîÿíèå è íîðìà â Rn

Äåôèíèöèÿ íà êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà
ùå ñå çàíèìàâàìå ñúñ ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.
Ïðåäè äà çàïî÷íåì îáà÷å òÿõíîòî èçó÷àâàíå, òðÿáâà äà îáúðíåì
âíèìàíèå íà ìíîæåñòâàòà, âúðõó êîèòî òå ñà äåôèíèðàíè. Êîãàòî èìàìå
ôóíêöèÿ íà åäíî ïðîìåíëèâî f(x), òÿ å îïðåäåëåíà çà x ïðèíàäëåæàùî
íà íÿêàêâî ïîäìíîæåñòâî (îáèêíîâåíî èíòåðâàë) íà ðåàëíàòà ïðàâà
R. Ïðè ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y) ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà
çàâèñè îò ÷èñëîâèòå ñòîéíîñòè íà äâåòå ïðîìåíëèâè x è y, ïðè òîâà
âçåòè â îïðåäåëåí ðåä - ÿñíî å, ÷å àêî ðàçìåíèì òåõíèòå ìåñòà,
ïîëó÷àâàìå äðóãà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà. Òàêà, ìîæåì äà êàæåì, ÷å
f(x, y) å äåôèíèðàíà âúðõó íÿêàêâî ìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò íàðåäåíè
äâîéêè ðåàëíè ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿòà íà òðè ïðîìåíëèâè
f(x, y, z) å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè òðîéêè ðåàëíè
÷èñëà, è ò.í. Òîâà íè äîâåæäà äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ, èãðàåùà îñíîâíà
ðîëÿ â ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçñúæäåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå.Ïîä n-ìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ùå ðàçáèðàìå
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ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè P = (x1, x2, . . . , xn) îò
ðåàëíè ÷èñëà. ×èñëàòà x1, x2, . . . , xn ùå íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ïúðâà,
âòîðà,..., n-òà êîîðäèíàòà íà òî÷êàòà P .

Ïðîñòðàíñòâîòî R2 îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y) ñå íàðè÷à
ðàâíèíà. Ïðè n = 3 ïîëó÷àâàìå òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R3 íà
âñè÷êè íàðåäåíè òðîéêè (x, y, z). Ùå îòáåëåæèì, ÷å â ëèíåéíàòà àëãåáðà
ïðîñòðàíñòâàòà Rn ñå èçó÷àâàò îò ìàëêî ïî-ðàçëè÷íà ãëåäíà òî÷êà: â
òÿõ ñå âúâåæäàò ò.í. ëèíåéíè, èëè âåêòîðíè îïåðàöèè - ñúáèðàíå íà äâà
åëåìåíòà, è ïðîèçâåäåíèå íà äàäåí åëåìåíò ñ ðåàëíî ÷èñëî. Ïîíÿêîãà
è íèå ùå èçïîëçâàìå òåçè îïåðàöèè; â òàêúâ ñëó÷àé, çà äà ïîä÷åðòàåì
íàëè÷èåòî íà òàêèâà îïåðàöèè, ùå íàðè÷àìå åëåìåíòèòå íà Rn âåêòîðè,
è ùå èçïîëçâàìå çà òÿõ îçíà÷åíèÿ îò âèäà ~x, ~y è ò.í.

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ å ÷àñòåí ñëó÷àé íà âúçïðèåòàòà â òåîðèÿòà íà
ìíîæåñòâàòà îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèå íà äâå èëè ïîâå÷å ìíîæåñòâà. Àêî
M1, . . . ,Mn ñà íÿêàêâè ìíîæåñòâà, òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå M1 × M2 ×
. . . × Mn ñå îïðåäåëÿ êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè
(m1,m2, . . . , mn) ñ m1 ∈ M1,...,mn ∈ Mn. Òîãàâà Rn ìîæå äà ñå îïðåäåëè
êàòî ïðîèçâåäåíèå R × . . . × R íà n åêçåìïëÿðà íà ðåàëíàòà ïðàâà R.
Òàêà ìîæå äà áúäàò äåôèíèðàíè è íÿêîè ïîäìíîæåñòâà íà åâêëèäîâèòå
ïðîñòðàíñòâà: àêî [a, b] è [c, d] ñà èíòåðâàëè â R, òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå
[a, b]× [c, d] ïðåäñòàâëÿâà ïðàâîúãúëíèê â R2 ñúñ ñòðàíè, óñïîðåäíè íà
êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïðîèçâåäåíèåòî íà òðè èíòåðâàëà [a, b]× [c, d]× [e, f ]
å ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëîïèïåä â R3, è ò.í.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèÿ ïîäõîä êúì ìíîãîìåðíèòå ïðîñòðàíñòâà (êúì êîéòî
íèå ùå ñå ïðèäúðæàìå è â áúäåùå) ïðèòåæàâà ñëåäíèÿ íåäîñòàòúê - â íåãî
ïðèâèëåãèðîâàíà ðîëÿ èãðàÿò êîîðäèíàòíèòå îñè íà ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn.
Â ïðèëîæåíèÿòà íà àíàëèçà êúì ïðèðîäíèòå íàóêè òàêèâà ïðèâèëåãèðîâàíè
êîîðäèíàòíè ñèñòåìè ðÿäêî ìîãàò äà ñà ïîñî÷àò; òàêà íàïðèìåð, â îáè÷àéíîòî
òðèìåðíî ïðîñòðàíñòâî íèå íå ìîæåì äà ïðåäïî÷åòåì åäíè íàïðàâëåíèÿ ïðåä äðóãè.
Ùå èçëîæèì ïî-îáùèÿ ïîäõîä êúì âúïðîñà, âúçïðèåò â ëèíåéíàòà àëãåáðà:

Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî ñà äåôèíèðàíè
âåêòîðíèòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå íà åëåìåíòè è óìíîæåíèå íà åëåìåíò ñ ðåàëíî
÷èñëî. Êàçâàìå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî H å n-ìåðíî (èìà ðàçìåðíîñò n), àêî âñåêè
n + 1 âåêòîðà â íåãî ñà ëèíåéíî çàâèñèìè (íÿêàêâà òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
ñ íåíóëåâè êîåôèöèåíòè å íóëà), íî ñúùåñòâóâàò n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè
âåêòîðè. Äà èçáåðåì ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñèñòåìà îò âåêòîðè ~e1, . . . , ~en â H. Òîãàâà
âñåêè âåêòîð ~x ∈ H ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðàçëàãàíå îò âèäà ~x =

∑n
i=1 xi~ei. Íèå

ìîæåì äà ñúïîñòàâèì íà âñåêè âåêòîð ~x n-òîðêàòà îò ðåàëíè ÷èñëà x1, . . . , xn, ñ
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êîåòî ïîëó÷àâàìå âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà H âRn, çàïàçâàùî ëèíåéíèòå
îïåðàöèè. Â ÷àñòíîñò, íà âñÿêà ôóíêöèÿ f (~x) âúðõó H íèå ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿòà
f (x1, . . . , xn), çàâèñåùà îò n ÷èñëîâè àðãóìåíòà. Âàæíî å äà ñå ïîìíè îáà÷å, ÷å òîâà
ñúïîñòàâÿíå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~e1, . . . , ~en; ïî-ãîëÿìàòà (è
ïî-âàæíàòà) ÷àñò îò äåôèíèðàíèòå ïî-íàòàòúê ïîíÿòèÿ íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà
êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, è íèå ùå òðÿáâà äà ïðîâåðÿâàìå òîâà âúâ âñåêè êîíêðåòåí
ñëó÷àé.

Íàé-÷åñòî åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî H ñå ðàçãëåæäà çàåäíî ñ äàäåíî
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â íåãî 〈~x, ~y〉 ∈ R, ~x, ~y ∈ H. Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å H

å åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â òîçè ñëó÷àé îáèêíîâåíî èçáèðàìå âåêòîðèòå ~e1, . . . , ~en

òàêà, ÷å äà îáðàçóâàò îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà (âèæ ïî-äîëó).

Ðàçñòîÿíèå è íîðìà â Rn. Ïî-íàòàòúê îñíîâíà ðîëÿ çà íàñ
ùå èãðàå ïîíÿòèåòî åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè â Rn.
Ïðè n = 1, ò.å. âúðõó ïðàâàòà R, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå ñ
êîîðäèíàòè x è y å %(x, y) = |x− y|. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè
â ðàâíèíàòà èëè â ïðîñòðàíñòâî ñ ïî-ãîëÿì áðîé èçìåðåíèÿ ìîæå äà
ñå íàìåðè ïî åëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åí ïúò ñ ïîìîøòà íà Ïèòàãîðîâàòà
òåîðåìà. Íåêà P = (x1, x2, . . . , xn), Q = (y1, y2, . . . , yn). Òîãàâà ò. íàð.
åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êèòå P è Q ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

%2(P, Q) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)
2.

Ïî íàòàòúê íèå ùå èçïîëçâàìå íå òîëêîâà äåôèíèöèÿòà íà òîâà
ðàçñòîÿíèå, êîëêîòî íåãîâèòå îñíîâíè ñâîéñòâà:

1/ %2(P, Q) ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè P, Q ∈ Rn; %2(P, Q) = 0 òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî P = Q.

2/ Âèíàãè %2(P, Q) = %2(Q,P ).
3/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè òðè òî÷êè P, Q, R ∈ Rn

èìàìå
%2(P,R) ≤ %2(P, Q) + %2(Q, R).

Ñâîéñòâàòà 1/ è 2/ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3/ ëåñíî ñå
èíòåðïðåòèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèêà ñ âúðõîâå
â òî÷êèòå P , Q è R, òî ñóìàòà îò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå PQ
è QR íå íàäìèíàâà äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà PR. Òîçè ôàêò ñå
äîêàçâà â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ; ðàçáèðà ñå, èíòåðåñíî å è íåãîâîòî
àíàëèòè÷íî äîêàçàòåëñòâî - âèæ òâúðäåíèå1 è çàäà÷à 1.
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Ðàçñòîÿíèåòî %2(P,Q) íå å åäèíñòâåíîòî ðàçñòîÿíèå â Rn,
ïðèòåæàâàùî ñâîéñòâàòà 1/ - 3/. Çà èëþñòðàöèÿ íà òîâà, äà ñè
ïðåäñòàâèì, ÷å æèâååì â ãðàä, ðàçäåëåí íà ïðàâîúãúëíè êâàðòàëè,
äâèæåéêè ñå ïî óëèöèòå (âèæ ÷åðòåæà). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñåêè
îò íàé-êðàòêèòå ïúòèùà (òàêèâà èìà ìíîãî), ñúåäèíÿâàù òî÷êèòå
ñ êîîðäèíàòè P = (x, y) è Q = (x′, y′), èìà äúëæèíà %1(P, Q) =
|x− x′| + |y − y′|. Àíàëîãè÷íî ðàçñòîÿíèå ìîæå äà ñå äåôèíèðà è â Rn

çà ïðîèçâîëíî n ñ ôîðìóëàòà

%1(P,Q) =
n∑

i=1

|xi − yi| .

Î÷åâèäíî ðàçñòîÿíèåòî %1 ñúùî ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà 1/ - 3/.
Äðóãî ðàçñòîÿíèå, îòíîâî óäîâëåòâîðÿâàùî 1/ - 3/, ìîæå äà ñå

äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà:

%∞(P,Q) = sup
i=1,...,n

|xi − yi| .

(çà îáÿñíåíèå íà èíäåêñèòå âèæ çàäà÷è 1. - 3.).
Íîðìà â Rn. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà Rn êàòî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî,

è äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî åâêëèäîâà íîðìà íà âåêòîð îò Rn: àêî ~x ==
(x1, x2, . . . , xn), òî

||~x||2 =

√√√√
n∑

i=1

(xi)
2.

Òàêà âúâåäåíàòà íîðìà ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà:
1′/ ||~x||2 ≥ 0; ||~x||2 = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ~x = ~0.
2′/ ||λ ~x||2 = |λ| ||~x||2 çà âñåêè λ ∈ R è ~x ∈ Rn.
3′/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ Rn

èìàìå ||~x + ~y||2 ≤ ||~x||2 + ||~y||2.
Íîðìàòà è ðàçñòîÿíèåòî ñà î÷åâèäíî ñâúðçàíè: èìàìå %2(P,Q) =∣∣∣

∣∣∣ ~PQ
∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣
∣∣∣
2
, êúäåòî ñ ~P è ~Q îçíà÷àâàìå ðàäèóñ-âåêòîðèòå íà

òî÷êèòå P è Q. Â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å íîðìàòà || · ||2 ïîðàæäà
ðàçñòîÿíèåòî %2. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî %1, äåôèíèðàíî â
çàáåëåæêàòà ïî-ãîðå, ñå ïîðàæäà îò íîðìàòà

||~x||1 =
n∑

i=1

|xi| ,
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à ðàçñòîÿíèåòî %∞ - îò íîðìàòà

||~x||∞ = sup
i=1,...,n

|xi| ,

(Ïðîâåðåòå, ÷å òåçè íîðìè ñúùî óäîâëåòâîðÿâàò ãîðíèòå óñëîâèÿ!)
Òâúðäåíèå 1.Íåêà íîðìàòà ||~x|| â Rn óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

1′/ - 3′/. Òîãàâà ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå %(P,Q) =
∣∣∣
∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣
∣∣∣

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1/ - 3/.
Íàèñòèíà, 1/ âåäíàãà ñëåäâà îò 1′/. Óñëîâèåòî 2/ ñå ïîëó÷àâà îò

2′/ ïðè ~x = ~P − ~Q è λ = −1. Íàêðàÿ, èçïîëçâàéêè 3′/, èìàìå
∣∣∣
∣∣∣~P − ~R

∣∣∣
∣∣∣ =

∣∣∣
∣∣∣
(
~P − ~Q

)
+

(
~Q− ~R

)∣∣∣
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣
∣∣∣ +

∣∣∣
∣∣∣ ~Q− ~R

∣∣∣
∣∣∣ ,

ò.å. óñëîâèåòî 3/.
Â ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçãëåæäàíèÿ ïîä íîðìà ||~x|| è ðàçñòîÿíèå

%(P,Q) â ùå ðàçáèðàìå åâêëèäîâàòà íîðìà è åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå
(îñâåí àêî èçðè÷íî å êàçàíî ïðîòèâíîòî). Äîáðèòå ãåîìåòðè÷íè
ñâîéñòâà íà òàçè íîðìà ñå äúëæàò íà ôàêòà, ÷å òÿ å ïîðîäåíà îò
ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå. Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.
Êàçâàìå, ÷å â H å äåôèíèðàíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, àêî íà âñåêè äâà
âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å ñúïîñòàâåíî ðåàëíîòî ÷èñëî 〈~x, ~y〉, óäîâëåòâîðÿâàùî
ñúîòíîøåíèÿòà:

1′′ (ëèíåéíîñò): Çà âñåêè ~x1, ~x2, ~x, ~y ∈ H è ÷èñëî λ ∈ R èìàìå

〈~x1 + ~x2, ~y〉 = 〈~x1, ~y〉+ 〈~x2, ~y〉 , 〈λ~x, ~y〉 = λ 〈~x, ~y〉 .
2′′ (ñèìåòðè÷íîñò): Çà âñåêè ~x, ~y ∈ H èìàìå

〈~x, ~y〉 = 〈~x, ~y〉 .
3′′ (ïîëîæèòåëíà îïðåäåëåíîñò): Çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð ~x ∈ H

èìàìå
〈~x, ~x〉 > 0.

Â ïðîñòðàíñòâîòî Rn ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñå äàâà
ñ ôîðìóëàòà 〈~x, ~y〉 =

∑n
i=1 xiyi, êúäåòî ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn).
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Òî ìîæå äà ñå èçðàçè è ãåîìåòðè÷íî: 〈~x, ~y〉 = ||x|| ||y|| cos 6 (~x, ~y), êúäåòî
6 (~x, ~y) îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~x è ~y. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äâåòå
îïðåäåëåíèÿ ñúâïàäàò - âèæ çàä. 7. Ðàçáèðà ñå, òîâà íå å åäèíñòâåíîòî
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ùå èçëîæèì íàêðàòêî íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà ñêàëàðíèòå
ïðîèçâåäåíèÿ:

Òâúðäåíèå 2.(Íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö-Áóíÿêîâñêè): Çà
âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|〈~x, ~y〉| ≤
√
〈~x, ~x〉

√
〈~y, ~y〉.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî âåêòîðèòå ~x è ~y
ñà êîëèíåàðíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí

p(t) = 〈~x + t~y, ~x + t~y〉 = At2 + 2Bt + C,

êúäåòî A = 〈~y, ~y〉, B = 〈~x, ~y〉, C = 〈~x, ~x〉. Îò ñâîéñòâî 3′′ ñå âèæäà,
÷å p(t) ≥ 0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà t. Ñëåäîâàòåëíî p(t) íå ìîæå
äà èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà - èíà÷å â èíòåðâàëà ìåæäó òÿõ
íåãîâèòå çíà÷åíèÿ áèõà áèëè îòðèöàòåëíè. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å íåãîâàòà
äèñêðèìèíàíòà ∆ = 4 (B2 − AC) å ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà íóëà, ò.å.
B2 ≤ AC.

Îñòàâà äà èçñëåäâàìå êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâîòî. Â òàêúâ ñëó÷àé
äèñêðèìèíàíòàòà D å ðàâíà íà íóëà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å p(t) èìà òî÷íî
åäèí ðåàëåí êîðåí - äà ãî îçíà÷èì ñ t0. Èìàìå

p (t0) = 〈~x + t0~y, ~x + t0~y〉 = 0,

îòêúäåòî ïàê ïî ñâîéñòâî 3′′ ïîëó÷àâàìå ~x+ t0~y = 0, èëè, ñ äðóãè äóìè,
~x = −t0~y.

Îïðåäåëåíèå. (íîðìà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå):Íîðìà
íà âåêòîðà ~x ∈ H ùå íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||~x|| =
√
〈~x, ~x〉.

Òâúðäåíèå 3.Íîðìàòà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå,
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1′/ - 3′/.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñâîéñòâàòà 1′ è 2′ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3′

(íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà) ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-
Øâàðö-Áóíÿêîâñêè:

||~x + ~y||2 = 〈~x + ~y, ~x + ~y〉 = 〈~x, ~x〉+ 2 〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~y〉 =

= ||x||2 + 2 〈~x, ~y〉+ ||y||2 ≤ ||x||2 + 2 ||x|| ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2 .

Íåêà H å n-ìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå.
Òîãàâà â íåãî ìîæå äà ñå èçáåðå îðòîíîðìèðàíà áàçà, ò.å. âåêòîðè
~e1, . . . , ~en ∈ H òàêèâà, ÷å 〈~ei, ~ej〉 = 0 ïðè i 6= j è ||~ei|| = 1 çà âñÿêî i.
Çà âñÿêî ~x ∈ H å íàëèöå ðàçëàãàíåòî

~x =
n∑

i=1

xi~ei , êúäåòî xi = 〈~x,~ei〉 .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî ~x =
∑n

i=1 xi~ei è ~y =
∑n

i=1 yi~ei, òî

〈~x, ~y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

Ñúïîñòàâÿéêè íà âåêòîðà ~x n-òîðêàòà îò ÷èñëà (x1, . . . , xn),
íèå ïîëó÷àâàìå âçàèìíî åäíîçíà÷íî ëèíåéíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó
ïðîñòðàíñòâîòî H è Rn, êàòî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â H ïðåìèíàâà
â îïèñàíîòî ïî-ãîðå ñòàíäàðòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn. Âàæíî
å äà ñå îòáåëåæè, ÷å òàêîâà îòúæäåñòâÿâàíå ìîæå äà ñå èçâúðøè ïî
ìíîãî ðàçëè÷íè íà÷èíè: òî çàâèñè îò èçáîðà íà îðòîíîðìèðàíèÿ áàçèñ
~e1, . . . , ~en. Ïðè ñìÿíà íà áàçèñà êîîðäèíàòèòå ñå ïðåîáðàçóâàò ÷ðåç
óìíîæåíèå ñ ïîäõîäÿùà îðòîãîíàëíà ìàòðèöà - âèæ çàä. 8.

Çàáåëåæêà. Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è ðàçëàãàíåòî ïî îðòîíîðìàëåí
áàçèñ ñå ïðèëàãàò íå ñàìî â ðàçãëåäàíèòå òóê êðàéíî-ìåðíè ïðîñòðàíñòâà,
íî è â ïî-ñëîæíè ñëó÷àè êàòî íàïðèìåð ïðîñòðàíñòâà îò ôóíêöèè. Òàêà
íàïðèìåð, òî å îñíîâåí èíñòðóìåíò ïðè ðàçëàãàíåòî íà ôóíêöèè â ðåä
íà Ôóðèå (âèæ ãëàâà ???).

Óïðàæíåíèÿ.
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1. Äà îïðåäåëèì ïðè p ≥ 1 íîðìàòà ||~x||p â Rn ñ ôîðìóëàòà ||~x||p =

(
∑n

i=1 |xi|p)1/p. Äîêàæåòå, ÷å óñëîâèÿòà 1′/ - 3′/ ñà óäîâëåòâîðåíè.
Óïúòâàíå. Çà äà äîêàæåòå 3′/ ïðè p > 1, ïîêàæåòå, ÷å

(
||~x + ~y||p

)p
=

n∑

i=1

|xi + yi|p ≤
n∑

i=1

|xi| |xi + yi|p−1 +
n∑

i=1

|yi| |xi + yi|p−1

è ïðèëîæåòå çà äâåòå ñóìè âäÿñíî íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð (âèæ I.
�2.10, çàä. 10).

2. Äîêàæåòå, ÷å ïðè p ∈ (0, 1) íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà
||~x||p íå ñå èçïúëíÿâà.

3. Äîêàæåòå, ÷å limp→+∞ ||~x||p = ||~x||∞.
4. Íåêà H å ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, è ||~x|| å

íîðìàòà â H, ïîðîäåíà îò íåãî. Äîêàæåòå, ÷å å â ñèëà òåîðåìàòà íà
Ïèòàãîð: çà âñåêè ~x, ~y ∈ Rn, òàêèâà ÷å 〈~x, ~y〉 = 0, èìàìå

||~x + ~y||2 = ||~x||2 + ||~y||2 .

5. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà íîðìà, îïðåäåëåíà îò ñêàëàðíî
ïðîèçâåäåíèå, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî íà óñïîðåäíèêà:

2
(
||~x||2 + ||~y||2

)
= ||~x + ~y||2 + ||~x− ~y||2 .

(ñóìàòà íà êâàäðàòèòå íà ñòðàíèòå íà óñïîðåäíèêà å ðàâíà íà ñóìàòà
íà êâàäðàòèòå íà íåãîâèòå äèàãîíàëè).

6. Èçïîëçóâàéêè ðåçóëòàòà íà çàä. 5, äîêàæåòå, ÷å ïðè p 6= 2
íîðìàòà ||~x||p íå ñå ïîðàæäà îò íèêîå ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

7. Äîêàæåòå, ÷å àíàëèòè÷íàòà è ãåîìåòðè÷íàòà äåôèíèöèÿ íà
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn ñúâïàäàò.

Óïúòâàíå. Îò ñâîéñòâàòà íà äåôèíèðàíîòî ïî àíàëèòè÷åí ïúò
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñëåäâà, ÷å

〈~x, ~y〉 =
1

2

(
||~x||2 + ||~y||2 − ||~x− ~y||2

)
.
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Äà ðàçãëåäàìå òðèãúëíèêà, îáðàçóâàí îò âåêòîðèòå ~x è ~y, ïðèëîæåíè
â åäíà è ñúùà òî÷êà; ñòðàíèòå ìó ñà ðàâíè íà ||~x||, ||~y|| è ||~x− ~y||.
Ïðèëàãàéêè êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òîçè òðèúãúëíèê, âèæäàìå, ÷å
äÿñíàòà ÷àñò íà ðàâåíñòâîòî ñúâïàäà ñ ãåîìåòðè÷íàòà äåôèíèöèÿ íà
ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå.

8. Íåêà H å n-ìåðíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî
ïðîèçâåäåíèå, è ~e1, . . . , ~en å îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò âåêòîðè â H, à
~f1, . . . , ~fn å äðóãà ñèñòåìà îò n âåêòîðà, èçðàçÿâàùà ñå ÷ðåç ïðåäõîäíàòà
ñ ôîðìóëèòå

~fj =
n∑

i=1

ai,j~ei , j = 1, . . . , n.

à/ Äîêàæåòå, ÷å ñèñòåìàòà ~f1, . . . , ~fn å îðòîíîðìèðàíà òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî ìàòðèöàòà {ai,j} å îðòîãîíàëíà. Åäíà n × n - ìàòðèöà
A = {ai,j}i=1,...,n,j=1,...,n ñå íàðè÷à îðòîãîíàëíà, àêî ðåäîâåòå è îáðàçóâàò
îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà â Rn, ò.å.

n∑

i=1

ai,j1ai,j2 =

{
0, j1 6= j2

1, j1 = j2
.

á/ Ïîêàæåòå, ÷å àêî ~x =
∑n

i=1 xi~ei è ~x =
∑n

j=1 x̃j
~fj, òî âðúçêàòà

ìåæäó ïðåäèøíèòå êîåôèöèåíòè {xi} è íîâèòå {x̃j} ñå äàâà ñ ôîðìóëèòå

xi =
n∑

j=1

ai,jx̃j.
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1.2 Òîïîëîãèÿ è ñõîäèìîñò â Rn

Êàêòî çíàåì, àíàëèçúò âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñå áàçèðà íà îòâîðåíèòå
èíòåðâàëè â R è ïîíÿòèåòî îêîëíîñò (ñèìåòðè÷íà îêîëíîñò) íà òî÷êà. Çà
äà ðàçâèåì àíàëèçà â ìíîãîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, ùå òðÿáâà äà âúâåäåì
àíàëîãè÷íè îáåêòè â íåãî, êàòî èìàìå ïðåä âèä, ÷å ãåîìåòðèÿòà íà
ïîäìíîæåñòâàòà íà ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî å ìíîãî ïî-ñëîæíà îò
òàçè íà åäíîìåðíîòî.

Íàëè÷èåòî íà ðàçñòîÿíèå â Rn íè ïîçâîëÿâà äà äåôèíèðàìå
ïîíÿòèåòî êðúãîâà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà: ïîä êðúãîâà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà P ∈ Rn ñ ðàäèóñ r ðàçáèðàìå îòâîðåí êðúã (åâåíòóàëíî êúëáî)
ñ öåíòúð P è ðàäèóñ r, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè Q îò Rn,
íàìèðàùè ñå íà ðàçñòîÿíèå ïî-ìàëêî îò r îò òî÷êàòà P . Îçíà÷àâàìå:

B(P, r) = {Q : %(Q,P ) < r} .

Â åäíîìåðíèÿÿ ñëó÷àé òîâà å ñèìåòðè÷åí èíòåðâàë ñ öåíòúð P è ðàäèóñ
r.

Íåêà ñåãà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ùå ðàçäåëèì òî÷êèòå îò Rn

íà òðè êëàñà â çàâèñèìîñò îò ìåñòîïîëîæåíèåòî èì ñïðÿìî M .
Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúòðåøíà çà M , àêî

ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ⊂ M .
Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúòðåøíà çà åäíî ìíîæåñòâî, àêî òÿ ñå

ñúäúðæà â íåãî çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò.
Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè íà M ñå áåëåæè ñ Ṁ .
Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúíøíà çà M , àêî

ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ∩M = Ø.
Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúòðåøíà çà M , àêî òÿ ñå ñúäúðæà â

äîïúëíåíèåòî ìó çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò, ò.å. ïðèíàäëåæè
íà ˙Rn\M .

Îñòàâàùèòå òî÷êè ùå íàðè÷àìå êîíòóðíè:
Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à êîíòóðíà çà M , àêî òÿ

íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà çà M .
Ìíîæåñòâîòî îò êîíòóðíèòå òî÷êè ñå íàðè÷à êîíòóð íà M è ñå

áåëåæè ñ b M èëè ñ b(M).
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Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íå å êîíñòðóêòèâíà; ïî-äîáðî îïèñàíèå íà
êîíòóðà íà åäíî ìíîæåñòâî ñå äàâà â ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 1. Åäíà òî÷êà å êîíòóðíà çà M òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî âñÿêà íåéíà êðúãîâà îêîëíîñò ñå ïðåñè÷à è ñ M , è ñ Rn\M .

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî òî÷êàòà P íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà
çà M , òî çà âñÿêî r > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B(P, r) íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà íèòî â M , íèòî â Rn\M . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òÿ ùå èìà îáùè
òî÷êè è ñ Rn\M , è ñ M .

Îáðàòíî, àêî âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P èìà îáùè òî÷êè ñ M
è ñ Rn\M , òî î÷åâèäíî íèêîÿ êðúãîâà îêîëíîñò íà P íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà â M èëè â Rn\M , ò.å. P íå å âúòðåøíà èëè âúíøíà çà M .

Ñëåäñòâèå. Êîíòóðèòå íà ìíîæåñòâîòî M è íà íåãîâîòî
äîïúëíåíèå Rn\M ñúâïàäàò.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèòå ïî-ãîðå äåôèíèöèè çàâèñÿò îò òîâà â êîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî M . Òàêà íàïðèìåð,
íåêà I å ïîäèíòåðâàë íà ïðàâàòà R. Òîãàâà íåãîâàòà âúòðåøíîñò â
ñìèñúë íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà âúòðåøíèòå
ìó òî÷êè â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë, ò.å. ñúâïàäà ñ èíòåðâàëà, åâåíòóàëíî
ñ èçêëþ÷åíè êðàéíè òî÷êè. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ðàçãëåäàìå ñúùèÿ
èíòåðâàë I êàòî ïîäìíîæåñòâî íà îñòà x â ðàâíèíàòà R2, òî
âúòðåøíîñòòà ìó å ïðàçíà, è òîé ñå ñúñòîè ñàìî îò êîíòóðíè òî÷êè
(äîêàæåòå!).

ßñíî å, ÷å âúíøíèòå çà M òî÷êè íå ïðèíàäëåæàò íà M ;
ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå, ïðèíàäëåæàùè íà M , ñà âúòðåøíè èëè êîíòóðíè.
Òîâà äàâà M ⊂ Ṁ ∪ b(M). Îò äðóãà ñòðàíà, òåçè äâå ìíîæåñòâà íå
ñà äëúæíè äà ñúâïàäàò; íàèñòèíà, òî÷êèòå îò êîíòóðà íà M ìîãàò
è äà íå ìó ïðèíàäëåæàò. Îòòóê ïîëó÷àâàìå åäíà êëàñèôèêàöèÿ íà
ïîäìíîæåñòâàòà íà Rn, êîÿòî èãðàå îñíîâíà ðîëÿ ïî-íàòàòúê:

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à îòâîðåíî â
Rn, àêî òî íå ñúäúðæà òî÷êè îò êîíòóðà ñè. Ïîä îêîëíîñò íà äàäåíà
òî÷êà ùå ðàçáèðàìå îòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ÿ ñúäúðæà.

Ùå ðàçãëåäàìå è äðóãèÿò êðàåí ñëó÷àé:
Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à çàòâîðåíî â

Rn, àêî òî ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà êîíòóðà ñè.
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé åäíî ìíîæåñòâî ìîæå äà
ñúäúðæà íÿêîè òî÷êè îò êîíòóðà, à äðóãè äà íå ñúäúðæà. Ñ äðóãè äóìè,
"ïîâå÷åòî" ìíîæåñòâà â Rn íå ñà íèòî îòâîðåíè, íèòî çàòâîðåíè.

Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, êîíòóðèòå íà åäíî ìíîæåñòâî è íåãîâîòî
äîïúëíåíèå ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî, àêî M íå ñúäúðæà íèòî åäíà òî÷êà
îò bM , òî Rn\M ùå ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà bM , è îáðàòíî. Îòòóê
ïîëó÷àâàìå:

Òâúðäåíèå 2. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å îòâîðåíî òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî íåãîâîòî äîïúëíåíèå â Rn å çàòâîðåíî.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâîòî Ṁ îò âúòðåøíèòå
òî÷êè íà M å îòâîðåíî � î÷åâèäíî òîâà å íàé-ãîëÿìîòî îòâîðåíî
ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî ñå â M . Ìíîæåñòâîòî M = M ∪ bM (êîåòî
ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáâèâêà íà M) å çàòâîðåíî, çàùîòî äîïúëíåíèåòî
ìó ñúâïàäà ñ âúíøíîñòòà íà M . Âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî
ñúäúðæà M , ùå ñúäúðæà è M (äîêàæåòå). Ñ äðóãè äóìè, M å íàé-
ìàëêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî M .

Ïðèìåð. Îòâîðåíèÿò êðúã å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò îòâîðåíèÿ êðúã

B (P0, r) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ r. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å % (P0, P ) < r.
Äà èçáåðåì ε òàêîâà, ÷å 0 < ε < r − % (P0, P ); ùå äîêàæåì, ÷å
B(P, ε) ⊂ B (P0, r). Íàèñòèíà, íåêà Q ∈ B(P, ε). Òîãàâà ïî íåðàâåíñòâîòî
íà òðèúãúëíèêà

% (P0, Q) ≤ % (P0, P ) + % (P,Q) < % (P0, P ) + ε = r.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å çàòâîðåíèÿò êðúã, ò.å. ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êè P , çà êîèòî % (P0, P ) ≤ r, å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. È â äâàòà
ñëó÷àÿ êîíòóðà íà êðúãà ñúâïàäà ñ íåãîâàòà ãðàíè÷íà îêðúæíîñò (èëè
ñôåðà,...), ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî S (P0, r) = {P : % (P0, P ) = r}.

Ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn.
Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà P0 (ïèøåì Pk → P0, èëè limk→∞ Pk = P0), àêî

% (Pk, P0) → 0.
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Ïî-ïîäðîáíî, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ε ñúùåñòâóâà íîìåð ν, òàêà ÷å
çà âñÿêî åñòåñòâåíî k > ν äà èìàìå % (Pk, P0) < ε. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí:
Âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà ãðàíè÷íàòà òî÷êà ñúäúðæà âñè÷êè ÷ëåíîâå
íà ðåäèöàòà îñâåí êðàåí áðîé (èëè: âñè÷êè îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê).

Ñõîäèìîñòòà â Rn ìîæå ëåñíî äà ñå ñâåäå êúì ñõîäèìîñò
íà ÷èñëîâè ðåäèöè. Íàèñòèíà, íåêà òî÷êàòà Pk äà å ñ êîîðäèíàòè(
xk

1, . . . , x
k
n

)
, è ñúîòâåòíî P0 - ñ (x0

1, . . . , x
0
n). Òîãàâà èìàìå

Òåîðåìà 3. Ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... êëîíè êúì P0 òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n ðåäèöàòà

{
xk

i

}
îò i-òèòå

êîîðäèíàòè êëîíè ïî k êúì i-òàòà êîîðäèíàòà x0
i íà P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà % (Pk, P0) → 0. Òîãàâà çà âñÿêî i =
1, 2, . . . , n èìàìå:

0 ≤
∣∣∣xk

i − x0
i

∣∣∣ =

√∣∣∣xk
i − x0

i

∣∣∣
2 ≤

√√√√
n∑

j=1

∣∣∣xk
j − x0

j

∣∣∣
2

= % (Pk, P0)

è ïî ëåìàòà çà ïîëèöàèòå limk→∞
∣∣∣xk

i − x0
i

∣∣∣ = 0.
Îáðàòíî, àêî çà âñÿêî i èìàìå

∣∣∣xk
i − x0

i

∣∣∣ → 0, ñëåä ïîâäèãàíå â

êâàäðàò, ñóìèðàíå, è êîðåíóâàíå, ïîëó÷àâàìå, ÷å
√∑n

i=1

∣∣∣xk
i − x0

i

∣∣∣
2 → 0.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ãîðíàòà òåîðåìà îñòàâà â
ñèëà, àêî âìåñòî åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå % (P, Q) â Rn âçåìåì íÿêîå îò
ðàçñòîÿíèÿòà %1 (P, Q) èëè %∞ (P, Q), ðàçãëåäàíè â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô.
Ìîæå äà ñå äîêàæå è ïî-ñèëíî òâúðäåíèå: çà ïðîèçâîëíà íîðìà â
Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1′ - 3′, ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöè îò
òî÷êè îòíîñíî ðàçñòîÿíèåòî, îïðåäåëåíî îò òàçè íîðìà, ñúâïàäà ñ
îïðåäåëåíàòà ïî-ãîðå ïîêîîðäèíàòíà ñõîäèìîñò. (Âèæ çàäà÷è 6-10 îò
�3).

Îò òåîðåìàòà âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ñõîäèìîñòòà â Rn å ñúáìåñòèìà
ñ ëèíåéíèòå îïåðàöèè. Ïî-òî÷íî, èìàìå:

Ñëåäñòâèå. Àêî Pk → P0 è Qk → Q0 â Rn, è λk å ÷èñëîâà ðåäèöà,
êëîíÿùà êúì λ0, òî

Pk + Qk → P0 + Q0 , λk Pk → λ0 P0.
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Tåîðåìà 3 íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåíåñåì óñëîâèåòî íà Êîøè çà
ñõîäèìîñò, äîêàçàíî â I �1.6 çà ÷èñëîâè ðåäèöè, êúì ðåäèöè îò òî÷êè â
Rn.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
÷èñëî ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν, l > ν äà èìàìå % (Pk, Pl) < ε.

Òåîðåìà 4. Åäíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè.

Äîêàçàòåëñòâî. Â åäíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ëåñíî ñå äîêàçâà
íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò. Íåêà Pk → P0. Äà âçåìåì
ïðîèçâîëíî ε > 0 è äà èçáåðåì ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν äà èìàìå
% (Pk, P0) < ε/2. Òîãàâà ïðè k > ν, l > ν èìàìå % (Pk, Pl) ≤ % (Pk, P0) +
% (P0, Pl) < ε.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíîòî òâúðäåíèå ùå èçïîëçâàìå, ÷å çà
ðåäèöè îò ÷èñëà òî âå÷å å äîêàçàíî (âèæ ò. 8 íà I �1.6). Àêî óñëîâèåòî
íà Êîøè å èçïúëíåíî, òî çà âñÿêî i = 1, . . . , n ïðè k > ν, p > ν èìàìå∣∣∣xk

i − xl
i

∣∣∣ ≤ % (Pk, Pl) < ε. Òàêà ðåäèöàòà
{
xk

i

}
k=1,2,...

îò i-òèòå êîîðäèíàòè
íà òî÷êèòå Pk óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî å
ñõîäÿùà. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ÷ðåç x0

i . Òîãàâà îò òåîðåìà 3 ñëåäâà,
÷å ðåäèöàòà Pk êëîíè êúì òî÷êàòà P0 = (x0

1, . . . , x
0
n).

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. Ðàçãëåæäàíåòî
íà ñõîäèìîñòòà ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ íà
ïîíÿòèåòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî:

Òåîðåìà 5. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å çàòâîðåíî òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò ñâîè
åëåìåíòè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà F å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, è
ðåäèöàòà Pk êëîíè êúì P0, êàòî Pk ∈ F çà âñÿêî åñòåñòâåíî k. Òðÿáâà äà
äîêàæåì, ÷å è P0 ∈ F . Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì, ÷å P0 íå ïðèíàäëåæè íà
F . Òúé êàòî F å çàòâîðåíî, òî ñúäúðæà âñè÷êè ñâîè êîíòóðíè òî÷êè.
Òîãàâà P0 ìîæå äà áúäå ñàìî âúíøíà çà F . Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà
íàìåðèì r > 0 òàêîâà, ÷å B (P0, r) íå ïðåñè÷à F . Îò äðóãà ñòðàíà,
ïî äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî k èìàìå Pk ∈
B (P0, r), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å âñè÷êè òî÷êè íà
ðåäèöàòà ñà â F .
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Îáðàòíî, íåêà F ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò
ñâîè åëåìåíòè; ùå äîêàæåì, ÷å F ñúäúðæà êîíòóðíèòå ñè òî÷êè. Íåêà
P0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò êîíòóðà íà F , è äà ðàçãëåäàìå êðúãîâåòå
B (P0, 1/k) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ 1/k. Îò òâúðäåíèå 1 ñëåäâà, ÷å âñåêè
îò òåçè êðúãîâå èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå ñ F , è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
òî÷êà Pk ∈ F ∩ B (P0, 1/k). Òúé êàòî % (Pk, P0) < 1/k, òî % (Pk, P0) → 0,
è ñëåäîâàòåëíî Pk → P0. Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî âñè÷êè òî÷êè Pk ñà
â F , òî îò ïðåäïîëîæåíèåòî ñëåäâà, ÷å è P0 ∈ F , êîåòî òðÿáâàøå äà ñå
äîêàæå.

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäà, ÷å àêî äîáàâèì êúì
äàäåíî ìíîæåñòâî M ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò íåãîâè
åëåìåíòè, ùå ïîëó÷èì òî÷íî çàòâîðåíàòà ìó îáâèâêà M .

Òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå è ïîäðåäèöè. Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ
ñëó÷àé, ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà
ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn:

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà
ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî çà âñÿêî ε > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B (P0, ε)
íà P0 ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî òî÷êè îò ðåäèöàòà.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P0 ñúäúðæà òî÷êè ñ
ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà. Ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìîæå äà
ñå èçêàæå è ïî äðóã íà÷èí:

Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî
çà âñÿêî ε > 0 è åñòåñòâåíî n ñúùåñòâóâà íîìåð m > n òàêúâ, ÷å
Pm ∈ B (P0, ε).

ßñíî å, ÷å àêî ðåäèöàòà {Pk} ïðèòåæàâà ãðàíèöà P0, òî òî÷êàòà P0

å è åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà òàçè ðåäèöà.* Â îáùèÿ ñëó÷àé
åäíà ðåäèöà îò òî÷êè ìîæå äà èìà ìíîãî òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå. Òàêà, â
I.�1.6 áåøå ïîêàçàíî, ÷å ìíîæåñòâîòî Q îò ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ìîæå äà
áúäå íîìåðèðàíî, è òàêà ïîëó÷åíàòà ðåäèöà èìà çà òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå
âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà. Íå å òðóäíî òîçè ïðèìåð äà áúäå ïðåíåñåí â
ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé: äà îçíà÷èì ñ Q2 ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè
â R2, çà êîèòî è äâåòå êîîðäèíàòè ñà ðåàëíè. Òîãàâà îòíîâî òî÷êèòå îò
Q2 ìîãàò äà áúäàò ïîäðåäåíè â ðåäèöà, è òàçè ðåäèöà èìà çà òî÷êè íà

*Êàêòî ùå ïîêàæåì ïî-íàòàòúê, çà îãðàíè÷åíè ðåäèöè å â ñèëà è îáðàòíîòî
òâúðäåíèå.
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ñãúñòÿâàíå âñè÷êè òî÷êè îò R2 (äîêàæåòå!)
Ïîäðåäèöè. Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî ïîäðåäèöà íà äàäåíà

ðåäèöà: àêî íè å äàäåíà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn è ñòðîãî
ìîíîòîííî ðàñòÿùà ñèñòåìà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè
÷èñëà, íèå ìîæå äà ñè îáðàçóâàìå ðåäèöàòà {Pkl

}l=1,2,..., êîÿòî íàðè÷àìå
ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà.

Òâúðäåíèå 6. Àêî ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà
P0, òî âñÿêà íåéíà ïîäðåäèöà å ñõîäÿùà êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñëåä êàòî èçâúí âñÿêà êðúãîâà
îêîëíîñò íà P0 îò âèäà B (P0, ε) ñå íàìèðàò ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå
íà íà÷àëíàòà ðåäèöà, òî èçâúí íåÿ ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé
÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà.

Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ïîíÿòèÿòà ïîäðåäèöà è òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå ñà òÿñíî ñâúðçàíè:

Òåîðåìà 7. Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà
{Pk}k=1,2,... òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {Pkl

}l=1,2,...,
êëîíÿùà êúì P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî liml→∞ Pkl
= P0, òî âñåêè îòâîðåí êðúã

îò âèäà B (P0, ε) ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà
(âñè÷êè îñâåí êðàåí áðîé) è ñëåäîâàòåëíî áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà
äàäåíàòà ðåäèöà.

Îáðàòíî, íåêà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}. Ìîæåì
äà èçáåðåì íîìåð k1 òàêúâ, ÷å Pk1 ∈ B (P0, 1). Äà ðàçãëåäàìå êðúãà
B (P0, 1/2); òúé êàòî ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå òîé
ñúäúðæà ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ñ ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà, íèå ìîæåì
äà íàìåðèì åñòåñòâåíî ÷èñëî k2 òàêîâà, ÷å k2 > k1 è Pk2 ∈ B (P0, 1/2).
Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïðè íàìåðåíè âå÷å k1 < k2 < . . . <
kl−1, íèå ìîæåì äà èçáåðåì kl òàêà, ÷å kl > kl−1 è Pkl

∈ B (P0, 1/l). Ñ
òîâà ïîëó÷èõìå áåçêðàéíà ðåäèöà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè
÷èñëà òàêèâà, ÷å % (Pkl

, P0) < 1/l, îòêúäåòî liml→∞ Pkl
= P0.

Êîìïàêòíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìè íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ è
Õàéíå-Áîðåë.

Â òàçè òî÷êà ùå ïîêàæåì êàê òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ,
èçâåñòíà â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ñå ïðåíàñÿ â ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.
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Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn ùå íàðè÷àìå îãðàíè÷åíî, àêî
÷èñëîâîòî ìíîæåñòâî {%(0, P )}P∈M íà ðàçñòîÿíèÿòà íà âñè÷êè òî÷êè îò
M äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå å îãðàíè÷åíî îòãîðå. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å
M å îãðàíè÷åíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè êîîðäèíàòè xi, i = 1, . . . , n
íà âñè÷êè íåãîâè òî÷êè (x1, . . . , xn) ñà îãðàíè÷åíè ïî ìîäóë îò íÿêàêâà
êîíñòàíòà. Åäíà ðåäèöà {Pk} ùå íàðè÷àìå îãðàíè÷åíà, àêî ìíîæåñòâîòî
îò íåéíèòå òî÷êè å îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 8. (Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ) Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò
òî÷êè íà Rn ïðèòåæàâà ïîíå åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

Êàòî ñå âçåìå ïðåä âèä òåîðåìà 7, ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà
åêâèâàëåíòíà ôîðìóëèðîâêà: Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn

ñúäúðæà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.
Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè n = 1 òåîðåìàòà å äîêàçàíà â ïúðâàòà ÷àñò

íà êóðñà (âèæ I.�1.6), êàòî ñå èçïîëçâà ïîñëåäîâàòåëíî ðàçäåëÿíå íà
èíòåðâàëà, ñúäúðæàù ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà, íà äâå ðàâíè ÷àñòè. Òîâà
äîêàçàòåëñòâî ìîæå ëåñíî äà ñå èçâúðøè â ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî
(âèæ òåîðåìàòà íà Õàéíå-Áîðåë ïî-äîëó), íî ïî-êðàòêèÿ íà÷èí å äà
èçïîëçâàìå åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé çà äîêàçàòåëñòâî íà ìíîãîìåðíèÿ.

Çà óäîáñòâî ùå äîêàæåì ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà Pk = (xk, yk) å
îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà ðàâíèíàòà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
C òàêàâà, ÷å |xk| , |yk| ≤ C. Îò îãðàíè÷åíàòà ÷èñëîâà ðåäèöà {xk}k=1,2,...

ìîæåì äà èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xkl
}l=1,2,...; íåêà liml→∞ xkl

=
x0. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñúîòâåòíàòà ïîäðåäèöà îò âòîðèòå êîîðäèíàòè
{ykl

}l=1,2,.... Òúé êàòî òÿ ñúùî å îãðàíè÷åíà, ìîæåì íà ñâîé ðåä äà
íàìåðèì íåéíà ïîäðåäèöà

{
yklp

}
p=1,2,...

→ y0. Òúé êàòî ðåäèöàòà
{
xklp

}
p=1,2,...

å ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà {xkl
}l=1,2,..., òî ñïîðåä òâúðäåíèå

6 òÿ ñúùî êëîíè êúì x0. Òîãàâà, ïî òåîðåìà 3, ðåäèöàòà îò òî÷êè Pklp
=(

xklp
, yklp

)
å ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà è êëîíè êúì òî÷êàòà P0 = (x0, y0).

Çà ðåäèöè îò òî÷êè íà Rn ïðè ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n
äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî ñúøèÿ íà÷èí. Ðàçëèêàòà å, ÷å òðÿáâà n
ïúòè äà ñå èçáèðàò ïîäðåäèöè íà ïîäðåäèöèòå ..., êàòî â êðàéíà ñìåòêà
îòíîâî ñå ïîëó÷àâà ïîêîîðäèíàòíî ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà
ðåäèöà.

Ñëåäñòâèå 9. Àêî åäíà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn èìà
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ñàìî åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, òî òÿ å ñõîäÿùà êúì òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Pk} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè è P0 å
íåéíàòà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å {Pk} íå êëîíè
êúì P0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å èçâúí êðúãà
B (P0, ε) îñòàâàò áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Ïîâòàðÿéêè
êîíñòðóêöèÿòà íà òåîðåìà 7, íèå ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ïîäðåäèöà
Pkl

íà äàäåíàòà, ÷èèòî òî÷êè ñà èçâúí B (P0, ε). Çà òàçè ïîäïîäðåäèöà
å ïðèëîæèìà òåîðåìà 8, è íèå ìîæå äà íàìåðèì íà ñâîé ðåä íåéíà
ñõîäÿùà ïîäðåäèöà

{
Pklp

}
p=1,2,...

. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ñ P̃ . ßñíî å,
÷å P̃ 6= P . Îò äðóãà ñòðàíà, P̃ å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ïîäðåäèöàòà
Pkl

, à ñëåäîâàòåëíî è íà äàäåíàòà ðåäèöà {Pk}, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn íàðè÷àìå êîìïàêòíî,
àêî òî å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Êàòî èçïîëçóâàìå òîâà ïîíÿòèå, ìîæåì äà äàäåì äðóãà ôîðìóëèðîâêà
íà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ:

Òåîðåìà 10. Åäíî ìíîæåñòâî M ⊂ Rn å êîìïàêòíî òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî îò âñÿêà ðåäèöà îò íåãîâè òî÷êè ìîæå äà ñå
èçáåðå ïîäðåäèöà, êëîíÿùà êúì òî÷êà îò M .

Íåêà M å êîìïàêòíî è {Pk} å ðåäèöà îò íåãîâè òî÷êè. Òúé êàòî
M å îãðàíè÷åíî, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà ðåäèöàòà {Pk}, è íèå ìîæåì
äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Ïî òåîðåìà 5 îò çàòâîðåíîñòòà íà
M ñëåäâà, ÷å ãðàíèöàòà íà ïîäðåäèöàòà ñúùî ïðèíàäëåæè íà M .

Îáðàòíî, íåêà M äà ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî çà ñúùåñòâóâàíå íà
ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Ùå äîêàæåì, ÷å M å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî. Àêî
M íå å îãðàíè÷åíî, òî ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò òî÷êè Pk ∈ M òàêàâà,
÷å %

(
~0, Pk

)
→ +∞. Äà èçáåðåì íåéíà ïîäðåäèöà Pkl

, ñõîäÿùà êúì
òî÷êàòà P0 ∈ M . Òîãàâà, îò åäíà ñòðàíà, %

(
~0, Pkl

)
→ %

(
~0, P0

)
. Îò äðóãà

ñòðàíà, òúé êàòî %
(
~0, Pkl

)
å ïîäðåäèöà íà %

(
~0, Pk

)
, òî %

(
~0, Pkl

)
→ +∞,

è ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà îãðàíè÷åíîñòòà íà M .
Çà äà äîêàæåì, ÷å M å çàòâîðåíî, äà âçåìåì ïðîèçâîëíà òî÷êà

P0 îò êîíòóðà bM íà M , è äà èçáåðåì, êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìà 5, ðåäèöà Pk îò òî÷êè íà M , òàêà ÷å Pk → P0. Ñúùåñòâóâà
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íåéíà ïîäðåäèöà Pkl
, ñõîäÿùà êúì òî÷êà P ′ ∈ M . Îò òâúðäåíèå 6 ñëåäâà

îáà÷å, ÷å P ′ = P0 è ñëåäîâàòåëíî P0 ∈ M .
Çàáåëåæêà. Ãîðíîòî òâúðäåíèå å õàðàêòåðíî çà êðàéíîìåðíèòå ïðîñòðàíñòâà.

Â ñëó÷àÿ íà áåçêðàéíîìåðíè íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà òî íå å âÿðíî, è çàòîâà
ñúùåñòâóâàíåòî íà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà ñå ïðèåìà â òîçè ñëó÷àé êàòî äåôèíèöèÿ
íà ïîíÿòèåòî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî.

Ñëåäíàòà òåîðåìà îòíîâî å õàðàêòåðíà çà êîìïàêòíèòå ìíîæåñòâà. Òÿ
îáèêíîâåíî íå ñå èçó÷àâà â åäíîìåðíèÿ àíàëèç.

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Åäíà ôàìèëèÿ U = {Uα}α∈A îò ïîäìíîæåñòâà
íà Rn, èíäåêñèðàíà ñ (êðàéíîòî èëè áåçêðàéíî) ìíîæåñòâî A, íàðè÷àìå ïîêðèòèå
çà M , àêî M ñå ñúäúðæà â íåéíîòî îáåäèíåíèå ∪α∈AUα. Ïîêðèòèåòî U íàðè÷àìå
îòâîðåíî, àêî ìíîæåñòâîòî Uα å îòâîðåíî çà âñÿêî α ∈ A. Èìàìå:

Òåîðåìà 11. (òåîðåìà íà Õàéíå-Áîðåë) Îò âñÿêî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà
êîìïàêòíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Ïî-òî÷íî, àêî M å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rn è U = {Uα}α∈A å íåãîâî
îòâîðåíî ïîêðèòèå, òî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé èíäåêñè α1, α2, . . . , αk ∈ A òàêèâà,
÷å M ⊂ Uα1 ∪ . . . ∪ Uαk

.
Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâè åòàï. Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà â ñëó÷àÿ, êîãàòî M

å "n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê" â Rn, ò.å. ïðîèçâåäåíèå íà êðàéíè çàòâîðåíè èíòåðâàëè:
M = [a1, b1] × . . . × [an, bn]. Çà óäîáñòâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà å
äàäåí ïðàâîúãúëíèêà M = [a, b] × [c, d] ∈ R2. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî � ÷å
M íå ìîæå äà áúäå ïîêðèòî ñ íèêàêâà êðàéíà ôàìèëèÿ îò åëåìåíòè íà U . Äà
ïðåêàðàìå âåðòèêàëíàòà ïðàâà ïðåç ñðåäàòà íà [a, b] è õîðèçîíòàëíàòà ïðàâà ïðåç
ñðåäàòà íà [c, d]; òåçè äâå ïðàâè ðàçäåëÿò ïðàâîúãúëíèêà M íà ÷åòèðè åäíàêâè ïî
ôîðìà ïðàâîúãúëíèêà. Òîãàâà ïîíå åäèí îò òÿõ íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êðàåí
áðîé îò åëåìåíòè íà U ; íàèñòèíà, àêî è ÷åòèðèòå ìàëêè ïðàâîúãúëíèêà ìîãàò
äà áúäàò ïîêðèòè ñ êðàåí áðîé ìíîæåñòâà îò U , òî ñúùîòî ùå áúäå âÿðíî è çà
òÿõíîòî îáåäèíåíèå - ïðàâîúãúëíèêà M . Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçáåðåì, è äà
îçíà÷èì ñ M1 åäèí îò òÿõ, çà êîéòî íå ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå. Òîãàâà
M1 = [a1, b1] × [c1, d1] ⊂ M , îòêúäåòî [a1, b1] ⊂ [a, b] è [c1, d1] ⊂ [c, d]; ïðè òîâà
b1 − a1 = (b − a)/2 è d1 − c1 = (d − c)/2. Äà ïðîäúëæèì ïðîöåñà ïî-íàòàòúê, êàòî
ðàçäåëèì M1 íà ÷åòèðè åäíàêâè ïðàâîúãúëíèêà è èçáåðåì åäèí îò òÿõ, îçíà÷åí
ñ M2, è ò.í. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò ïðàâîúãúëíèöè
M ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Mk ⊃ . . ., êàòî Mk = [ak, bk] × [ck, dk] è âñåêè îò ïðàâîúãúëíèöèòå
Mk íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êðàåí áðîé îò åëåìåíòè íà U . Î÷åâèäíî ÷èñëîâàòà
ðåäèöà ak å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà; äà îçíà÷èì íåéíàòà ãðàíèöà ñ x0.
Ðåäèöàòà bk å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà; òúé êàòî bk−ak = (b−a)/2k → 0,
òî bk êëîíè êúì ñúùàòà ãðàíèöà x0. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî k èìàìå
x0 ∈ [ak, bk]. Ñúùîòî ðàçñúæäåíèå å âàëèäíî è çà âòîðèòå êîîðäèíàòè è äîêàçâà
ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷èñëî y0 òàêîâà, ÷å y0 ∈ [ck, dk] çà âñÿêî k. Î÷åâèäíî òî÷êàòà
P0 = (x0, y0) ïðèíàäëåæè íà âñåêè îò ïðàâîúãúëíèöèòå Mk, k = 1, 2, . . .. Òúé êàòî
P0 ∈ M , òî P0 ïðèíàäëåæè íà íÿêîå îòâîðåíî ìíîæåñòâî Uα0 îò ïîêðèòèåòî U .
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Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà e > 0 òàêîâà, ÷å
B (P0, ε) ⊂ Uα0 . Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k ùå èìàìå Mk ⊂ B (P0, ε)

(òîâà å èçïúëíåíî ïðè
√

(bk − ak)2 + (dk − ck)2 < ε). Òàêà Mk å ïîäìíîæåñòâî
íà Uα0 , êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî, ÷å Mk íå ìîæå äà áúäå ïîêðèòî ñ
êðàåí áðîé îò ìíîæåñòâàòà Uα. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà ïúðâèÿ åòàï íà
äîêàçàòåëñòâîòî.

Â n-ìåðíèÿ ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñ
åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà ïîðåäíèÿò n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê ñå
ðàçäåëÿ íà 2n ÷àñòè, è âñè÷êè íàïðàâåíè ïî-ãîðå ðàçñúæäåíèÿ îñòàâàò â ñèëà.

Âòîðè åòàï.Êàòî èçïîëçâàìå ïúðâèÿ åòàï, ùå ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî
íà òåîðåìàòà â îáùèÿ ñëó÷àé. Íåêà M å êîìïàêòíî (ò.å. îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî)
ìíîæåñòâî â Rn, è U = {Uα}α∈A å íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå. Òúé êàòî M å
îãðàíè÷åíî, ìîæåì äà íàìåðèì n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê M̃ = [a1, b1] × . . . × [an, bn]
òàêúâ, ÷å M ⊂ M̃ . Äà îçíà÷èì ñ U ′ ôàìèëèÿòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà, ñúñòîÿùà
ñå îò ìíîæåñòâàòà íà U è îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî Rn\M . Î÷åâèäíî U ′ å ïîêðèòèå çà
M̃ , è ïî äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ìîæå äà ñå íàìåðÿò êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà
Uα1 , . . . , Uαk

îò U , òàêà ÷å M̃ ⊂ (
Rn\M) ∪ Uα1 ∪ . . . ∪ Uαk

. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
M ⊂ Uα1 ∪ . . . ∪ Uαk

.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Îáåäèíåíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îòâîðåíè ìíîæåñòâà å

ñúùî îòâîðåíî.
á/ Ñå÷åíèå íà êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà å îòâîðåíî.
2. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Ñå÷åíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å ñúùî

çàòâîðåíî.
á/ Îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å çàòâîðåíî.
Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå òâúðäåíèå 2 è ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 1.
3. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà

ðåäèöà å çàòâîðåíî.
4.Íåêà ìíîæåñòâîòî M íå å êîìïàêòíî. Äîêàæåòå, ÷å çàêëþ÷åíèåòî

íà òåîðåìà 11 íå å âÿðíî, ò.å. ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ïîêðèòèå íà M , îò
êîåòî íå ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Ïîÿñíåíèå: Ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å M íå å êîìïàêòíî, îçíà÷àâà,
÷å å íàëèöå åäíà îò äâåòå âúçìîæíîñòè (èëè è äâåòå): à/ M íå å
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îãðàíè÷åíî, èëè á/ M íå å çàòâîðåíî. Ðàçãëåäàéòå äâåòå âúçìîæíîñòè
ïîîòäåëíî.
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1.3 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè è èçîáðàæåíèÿ
Êàêòî è â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà, ïðè íàñ ùå èãðàÿò îñíîâíà ðîëÿ
ïîíÿòèÿòà ôóíêöèÿ è èçîáðàæåíèå. Íåêà D å ïîäìíîæåñòâî íà Rn.
Êàçâàìå, ÷å å äàäåíî èçîáðàæåíèå îò D â Rm, àêî íà âñÿêà òî÷êà
x = (x1, . . . , xn) îò D å ñúïîñòàâåíà òî÷êàòà f (x) îò Rm. Â òàêúâ ñëó÷àé
ñå êàçâà îùå, ÷å f å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D è ñúñ ñòîéíîñòè
â Rm. Âìåñòî f (x) ïîíÿêîãà ñå ïèøå f (x1, . . . , xn).

Â ñëó÷àÿ m = 1, ò.å. ôóíêöèÿòà f âçåìà ñòîéíîñòè â ìíîæåñòâîòî
íà ðåàëíèòå ÷èñëà, ùå êàçâàìå, ÷å f å ÷èñëîâà, èëè îùå ñêàëàðíà,
ôóíêöèÿ. Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å f å âåêòîðíà ôóíêöèÿ.
Âñÿêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå îïèñàíà ÷ðåç ÷èñëîâè ôóíêöèè;
íàèñòèíà, íåêà f å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â D ⊂ Rn è âçåìàùà
ñòîéíîñòè â Rm. Äà îçíà÷èì ÷ðåç f1(x), . . . , fm(x) êîîðäèíàòèòå íà
òî÷êàòà f(x) ∈ Rm. Òîãàâà f1(x), . . . , fm(x) ñà ÷èñëîâè ôóíêöèè âúðõó
D, êîèòî îïðåäåëÿò íàïúëíî ôóíêöèÿòà f . Òåçè ôóíêöèè ñå íàðè÷àò
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè çà èçîáðàæåíèåòî f .

Ùå ñå çàíèìàåì ñ ïîíÿòèÿòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ è íåïðåêúñíàòîñò.
Èçëîæåíèåòî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòàðÿ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, èçëîæåí â
÷àñò I, �1.8 è 1.10. Îòíîâî èìàìå äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ çà
ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ (è ñúîòâåòíî äâå îïðåäåëåíèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò):
- íà Õàéíå è íà Êîøè.

Îïðåäåëåíèå íà Õàéíå çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.Äàäåíà å
ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn ñúñ çíà÷åíèÿ â Rm.
Íåêà P0 ∈ D, è Q å òî÷êà îò Rm. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(P ) êëîíè
êúì Q ïðè P → P0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D, çà
êîÿòî Pk → P0 èìàìå f (Pk) → Q â Rm.

Îïðåäåëåíèå íà Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.Ïðè ãîðíèòå
óñëîâèÿ êàçâàìå, ÷å f(P ) êëîíè êúì Q ïðè P → P0, àêî çà âñÿêî ε >
0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P îò D, çà êîÿòî
% (P, P0) < δ, èìàìå % (f(P ), Q) < ε.

Òåîðåìà 1.Îïðåäåëåíèÿòà íà Õàéíå è Êîøè çà ãðàíèöà íà
ôóíêöèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ëåñíàòà ÷àñò - ùå äîïóñíåì,
÷å f(P ) êëîíè êúì Q ïðè P → P0 â ñìèñúë íà Êîøè, è ùå äîêàæåì, ÷å
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òîâà å âÿðíî è â ñìèñúë íà Õàéíå. Íàèñòèíà, íåêà {Pk}k=1,2,... å ðåäèöà îò
òî÷êè íà D, êëîíÿùà êúì P0. Ùå äîêàæåì, ÷å f (Pk) → Q. Äà èçáåðåì
ïðîèçâîëíî ε > 0, è äà âçåìåì ñúîòâåòíîòî δ > 0 ïî îïðåäåëåíèåòî íà
Êîøè. Òîãàâà ïî îïðåäåëåíèåòî íà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè ìîæå
äà ñå íàìåðè ν òàêîâà, ÷å % (Pk, P0) < δ çà âñÿêî k > ν. Ñëåäîâàòåëíî
ïðè k > ν èìàìå % (f(P ), Q) < ε, êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Äîêàçàòåëñòâîòî â îáðàòíàòà ïîñîêà ñå èçâúðøâà ÷ðåç äîïóñêàíå
íà ïðîòèâíîòî. Ùå äîïóñíåì, ÷å îïðåäåëåíèåòî íà Êîøè íå å
óäîâëåòâîðåíî, è ùå äîêàæåì, ÷å íå å èçïúëíåíî è îïðåäåëåíèåòî íà
Õàéíå. Òâúðäåíèåòî "f(P ) íå êëîíè â ñìèñúë íà Êîøè êúì Q ïðè P →
P0" îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà
÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíåíà: ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà
òî÷êà Pδ ∈ D òàêàâà, ÷å % (Pδ, P0) < δ, íî % (f (Pδ) , Q) ≥ ε0. Çà äà ñâåäåì
íåùàòà äî ðåäèöè, äà äàäåì íà δ ñòîéíîñòè δ1 = 1, δ2 = 1/2, . . . , δk =
1/k, . . . è äà îçíà÷èì Pk = Pδk

. Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò
óñëîâèÿòà Pk ∈ D, % (Pk, P0) < 1/k è % (f (Pk) , Q) ≥ ε0. Ñ äðóãè äóìè,
ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D êëîíè êúì P0, íî ðåäèöàòà îò
ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè f {Pk} íå êëîíè êúì Q.

Ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ëåñíî ñå ñâåæäà êúì ñëó÷àÿ íà
ãðàíèöè íà ÷èñëîâè ôóíêöèè. Íåêà f1(P ), . . . , fm(P ) ñà êîîðäèíàòíèòå
ôóíêöèè íà èçîáðàæåíèåòî f(p), è íåêà Q = (y1, . . . , ym). Òîãàâà:

Òâúðäåíèå 2.Èìàìå limP→P0 f(P ) = Q òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî limP→P0 fi(P ) = yi çà âñÿêî i ìåæäó 1 è m.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî òåîðåìà 3 îò �2 ðåäèöàòà f (Pk) êëîíè êúì
Q òî÷íî òîãàâà, êîãàòî fi (Pk) → yi çà i = 1, . . . , m. Îòòóê, èçïîëçâàéêè
äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå, ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî.

Îò ãîðíîòî òâúðäåíèå âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ïðè ëèíåéíèòå îïåðàöèè
- ñóìà íà âåêòîðíè ôóíêöèè, è ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñ
÷èñëîâà ôóíêöèÿ - ìîæå äà ñå èçâúðøâà ãðàíè÷åí ïðåõîä. Ïî-òî÷íî,
èìàìå:

Òâúðäåíèå 3.
à/ Àêî f(P ) è g(P ) ñà âåêòîðíè ôóíêöèè ñúñ ñòîéíîñòè â Rm,

ïðèòåæàâàùè ãðàíèöè ïðè P → P0, òî limP→P0 (f(P ) + g(P )) =
limP→P0 f(P ) + limP→P0 g(P ).
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á/ Àêî λ(P ) å ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, à f(P ) - âåêòîðíà ôóíêöèÿ, è
äâåòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ãðàíèöè ïðè P → P0, òî limP→P0 λ(P ) f(P ) =
limP→P0 λ(P ) limP→P0 f(P ).

Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå.Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà

îáëàñò D ⊂ Rn è ñúñ çíà÷åíèÿ â Rm. Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å
íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà P0 ∈ D, àêî

lim
P→P0

f(P ) = f (P0) .

Äâåòå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà
ôóíêöèÿ âîäÿò äî äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà íåïðåêúñíàòîñòòà:

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Õàéíå.Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D, çà êîÿòî
Pk → P0 èìàìå f (Pk) → f (P0) â Rm.

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Êîøè.Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà
òî÷êà P îò D, çà êîÿòî % (P, P0) < δ, èìàìå % (f(P ), f (P0)) < ε.

Ðàçáèðà ñå, òåçè äâå îïðåäåëåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè, è íèå ìîæåì
äà èçïîëçâàìå òîâà îïðåäåëåíèå, êîåòî å ïî-óäîáíî â äàäåíà êîíêðåòíà
ñèòóàöèÿ. Òàêà, îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå è îò òâúðäåíèå 3 âåäíàãà
ñëåäâà:

Òâúðäåíèå 4.Ñóìà íà äâå íåïðåêúñíàòè âåêòîðíè ôóíêöèè (ñúñ
çíà÷åíèå â åäíî è ñúùî ïðîñòðàíñòâî Rm), êàêòî è ïðîèçâåäåíèå íà
íåïðåêúñíàòà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ ñ íåïðåêúñíàòà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, ñà
ñúùî íåïðåêúñíàòè.

Íåïðåêúñíàòîñò íà ñëîæíî èçîáðàæåíèå.Íåêà f å èçîáðàæåíèå
ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn è ñòîéíîñòè â Rm, è g å èçîáðàæåíèå
ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò E ⊂ Rm è ñòîéíîñòè â Rp. Äà ïðåäïîëîæèì,
÷å f(D) ⊂ E. Òîãàâà ìîæåì äà îïðåäåëèì èçîáðàæåíèåòî F ñ
äåôèíèöèîííà îáëàñò D è ñòîéíîñòè â Rp ñ ôîðìóëàòà F (P ) = F (g(P )),
P ∈ D. Èçîáðàæåíèåòî F ñå íàðè÷à ñëîæíî, èëè ñúñòàâíî, èçîáðàæåíèå.
Êàçâà ñå îùå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å ñóïåðïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿòà f
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è g. Êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà, ñóïåðïîçèöèÿòà íà äâå
íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ å ñúùî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå:

Òåîðåìà 5. Íåêà ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà P0 ∈
D, è g å íåïðåêúñíàòà â Q0 = f (P0). Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F
ñúùî å íåïðåêúñíàòà â P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Pk} å ðåäèöà îò òî÷êè íà D, êëîíÿùà êúì
P0. Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå ðåäèöàòà Qk = f (Pk) êëîíè êúì
Q0 è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà F (Pk) = g (Qk) êëîíè êúì F (P0) = g (Q0).

Ïðèìåð. Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å íåïðåêúñíàòîñòòà ïî
äâå ïðîìåíëèâè å íåùî ïîâå÷å îò íåïðåêúñíàòîñòòà ïî âñÿêà îò òÿõ
ïîîòäåëíî. Íåêà f(x, y) å îïðåäåëåíà ñ ôîðìóëàòà

f(x, y) =
x y

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Òîãàâà ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî y ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà
êàòî ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà x, è ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî x - êàòî
ôóíêöèÿ íà y. Â òî÷êàòà (0, 0) îáà÷å ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà.
Íàèñòèíà, àêî Pn = (1/n, 1/n), òî f (Pn) → 1/2. Íåùî ïîâå÷å, àêî
ðàçãëåäàìå ðåäèöà îò òî÷êè â R2, êîÿòî êëîíè êúì íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòèòå, íàìèðàéêè ñå âúðõó ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = λx, òî
ðåäèöàòà îò ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè êëîíè êúì λ

1+λ2 , ò.å. ãðàíè÷íàòà
ñòîéíîñò çàâèñè îò ïîñîêàòà, ïî êîÿòî ñå ñòðåìèì êúì òî÷êàòà.

Âúçìîæíà å è ïî-ñëîæíà ñèòóàöèÿ - åäíà ôóíêöèÿ äà èìà åäíà è
ñúùà ãðàíèöà ïî âñè÷êè ïðàâè, ìèíàâàùè ïðåç äàäåíà òî÷êà, è âúïðåêè
òîâà äà íå áúäå íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà - âèæ çàäà÷à ????.

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè. Êàçâàìå, ÷å
åäíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, àêî òÿ å íåïðåêúñíàòà âúâ âñè÷êè òî÷êè
íà äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò. Íèå ùå èçëîæèì åäíà õàðàêòåðèçàöèÿ
íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè.

Íåêà f(P ) å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn è ñúñ
çíà÷åíèÿ â Rm. Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rm. Ïîä ïðîîáðàç íà M
îòíîñíî f ðàçáèðàìå ìíîæåñòâîòî îò îíåçè òî÷êè P ∈ D òàêèâà,
÷å f(p) ∈ M (ðàçáèðà ñå, òîâà ìîæå äà å è ïðàçíîòî ìíîæåñòâî).
Ïðàîáðàçúò íà M îòíîñíî f ùå îçíà÷àâàìå ñ f−1(M).
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Ùå èçïîëçâàìå åäíî îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî.
Íåêà D ⊂ Rn, è V å ïîäìíîæåñòâî íà D. Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî
V å îòâîðåíî â D, àêî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ V ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å
B (P, ε) ∩ D ⊂ V . Àêî D ñúâïàäà ñ öÿëîòî Rn, ïîëó÷àâàìå èçâåñòíîòî
âå÷å îïðåäåëåíèå íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 6.Ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn

è ñúñ çíà÷åíèÿ â Rm å íåïðåêúñíàòà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ïðàîáðàçúò íà âñÿêî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm å îòâîðåí â D.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà âúâ âñè÷êè òî÷êè íà
D, è íåêà U ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å f−1(U) å
îòâîðåíî â D. Íàèñòèíà, íåêà P0 ∈ f−1(U). Òîãàâà f (P0) ïðèíàäëåæè
íà U , è ïî îïðåäåëåíèåòî íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà
÷å B (f (P0) , ε) ∩D ⊂ U . Ïî äåôèíèöèÿòà íà Êîøè çà íåïðåêúñíàòîñò
ìîæåì äà íàìåðèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî P ∈ D, çà êîåòî % (P, P0) < δ,
èìàìå % (f (P ) , f (P0)) < ε. Ïðåâåäåíî íà åçèêà íà ìíîæåñòâàòà, òîâà
îçíà÷àâà, ÷å B (P0, δ) ∩D ⊂ f−1(U), êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Îáðàòíî, íåêà å äàäåíî, ÷å ïðàîáðàçúò íà âñÿêî îòâîðåíî
ìíîæåñòâî ÷ðåç f å îòâîðåí â D. Äà ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà
P0 ∈ D. Ùå äîêàæåì, ÷å f å íåïðåêúñíàòà ïî Êîøè â P0. Íàèñòèíà,
äà âçåìåì ïðîèçâîëíî ε > 0, è äà îçíà÷èì ñ U îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
B (f (P0) , ε) â Rm. Òîãàâà f−1(U) å îòâîðåíî â D, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å B (P0, δ)∩D ⊂ f−1(U). Òîâà çíà÷è, ÷å çà âñÿêî
P ∈ D, óäîâëåòâîðÿâàùî % (P, P0) < δ, å èçïúëíåíî % (f (P ) , f (P0)) < ε.

Ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíî
ìíîæåñòâî. Òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó
êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë ëåñíî ñå ïðåíàñÿò çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíàòè
÷èñëîâè ôóíêöèè âúðõó êðàéíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn:

Òåîðåìà 7. (Ïúðâà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ).Âñÿêà íåïðåêúñíàòà
÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, å îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 8. (Âòîðà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ).Âñÿêà íåïðåêúñíàòà
÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, äîñòèãà
íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñè ñòîéíîñò.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ f(P ) å äåôèíèðàíà è
íåïðåêúñíàòà çà P ∈ D, êúäåòî D å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Äà
äîïóñíåì, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà, íàïðèìåð, îòãîðå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ðåäèöà îò òî÷êè Pk ∈ D òàêèâà. ÷å f (Pk) ≥ k. Ñïîðåä �2.10 íèå ìîæåì
äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl

→ P0 ∈ D. Òîãàâà îò åäíà
ñòðàíà f (Pkl

) > kl è ñëåäîâàòåëíî f (Pkl
) → +∞. Îò äðóãà ñòðàíà,

îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà P0 ñëåäâà, ÷å f (Pkl
) → f (P0), è

ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà ïúðâàòà òåîðåìà.
Íåêà ñåãà M = supP∈D f(P ). Òîãàâà çà âñÿêî åñòåñòâåíî k ÷èñëîòî

M−1/k âå÷å íå å ãîðíà ãðàíèöà çà çíà÷åíèÿòà íà ôóíêöèÿòà, è íèå ìîæå
äà íàìåðèì òî÷êà Pk ∈ D òàêàâà. ÷å M − 1/k < f (Pk) ≤ M . Îòíîâî ùå
èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl

→ P0. Êàòî èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä
â íåðàâåíñòâàòà

M − 1

kl

< f (Pkl
) ≤ M,

ïîëó÷àâàìå M ≤ f (P0) ≤ M , ò.å. f (P0) = M .
Òâúðäåíèÿòà çà îãðàíè÷åíîñò îòäîëó è çà äîñòèãàíå íà òî÷íàòà

äîëíà ãðàíèöà ñå ïîëó÷àâàò àíàëîãè÷íî.
Çà âåêòîðíîçíà÷íè ôóíêöèè ãîðíèòå òâúðäåíèÿ íå ñå ïðåíàñÿò

äîñëîâíî, íî ñå çàìåñòâàò îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà. Çà ñëó÷àÿ íà ÷èñëîâè
ôóíêöèè òÿ å åêâèâàëåíòíà ñ òåîðåìè 6 è 7 (ïîêàæåòå!).

Òåîðåìà 9.Îáðàçúò íà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî ïðè íåïðåêúñíàòî
èçîáðàæåíèå å êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn è âçåìàùà ñòîéíîñòè â Rm. Ùå
ïîêàæåì, ÷å íåéíèÿò îáðàç f(D) ⊂ Rm, ñúñòîÿù ñå îò âñè÷êè òî÷êè
f(P ), p ∈ D, å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm. Ïî òåîðåìà �2.10 å
äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å îò âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè Qk ∈ f(D) ìîæåì
äà èçáåðåì ïîäðåäèöà, ñõîäÿùà êúì òî÷êà îò f(D). Íåêà Qk = f (Pk).
Èçáèðàìå ïîäðåäèöà Pkl

îò òî÷êè íà D, êëîíÿùà êúì P0 ∈ D. Òîãàâà
îò íåïðåêúñíàòîñòòà â òî÷êàòà P0 ïîëó÷àâàìå, ÷å Qkl

→ Q0 = f (P0).
Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò. È òîâà ïîíÿòèå ñå ïðåíàñÿ îò

åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ:
Îïðåäåëåíèå.Èçîáðàæåíèåòî f ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn

ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî â D, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
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δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè P è Q îò D, çà êîèòî %(P,Q) < δ,
èìàìå %(f(P ), f(Q)) < ε.

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà íà Êàíòîð).Âñÿêî èçîáðàæåíèå,
äåôèíèðàíî âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî è íåïðåêúñíàòî â íåãî, å è
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å èçáðàæåíèåòî f , äåôèíèðàíî
è íåïðåêúñíàòî âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D, íå å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-
íàòàòúøíàòà ÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíåíà: ò.å. çà âñÿêî
δ > 0 ñúùåñòâóâàò òî÷êè Pδ, Qδ ∈ D òàêàâà, ÷å % (Pδ, Qδ) < δ,
íî % (f (Pδ) , f (Qδ)) ≥ ε0. Äà äàäåì íà δ ñòîéíîñòè δk = 1/k, . . . è
äà îçíà÷èì Pk = Pδk

, Qk = Qδk
. Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò

óñëîâèÿòà % (Pk, Qk) < 1/k è % (f (Pk) , f (Qk)) ≥ ε0. Íåêà {Pkl
} l =

1, 2, . . . å ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà {Pk}. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà
è ñ P0. Î÷åâèäíî ðåäèöàòà {Qkl

} l = 1, 2, . . . êëîíè êúì ñúùàòà ãðàíèöà.
Òîãàâà f (Pkl

) → f (P0), f (Qkl
) → f (Q0), è f (Pkl

) − f (Qkl
) → ~0, êîåòî

ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî, ÷å % (f (Pkl
) , f (Qkl

)) ≥ ε0.
Ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìà çà ìåæäèííèòå

ñòîéíîñòè. Â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà ñå äîêàçâà ñëåäíîòî ñâîéñòâî
íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè: íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà âúðõó èíòåðâàë (âèäà íà èíòåðâàëà íå å îò çíà÷åíèå). Àêî
A è B ñà çíà÷åíèÿòà íà ôóíêöèÿòà â äâå òî÷êè îò äåôèíèöèîííèÿ
èíòåðâàë, è C å ÷èñëî ìåæäó A è B, òî ñúùåñòâóâà òî÷êà, â êîÿòî
f(x) âçåìà ñòîéíîñò C. Òåîðåìàòà íå å âÿðíà, àêî ïðîïóñíåì óñëîâèåòî,
÷å äåôèíèöèîíàòà îáëàñò å èíòåðâàë; íàïðèìåð, íåêà äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî å îáåäèíåíèå íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëà, è f(x) å
ðàâíà íà êîíñòàíòàòà 0 âúðõó ïúðâèÿ, è íà 1 - âúðõó âòîðèÿ. Òàêà
îïðåäåëåíàòà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, íî ìåæäèííàòà ñòîéíîñò 1/2 íå
ñå äîñòèãà â íèêîÿ òî÷êà.

Çà äà óñïååì äà ïðåíåñåì òàçè òåîðåìà â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé,
òðÿáâà äà ìîæåì äà ïðàâèì ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó äâàòà ñëó÷àÿ çà
ïîäìíîæåñòâà íà Rn. Îáùî êàçàíî, òðÿáâà äà ðàçäåëèì ìíîæåñòâàòà,
êîèòî "ñå ñúñòîÿò îò åäíî ïàð÷å", îò òåçè, êîèòî ñà "îò íÿêîëêî
ïàð÷åòà". Òîâà âîäè äî ïîíÿòèåòî ëèíåéíà ñâúðçàíîñò íà ìíîæåñòâî.
Òîâà å ìíîæåñòâî, âñåêè äâå òî÷êè íà êîåòî ìîæå äà áúäàò ñúåäèíåíè
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ñ íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ. Ïðåäâàðèòåëíî ÷å òðÿáâà äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî
íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn:

Îïðåäåëåíèå. Ïîä íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn ðàçáèðàìå
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà êðàéíèÿ è çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b] â
ïðîñòðàíñòâîòî Rn.

Òàêà, âñÿêà íåïðåêúñíàòà êðèâà â Rn ñå çàäàâà ñ âåêòîðíà ôóíêöèÿ
ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), t ∈ [a, b]. Ñúñ ñúùèÿ òåðìèí ùå îçíà÷àâàìå è
ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ϕ(t): Γϕ = {ϕ(t)}t∈[a,b]. Òî÷êèòå ϕ(a) è
ϕ(b) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íà÷àëíà è êðàéíà òî÷êà íà êðèâàòà Γϕ.

Îïðåäåëåíèå. Åäíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn ñå íàðè÷à ëèíåéíî ñâúð-
çàíî, àêî çà âñåêè äâå òî÷êè P , Q îò D ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà
êðèâà Γϕ, ñúäúðæàùà ñå â D, ñ íà÷àëíà òî÷êà P è êðàéíà òî÷êà Q.

Íàïðèìåð, âñÿêî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî å ëèíåéíî ñâúðçàíî. Ùå
íàïîìíèì, ÷å åäíî ìíîæåñòâî ñå íàðè÷à èçïúêíàëî, àêî òî ñúäúðæà
çàåäíî ñ âñåêè äâå ñâîè òî÷êè è îòñå÷êàòà, êîÿòî ãè ñâúðçâà. Òàêèâà
ìíîæåñòâà ñà êðúãà, ïðàâîúãúëíèêà, òðèúãúëíèêà è äð. Îòñå÷êàòà,
êîÿòî ñâúðçâà òî÷êèòå P è Q, ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà ïî ôîðìóëàòà
ϕ(t) = (1−t) P +t Q, è ñëåäîâàòåëíî ïðåäñòàâëÿâà íåïðåêúñíàòà êðèâà,
ñúåäèíÿâàùà òåçè òî÷êè.

Îáðàòíî, îáåäèíåíèåòî íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå êðúãà íå å ñâúðçàíî
(äîêàæåòå!),

Çàáåëåæêà. Äðóãî, áëèçêî ïî õàðàêòåð ñâîéñòâî íà ìíîæåñòâàòà
â Rn ñå äàâà â îïðåäåëåíèåòî íà ñâúðçàíî ìíîæåñòâî - âèæ çàäà÷è 12-15.

Òåîðåìà 11. Íåêà f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó ëèíåéíî
ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn, P è Q ñà äâå òî÷êè îò D, è A = f(P ),
B = f(Q). Íåêà C å ÷èñëî ìåæäó A è B. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà
L ∈ D òàêàâà, ÷å f(L) = C.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà êúì åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé,
äîêàçàí â I �1.11, ñëåäñòâèå 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî ϕ(t) : [a, b] → Rn äà
îïðåäåëÿ íåïðåêúñíàòà êðèâà, ëåæàùà â D è ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå P è
Q. Äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî F (t) ïî ôîðìóëàòà
F (t) = f (ϕ(t)), t ∈ [a, b]. Òîãàâà èìàìå F (a) = A, F (b) = B, è
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å F (ξ) = C. Íåêà
L = ϕ(ξ); òîãàâà f(L) = F (ξ) = C.
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Óïðàæíåíèÿ.
1. Äîêàæåòå, ÷å åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå %(P, Q) â Rn å ðàâíîìåðíî

íåïðåêúñíàòî ïî äâåòå ïðîìåíëèâè åäíîâðåìåííî, ò.å. ñå ÿâÿâà
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà (P, Q) ∈ R2n.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî

|% (P1, Q1)− % (P2, Q2)| ≤ % (P1, P2) + % (Q1, Q2) .

2. (Ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êà è ìíîæåñòâî.) Íåêà P å òî÷êà è A
å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó P è A ñå îïðåäåëÿ ïî
ôîðìóëàòà

%(P,A) = inf
Q∈A

%(P,Q).

à/ Äîêàæåòå, ÷å |%(P, A)− %(Q, A)| ≤ %(P, Q) è ñëåäîâàòåëíî
%(P,A) å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà P .

á/ Íåêà A å çàòâîðåíî. Äîêàæåòå, ÷å â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ
ìèíèìóìúò ñå äîñòèãà, ò.å. ñúùåñòâóâà Q ∈ A òàêîâà, ÷å %(P,A) =
%(P,Q).

3. (Ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå ìíîæåñòâà.) Íåêà A è B ñà ïîäìíîæåñòâà
íà Rn. Äà ïîëîæèì

%(A,B) = inf
P∈A , Q∈B

%(P, Q).

à/ Äîêàæåòå, ÷å %(A,B) = infP∈A %(P,B) = infQ∈B %(Q,A).
á/ Äîêàæåòå, ÷å àêî A è B ñà íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà íà

Rn, êàòî A å êîìïàêòíî, à B å çàòâîðåíî, òî %(A,B) > 0.
4. Íåêà A è B ñà íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn.

Ïîñòðîéòå íåïðåêúñíàòà â Rn ôóíêöèÿ f(P ) òàêàâà, ÷å f(P ) = 0 çà
P ∈ A è f(P ) = 1 çà P ∈ B.

Óïúòâàíå. Îïðåäåëåòå f(P ) ñ ôîðìóëàòà:

f(P ) =
%(P,A)

%(P,A) + %(P, B)
.

5. Íåêà A è B ñà êàòî â ãîðíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å òå ìîãàò
äà áúäàò îòäåëåíè ñ íåïðåñè÷àùè ñå îêîëíîñòè, ò.å. ñúùåñòâóâàò äâå
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îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà U, V íà Rn òàêèâà, ÷å A ⊂ U , B ⊂ V , è U ∩V =
Ø.

Óïúòâàíå. Ïîëîæåòå U = f−1 ((−∞, 1/2)), V = f−1 ((1/2, +∞)).
6. Íåêà ||P ||′ å íîðìà â Rn, ò.å. ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà

óñëîâèÿòà 1'/ - 3'/ îò �1. Äîêàæåòå, ÷å ||P ||′ å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà
~0.

Óïúòâàíå. Íåêà ~e1, . . . ~en ñà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè â Rn. Òîãàâà
çà òî÷êàòà P ñ êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn) å â ñèëà âåêòîðíîòî ðàâåíñòâî
P = x1~e1 + . . . + xn~en, è îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå

||P ||′ ≤
n∑

i=1

|xi| ||~ei||′ ≤
√∑ (

||~ei||′
)2

√∑
x2

i .

7. Àêî ||P ||′ å êàêòî â ïðåäíàòà çàäà÷à, äîêàæåòå, ÷å ||P ||′ å
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â Rn.

Óïúòâàíå.Ïîêàæåòå, ÷å
∣∣∣||P ||′ − ||Q||′

∣∣∣ ≤ ||P −Q||′, è èçïîëçâàéòå
ãîðíîòî íåðàâåíñòâî çà P −Q.

8. Íåêà ||P ||′ å ïðîèçâîëíà íîðìà â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà
1'/ - 3'/, è íåêà ||P || å îáè÷àéíàòà åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Äîêàæåòå, ÷å
ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c, C, 0 < c ≤ C, òàêà ÷å çà âñÿêî P ∈ Rn äà
èìàìå

c ||P || ≤ ||P ||′ ≤ C ||P || .
Óïúòâàíå. Íåêà S å ñôåðà â Rn ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ

åäèíèöà (ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå â Rn ñ åâêëèäîâà íîðìà åäèíèöà).
Äà îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ c è C íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
íà ôóíêöèÿòà ||P ||′ âúðõó S (êîèòî ñúùåñòâóâàò ñïîðåä òåîðåìèòå íà
Âàéåðùðàñ). Ïîêàæåòå, ÷å òå óäîâëåòâîðÿâàò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà.

Çàáåëåæêà. Êàçâàìå, ÷å íîðìèòå ||P || è ||P ||′ ñà åêâèâàëåíòíè,
àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c è C. çà êîèòî íåðàâåíñòâîòî îò çàäà÷àòà
âèíàãè å óäîâëåòâîðåíî. Â òàçè òåðìèíîëîãèÿ, òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà
ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà: Âñÿêà íîðìà â Rn å åêâèâàëåíòíà íà
åâêëèäîâàòà.

9. Íåêà ||P || è ||P ||′ ñà íîðìè â Rn, è %(P, Q), %′(P, Q) ñà ïîðîäåíèòå
îò òÿõ ðàçñòîÿíèÿ (âèæ �1.) Äîêàæåòå, ÷å ||P || è ||P ||′ ñà åêâèâàëåíòíè
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òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ðàçñòî÷íèÿòà %, %′ ïîðàæäàò åäíà è ñúùà ñõîäèìîñò
íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn.

Óïúòâàíå. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåòå çàäà÷àòà çà ðåäèöè,
êëîíÿùè êúì íóëàòà. Â åäíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî
îò äåôèíèöèÿòà íà åêâèâàëåíòíîñò. Îáðàòíî, íåêà çà âñÿêî åñòåñòâåíî
k ñúùåñòâóâà òî÷êà Pk ∈ Rn òàêàâà, ÷å ||Pk||′ > k ||Pk||. Òîãàâà ðåäèöàòà
Qk =

1√
k ||Pk||

Pk óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà ||Qk|| → 0, ||Qk||′ → +∞.

10. Íåêà ||P ||′ å ïðîèçâîëíà íîðìà â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà 1'/ - 3'/. Èçïîëçâàéêè òâúðäåíèÿòà íà çàäà÷è 8 è 9, äîêàæåòå,
÷å ñõîäèìîñòòà îòíîñíî ||P ||′ íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn ñúâïàäà ñ
ïîêîîðäèíàòíàòà ñõîäèìîñò (âèæ òåîðåìà 3 îò �2).

Ïîÿñíåíèå. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk} êëîíè êúì P0 îòíîñíî
íîðìàòà || ||′, àêî ||Pk − P0||′ → 0 (â äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò â �2 çà
òàçè öåë å èçïîëçâàíà åâêëèäîâàòà íîðìà.)

11. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿòà â R2, äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëèòå:

f(x, y) =
x2 y

x4 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) å íå å íåïðåêúñíàòà â íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, íî å íåïðåêúñíàòà ïî âñÿêà ïðàâà, ìèíàâàùà
ïðåç íà÷àëîòî.

Óïúòâàíå. Âñÿêà ïðàâà ïðåç íà÷àëîòî ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ
ôîðìóëèòå x = λt, y = µt, t ∈ R, ïðè ïîäõîäÿùè λ è µ. Ëåñíî ñå âèæäà,
÷å ôóíêöèÿòà f (λt, µt), ïîëó÷åíà ÷ðåç çàìåñòâàíå ïî òåçè ôîðìóëè, å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà t. Îò äðóãà ñòðàíà, ðåäèöàòà Pn = (1/n, 1/n2)
êëîíè êúì (0, 0), íî f (Pn) → 1/2.

12. Äîêàæåòå, ÷å ïîäìíîæåñòâîòî V íà ìíîæåñòâîòî D å îòâîðåíî
â D (ñïîðåä äåôèíèöèÿòà, ïðåäõîæäàùà òåîðåìà 6) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ìíîæåñòâî U , òàêà ÷å V = D ∩ U .

13. Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn ñå íàðè÷à ñâúðçàíî, àêî íå
ñúùåñòâóâàò äâå íåïðåñè÷àùè ñå îòâîðåíè ìíîæåñòâà U è V , òàêà
÷å M ⊂ U ∪ V (Ñ äðóãè äóìè, M íå ìîæå äà ñå ðàçëîæè íà äâå
îòâîðåíè â íåãî ïîäìíîæåñòâà.) Äîêàæåòå, ÷å âñåêè èíòåðâàë å ñâúðçàíî
ïîäìíîæåñòâî íà R.



1.3. ÍÅÏÐÅÊÚÑÍÀÒÎÑÒ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈß 33

Óïúòâàíå. Íåêà I = [a, b] ⊂ U ∪ V , êàòî a ∈ U , b ∈ V .
Ðàçãëåäàéòå c = supx∈I∩U x, è ïîêàæåòå, ÷å c å êîíòóðíà òî÷êà çà U
è V . Ñëåäîâàòåëíî, c íå ìîæå äà ïðèíàäëåæè íèòî íà U , íèòî íà V .

14. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî å ñâúðçàíî.
Óïúòâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å M ⊂ U ∪ V , è ϕ(t), t ∈ [a, b],

å ïàðàìåòðèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòà êðèâà, ñâúðçâàùà òî÷êà îò U ñ
òî÷êà îò V . Òîãàâà èíòåðâàëúò [a, b] ñå ïðåäñòàâÿ êàòî îáåäèíåíèå íà
íåïðåñè÷àùèòå ñå îòâîðåíè ìíîæåñòâà ϕ−1(U) è ϕ−1(V ).

15. Äà îçíà÷èì ñ Ì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), çàäàäåíà ñ
ôîðìóëàòà

f(x) = sin 1

x
ïðè x 6= 0 , f(0) = 0

(âèæ ãðàôèêàòà â I, ñòð. 92.)
Äîêàæåòå, ÷å M å ñâúðçàíî, íî íå å ëèíåéíî ñâúðçàíî.
16. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îòâîðåíî ñâúðçàíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å

è ëèíåéíî ñâúðçàíî.
17. Äîêàæåòå, ÷å àêî f å íåïðåêúñíàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ âúðõó

ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâî M , òî çà íåÿ å âàëèäíà òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå
ñòîéíîñòè (òåîðåìà 11).

Óïúòâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å ÷èñëàòà A è B ñà ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿòà f , A < C < B, è ÷èñëîòî C íå å ñòîéíîñò íà f . Òîãàâà
ùå èìàìå M ⊂ f−1 ((−∞, C)) ∪ f−1 ((C, +∞)).

18. Íåêà f(p) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà âúðõó
îòâîðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn. Äîêàæåòå, ÷å f å
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó D òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òÿ ñå
ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(p) âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà
D íà D.

Çàáåëåæêà. Â åäíàòà ïîñîêà ãîðíîòî òâúðäåíèå å íåïîñðåäñòâåíî
ñëåäñòâèå íà òåîðåìà 10; íàèñòèíà, àêî f(p) ñúùåñòâóâà, òî òÿ å
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó D, è ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å âÿðíî
è çà f(p). Òðóäíàòà ÷àñò íà çàäà÷àòà å äà ñå ïîñòðîè íåïðåêúñíàòî
ïðîäúëæåíèå íà ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f(p) â òî÷êèòå
îò êîíòóðà bD íà D.

Óïúòâàíå. Íåêà P0 ∈ bD è Pk → P0, Pk ∈ D. Äîêàæåòå, ÷å
ðåäèöàòà {f (Pk)} å ôóíäàìåíòàëíà â ñìèñúë íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî
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ñõîäÿùà. Ïîêàæåòå, ÷å ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò f (P0) íå çàâèñè îò èçáîðà
íà ðåäèöàòà {Pk}, êëîíÿùà êúì P0. Äîêàæåòå, ÷å òàêà ïðîäúëæåíàòà
ôóíêöèÿ f (P ) å íåïðåêúñíàòà âúðõó D.
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1.4 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèè è èçîáðàæåíèÿ.
Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè.

Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî
D íà Rn. Íàé-÷åñòî å òðóäíî äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî ïîâåäåíèåòî
íà òàçè ôóíêöèÿ; çà òàçè öåë ìîæåì äà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòòà íà
ôóíêöèÿòà f îò âñÿêî åäíî ïðîìåíëèâî ïîîòäåëíî. Íåêà ôèêñèðàìå
òî÷êà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) îò D, è äà âúâåäåì ñëåäíèòå (n íà áðîé) ôóíêöèè

íà åäíî ïðîìåíëèâî:

ϕi(t) = f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
,

êàòî ôóíêöèÿòà ϕi(t) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0
i .

Ôóíêöèèòå ϕ1, . . . , ϕn ùå íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè, ñúîòâåòñòâàùè
íà ôóíêöèÿòà íà ìíîãî ïðîìåíëèâè f(x). Íà ÷åðòåæà å äàäåíà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 − y2, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè
(x, y, z) ∈ R3, çà êîèòî z = f(x, y), è ëåæàùèòå âúðõó íåÿ ãðàôèêè íà
íÿêîè îò ÷àñòè÷íèòå è ôóíêöèè.

(Òóê å äàäåí è äðóã íà÷èí çà îíàãëåäÿâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà
åäíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè � ÷ðåç òàêà íàðå÷åíèòå ëèíèè íà
íèâî, ("õîðèçîíòàëè") ò.å. ëèíèèòå, çàäàäåíè ñ óðàâíåíèåòî f(x, y) = a
ïðè ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà a. Òîçè íà÷èí ñå èçïîëçóâà íàïðèìåð çà
ïðåäñòàâÿíå íà ðåëåôà íà ìåñòíîñòòà âúðõó ôèçè÷åñêèòå êàðòè.)

×àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ. Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå
ïðîèçâîäíèòå íà íàïèñàíèòå ïî-ãîðå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè (ñòèãà òå äà
ñúùåñòâóâàò). Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèÿòà f(x)
ïî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn, êàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà
ôèêñèðàíè. Òàêà ñòèãàìå äî îïðåäåëåíèåòî:

Ïîä ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) ïî ïðîìåíëèâàòà
xi â òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ùå ðàçáèðàìå (àêî ñúùåñòâóâà)

ãðàíèöàòà

∂f

∂xi

(
x0

)
= ϕ′i(x

0
i ) =

= lim
h→0

f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i + h, x0

i+1, . . . , x
0
n

)
− f

(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n

)

h
.
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×àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà f(x) ïî xi ñå îçíà÷àâà îùå è ñ f ′xi
.

Çà íàãëåäíîñò ùå ïîâòîðèì òàçè äåôèíèöèÿ çà ôóíêöèÿ íà äâå
ïðîìåíëèâè f(x, y):

f ′x (x0, y0) = lim
h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)

h
,

f ′y (x0, y0) = lim
k→0

f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)

k
.

Çàáåëåæêà. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å (çà ðàçëèêà îò ñëó÷àÿ
íà åäíî ïðîìåíëèâî) íàëè÷èåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ïî âñè÷êè
ïðîìåíëèâè è âúâ âñÿêà òî÷êà, îùå íå îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà å
"äîáðà". Äà ñè ïðèïîìíèì ôóíêöèÿòà, ðàçãëåäàíà â ïðèìåðà â �3:
f(x, y) = x y

x2+y2 ïðè (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(x, y)
ïðèòåæàâà íàâñÿêúäå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî x è y; îò äðóãà ñòðàíà,
êàêòî áåøå ïîêàçàíî òàì, ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà â (0, 0).

Ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè.
Çà äà îáÿñíèì ñìèñúëà íà èçâåäåíîòî ïî-äîëó ðàâåíñòâî, îòíà÷àëî ùå
ñè ïðèïîìíèì ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà åäíî ïðîìåíëèâî. Íåêà f(x) å
ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ∈ R è äèôåðåíöèðóåìà
â òàçè òî÷êà. Çíàåì, ÷å f ′ (x0) = limh→0

f(x0+h)−f(x0)
h

. Àêî îçíà÷èì

α(h) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′ (x0) ,

òî ùå ïîëó÷èì, ÷å limh→0 α(h) = 0, è

f (x0 + h) = f (x0) + f ′ (x0) h + α(h)h.

Òîâà ðàâåíñòâî ëåñíî ñå èíòåðïðåòèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî çàìåñòèì
h ñ x − x0, ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè îòäÿñíî äàâàò óðàâíåíèåòî íà
äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì ãðàôèêàòà íà f â òî÷êàòà x0, à òðåòîòî
ñúáèðàåìî å "îñòàòúê", íàìàëÿâàù ïî-áúðçî îò âåëè÷èíàòà h. Ùå
èçâåäåì ïîäîáíà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1 (ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî çà ôóíêöèÿ íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè)Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà
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òî÷êàòà x0 = (x0
1, . . . , x

0
n), è íåêà âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′xi

, i =
1, . . . , n, ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè îêîëíîñò. Òîãàâà
çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè h = (h1, . . . , hn) å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî:

(∗) f(x + h) = f(x) +
n∑

i=1

f ′xi
(x) hi +

n∑

i=1

αi(h) hi,

êúäåòî αi(h) ñà ôóíêöèè, êëîíÿùè êúì íóëà ïðè h → 0.
Ïðåäè äà äîêàæåì òàçè ôîðìóëà. ùå îáÿñíèì íåéíèÿ ñìèñúë, êàòî

ÿ íàïèøåì ïî äðóã íà÷èí. Ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè îòäÿñíî ñå íàðè÷àò
ëèíåéíà ÷àñò íà íàðàñòâàíåòî, à òðåòîòî � îñòàòúê. Ëèíåéíàòà ÷àñò
íà ôóíêöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ïðèáëèçèòåëåí èçðàç çà ñòîéíîñòèòå íà
ôóíêöèÿòà áëèçî äî x, ëåñåí çà ïðåñìÿòàíå è îïåðèðàíå. Îñòàòúêúò
íè äàâà ïðåäñòàâà çà òî÷íîñòòà íà òîâà ïðèáëèæåíèå. Àêî îçíà÷èì ñ
r(h) îñòàòúêà â ãîðíàòà ôîðìóëà:

r(h) =
n∑

i=1

αi(h) hi,

òî î÷åâèäíî èìàìå lim
h→0

r(h)

||h|| = 0, è ïîëó÷àâàìå:

II ôîðìà íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:

(∗∗) f(x + h) = f(x) +
n∑

i=1

f ′xi
(x) hi + r(h),

êúäåòî r(h) = o (||h||). *

Ïîíÿêîãà å óäîáíî ãîðíàòà ôîðìóëà äà ñå çàïèñâà ïî äðóã
íà÷èí: àêî îçíà÷èì ∆f = f(x + h) − f(x), è âìåñòî hi íàïèøåì ∆xi

(íàðàñòâàíåòî íà ïðîìåíëèâàòà xi), èìàìå

∆f =
n∑

i=1

f ′xi
(x) ∆xi + o (||h||) .

*Äâåòå ôîðìè íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî î÷åâèäíî ñà ðàâíîñèëíè; íàèñòèíà,
àêî èìàìå ôîðìóëàòà (∗∗), è îçíà÷èì αi(h) = hi

||h||2 r(h), òî îò íåÿ ñå ïîëó÷àâà
ôîðìóëàòà (∗).
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Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:Ùå èçïîëçâàìå
òåðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ (âèæ I, �2.3): Àêî ôóíêöèÿòà
ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [x0, x0 + h] è äèôåðåíöèðóåìà âúâ
âúòðåøíîñòòà ìó, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1) òàêîâà, ÷å
ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = hϕ′ (x0 + θh).

Çà ÿñíîòà íàé-íàïðåä ùå äàäåì äîêàçàòåëñòâîòî çà ôóíêöèÿ íà
äâå ïðîìåíëèâè. Èìàìå:

f (x + h, y + k)− f(x, y) =

= (f(x + h, y + k)− f(x, y + k)) + (f(x, y + k)− f(x, y)) =

= h f ′x(x + θ1h, y + k) + k f ′y(x, y + θ2k),

çà ïîäõîäÿùè θ1, θ2 ∈ (0, 1). Äà îçíà÷èì

α(h, k) = f ′x(x + θ1h, y + k)−f ′x(x, y + k), β(h, k) = f ′y(x, y+θ2k)−f ′y(x, y).

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f ñëåäâà, ÷å ôóíêöèèòå
α(h, k), β(h, k) êëîíÿò êúì íóëà ïðè h, k → 0. Êàòî íàïðàâèì
çàìåñòâàíå, ãîðíîòî ðàâåíñòâî äîáèâà òúðñåíèÿ âèä

f (x + h, y + k)−f(x, y) = h f ′x(x, y) + k f ′y(x, y) + h α(h, k) + k β(h, k).

Â îáùèÿ ñëó÷àé íà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè f (x1, . . . , xn)
äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïðîâåæäà ïî ñúùèÿ íà÷èí. Íåêà h = (h1, . . . , hn)
å äîñòàòú÷íî ìàëêî ïî íîðìà. Äà îçíà÷èì ∆f = f(x + h)− f(x), è íåêà

∆if = f (x1, . . . , xi−1, xi + hi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) −
− f (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) .

Ðàçãëåæäàéêè f (x1, . . . , xn) êàòî ôóíêöèÿ ñàìî íà ïðîìåíëèâîòî xi

(ò.å. ôèêñèðàéêè âñè÷êè îñòàíàëè ïðîìåíëèâè), è ïðèëàãàéêè êúì òàçè
ôóíêöèÿ òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, èìàìå

∆if = hif
′
xi

(x1, . . . , xi−1, xi + θihi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) , θi ∈ (0, 1).

Àêî îçíà÷èì

αi(h) = f ′xi
(x1, . . . , xi + θihi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn)− f ′xi

(x1, . . . , xn) ,
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òî, ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè, èìàìå αi(h) → 0
ïðè h → 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ∆f =
∑n

i=1 ∆if , îòêúäåòî

∆f =
n∑

i=1

(
f ′xi

(x1, . . . , xn) + αi(h)
)
hi =

n∑

i=1

f ′xi
(x)hi +

n∑

i=1

αi(h) hi.

Çàáåëåæêà. Ñàìî ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè (áåç
òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò) íå å äîñòàòú÷íî çà âàëèäíîñòòà íà äîêàçàíàòà
ôîðìóëà; íàèñòèíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà. Ïî-ãîðå îáà÷å íèå
âèäÿõìå ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, ïðèòåæàâàùà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, êîÿòî
íå å íåïðåêúñíàòà.

Îïðåäåëåíèå íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Êàêòî ÷åñòî ñå
ñëó÷âà â ìàòåìàòèêàòà, çà îïðåäåëåíèå íà äàäåí êëàñ îò îáåêòè ñå
ïðèåìà òîâà òÿõíî ñâîéñòâî, êîåòî ñå èçïîëçâà ïðè ðàáîòàòà ñ òÿõ.
Â ñëó÷àÿ òîâà å ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Òàêà, (ìàêàð ÷å òîâà
ìîæå äà èçãëåæäà èçêóñòâåíî), äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè ñå íàðè÷àò òåçè ôóíêöèè, çà êîèòî òÿ å óäîâëåòâîðåíà. Ïî-
òî÷íî, èìàìå:

Îïðåäåëåíèå. Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè,
îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Êàçâàìå,
÷å ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x, àêî ñóùåñòâóâàò
êîíñòàíòè A1, . . . , An, êàêòî è ôóíêöèè α1(h), . . . , αn(h), êëîíÿùè êúì
íóëà ïðè h → 0, òàêà ÷å çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè
h = (h1, . . . , hn) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

f(x + h) = f(x) +
n∑

i=1

Ai hi +
n∑

i=1

αi(h) hi

Â ÷àñòíîñò, âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å àêî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà
â åäíà òî÷êà, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà.

Ãîðíîòî îïðåäåëåíèå ñå ïðåíàñÿ è çà èçîáðàæåíèÿ:
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿòà íà n ïðîìåíëèâè f (x1, . . . , xn) =

(fk (x1, . . . , xn) , . . . , fk (x1, . . . , xn)) ñúñ ñòîéíîñòè â Rk ñå íàðè÷à
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äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x, àêî âñè÷êèòå è êîìïîíåíòè fi, i =
1, . . . , k, ñà äèôåðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà.

Ñ äðóãè äóìè, äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñà òåçè, êîèòî äîáðå ñå
ïðèáëèæàâàò ñ ëèíåéíè ôóíêöèè îêîëî äàäåíàòà òî÷êà.

Çàáåëåæêà. Ïî-ãîðå áåøå ïîêàçàíî, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ íà åäíî
ïðîìåíëèâî ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà, òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà
â òàçè òî÷êà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî, çà ôóíêöèè íà
åäíî ïðîìåíëèâî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ îáè÷àéíàòà.

Ñåãà òåîðåìà 1 ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:
Òåîðåìà 1′.Àêî ôóíêöèÿòà f ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè

ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x, òî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè
òî÷êà.

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, íî ìîæå äà ñå äîêàæå íåùî ïî-
ñëàáî:

Òåîðåìà 2.Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x,
òî òÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà, è ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà

Ai =
∂f

∂xi

(x), i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âçåìåì âåêòîð h, êîéòî èìà ñàìî åäíà
íåíóëåâà êîîðäèíàòà ñ íîìåð i: h = t~ei = (0, . . . 0, t, 0, . . . , 0) (òóê è ïî-
äîëó ñ ~ei îçíà÷àâàìå âåêòîð ñ äúëæèíà åäèíèöà, íàñî÷åí ïî îñòà xi).
Òîãàâà ðàâåíñòâîòî îò äåôèíèöèÿòà äîáèâà âèäà:

f (x + t~ei) = f(x) + t Ai + t αi (t~ei) ,

è ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà èìàìå

∂f

∂xi

(x) = lim
t→0

f (x + t~ei)− f (x)

t
= lim

t→0
(Ai + αi (t~ei)) = Ai .

Îòòóê ñå âèæäà â ÷àñòíîñò, ÷å êîíñòàíòèòå Ai â äåôèíèöèÿòà çà
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî.

Ðàçáèðà ñå, îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà â äàäåíà òî÷êà íå ñëåäâàò íèòî
ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà, íèòî �
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îùå ïîâå÷å � òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò. ×èòàòåëÿò ñàì ìîæå äà íàìåðè
ñúîòâåòíèòå ïðèìåðè äîðè çà ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî.

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè,
äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â îáëàñòòà D ∈ Rn. Êàêòî çíàåì,
íåéíàòà ãðàôèêà Gf å ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+1, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

Gf =
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : (x1, . . . , xn) ∈ D, xn+1 = f (x1, . . . , xn)

}
.

Îïðåäåëåíèå. Íåêà x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) å òî÷êà îò D, è

(x0, f (x0)) å ñúîòâåòíàòà òî÷êà îò Gf . Ïîä äîïèðàòåëíà ðàâíèíà
â òî÷êàòà (x0, f (x0)) ùå ðàçáèðàìå ðàâíèíàòà â Rn+1 ñ óðàâíåíèå
y = l (x1, . . . , xn), êúäåòî

l (x1, . . . , xn) = f
(
x0

)
+

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

) (
xi − x0

i

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíå íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñëåäâà
ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà:

Ôóíêöèÿòà l(x) å åäèíñòâåíàòà ëèíåéíà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèåòî

f(x)− l(x) = o
(∣∣∣

∣∣∣x− x0
∣∣∣
∣∣∣
)
.

Ñ äðóãè äóìè, èçìåæäó âñè÷êè ðàâíèíè â Rn+1, ìèíàâàùè ïðåç
òî÷êàòà (x0, f (x0)), äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà å ðàçïîëîæåíà íàé-áëèçêî
äî ãðàôèêàòà íà f(x).

Îïðåäåëåíèå. Ïîä äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì Gf â òî÷êàòà
(x0, f (x0)) ðàçáèðàìå âñåêè (ñâîáîäåí) âåêòîð, êîëèíåàðåí ñ äîïèðàòåëíàòà
ðàâíèíà â òàçè òî÷êà.

Î÷åâèäíî äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè â òî÷êàòà (x0, f (x0)) îáðàçóâàò
n-ìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn+1, íàðè÷àíî äîïèðàòåëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî êúì ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà. Ëåñíî ìîæåì äà ïîñî÷èì
åäèí áàçèñ â òîâà ïðîñòðàíñòâî: òîé ñå ñúñòîè îò äîïèðàòåëíèòå êúì
ãðàôèêèòå íà ÷àñòè÷íèòå ôóíêöèè â òàçè òî÷êà (ùå íàïîìíèì, ÷å
ïîä i-òà ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ ðàçáèðàìå ôóíêöèÿòà íà ïðîìåíëèâàòà
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xi, ïîëó÷åíà îò f (x1, . . . , xn) ÷ðåç çàìðàçÿâàíå íà âñè÷êè îñòàíàëè
ïðîìåíëèâè).

Òàêà ïîëó÷àâàìå n + 1-ìåðíèòå âåêòîðè

li =

(
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,

∂f

∂xi

(
x0

))
,

êàòî åäèíèöàòà â äÿñíàòà ÷àñò å ïîñòàâåíà íà i-òî ìÿñòî. Òàêà
íàïèñàíèòå n íà áðîé âåêòîðè ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè è êîëèíåàðíè
ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà (ïðîâåðåòå!).

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà èçîáðàæåíèå.
Ùå âúâåäåì àíàëîãè÷íè íà ãîðíèòå ïîíÿòèÿ è çà âåêòîðíî-çíà÷íà
ôóíêöèÿ, ò.å. çà èçîáðàæåíèå îò Rn â Rk. Íåêà f (x1, . . . , xn) =
(fk (x1, . . . , xn) , . . . , fk (x1, . . . , xn)) å äèôåðåíöèðóåìà âåêòîð-ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â ïîäìíîæåñòâî D íà Rn è âçåìàùà ñòîéíîñòè â Rk.
Ùå îçíà÷àâàìå òî÷êèòå íà ïðîñòðàíñòâîòî Rn+k ÷ðåç (x, y), êúäåòî
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yk) ñà òî÷êè â Rn è Rk ñúîòâåòíî. Ïîä
ãðàôèêà Gf íà èçîáðàæåíèåòî f ùå ðàçáèðàìå ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+k,
îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

Gf =
{
(x, y) ∈ Rn+k : x ∈ D, y = f(x)

}
.

Îïðåäåëåíèå. Íåêà x0 ∈ D. Ïîä äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì
Gf â òî÷êàòà (x0, f (x0)) ùå ðàçáèðàìå n-ìåðíàòà ðàâíèíà â Rn+k,
îïðåäåëåíà ñ ðàâåíñòâàòà

yj = fj

(
x0

)
+

n∑

i=1

∂fj

∂xi

(
x0

) (
xi − x0

i

)
, j = 1, . . . , k.

Àêî îòíîâî âúâåäåì ïîíÿòèÿòà äîïèðàòåëåí âåêòîð è äîïèðàòåëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïî-ãîðå, ùå ïîëó÷èì áàçèñ îò
n íà áðîé äîïèðàòåëíè âåêòîðè îò âèäà

li =

(
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,

∂f1

∂xi

(
x0

)
, . . . ,

∂fk

∂xi

(
x0

))
,

êàòî îòíîâî åäèíèöàòà â äÿñíàòà ÷àñò å ïîñòàâåíà íà i-òî ìÿñòî.
Ïîðîäåíîòî îò òåçè âåêòîðè n-ìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà
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Rn+k ñå íàðè÷à äîïèðàòåëíî ïîäïðîñòðàíñòâî êúì ãðàôèêàòà Gf íà
èçîáðàæåíèåòî f .

Àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.
Êàêòî è â ñëó÷àÿ íà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, ïðè

àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ðåçóëòàòúò îòíîâî
å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ:

Òåîðåìà 3.Àêî ôóíêöèèòå íà n ïðîìåíëèâè f(x) è g(x) ñà
äèôåðåíöèðóåìè â òî÷êàòà x0 ∈ Rn, òî òÿõíàòà ñóìà f(x) + g(x),
ïðîèçâåäåíèå f(x).g(x), è, àêî g (x0) 6= 0, òÿõíîòî ÷àñòíî f(x)

g(x)
, ñà

ñúùî äèôåðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà h å äîñòàòú÷íî ìàëúê ïî íîðìà âåêòîð îò

Rn. Äà íàïèøåì ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî â òî÷êàòà x0 çà ôóíêöèèòå
f(x) è g(x):

f
(
x0 + h

)
= f

(
x0

)
+

n∑

i=1

Aihi + rf (h),

g
(
x0 + h

)
= g

(
x0

)
+

n∑

i=1

Bihi + rg(h),

êúäåòî A1, . . . , An, B1, . . . , Bn ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x) è g(x) â
x0, è rf (h), rg(h) = o (||h||). Êàòî ñúáåðåì äâåòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå

(f + g)
(
x0 + h

)
= (f + g)

(
x0

)
+

n∑

i=1

(Ai + Bi) hi + rf (h) + rg(h).

Òúé êàòî çà îñòàòúêà â ãîðíàòà ôîðìóëà èìàìå r(h) = rf (h) +
rg(h) = o (||h||), òî ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî èçðàçÿâà äèôåðåíöèðóåìîñòòà
íà (f + g)(x) â x0.

Çà äà ïîëó÷èì ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà f(x)g(x), äà
óìíîæèì äâåòå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àâàìå:

f
(
x0 + h

)
g

(
x0 + h

)
= f

(
x0

)
g

(
x0

)
+

n∑

i=1

Cihi + r(h),

êúäåòî Ci = g (x0) Ai + f (x0) Bi, è

r(h) =

(
f

(
x0

)
+

n∑

i=1

Aihi

)
rg(h) +

(
g

(
x0

)
+

n∑

i=1

Bihi

)
rf (h) + rf (h)rg(h).
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Èìàìå

r(h)

||h|| =

(
f

(
x0

)
+

n∑

i=1

Aihi

)
rg(h)

||h|| +

(
g

(
x0

)
+

n∑

i=1

Bihi

)
rf (h)

||h|| +rf (h)
rg(h)

||h|| ,

è ñëåäîâàòåëíî r(h)
||h|| → 0 ïðè h → 0.

Íàêðàÿ, íåêà g (x0) 6= 0. Çà äà äîêàæåì, ÷å f(x)
g(x)

å äèôåðåíöèðóåìà
â x0, å äîñòàòú÷íî äà âèäèì, ÷å 1

g(x)
å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà.

Íàèñòèíà, òúé êàòî f(x)
g(x)

= f(x). 1
g(x)

, äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà ÷àñòíîòî
ùå ñëåäâà îò äîêàçàíàòà ïî-ãîðå äèôåðåíöèðóåìîñò íà ïðîèçâåäåíèå íà
äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.

Çà äà äîêàæåì, ÷å 1
g(x)

å äèôåðåíöèðóåìà â x0, äà îçíà÷èì

∆

(
1

g

)
=

1

g (x0 + h)
− 1

g (x0)
.

Òúé êàòî g(x) å íåïðåêúñíàòà â x0, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà 1
g(x)

, ò.å.
∆

(
1
g

)
→ 0 ïðè h → 0. Èìàìå

∆

(
1

g

)
=

g (x0)− g (x0 + h)

g (x0) g (x0 + h)
= − 1

g (x0)
∆g

(
1

g (x0)
+ ∆

(
1

g

))
=

= − 1

g2 (x0)
∆g − 1

g (x0)
∆g ∆

(
1

g

)
=

n∑

i=1

(
− Bi

g2 (x0)

)
hi + r(h),

êúäåòî
r(h) = − 1

g2 (x0)
rg(h) − 1

g (x0)
∆g ∆

(
1

g

)
.

Òîãàâà
r(h)

||h|| = − 1

g2 (x0)

rg(h)

||h|| − 1

g (x0)

∆g

||h|| ∆

(
1

g

)
.

Îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà g(x) ñëåäâà, ÷å ∆g
||h|| å îãðàíè÷åíà ïðè

äîñòàòú÷íî ìàëêè h (äîêàæåòå!), è ñëåäîâàòåëíî r(h)
||h|| → 0 ïðè h → 0.

Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè.
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Ïðè íàìèðàíå íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ò.í.
íà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè íå å íåîáõîäèìî äà ñå çíàå íèùî
ïîâå÷å îò èçâåñòíèòå ôîðìóëè çà ïðîèçâîäíà íà àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè
ñ ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà *. Åäèí âúïðîñ, ïðè êîéòî ïîëîæåíèåòî
å ðàçëè÷íî, å äèôåðåíöèðàíåòî íà ñëîæíè, èëè ñúñòàâíè, ôóíêöèè.
Ùå íàïîìíèì ôîðìóëàòà çà ñëó÷àÿ íà åäíî ïðîìåíëèâî: ïðè äàäåíè
ôóíêöèè f(x) è ϕ(t) (âúíøíà è âúòðåøíà ôóíêöèÿ), ïðîèçâîäíàòà íà
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

F ′(t) = f ′(ϕ(t)).ϕ′(t),

ò.å. ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî
íà ïðîèçâîäíèòå íà âúíøíàòà è âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ. Ùå äîêàæåì,
÷å ïîäîáíà ôîðìóëà ñúùåñòâóâà è çà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ïðîñòèÿ âàðèàíò íà òåîðåìàòà:

Òåîðåìà 4.Íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n), è íåêà ôóíêöèèòå íà

åäíî ïðîìåíëèâî (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0 ∈ R, ïðè êîåòî x0

i = ϕi (t
0), i = 1, . . . , n.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f(x) å äèôåðåíöèðóåìà (â ñìèñúë íà ãîðíîòî
îïðåäåëåíèå) â x0, à ϕ1(t), . . . , ϕn(t) - â t0. Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ

F (t) = f (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0, êàòî íåéíàòà ïðîèçâîäíà ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà

F ′ (t0
)

=
∂f

∂x1

(
x0

)
ϕ′1

(
t0

)
+. . .+

∂f

∂xn

(
x0

)
ϕ′n

(
t0

)
=

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

)
ϕ′i

(
t0

)
.

Ñ äðóãè äóìè, ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ
ñå ñúñòîè îò òîëêîâà ñúáèðàåìè, êîëêîòî ñà ïðîìåíëèâèòå, êàòî âñÿêî
îò òÿõ íàïîäîáÿâà ïî ôîðìà èçðàçà çà ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
íà åäíî ïðîìåíëèâî.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà. Ãðóáî êàçàíî, äîêàçàòåëñòâîòî ñå
ñúñòîè â çàìåíÿíå íà ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà ëèíåéíà ÷àñò. Íåêà t å òî÷êà

*Âñúùíîñò ãîðíèòå èç÷èñëåíèÿ äîêàçâàò îùå âåäíàæ òåçè ôîðìóëè.
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äîñòàòú÷íî áëèçêà äî t0. Äà îçíà÷èì ∆t = t − t0, ∆xi = ϕi(t) − ϕi (t
0),

∆x = (∆x1, . . . , ∆xn). Èìàìå

lim
∆t→0

∆xi

∆t
= ϕ′i

(
t0

)
.

Íåêà ∆F = F (t) − F (t0) = f (x0 + ∆x) − f (x0). Òîãàâà îò
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî èìàìå

∆F =
n∑

i=1

f ′xi

(
x0

)
∆xi +

n∑

i=1

αi (∆x) ∆xi,

êàòî αi (∆x) → 0 ïðè ∆x → 0. Ñëåäîâàòåëíî,

∆F

∆t
=

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

) ∆xi

∆t
+

n∑

i=1

αi (∆x)
∆xi

∆t
→

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

)
ϕ′i

(
t0

)
.

Ïðèìåð. Íåêà f(u, v) = uv, u > 0, v > 0, è íåêà ϕ(t), ψ(t)
ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè. Àêî ïîëîæèì
F (t) = ϕ(t)ψ(t) = f(ϕ(t), ψ(t)), òî îò ãîðíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå

F ′(t) = ψ(t).ϕ(t)ψ(t)−1 + ln ϕ(t).ϕ(t)ψ(t).

Òàçè ôîðìóëà å èçâåñòíà îò ïúðâàòà ÷àñò íà êóðñà, êúäåòî òÿ ñå
èçâåæäà ÷ðåç ïðåäâàðèòåëíî ëîãàðèòìóâàíå.

Ùå äîêàæåì àíàëîãè÷íàòà òåîðåìà çà âåêòîðíè ôóíêöèè (èçîáðàæåíèÿ):
Òåîðåìà 4′.Íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà

è äèôåðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0
1, . . . , x

0
n), à

âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), çàâèñåùà îò àðãóìåíòà
t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk, å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0 =
(t01, . . . , t

0
k), ïðè êîåòî ϕ (t0) = x0. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèÿòà

íà n ïðîìåíëèâè f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â x0, à èçîáðàæåíèåòî ϕ(t)
(ò.å. íåãîâèòå êîìïîíåíòè ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) - â òî÷êàòà t0. Òîãàâà
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) å äèôåðåíöèðóåìà â t0, è ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà:

∂F

∂tj

(
t0

)
=

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

) ∂ϕi

∂tj

(
t0

)
, j = 1, . . . , k.
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Çàáåëåæêà. Òóê íîâîòî â ñðàâíåíèå ñ òåîðåìà 4 ñå ñúñòîè
åäèíñòâåíî âúâ ôàêòà, ÷å ôóíêöèÿòà F (t) å äèôåðåíöèðóåìà êàòî
ôóíêöèÿ íà k ïðîìåíëèâè ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî íà íàñòîÿùèÿ
ïàðàãðàô, à íå ñàìî ïî âñÿêà ïðîìåíëèâà ïîîòäåëíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ∆t = t − t0, ∆tj = tj − t0j ,
∆xi = ϕi(t)−ϕi (t

0), ∆x = (∆x1, . . . , ∆xn). Ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíèÿòà,
ïðèëîæåíà êúì ôóíêöèèòå f, ϕ1(t), . . . , ϕn(t), íè äàâà ðàâåíñòâàòà

∆f =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

)
∆xi +

n∑

i=1

αi (∆x) ∆xi,

∆ϕi =
n∑

i=1

∂ϕi

∂tj

(
t0

)
∆tj +

n∑

i=1

βi,j (∆t) ∆tj,

êúäåòî ôóíêöèèòå αi (∆x), βi,j (∆t) êëîíÿò êúì íóëà ïðè ∆x, ðåñï.
∆t êëîíÿùè êúì íóëà. Ïðåìèíàâàéêè â ïúðâîòî îò ðàâåíñòâàòà êúì
ïðîìåíëèâèòå t, çàìåñòâàìå ∆xi ñ ∆ϕi, è âìåñòî ∆f ïèøåì ∆F .
Ùå îòäåëèì â îòäåëíî ñúáèðàåìî ÷ëåíîâåòå, ñúäúðæàùè íÿêîÿ îò
áåçêðàéíî ìàëêèòå ôóíêöèè αi (∆x), βi,j (∆t). Ðàçìåñòâàéêè ðåäà íà
ñóìèðàíå, ïîëó÷àâàìå:

∆F =
k∑

j=1

(
n∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

) ∂ϕi

∂tj

(
t0

))
∆tj + r (∆t) ,

êúäåòî îñòàòúêúò r (∆t) ñå äàâà ñ ôîðìóëèòå

r (∆t) =
k∑

j=1

γj (∆t) ∆tj,

êàòî

γj (∆t) =
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

(
x0

)
βi,j (∆t) + αi (∆ϕ)

∂ϕi

∂tj

(
t0

)
+ αi (∆ϕ) βi,j (∆t)

)
.

Î÷åâèäíî èìàìå γj (∆t) → 0 ïðè ∆t → 0, è ñëåäîâàòåëíî çà
ôóíêöèÿòà F (t) â òî÷êàòà t0 å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî,
ò.å. òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà. Ïîïúòíî ðàâåíñòâîòî çà ∆F íè
äàâà îùå âåäíàæ ôîðìóëè çà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà F (t) â t0.
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Ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèå.
Íåêà D ⊂ Rn è èçîáðàæåíèåòî f(x) : D → Rm x = (x1, . . . , xn) ∈

D èìà êîìïîíåíòè f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), êúäåòî f1(x), . . . , fm(x) ñà
äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â D. Àêî ðàçãëåäàìå âñè÷êè ïúðâè ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè ∂fi

∂xj
(x) íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå n.m íà áðîé

ðàçëè÷íè ïðîèçâîäíè, è êàðòèíàòà èçãëåæäà äîñòà ñëîæíà. Ñèòóàöèÿòà
ñòàâà çíà÷èòåëíî ïî-îáîçðèìà, àêî ïîäðåäèì òåçè ïðîèçâîäíè â åäíà
n×m - ìàòðèöà. Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî
f(x) â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå ìàòðèöàòà

Df
(
x0

)
=

{
∂fi

∂xj

(
x0

)}

i=1,...,m
j=1,...,n

=




∂f1

∂xj1
(x0) ∂f1

∂x2
(x0) . . . ∂f1

∂xn
(x0)

∂f2

∂x1
(x0) ∂f2

∂x2
(x0) . . . ∂f2

∂xn
(x0)

. . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1
(x0) ∂fm

∂x2
(x0) . . . ∂fm

∂xn
(x0)




.

Â ÷àñòíîñò, ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà åäíà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ å
âåêòîðà, ñúñòàâåí îò íåéíèòå ïðîèçâîäíè.

Èçïîëçâàíåòî íà îïåðàöèèòå ñ ìàòðèöè ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå ïðîñò
âèä íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî è ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà
ñúñòàâíà ôóíêöèÿ çà èçîáðàæåíèÿ. Ùå íàïîìíèì, ÷å âñÿêà n × m �
ìàòðèöà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíååí îïåðàòîð îò Rn â Rm. Íåêà,
êàêòî ïî-ãîðå, f(x) : D → Rm x = (x1, . . . , xn) ∈ D å m � ìåðíà âåêòîð-
ôóíêöèÿ, è h = (h1, . . . , hn) å âåêòîðà íà íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà. Äà
íàïèøåì çà âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå f1(x), . . . , fm(x) íà èçîáðàæåíèåòî
f(x) ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî âúâ ôîðìàòà (∗∗) çà òî÷êàòà x0 è
íàðàñòâàíåòî h. Íàïèñâàéêè ïîëó÷åíèòå m íà áðîé ñêàëàðíè ðàâåíñòâà
êàòî ðàâåíñòâî ìåæäó m-ìåðíè âåêòîðè, ïîëó÷àâàìå:

Ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî çà âåêòîð-ôóíêöèè. Ïðè ãîðíèòå
óñëîâèÿ èìàìå

f
(
x0 + h

)
= f

(
x0

)
+ Df

(
x0

)
◦ h + r(h),

êúäåòî r(h) å m � ìåðíà âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî:

||r(h)|| = o (||h||) .
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Ìàòðèöàòà Df (x0), ðàçãëåæäàíà êàòî îïåðàòîð îò Rn â Rn, ñå
íàðè÷à äèôåðåíöèàë íà èçîáðàæåíèåòî f(x) â òî÷êàòà x0.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ïðè ãîðíèÿ ïîäõîä è òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå
íà ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå äîáèâà ñúâñåì ïðîñò âèä, àíàëîãè÷åí íà òîçè
ïðè ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî. Ùå íàïîìíèì, ÷å íà âñÿêà äâîéêà
ìàòðèöè A,B ñ ðàçìåðíîñò ñúîòâ. n×m è k×n ñå ñúïîñòàâÿ ìàòðèöàòà
A ◦ B ñ ðàçìåðíîñò k ×m: àêî A = {aij}, B = {bpq}, òî A ◦ B = {cls} ñ
cls =

∑n
i=1 bli.ais.

Íåêà ñåãà âåêòîð-ôóíêöèÿòà ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) å îïðåäåëåíà
â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0 = (t01, . . . , t

0
k) ∈ Rk, à âåêòîð-ôóíêöèÿòà

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) - â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = ϕ (t0) ∈ Rn. Òîãàâà
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) å îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
t0 è âçåìà ñòîéíîñòè â ïðîñòðàíñòâîòî Rk.

Òåîðåìà 4.Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèèòå f(x) è ϕ(t) ñà
äèôåðåíöèðóåìè ñúîòâåòíî â òî÷êèòå x0 è t0. Òîãàâà ñúñòàâíàòà
ôóíêöèÿ F (t) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0, è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

DF
(
t0

)
= Df

(
x0

)
◦Dϕ

(
t0

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ñúùíîñò òâúðäåíèåòî ïðåäñòàâëÿâà ñàìî äðóãà
ôîðìóëèðîâêà íà ðåçóëòàòà íà òåîðåìà 4′. Íàèñòèíà, òî ñå ïîëó÷àâà
íåïîñðåäñòâåíî îò äàäåíîòî ïî-ãîðå îïðåäåëåíèå íà ïðîèçâåäåíèå íà
ìàòðèöè è îò äîêàçàíèòå ïî-ãîðå ðàâåíñòâà

∂Fl

∂tj

(
t0

)
=

n∑

i=1

∂fl

∂xi

(
x0

) ∂ϕi

∂tj

(
t0

)
.

Ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà íà èçîáðàæåíèå.
Ïî-íàòàòúê ÷åñòî ùå ñå íàëàãà äà ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèÿ,

êîèòî äåéñòâàò îò Rn â Rn, èëè, ïî-òî÷íî, ñà äåôèíèðàíè â
ïîäìíîæåñòâî íà Rn è âçåìàò ñòîéíîñòè â Rn. Òîãàâà òÿõíàòà ìàòðè÷íà
ïðîèçâîäíà ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòíà ìàòðèöà, è íèå ìîæå äà ðàçãëåäàìå
íåéíàòà äåòåðìèíàíòà, êîÿòî èãðàå ìíîãî âàæíà ðîëÿ â ïî-íàòàòúøíèòå
ðàçãëåæäàíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Íåêà âåêòîð-ôóíêöèÿòà f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)),
âçåìàùà ñòîéíîñòè â Rn, å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 =
ϕ (t0) ∈ Rn. Ïîä ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà, èëè ÿêîáèàí, íà f(x) â
òî÷êàòà x0, ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0

)
= det

(
Df

(
x0

))
.

Òåîðåìà 5.(îñíîâíî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè).
Ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå èçîáðàæåíèÿ
å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà òåõíèòå ôóíêöèîíàëíè äåòåðìèíàíòè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà F (t) = f(ϕ(t)). Òúé êàòî äåòåðìèíàíòà íà
ïðîèçâåäåíèå íà äâå êâàäðàòíè ìàòðèöè å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî
íà òåõíèòå äåòåðìèíàíòè, òî òâúðäåíèåòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà îò
òåîðåìà 4.

Äîêàçàíîòî ðàâåíñòâî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

D (F1, . . . , Fn)

D (t1, . . . , tn)

(
t0

)
=

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0

)
.

D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (t1, . . . , tn)

(
t0

)
.

Âèæäà ñå, ÷å íà÷èíúò íà çàïèñâàíå å òàêà ñúñòàâåí, ÷å
äà ïîäñåùà ÷èòàòåëÿ çà ïðàâèëíàòà ôîðìóëà: ãîðíîòî ðàâåíñòâî
ìîæå äà ñå òúëêóâà êàòî "ñúêðàùàâàíå"íà D (x1, . . . , xn) ñ "ðàâíîòî
ìó"D (ϕ1, . . . , ϕn).

Ïðîèçâîäíà íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Êàêòî çíàåì,
èçîáðàæåíèåòî f : X → Y îò ìíîæåñòâîòî X â ìíîæåñòâîòî Y å
áèåêòèâíî (âçàèìíî åäíîçíà÷íî), àêî çà âñÿêà òî÷êà y ∈ Y ñúùåñòâóâà
òî÷íî åäèí ïðîîáðàç â X, ò.å. òàêîâà x ∈ X, ÷å f(x) = y. Ïîëàãàéêè
x = g(y), ïîëó÷àâàìå îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå g = f−1 : Y → X. Ëåñíî
ñå âèæäà, ÷å ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà g ◦ f = IX , f ◦ g = IY , êúäåòî IX

è IY ñà èäåíòè÷íèòå èçîáðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàòà X è Y â ñåáå ñè.

Òåîðåìà 6.Íåêà f(x) å áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâîòî
D ⊂ Rn â ìíîæåñòâîòî E ⊂ Rn è g(y) å íåãîâîòî îáðàòíî
èçîáðàæåíèå. Íåêà èçîáðàæåíèåòî f(x) å äèôåðåíöèðóåìî â òî÷êàòà
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x0 ∈ D, à èçîáðàæåíèåòî g(y) - â òî÷êàòà y0 = f (x0). Òîãàâà ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà:

Dg
(
y0

)
= Df

(
x0

)−1
,

D (g1, . . . , gn)

D (y1, . . . , yn)

(
y0

)
=

1
D(f1,...,fn)
D(x1,...,xn)

(x0)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ðàâåíñòâîòî g(f(x)) = x è òåîðåìàòà çà
ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå ñëåäâà ìàòðè÷íîòî ðàâåíñòâî
Dg (y0) ◦ Df (x0) = I, êúäåòî I å åäèíè÷íàòà n × n ìàòðèöà, êîåòî å
ïúðâîòî îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà. Âòîðîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò öèòèðàíîòî
ïî-ãîðå ñâîéñòâî íà äåòåðìèíàíòàòà.

Â ÷àñòíîñò, îò òóê ñå âèæäà, ÷å ïðè óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà èìàìå
D(f1,...,fn)
D(x1,...,xn)

(x0) 6= 0.
Çàáåëåæêà. Â ïàðàãðàô ??? íèå ùå âèäèì, ÷å å âÿðíî è

îáðàòíîòî òâúðäåíèå: àêî ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà åäíî
äèôåðåíöèðóåìî áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå å ðàçëè÷íà îò íóëà, òî
îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå ñúùî å äèôåðåíöèðóåìî.

Óïðàæíåíèÿ.
1.Ôóíêöèÿòà f (~x) = f (x1, . . . , xn) ñå íàðè÷à õîìîãåííà îò ñòåïåí

k, àêî çà âñÿêî ÷èñëî t å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f (t~x) = tkf (~x) .

Äîêàæåòå, ÷å çà ôóíêöèèòå, õîìîãåííè îò ñòåïåí k, å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî íà Îéëåð:

x1
∂f

∂x1

(~x) + . . . + xn
∂f

∂xn

(~x) = k f (t~x) .
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1.5 Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ãðàäèåíò
Çà ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà
èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë - òÿ å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîåôèöèåíò
íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà. Ñ
äðóãè äóìè, òÿ èçðàçÿâà "ñòðúìíîñòòà"íà ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà (àêî
ôóíêöèÿòà íàðàñòâà, ïðîèçâîäíàòà å ïîëîæèòåëíà, è ò.í.). Çà ôóíêöèè
íà n ïðîìåíëèâè ïúðâèòå ïðîèçâîäíè ñà ñúùî n íà áðîé, è òÿõíàòà
èíòåðïðåòàöèÿ íå å òîëêîâà î÷åâèäíà.

Çà ñè èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè,
ùå ñè ïîñëóæèì ñ àíàëîãèÿòà, êîÿòî ñïîìåíàõìå â íà÷àëîòî íà
ïðåäíèÿ ïàðàãðàô: ùå ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ íà
äâå ïðîìåíëèâè êàòî ðåëåô íà ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Òàêà, äà ñè
ïðåäñòàâèì, ÷å ñå íàìèðàìå íà ñêëîíà íà íÿêàêúâ õúëì (âèæ ÷åðòåæà).
Òîãàâà ñòðúìíîñòòà íà ïúòåêàòà, ïî êîÿòî âúðâèì, çàâèñè îò íåéíàòà
ïîñîêà: íèå ìîæå äà òðúãíåì ïðàâî íàãîðå (ãîëÿì ïîëîæèòåëåí íàêëîí),
ïðàâî íàäîëó (ãîëÿì îòðèöàòåëåí), èëè äà ïîåìåì ïî õîðèçîíòàëàòà -
òîãàâà ïúòåêàòà å õîðèçîíòàëíà è íàêëîíúò å íóëåâ. Òåçè ñúîáðàæåíèÿ
âîäÿò äî ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå, êîåòî ùå èçëîæèì ïî-
äîëó.

Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå. Íåêà f (x) = f (x1, . . . , xn) å
ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0, è íåêà ~e =

(e1, . . . , en) å n-ìåðåí âåêòîð ñ íîðìà åäèíèöà (ò.å. ||e|| =
√∑n

i=1e
2
i = 1.

*)

Îïðåäåëåíèå.Ïîä ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïî íàïðàâëåíèå
~e â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå ãðàíèöàòà

df

d~e

(
x0

)
= lim

t→0

f (x0 + t~e)− f (x0)

t
.

*Êîìïîíåíòèòå e1, . . . , en íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð ~e ñå íàðè÷àò íåãîâè
äèðåêòîðíè êîñèíóñè. Àêî îçíà÷èì ñ ~ei åäèíè÷íèÿ êîîðäèíàòåí âåêòîð ïî îñòà xi,
òî êîìïîíåíòàòà ei å ðàâíà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

〈
~e, ~ei

〉
è ñëåäîâàòåëíî íà

êîñèíóñà íà úãúëà ìåæäó ~e è îñòà xi.
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Ùå èçðàçèì df
d~e

(x0) ÷ðåç ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x). Ïðàâàòà,
ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà x0 è êîëèíåàðíà íà âåêòîðà ~e, ìîæå äà ñå
ïàðàìåòðèçèðà ñ óðàâíåíèÿòà

x(t) =
(
x0

1 + te1, . . . , x
0
n + ten

)
.

(Òúé êàòî ||e|| = 1, ïàðàìåòúðúò t ñúâïàäà ñ îðèåíòèðàíîòî ðàçñòîÿíèå
îò òåêóùàòà òî÷êà x(t) äî íà÷àëíàòà òî÷êà x0.)

Òîãàâà îãðàíè÷åíèåòî íà f (x) âúðõó òàçè ïðàâà ñå ïðåäñòàâÿ ñ
ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî

ϕ(t) = f(x(t)) = f
(
x0

1 + te1, . . . , x
0
n + ten

)
.

Ïðèëàãàéêè çà ôóíêöèÿòà ϕ(t) = f (x0
1 + te1, . . . , x

0
n + ten) ïðàâèëîòî çà

äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

(∗) df

d~e

(
x0

)
=

n∑

i=1

ei
df

dxi

(
x0

)
.

Äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå îáîáùàâà ïîíÿòèåòî
÷àñòíà ïðîèçâîäíà, äåôèíèðàíî â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Íàèñòèíà, àêî
â ðîëÿòà íà ~e âçåìåì i-òèÿò êîîðäèíàòåí âåêòîð ~ei (òîâà å âåêòîð ñ
êîîðäèíàòà åäèíèöà íà i-òîòî ìÿñòî è íóëè íà îñòàíàëèòå ìåñòà), òî îò
ôîðìóëàòà (∗) ïîëó÷àâàìå:

df

d~ei

(
x0

)
=

df

dxi

(
x0

)
.

Çàáåëåæêà. Ïî-íàòàòúê íèå ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà çà
ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ôîðìóëàòà (∗) çà ïðîèçâîëåí n-ìåðåí
âåêòîð ~h, áåç äà èçèñêâàìå óñëîâèåòî

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣ = 1. Òîãàâà îïðåäåëåíèåòî

ãóáè äèðåêòåí ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë, íî îñíîâíèòå ìó ñâîéñòâà îñòàâàò â
ñèëà. Çà ïî-íàòàòúøíè öåëè ùå âúâåäåì îçíà÷åíèåòî:

D~hf(x) =
df

d~h
(x) =

n∑

i=1

hi
df

dxi

(x) .
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Àêî îçíà÷èì ñ Di îïåðàöèÿòà íà äèôåðåíöèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà xi, å
â ñèëà ðàâåíñòâîòî ìåæäó îïåðàòîðè

D~h =
n∑

i=1

hiDi.

Ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå, ïðè ôèêñèðàíà òî÷êà
x0, çàâèñèìîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå f ′~e (x0) îò åäèíè÷íèÿ
âåêòîð ~e. Ñ äðóãè äóìè, ïèòà ñå ïî êîå íàïðàâëåíèå ïðîèçâîäíàòà
íà ôóíêöèÿòà å íàé-ãîëÿìà, ðåñï. íàé-ìàëêà. Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå
ïîíÿòèåòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè îò Rn, êîåòî ìîæå äà áúäå
äåôèíèðàíî ïî àíàëèòè÷åí è ãåîìåòðè÷åí ïúò. Ùå íàïîìíèì, ÷å çà äâà
âåêòîðà ~a = (a1, . . . , an), ~b = (b1, . . . , bn) îò Rn ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà

〈
~a,~b

〉
=

n∑

i=1

aibi.

Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî
〈
~a,~b

〉
= ||~a||

∣∣∣
∣∣∣~b

∣∣∣
∣∣∣ cos 6

(
~a,~b

)
,

êúäåòî 6
(
~a,~b

)
îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~a è ~b.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà íà n ïðîìåíëèâè
f (x1, . . . , xn) â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå n-ìåðåí âåêòîð ñ êîîðäèíàòè,
ðàâíè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà:

−−→grad f
(
x0

)
=

(
df

dx1

(
x0

)
,

df

dx2

(
x0

)
, . . . ,

df

dxn

(
x0

))
.

Òîãàâà ôîðìóëàòà (∗) ìîæå äà ñå íàïèøå è òàêà:

(∗∗) df

d~e

(
x0

)
=

〈−−→grad f
(
x0

)
, ~e

〉
=

∣∣∣
∣∣∣−−→grad f

(
x0

)∣∣∣
∣∣∣ cos 6

(−−→grad f
(
x0

)
, ~e

)
,

òúé êàòî ||~e|| = 1.
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Çíàåì, ÷å íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà êîñèíóñà íà åäèí úãúë å ðàâíà
íà åäèíèöà è ñå äîñòèãà çà úãúë, ðàâåí íà íóëà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå df
d~e

(x0) â òî÷êàòà (x0)
âçåìà íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò, êîãàòî âåêòîðà ~e å åäíîïîñî÷åí ñ
âåêòîðà −−→grad f (x0), ò.å.

~e =

−−→grad f (x0)∣∣∣
∣∣∣−−→grad f (x0)

∣∣∣
∣∣∣
.

Â òîçè ñëó÷àé èìàìå

df

d~e

(
x0

)
=

∣∣∣
∣∣∣−−→grad f

(
x0

)∣∣∣
∣∣∣ .

Ñ äðóãè äóìè, èìàìå ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà
âåêòîðà −−→grad f (x0): ïîñîêàòà ìó ñúâïàäà ñ ïîñîêàòà, â êîÿòî f(x) ðàñòå
íàé-áúðçî, à ãîëåìèíàòà ìó å ðàâíà íà íàêëîíà íà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà â òàçè ïîñîêà.

Ùå ïîñî÷èì îùå åäíà ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèçàöèÿ íà âåêòîðà−−→grad f (x0). Îò ôîðìóëàòà (∗∗) ñå âèæäà, ÷å df
d~e

(x0) = 0 òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî ~e å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà −−→grad f (x0). Èíà÷å êàçàíî, àêî ñå äâèæèì
ïî "õîðèçîíòàëàòà", íàïðàâëåíèåòî íà äâèæåíèåòî âúâ âñåêè ìîìåíò ùå
áúäå ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ãðàäèåíòà â ñúîòâåòíàòà òî÷êà. Òàêà, çàñåãà
íà èíòóèòèâíî íèâî, ñòèãàìå äî òâúðäåíèåòî (âèæ ÷åðòåæà).

Òåîðåìà 2. Ãðàäèåíòúò íà åäíà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà å
ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç
òàçè òî÷êà.

Òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òîâà òâúðäåíèå å ñëåäíàòà: ãðàäèåíòúò
å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà äîïèðàòåëíàòà êúì ëèíèÿòà íà íèâî â òî÷êàòà.
(Çà äîïèðàòåëíà êúì ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà âèæ I.2.12.)
Ïàðàìåòðèçèðàíåòî íà ëèíèÿòà íà íèâî, êàêòî è äîêàçàòåëñòâîòî íà
ãîðíàòà òåîðåìà, ùå áúäå íàïðàâåíî â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè ???????.

Çàáåëåæêà. Ãðàäèåíòúò íà äàäåíà ôóíêöèÿ áåøå äåôèíèðàí
ïðè íàëè÷èå íà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâîòî Rn.
Òåîðåìè 1 è 2 îáà÷å ïîêàçâàò, ÷å âåêòîðà −−→grad f(x) èìà èíâàðèàíòåí
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ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë, ò.å íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà,
à ñàìî îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â Rn. Çà òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà
òîâà íàáëþäåíèå âèæ çàä. ???.

Ôîðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóíêöèè íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè.Ùå îáîáùèì åäíà îò íàé-âàæíèòå ôîðìóëè íà äèôåðåíöèàëíîòî
ñìÿòàíå çà åäíà ïðîìåíëèâà � ôîðìóëàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ,
äîêàçàíà â I.�2.3 (è èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô). Íåêà x0 ∈ Rn,
~h = (h1, . . . , hn) (âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî), è íåêà ôóíêöèÿòà f(x)
å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñè÷êè òî÷êè îò îòñå÷êàòà,
ñâúðçâàùà òî÷êèòå x0 è x0 + ~h â Rn.

Òåîðåìà 3. Ïðè ãîðíèòå óñëîâèÿ ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1)
òàêîâà, ÷å

f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0

)
=

n∑

i=1

hi
df

dxi

(
x0 + θ~h

)

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âúâåäåì, êàêòî ïî-ãîðå, ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà ϕ(t) = f (x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn). Òîãàâà îò

óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà
[0, 1]. Ïðèëàãàéêè åäíîìåðíàòà òåîðåìà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ,
ïîëó÷àâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà θ ∈ (0, 1) òàêîâà, ÷å ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ).
Òîãàâà òåîðåìàòà ñëåäâà îò î÷åâèäíèòå ðàâåíñòâà

ϕ(0) = f
(
x0

)
, ϕ(1) = f

(
x0 + ~h

)
, ϕ′(t) =

n∑

i=1

hi
df

dxi

(
x0 + t~h

)
.

Ñëåäñòâèå 4. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðîèçâîäíèòå íà f(x)
óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî

√√√√ n∑

i=1

(
df

dxi

(x)

)2

≤ C.

Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
∣∣∣f

(
x0 + ~h

)
− f

(
x0

)∣∣∣ ≤ C ||h|| .
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Äîêàçàòåëñòâî. Ãîðíîòî óñëîâèå âñúùíîñò îçíà÷àâà, ÷å
∣∣∣
∣∣∣−−→grad f(x)

∣∣∣
∣∣∣ ≤

C. Òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà

f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0

)
=

〈
~h,
−−→grad f

(
x0 + θ~h

)〉

è ñëåäîâàòåëíî
∣∣∣f

(
x0 + ~h

)
− f

(
x0

)∣∣∣ ≤ ||h||
∣∣∣
∣∣∣−−→grad f

(
x0 + θ~h

)∣∣∣
∣∣∣ ≤ C ||h|| .
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1.6 Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä
Äîñåãà íèå ðàçãëåæäàõìå ñàìî ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä. Êàêòî
çà ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî, íèå ìîæåì äà ïðîäúëæèì äà
äèôåðåíöèðàìå è äà ïîëó÷èì ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Òàêà, ñ

∂2f

∂xi ∂xj

(x) èëè ñ fxixj
(x) îçíà÷àâàìå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà ∂f

∂xiïî ïðîìåíëèâàòà xj â òî÷êàòà x.
Íà ïðúâ ïîãëåä êàðòèíàòà èçãëåæäà äîñòà ñëîæíà: àêî f (x1, . . . , xn)

å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, òî ïúðâèòå è ïðîèçâîäíè ñà n íà
áðîé. Âñÿêà îò òÿõ ìîæå äà áúäå äèôåðåíöèðàíà ïî n ïðîìåíëèâè,
è òàêà ïîëó÷àâàìå îáùî n2 ðàçëè÷íè âòîðè ïðîèçâîäíè, n3 - òðåòè,
è nk ïðîèçâîäíè îò k-òè ðåä. Âñúùíîñò êàðòèíàòà å ìàëêî ïî-
îïòèìèñòè÷íà: â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå ïîêàæåì, ÷å ïðè íÿêîè ëåêè
îãðàíè÷åíèÿ ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíèòå íå çàâèñè îò ðåäà, â êîéòî å
èçâúðøåíî äèôåðåíöèðàíåòî. Òàêà ñèòóàöèÿòà ñå îïðîñòÿâà � íàïðèìåð
çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè ðàçëè÷íèòå ïðîèçâîäíè îò ðåä k íå ñà
2k, à ñàìî k + 1 íà áðîé.

Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà çà íåçàâèñèìîñòòà íà âèñøèòå ïðîèçâîäíè
îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíåòî íàé-íàïðåä çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1.Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà
â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå
ïðîèçâîäíè f ′x, f ′y, è ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè f ′′xy è f ′′yx ñúùåñòâóâàò
â îêîëíîñò íà (x0, y0). Àêî f ′′xy è f ′′yx ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà, òî
ñòîéíîñòèòå èì â íåÿ ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå àïðîêñèìèðàìå ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè
ñ "äèôåðåí÷íè ÷àñòíè îò âòîðè ðåä". Íåêà h è k ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè
÷èñëà. Äà îçíà÷èì

W (h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0)− f (x0, y0 + k) + f (x0, y0) .

Äà ðàçãëåäàìå ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

ϕ(x) = f (x, y0 + k)− f (x, y0) ,

äåôèíèðàíà çà ñòîéíîñòè íà x, äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0. Ãðóïèðàéêè â
èçðàçà çà W (h, k) ïúðâîòî ñ òðåòîòî, è âòîðîòî ñ ÷åòâúðòîòî ñúáèðàåìî,



1.6. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÈ ÎÒ ÏÎ-ÂÈÑÎÊ ÐÅÄ 59

ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

W (h, k) = ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = hϕ′ (x0 + θ1h) ,

çà ïîäõîäÿùî θ1 ∈ (0, 1) (ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà
ôóíêöèÿòà ϕ). Òúé êàòî ϕ′(x) = f ′x (x, y0 + k)− f ′x (x, y0), òî

W (h, k) = hf ′x (x0 + θ1h, y0 + k)−f ′x (x0 + θ1h, y0) = hkf ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà îòíîâî ÷ðåç ïðèëàãàíå íà
òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, òîçè ïúò çà ôóíêöèÿòà f ′x (x0 + θ1h, y)
íà ïðîìåíëèâàòà y. Òóê îòíîâî θ2 ∈ (0, 1) (ðàçáèðà ñå, ÷èñëàòà θ1 è θ2

çàâèñÿò îò h è k). Îòòóê

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

è ñëåäîâàòåëíî ïðè h → 0, k → 0 èìàìå

W (h, k)

hk
→ f ′′xy (x0, y0) .

ßñíî å, ÷å â ãîðíîòî ðàçñúæäåíèå ìåñòàòà íà x è y ìîãàò äà áúäàò
ðàçìåíåíè. Äà âúâåäåì äðóãà ïîìîùíà ôóíêöèÿ ψ(y) = f (x0 + h, y) −
f (x0, y). Òîãàâà W (h, k) = ψ (y0 + k) − ψ (y0) = kψ′ (y0 + θ3k), îòêúäåòî
êàêòî ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0 + θ4h, y0 + θ3k) è lim

h→0, k→0

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0, y0) ,

îòêúäåòî f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx (x0, y0).
Ñëåäñòâèå 2. Àêî ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè

÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k â äàäåíà îêîëíîñò, òî òÿõíèòå
ñòîéíîñòè íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà óäîáñòâî íèå ùå âúâåäåì íîâè îçíà÷åíèÿ. Äà
îçíà÷èì ñ Di îïåðàöèÿòà íà äèôåðåíöèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà xi:

Dif(x) =
∂f

∂xi

(x).
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Òîãàâà ïðîèçâîäíèòå îò ïî-âèñîê ðåä ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî
ïðèëàãàíå íà ñúîòâåòíèòå îïåðàöèè:

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(x) = Di1Di2 . . . Dikf(x).

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ òâúðäåíèåòî íà òåîðåìà 1 îçíà÷àâà, ÷å ïðè
íàïðàâåíèòå â íåÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåçè îïåðàöèè êîìóòèðàò, ò.å.

DiDjf(x) = DjDif(x)

çà âñåêè äâà èíäåêñà i, j, íàìèðàùè ñå ìåæäó 1 è n.
Íåêà ñåãà èçáåðåì ñèñòåìà i1, . . . , ik îò èíäåêñè ìåæäó 1 è

n, è ðàçãëåäàìå ïðîèçâîäíàòà ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(x). Òðÿáâà äà äîêàæåì,
÷å ñòîéíîñòòà íà òàçè ïðîèçâîäíà íå ñå ïðîìåíÿ ïðè ïðîèçâîëíî
ðàçìåñòâàíå íà èíäåêñèòå i1, . . . , ik. Îò êàçàíîòî äîòóê ñå âèæäà, ÷å
òàçè ñòîéíîñò íÿìà äà ñå ïðîìåíè, àêî ðàçìåíèì ìåñòàòà íà äâå ñúñåäíè
äèôåðåíöèðàíèÿ, íàïðèìåð íà òåçè, îòãîâàðÿùè íà èíäåêñèòå ip è ip+1.
Íàèñòèíà,

Di1 . . . Dip+1Dip . . . Dikf(x) = Di1 . . . Dip−1

(
Dip+1Dip

(
Dip+2 . . . Dikf(x)

))
=

= Di1 . . . Dip−1

(
DipDip+1

(
Dip+2 . . . Dikf(x)

))
= Di1 . . . DipDip+1 . . . Dikf(x).

Êàêòî å èçâåñòíî îò àëãåáðàòà, âñÿêî ðàçìåñòâàíå íà èíäåêñèòå
i1, . . . , ik ìîæå äà ñå ïîëó÷è êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ðàçìåñòâàíèÿ,
ðàçìåíÿùè ìåñòàòà íà äâà ñúñåäíè åëåìåíòà è íå çàñÿãàùè îñòàíàëèòå.
Òúé êàòî ïðè âñÿêî ðàçìåñòâàíå íà äâà ñúñåäíè èíäåêñà ðåçóëòàòà íå
ñå ïðîìåíÿ, òîé íÿìà äà ñå ïðîìåíè è ïðè ïðîèçâîëíî ðàçìåñòâàíå íà
èíäåêñèòå.

Îïðåäåëåíèå. Àêî åäíà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè
÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k âêëþ÷èòåëíî âúâ âúòðåøíîñòòà íà
äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò D, ÷å êàçâàìå, ÷å òÿ å k-êðàòíî ãëàäêà â
D. Ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè ùå áåëåæèì ñ Ck(D).

Âàæåí ïðèìåð. Â òîçè ðàçäåë ùå íàìåðèì âèñøèòå ïðîèçâîäíè
íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ ϕ(t), èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Ùå
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ïðèïîìíèì íåéíàòà äåôèíèöèÿ: íåêà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) å
äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) è ïðèòåæàâà

íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä m âêëþ÷èòåëíî (ò.å. f ∈
Cm(D)), è íåêà ~h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. Ôóíêöèÿòà ϕ(t) å îïðåäåëåíà â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà t = 0 ñ ôîðìóëàòà

ϕ(t) = f
(
x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn

)
.

Êàêòî â �5, ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íè äàâà

ϕ′(t) = D~hf
(
x0 + t~h

)
=

n∑

i=1

hiDif
(
x0 + t~h

)
.

Ïðèëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíî êúì ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôîðìóëàòà çà
äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå

ϕ′′(t) = D~h

(
D~hf

(
x0 + t~h

))
=

(
D~h

)2
f

(
x0 + t~h

)

è ïî-îáùî
ϕ(k)(t) =

(
D~h

)k
f

(
x0 + t~h

)
çà k = 1, . . . , m.

(Ùå ïîÿñíèì, ÷å ñ
(
D~h

)k
f ñå îçíà÷àâà ðåçóëòàòà îò k ïîñëåäîâàòåëíè

ïðèëàãàíèÿ íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð D~h êúì ôóíêöèÿòà f .)
Íàøàòà çàäà÷à ñå ñâåäå êúì ñëåäíàòà: äà ñå èçðàçÿò ñòåïåíèòå(

D~h

)k íà îïåðàòîðà D~h ÷ðåç îïåðàòîðèòå íà ÷àñòíî äèôåðåíöèðàíå
D1, . . . , Dn. Ùå ïðèïîìíèì, ÷å D~h =

∑n
i=1 hiDi. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè,

÷å, êàêòî áåøå ïîêàçàíî ïî-ãîðå, â òîâà ïðåäñòàâÿíå îòäåëíèòå
ñúáèðàåìè hiDi, hjDj êîìóòèðàò ïîìåæäó ñè.

Îò àëãåáðàòà çíàåì, ÷å çà âñåêè n åëåìåíòè a1, . . . , an íà äàäåí
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí, è çà âñÿêî åñòåñòâåíî k, å â ñèëà ôîðìóëàòà

(a1 + . . . + an)k =
∑

1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . . + kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
ak1

1 . . . akn
n ,

êúäåòî
(

k
k1,...,kn

)
îçíà÷àâà ò.í. ïîëèíîìåí êîåôèöèåíò:

(
k

k1, . . . , kn

)
=

k!

k1! . . . kn!
.
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Ïðèëàãàéêè òàçè ôîðìóëà çà êîìóòèðàùèòå îïåðàòîðè h1D1, . . . hnDn,
ïîëó÷àâàìå

(
D~h

)k
=

∑

1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . . + kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk1

1 . . . hkn
n Dk1

1 . . . Dkn
n .

Â êðàéíà ñìåòêà íèå ïîëó÷èõìå:
Òåîðåìà 3. Çà äåôèíèðàíàòà ïî-ãîðå ôóíêöèÿ ϕ(t) å â ñèëà

ðàâåíñòâîòî

ϕ(k)(t) =
∑

1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . . + kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk1

1 . . . hkn
n

∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0 + t~h

)
.

×åñòî ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôîðìàëíî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ϕ(k)(t) = (h1D1 + . . . + hnDn)k f
(
x0 + t~h

)
.

Çà ÿñíîòà íèå îòäåëíî ùå íàïèøåì òàçè ôîðìóëà çà ôóíêöèè íà
äâå ïðîìåíëèâè. Íåêà f(x, y) å m-êðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà
ïðîìåíëèâèòå x è y, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), h, k ∈ R,
è ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk). Òîãàâà çà âñÿêî n ìåæäó 1 è m å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî*

ϕ(n)(t) =

(
h

∂

∂ x
+ k

∂

∂ y

)n

f (x0 + th, y0 + tk) =

=
n∑

p=0

(
n

p

)
hpkn−p ∂nf

∂px ∂n−py
(x0 + th, y0 + tk) ,

êúäåòî
(

n
p

)
å áèíîìíèÿò êîåôèöèåíò

(
n

p

)
=

n!

p ! (n− p)!
.

*×èòàòåëÿò ìîæå ñàì äà äîêàæå òîâà ðàâåíñòâî ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî n, èçïîëçâàéêè
ñâîéñòâàòà íà áèíîìíèòå êîåôèöèåíòè (âèæ ÷àñò I, ñòð. 148). Äîêàçàòåëñòâîòî
äîñëîâíî ïîâòàðÿ äîêàçàòåëñòâîòî íà áèíîìà íà Íþòîí.
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Óïðàæíåíèÿ.
1. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿòà, îïðåäåëåíà ñ ðàâåíñòâàòà

f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Äîêàæåòå, ÷å ∂f

∂x
è ∂f

∂y
ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè íàâñÿêúäå â

R2 è ÷å ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè â íóëàòà ñúùåñòâóâàò. Ïîêàæåòå, ÷å

∂2f

∂x ∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y ∂x
(0, 0).

Îáÿñíåòå çàùî òîçè ôàêò íå ïðîòèâîðå÷è íà òåîðåìà 1.
2. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå ïðîèçâîäíè f ′x, f ′y è ñìåñåíàòà

ïðîèçâîäíà f ′′xy ñúùåñòâóâàò â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), è f ′′xy å
íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Òîãàâà f ′′yx (x0, y0) ñúùî ñúùåñòâóâà, è èìàìå
f ′′yx (x0, y0) = f ′′xy (x0, y0).

Èçïîëçâàéòå, ÷å â îçíà÷åíèÿòà íà òåîðåìà 1 èìàìå

f ′y (x0 + h, y0)− f ′y (x0, y0)

h
= lim

k→0

W (h, k)

hk
,

è äîêàçàíîòî â òàçè òåîðåìà ðàâåíñòâî

lim
h→0,k→0

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0, y0) .
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1.7 Ôîðìóëà íà Òåéëîð çà ôóíêöèè íà
ìíîãî ïðîìåíëèâè. Ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Ôîðìóëà íà Òåéëîð.Â íà÷àëîòî ùå ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð
çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.(Âèæ ÷àñò I, �2.7.) Àêî ôóíêöèÿòà f(x)
å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä
n â òàçè îêîëíîñò, çà äîñòàòú÷íî ìàëêè íàðàñòâàíèÿ h = ∆x å â ñèëà
ôîðìóëàòà

f (x0 + h) =
n∑

k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k + Rn(h)

(ùå íàïîìíèì, ÷å ïîä íóëåâà ïðîèçâîäíà íà åäíà ôóíêöèÿ ñå ðàçáèðà
ñàìàòà ôóíêöèÿ). Çà îñòàòúêà Rn(h) å â ñèëà îöåíêàòà Rn(h) = o(h). Àêî
f(x) ïðèòåæàâà è n + 1-âà ïðîèçâîäíà â x0, å â ñèëà ïî-òî÷íà îöåíêà;
íàé-÷åñòî çà îñòàòúêà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ

Rn(h) =
f (n+1) (x0 + θh)

k!
(x− x0)

n+1

çà ïîäõîäÿùî èçáðàíî θ ∈ (0, 1).
Â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå èçâåäåì àíàëîãè÷íà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ

íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Ùå èçïîëçâàìå ñúùèÿ ïîõâàò, êàêòî è â
ïðåäèøíèòå ïàðàãðàôè: ñâåæäàíå íà âúïðîñà êúì ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà.

Íåêà f (x1, . . . , xn) å m-êðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà n
ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n).

Íåêà ~h = (h1, . . . , hn) å âåêòîðà íà íàðàñòâàíåòî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
îòñå÷êàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå x0 è x0+~h, ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò íà ôóíêöèÿòà f . Òîãàâà íèå ìîæåì äà îáðàçóâàìå ïîçíàòàòà âå÷å
ïîìîùíà ôóíêöèÿ

ϕ(t) = f
(
x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn

)
,

îïðåäåëåíà çà t ∈ [0, 1]. Êàêòî âèäÿõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, òÿ
ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä m âêëþ÷èòåëíî, è íèå ìîæåì çà âñÿêî
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k ≤ m− 1 äà íàïèøåì çà íåÿ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñ t0 = 0 è ∆t = 1:

ϕ(1) =
k∑

p=0

ϕ(p)(0)

p!
+ Rk,

ñ Rk = ϕ(k+1)(θ)
(k+1)!

çà íÿêîå θ ∈ (0, 1). Òúé êàòî ϕ(0) = f (x0) è ϕ(1) =

f
(
x0 + ~h

)
, òî ïðèïîìíÿéêè ñè ôîðìóëèòå îò ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô çà

ïðîèçâîäíèòå íà ϕ(t), ïîëó÷àâàìå *:
Ôîðìóëà íà Òåéëîð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ âèä íà Ëàãðàíæ.

Àêî f(x) ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k + 1 âêëþ÷èòåëíî â
íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0, â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

f
(
x0 + ~h

)
=

k∑

p=0

1

p!

(
h1

∂

∂x1

+ . . . + hn
∂

∂xn

)p

f
(
x0

)
+ Rk

(
~h

)
,

êúäåòî

Rk

(
~h

)
=

1

(k + 1)!

(
h1

∂

∂x1

+ . . . + hn
∂

∂xn

)k+1

f
(
x0 + θ~h

)

çà ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1).
Çàáåëåæêà. Çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà âñÿêà

îò äðóãèòå ïîçíàòè îò ÷àñò I ôîðìóëè - ôîðìàòà íà Øëåìèëõ-Ðîø èëè
èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà îò çàä. 3 íà �4.3; ðàçëèêèòå íå ñà ñúùåñòâåíè.

Ñëåäñòâèå (îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî).Íåêà
f(x) ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k âêëþ÷èòåëíî, íåïðåêúñíàòè
â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0. Òîãàâà çà îñòàòúêà Rk

(
~h

)
å â ñèëà

ñúîòíîøåíèåòî Rk

(
~h

)
= o

(∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
k
)
, ò.å.

lim
~h→0

Rk

(
~h

)

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
k = 0.

*Òóê çà êðàòêîñò èçïîëçâàìå ôîðìóëèòå çà ïðîèçâîäíèòå â ñúêðàòåí âèä.
Òî÷íèÿò ñìèñúë íà òåçè ñúêðàòåíè îçíà÷åíèÿ áåøå äàäåí ïðè òÿõíîòî èçâåæäàíå â
�6.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì

αk1...kn(~h) =
∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0 + ~h

)
− ∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0

)
.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà k-òèòå ïðîèçâîäíè ñëåäâà, ÷å αk1...kn(~h) → 0

ïðè ~h → 0.
Îò ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ çà k − 1-âèÿ îñòàòúê Rk−1

(
~h

)
èìàìå

Rk−1

(
~h

)
=

∑

k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk1

1 . . . hkn
n

(
∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0

)
+ αk1...kn(θ~h)

)
,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

Rk

(
~h

)
=

∑

k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk1

1 . . . hkn
n αk1...kn(θ~h).

Ñëåäîâàòåëíî

Rk

(
~h

)

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
k =

∑

k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

) 
 h1∣∣∣

∣∣∣~h
∣∣∣
∣∣∣




k1

. . .


 hn∣∣∣

∣∣∣~h
∣∣∣
∣∣∣




kn

αk1...kn(θ~h).

Òúé êàòî αk1...kn(~h) → 0 ïðè ~h → 0, è hi/ ||h|| ≤ 1, òîâà äîêàçâà
òâúðäåíèåòî.

Ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì
íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè çâó÷è ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî è çà
ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà:

Îïðåäåëåíèå.Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) = f (x1, . . . , xn) å äåôèíèðàíà
â îáëàñòòà D ⊂ Rn. Òî÷êàòà x0 ∈ D ñå íàðè÷à òî÷êà íà
ëîêàëåí ìàêñèìóì çà f(x), àêî

à/ x0 å âúòðåøíà çà D, è
á/ ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å f(x) ≤ f (x0) çà âñÿêî x ∈ D, çà

êîåòî ||x− x0|| < ε.
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Àêî â á/ âìåñòî f(x) ≤ f (x0) ïèøåì f(x) ≥ f (x0), ïîëó÷àâàìå
îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí ìèíèìóì.

Ëîêàëíèÿò ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ñå íàðè÷à ñòðîã, àêî ïðè x 6=
x0 íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî.

Íàêðàÿ, ïîä òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì ùå ðàçáèðàìå òî÷êà,
êîÿòî å èëè ëîêàëåí ìèíèìóì, èëè ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ùå íàïîìíèì ðåçóëòàòèòå â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (âèæ ÷àñò I,
�2.9): çà äà áúäå òî÷êàòà x0, âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà
äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x), òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, èìàìå

� íåîáõîäèìî óñëîâèå: àêî x0 å ëîêàëåí åêñòðåìóì, òî f ′ (x0) = 0
(òåîðåìà íà Ôåðìà).

� äîñòàòú÷íî óñëîâèå: àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) > 0, òî x0 å ëîêàëåí
ìèíèìóì; àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) < 0, òî x0 å ëîêàëåí ìàêñèìóì.
(äîêàçâà ñå ÷ðåç ðàçâèòèå ïî Òåéëîð îò ðåä 2 íà f(x) îêîëî òî÷êàòà x0.)

Åëåìåíòàðíè ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å íèòî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå å
äîñòàòú÷íî, íèòî äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå å íåîáõîäèìî.

Çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè ñèòóàöèÿòà å àíàëîãè÷íà. Ùå
èçëîæèì íåîáõîäèìîòî óñëîâèå:

Òåîðåìà 1. (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì).
Íåêà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) å ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöèÿòà

f (x1, . . . , xn). Àêî â x0 òàçè ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè,
òî âñè÷êè òå ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å.

∂f

∂x1

(
x0

)
= . . . =

∂f

∂xn

(
x0

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå ñúîòâåòíèòå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè
íà åäíà ïðîìåíëèâà. Ïî-ïîäðîáíî, çà äàäåíî i ìåæäó 1 è n äà îçíà÷èì
÷ðåç

ϕi(t) = f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n

)

ôóíêöèÿòà, ïîëó÷åíà ÷ðåç ôèêñèðàíå íà âñè÷êè äðóãè ïðîìåíëèâè
îñâåí ïðîìåíëèâàòà xi. Î÷åâèäíî ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî ϕi(t)
å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t = x0

i è ïðèòåæàâà ëîêàëåí
åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà (äîêàæåòå!). Òîãàâà ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ôåðìà
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çà ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî èìàìå

∂f

∂xi

(
x0

)
= ϕ′

(
x0

i

)
= 0.

Óäîáíî å äà âúâåäåì ñëåäíîòî ïîíÿòèå:
Îïðåäåëåíèå.Òî÷êà, âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, â

êîÿòî âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f ñå àíóëèðàò,
íàðè÷àìå êðèòè÷íà òî÷êà çà äàäåíàòà ôóíêöèÿ.

Îò ãîðíàòà òåîðåìà âåäíàãà ñëåäâà åäíî ïîëåçíî íàáëþäåíèå:
Ñëåäñòâèå 2.Àêî f(x) å åäíîêðàòíî ãëàäêà íåïðåêúñíàòà

ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn, òî
íåéíèòå íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñòè ñå äîñòèãàò èëè âúðõó
êîíòóðà íà D, èëè â íÿêîÿ îò êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñïîðåä âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ
ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå äîñòèãàò â íÿêîè
òî÷êè íà D, êîèòî ìîãàò äà áúäàò âúòðåøíè èëè êîíòóðíè. Àêî
ãëîáàëíèÿò ìàêñèìóì ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà íà D, òî òàçè
òî÷êà å ñúùî è ëîêàëåí ìàêñèìóì è ñëåäîâàòåëíî å êðèòè÷íà òî÷êà.
Ðàçáèðà ñå, ñúùîòî å âÿðíî è çà ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì.

Çà íàìèðàíå íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ùå èçñëåäâàìå ÷ëåíà îò
ðàçâèòèåòî ïî Òåéëîð, ñúäúðæàù âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà.
Êàêòî ùå âèäèì, òîçè ÷ëåí ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòè÷íà ôóíêöèÿ íà
êîîðäèíàòèòå íà íàðàñòâàíåòî h1, . . . , hn. Ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ïîíÿòèÿ
îò ëèíåéíàòà àëãåáðà, çàñÿãàùè òàêèâà ôóíêöèè (íàðè÷àíè îáèêíîâåíî
êâàäðàòè÷íè ôîðìè). Íåêà A~h å êâàäðàòè÷íà ôîðìà â Rn, äåôèíèðàíà
ñ ôîðìóëàòà

A~h =
n∑

i=1

n∑

j=1

Aij hihj.

Îïðåäåëåíèå.Êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà A ñå íàðè÷à
� ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà),

àêî çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð ~h ∈ Rn, ~h 6= ~0, èìàìå A~h > 0 (ñúîòâ.
A~h < 0).
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� çíàêîïðîìåíëèâà, àêî ñúùåñòâóâàò âåêòîðè ~h1, ~h2 ∈ Rn, òàêà
÷å A~h1 > 0, A~h2 < 0.

� ïîëîæèòåëíî (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî) ïîëóîïðåäåëåíà, àêî çà
âñåêè ~h ∈ Rn èìàìå A~h ≥ 0 (ñúîòâ. A~h ≤ 0).

Ïðèìåðè. Â ïðîñòðàíñòâîòî R2 ñ êîîðäèíàòè x, y ìîæåì äà
ðàçãëåäàìå êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè, çàäàäåíè ñ ôîðìóëèòå*:

• x2 + y2 � ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà,

• −x2 − y2 � îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà,

• x2 − y2 � çíàêîïðîìåíëèâà,

• x2 � ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà,

• −x2 � îòðèöàòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà.

Êðèòåðèé çà îïðåäåëåíîñò. Íåêà A å íàïèñàíàòà ïî-ãîðå
êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñ êîåôèöèåíòè Aij, i, j = 1, . . . , n, è íåêà îçíà÷èì ñ
∆k k-òèÿò ãëàâåí ìèíîð íà ìàòðèöàòà îò êîåôèöèåíòèòå:

∆k = det {Aij}i,j=1,...,k

Òîãàâà êðèòåðèÿò íà Ñèëâåñòúð ãëàñè, ÷å ôîðìàòà A å ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà, êîãàòî ∆k > 0, è îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà, àêî (−1)k∆k > 0,
çà k = 1, . . . , n. Àêî ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå ñ ÷åòíè íîìåðà ∆2k < 0, òî
ôîðìàòà A å çíàêîïðîìåíëèâà.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà åêñòðåìóì.
Òåîðåìà 3. (äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.)

Íåêà f (x1, . . . , xn) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0. Íåêà îñâåí òîâà x0 å êðèòè÷íà òî÷êà, ò.å.

∂f

∂x1

(
x0

)
= . . . =

∂f

∂xn

(
x0

)
.

*Â àëãåáðàòà ñå äîêàçâà, ÷å âñÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà â R2 ñå ïðèâåæäà êúì åäíà
îò èçáðîåíèòå ÷ðåç ëèíåéíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.
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Òîãàâà
à/ àêî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà

Df
(
x0

)
~h =

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xi ∂xj

(
x0

)
hihj

å ïîëîæèòåëíî äåôèíèðàíà, x0 å ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì çà f .
á/ àêî Df (x0)~h å îòðèöàòåëíî äåôèíèðàíà, x0 å ñòðîã ëîêàëåí

ìàêñèìóì çà f .
â/ àêî Df (x0)~h å çíàêîïðîìåíëèâà, x0 íå å ëîêàëåí åêñòðåìóì çà

f .
Çàáåëåæêà. Íèùî íå ìîæå äà ñå òâúðäè â ñëó÷àèòå, êîãàòî

Df (x0)~h å ïîëóîïðåäåëåíà: òîçè ñëó÷àé ìîæå äà èìà èëè äà íÿìà
ëîêàëåí åêñòðåìóì. Òàêà, àêî ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå

f(x, y) = x2 + y4 è g(x, y) = x2 − y4

â R2, òî â êðèòè÷íàòà òî÷êà (0, 0) èìàìå

Df ((0, 0)) (h, k) = Dg ((0, 0)) (h, k) = h2,

íî ïúðâàòà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà, à
âòîðàòà � íå.

Â ÷àñòíîñò, îòòóê ñå âèæäà, ÷å äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå îò òåîðåìàòà
íå å íåîáõîäèìî.

Äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå. Ùå íè å íóæíî
ïîìîùíî òâúðäåíèå çà êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè:

Ëåìà. Íåêà A~h å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
â Rn. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c è C, 0 < c ≤ C, òàêà ÷å çà
âñÿêî ~h ∈ Rn èìàìå

c
∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2 ≤ A~h ≤ C

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2
.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Íåêà S å åäèíè÷íàòà ñôåðà â Rn,
ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òåçè âåêòîðè ~h ∈ Rn, çà êîèòî

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣ = 1.

Î÷åâèäíî ìíîæåñòâîòî S å êîìïàêòíî, è ïî òåîðåìèòå íà Âàéåðùòðàñ
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íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ A~h äîñòèãà âúðõó íåãî ñâîÿòà íàé-ìàëêà è
íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò. Äà ãè îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ c è C, c ≤ C. Îò
ïîëîæèòåëíàòà îïðåäåëåíîñò ñëåäâà, ÷å c > 0 (íóëåâèÿò âåêòîð íå
ïðèíàäëåæè íà S). Íåêà ñåãà ~h å ïðîèçâîëåí íåíóëåâ âåêòîð. Òîãàâà

~h

||~h|| ∈ S, è ñëåäîâàòåëíî

A



~h∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣


 =

1
∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2A~h ∈ [c, C].

×èñëàòà c è C, ÷èåòî ñúùåñòâóâàíå ñå óñòàíîâÿâà îò ëåìàòà, ñå
íàðè÷àò ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ùå íàïèøåì ðàçâèòèåòî
íà f(x) îêîëî òî÷êàòà x0 ïî Òåéëîð äî âòîðèÿ ÷ëåí ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí
âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî. Òúé êàòî ïúðâèòå ïðîèçâîäíè ñå àíóëèðàò â x0,
ñúîòâåòíèÿò ÷ëåí â òåéëîðîâîòî ðàçâèòèå îòñúñòâóâà. Çà äîñòàòú÷íî
ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè ~h ïîëó÷àâàìå

∆f = f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xi ∂xj

(
x0

)
hihj + o

(∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2
)

,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå
∆f

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2 −

1
∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2Df

(
x0

)
~h →~h→0 0.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà Df (x0) å ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà, è äà îçíà÷èì ñ c íåéíàòà äîëíà ãðàíèöà. Òîãàâà çà
äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà ~h èìàìå

∆f
∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2 −

1
∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2Df

(
x0

)
~h > − c

2
è ñëåäîâàòåëíî ∆f

∣∣∣
∣∣∣~h

∣∣∣
∣∣∣
2 ≥ c− c

2
=

c

2
> 0,

ò.å. ∆f > 0 çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ~h, êîåòî äîêàçâà òî÷êà à/. Òî÷êà á/
ìîæå äà ñå äîêàæå ïî ñúùèÿ íà÷èí, èëè êàòî ñå ïðèëîæè òî÷êà à/ çà
ôóíêöèÿòà −f .

Àêî ôîðìàòà Df (x0) å çíàêîïðîìåíëèâà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò âåêòîðè ~h1, ~h2 ∈ Rn òàêèâà, ÷å Df (x0)~h1 > 0 è
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Df (x0)~h2 < 0. Äà çàìåñòèì â ãîðíèòå ôîðìóëè âåêòîðà ~h ñ t~h1. Èìàéêè
ïðåä âèä, ÷å Df (x0) t~h1 = t2Df (x0)~h1, çà ìàëêè t èìàìå

f
(
x0 + t~h1

)
− f (x0)

t2
∣∣∣
∣∣∣~h1

∣∣∣
∣∣∣

=
1∣∣∣

∣∣∣~h1
∣∣∣
∣∣∣
Df

(
x0

)
~h1 +

o
(∣∣∣

∣∣∣t~h1
∣∣∣
∣∣∣
)

∣∣∣
∣∣∣t~h1

∣∣∣
∣∣∣
2 .

Òúé êàòî âòîðîòî ñúáèðàåìî êëîíè êúì íóëà ïðè t → 0, ðàçëèêàòà
f

(
x0 + t~h1

)
− f (x0) å ïîëîæèòåëíà ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà

t. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå âèæäà, ÷å f
(
x0 + t~h2

)
− f (x0) å îòðèöàòåëíà ïðè

äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà t, è ñëåäîâàòåëíî â x0 íå ìîæå äà èìà
íèòî ëîêàëåí ìèíèìóì, íèòî ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Îòíîâî ùå èçëîæèì îòäåëíî ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.
Íåêà f(x, y) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â îêîëíîñò íà êðèòè÷íàòà
òî÷êà (x0, y0). Äà äàäåì íà x è íà y íàðàñòâàíèÿ ñúîòâåòíî h è k. Ïî
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

∆f = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =

=
1

2

(
h2f ′′xx (x0, y0) + 2hkf ′′xy (x0, y0) + k2f ′′yy (x0, y0)

)
+ o

((√
x2 + y2

)2
)

,

òúé êàòî ïî ïðåäïîëîæåíèå ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà ñå
àíóëèðàò. Ñïîðåä òåîðåìà 3, çíàêà íà ðàçëèêàòà îòëÿâî ïðè äîñòàòú÷íî
ìàëêè h è k ñúâïàäà ñúñ çíàêà íà ïúðâèÿ ÷ëåí îòäÿñíî. Äà îçíà÷èì
çà ïðîñòîòà f ′′xx (x0, y0) = A, f ′′xy (x0, y0) = B, f ′′yy (x0, y0) = C. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å A 6= 0*. Èìàìå

Ah2+2Bhk+Ck2 = A
(
h2 + 2

B

A
hk +

C

A
k2

)
= A

((
h +

B

A
k
)2

+
AC −B2

A2
k2

)
.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå:
à/ Ïðè AC − B2 > 0 è A > 0 èìàìå ∆f ≥ 0, ò.å. (x0, y0) å ëîêàëåí

ìèíèìóì.
á/ Ïðè AC − B2 > 0 è A < 0 èìàìå ∆f ≤ 0, ò.å. (x0, y0) å ëîêàëåí

ìèíèìóì.
*×èòàòåëÿò ëåñíî ùå ñúîáðàçè, ÷å òîâà ïðåäïîëîæåíèå íå íàìàëÿâà îáùíîñòòà.



1.7. ÔÎÐÌÓËÀ ÍÀ ÒÅÉËÎÐ È ËÎÊÀËÍÈ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÈ. 73

â/ Íåêà AC − B2 < 0. Òîãàâà çà äâîéêè (h, k), çà êîèòî h =
−B

A
k, èçðàçúò â ñêîáèòå å îòðèöàòåëåí, à çà äâîéêè îò âèäà (h, 0) -

ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëíî íàðàñòâàíåòî ∆f ìîæå äà èìà ðàçëè÷íè
çíàöè, è òî÷êàòà (x0, y0) íå ìîæå äà áúäå òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Çàáåëåæêà. Ðàçáèðà ñå, äîêàçàíîòî ïî-ãîðå âåäíàãà ñëåäâà îò
òåîðåìà 3 è êðèòåðèÿ íà Ñèëâåñòúð. Íàèñòèíà, â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé
èìàìå

∆1 = A è ∆2 =

∣∣∣∣∣
A B
B C

∣∣∣∣∣ = AC −B2.

Ãëîáàëíè åêñòðåìóìè. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè å âàæíî äà íàìåðèì
íàé-ãîëÿìàòà è íà-ìàëêàòà ñòîéíîñòè íà äàäåíà ôóíêöèÿ âúðõó öÿëîòî
äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, ò.å. ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì è ìàêñèìóì íà
ôóíêöèÿòà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî D íà
ôóíêöèÿòà f(x) å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rn. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà
íà Âàéåðùðàñ f(x) äîñòèãà íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò
â ïîäõîäÿùè òî÷êè íà D. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà àëòåðíàòèâà
(íàïðèìåð, çà ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò): ãëîáàëíèÿò ìàêñèìóì ìîæå äà
ñå äîñòèãíå âúâ âúòðåøíà èëè êîíòóðíà òî÷êà íà D. Àêî ìàêñèìóìà
ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà, òî òîé å è ëîêàëåí, è íèå ìîæåì äà
èçïîëçâàìå ðàçâèòàòà ïî-ãîðå òåîðèÿ. Íèå îáà÷å âñå îùå íå ðàçïîëàãàìå
ñúñ ñðåäñòâà çà îòêðèâàíå íà åêñòðåìóìèòå âúðõó êîíòóðà bD íà
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Çà ñëó÷àÿ íà "ãëàäúê"êîíòóð òîâà ùå áúäå
íàïðàâåíî â �9.

Â íÿêîè ñëó÷àè ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðîâåäåíè
è çà íåêîìïàêòíè îáëàñòè � âèæ íàïð. çàäà÷è 2 è 3.

Ïðèëîæåíèå: Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Â òîçè ïóíêò
ùå äàäåì åäíî ïðîñòî ïðèëîæåíèå íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí
åêñòðåìóì, êîåòî îáà÷å íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå â åñòåñòâåíèòå
íàóêè. Íåêà x, y, z ñà íÿêàêâè âåëè÷èíè, è íèå èñêàìå äà ïîêàæåì,
÷å ìåæäó òÿõ ñúùåñòâóâà ëèíåéíà çàâèñèìîñò îò âèäà

z = ax + by + c.

Ïðîáëåìà å äà ñå íàìåðÿò êîåôèöèåíòèòå a, b è c.
Ðàçáèðà ñå, òÿõíîòî îïðåäåëÿíå òðÿáâà äà ñå áàçèðà íà íàïðàâåíèòå

èçìåðâàíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å ïðîâåäåíà ñåðèÿ îò n åêñïåðèìåíòà,
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â ðåçóëòàò íà êîèòî ñà èçìåðåíè âåëè÷èíèòå x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn.
Òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò òàêèâà ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå, òàêà ÷å
åêñïåðèìåíòàëíî èçìåðåíèòå ñòîéíîñòè zk íàé-ìàëêî ñå ðàçëè÷àâàò îò
òåîðåòè÷íî íàìåðåíèòå ïî ôîðìóëàòà zk = axk + byk + c. Ìåòîäà íà
íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî: äà ñå ìèíèìèçèðà ñóìàòà
îò êâàäðàòèòå íà îòêëîíåíèÿòà. Ïî-òî÷íî, àêî îçíà÷èì

F (a, b, c) =
n∑

k=1

((axk + byk + c)− zk)
2 ,

äà îïðåäåëèì êúäå òàçè ôóíêöèÿ äîñòèãà ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñò. Çà
êðèòè÷íèòå òî÷êè íà òàçè ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà:

F ′
a = 2

n∑

k=1

xk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′
b = 2

n∑

k=1

yk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′
c = 2

n∑

k=1

((axk + byk + c)− zk) = 0.

Äà âúâåäåì íîâè îçíà÷åíèÿ: Íåêà îçíà÷èì ñ ~x, ~y, ~z n-ìåðíèòå
âåêòîðè ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn), ~z = (z1, . . . , zn), è íåêà ~1 äà
îçíà÷àâà n-ìåðíèÿò âåêòîð, ñúñòàâåí ñàìî îò åäèíèöè. Òîãàâà F (a, b, c)
ñå íàïèñâà êàòî

F (a, b, c) =
∣∣∣
∣∣∣~z − a.~x− b.~y − c.~1

∣∣∣
∣∣∣
2
.

Óðàâíåíèÿòà íà êðèòè÷íà òî÷êà, ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå, ñà
ëèíåéíè îòíîñíî a, b è c è èìàò âèäà:

a 〈~x, ~x〉+ b 〈~x, ~y〉+ c
〈
~x,~1

〉
= 〈~x, ~z〉 ,

a 〈~y, ~x〉+ b 〈~y, ~y〉+ c
〈
~y,~1

〉
= 〈~y, ~z〉 ,

a
〈
~1, ~x

〉
+ b

〈
~1, ~y

〉
+ c

〈
~1,~1

〉
=

〈
~1, ~z

〉
.
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Â ëèíåéíàòà àëãåáðà ñå äîêàçâà, ÷å àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà
ëèíåéíî íåçàâèñèìè*, òî äåòåðìèíàíòàòà, ñúñòàâåíà îò êîåôèöèåíòèòå
ïðåä íåèçâåñòíèòå, å ðàçëè÷íà îò íóëà (ò.í. äåòåðìèíàíò íà Ãðàì).
Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà a, b è c. Òúé
êàòî çà ôóíêöèÿòà F (a, b, c) å èçïúëíåíî

lim
||(a,b,c)||→∞

F (a, b, c) = +∞,

òî òàêà íàìåðåíàòà åäèíñòâåí êðèòè÷íà òî÷êà å ëîêàëåí è ãëîáàëåí
ìèíèìóì íà ôóíêöèÿòà (âèæ çàä. 2).

Óïðàæíåíèÿ.
1. Íåêà â R2 å çàäàäåíà ôóíêöèÿòà f(x, y) = (y − x2) (y − 3x2).

Äîêàæåòå, ÷å:
à/ f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (0, 0). (Óïúòâàíå:

ðàçãëåäàéòå òî÷êèòå îò âèäà (0, y) è (x, 2x2)).
á/ Îãðàíè÷åíèåòî íà ôóíêöèÿòà âúðõó ïðîèçâîëíà ïðàâà ïðåç

òî÷êàòà (0, 0) ïðèòåæàâà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà.
2. Íåêà f(x), x ∈ Rn, å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å

lim||x||→∞ f(x) = +∞. Äîêàæåòå, ÷å ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå
äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà.

3. Íåêà f(x) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà íà ïðåäíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(x) ïðèòåæàâà ñàìî
åäíà êðèòè÷íà òî÷êà, òî â íåÿ ñå äîñòèãà ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì.

*Àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, òîâà îçíà÷àâà, ÷å åäíà îò
âåëè÷èíèòå x, y ñå èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç äðóãàòà è å èçëèøíà â äàäåíèÿ ìîäåë.



76 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

1.8 Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ.
Ïúðâàòà òåîðåìà, ðàçãëåæäàíà â òîçè ïàðàãðàô, ñå îòíàñÿ äî ðåøàâàíå
íà óðàâíåíèÿ îò âèäà F (x, y) = 0 ñïðÿìî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå,
íàïðèìåð y. Äðóãàòà ïðîìåíëèâà - x - ñå ðàçãëåæäà êàòî ïàðàìåòúð, è
î÷åâèäíî ðåøåíèåòî òðÿáâà äà çàâèñè îò íåÿ. Äà çàïèøåì òîâà ðåøåíèå
âúâ âèäà y = f(x). Çà äà ïðîâåðèì äàëè òàêà äåôèíèðàíîòî y å ðåøåíèå
íà òúðñåíîòî óðàâíåíèå, òðÿáâà äà ãî çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî. Ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî

F (x, f(x)) ≡ 0.

Îïðåäåëåíèå.Àêî ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâåíî
ãîðíîòî ðàâåíñòâî çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò, ùå
êàçâàìå, ÷å òÿ å íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) =
0.

Ãåîìåòðè÷åñêè òîâà ìîæå äà ñå êàæå òàêà: ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â
ðàâíèíàòà, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî F (x, y) = 0,
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Ïî-äîëó íèå ðàçãëåæäàìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò
íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Ðàçáèðà ñå, íèå ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò íåÿâíè
ôóíêöèè ñ õóáàâè ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñò äèôåðåíöèðóåìè. Àêî f(x)
å òàêàâà ôóíêöèÿ, òî, äèôåðåíöèðàéêè ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïî x
è èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè,
ïîëó÷àâàìå

F ′
x (x, f(x)) + f ′(x)F ′

y (x, f(x)) ≡ 0,

îòêúäåòî
f ′(x) = −F ′

x (x, f(x))

F ′
y (x, f(x))

.

Îòòóê ñå âèæäà. ÷å å åñòåñòâåíî äà íàëîæèì íà ôóíêöèÿòà F óñëîâèåòî
F ′

y(x, y) 6= 0.
Ùå ðàçãëåäàìå åäèí ïðîñò ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

F (x, y) = x2 + y2 −R2 = 0

îïðåäåëÿùî îêðúæíîñò ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R â ðàâíèíàòà
R2. ßñíî å, ÷å çà äà èìà óðàâíåíèåòî ðåøåíèå, òðÿáâà x ∈ [−R, R]. Â
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êðàéíèòå òî÷êè x = ±R ñå íàðóøàâà óñëîâèåòî F ′
y(x, y) 6= 0. Ëåñíî ñå

âèæäà, ÷å â òåçè òî÷êè îêðúæíîñòòà íå ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî
ãðàôèêà íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ (òàíãåíòàòà è ñòàâà âåðòèêàëíà).

Çà âñÿêî x îò îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (−R,R) òîâà óðàâíåíèå èìà
òî÷íî äâå ðåøåíèÿ îòíîñíî y:

y = ±
√

R2 − x2.

Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò ãîðíîòî óðàâíåíèå,
èìà âèäà

f(x) = ε(x)
√

R2 − x2,

êúäåòî ε(x) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, âçåìàùà ñòîéíîñòè ïëþñ èëè ìèíóñ
åäèíèöà. Òàêèâà ôóíêöèè èìà áåçáðîéíî ìíîãî.

Àêî ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå
ñàìî äâå íåÿâíè ôóíêöèè: y =

√
R2 − x2 è y = −√R2 − x2, ò.å. îòíîâî

íÿìà åäíîçíà÷íîñò. Çà äà ñå èçáåãíå íååäíîçíà÷íîñòòà, íåùàòà òðÿáâà
äà ñå ðàçãëåæäàò ëîêàëíî � äà ñå ôèêñèðà åäíî ðåøåíèå â äàäåíà òî÷êà
(òÿ ìîæå äà ëåæè âúðõó ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò), è äà
ñå ðàçãëåäà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ, âçåìàùà ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò â
òàçè òî÷êà. Òîãàâà, â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ðåøåíèå â íà÷àëíàòà
òî÷êà, ùå ïîëó÷èì óðàâíåíèåòî íà ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò.

Ñåãà âå÷å ñìå ïîäãîòâåíè äà äàäåì òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà
òåîðåìàòà:

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé
íà åäíî óðàâíåíèå).Íåêà F (x, y) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â R2,
ïðèòåæàâàùà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà ïî y. Íåêà (x0, y0) å òî÷êà îò
äåôèíèöèîííîòî è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F (x0, y0) = 0 , F ′
y (x0, y0) 6= 0.

Òîãàâà:
à/ Ñúùåñòâóâà èíòåðâàë (x0 − δ, x0 + δ) è äåôèíèðàíà â íåãî

ôóíêöèÿ íåïðåêúñíàòà f(x), óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà
1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x, f(x)) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

á/ f(x) å åäèíñòâåíàòà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà
(x0 − δ, x0 + δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.
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â/ Àêî F (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), òî f(x) å
äèôåðåíöèðóåìà â x0, êàòî

f ′ (x0) = −F ′
x (x0, y0)

F ′
y (x0, y0)

.

Àêî F (x, y) å k-êðàòíî ãëàäêà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), òî
ñúùîòî å âÿðíî è çà f(x) â îêîëíîñò íà x0.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðåäåëåíîñò ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
F ′

y (x0, y0) > 0. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî F ′
y (x, y) > 0 å âÿðíî è â íÿêàêâà

îêîëíîñò U íà (x0, y0) â R2.
Äà ðàçãëåäàìå F (x0, y) êàòî ôóíêöèÿ íà y; îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å

òÿ å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà y0. Òúé êàòî
F (x0, y0) = 0, òî ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà ε > 0 ùå èìàìå

F (x0, y) > 0 ïðè y ∈ (y0, y0 + ε] , è F (x0, y) < 0 ïðè y ∈ [y0 − ε, y0) .

Äà ïðåêàðàìå ïðåç òî÷êèòå (x0, y0 − ε) è (x0, y0 + ε) õîðèçîíòàëíè
îòñå÷êè: òîãàâà çíàêúò íà F (x, y) ñå çàïàçâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà
òåçè òî÷êè (âèæ ÷åðòåæà, íà êîéòî ñà îçíà÷åíè çíàöèòå íà F (x, y) â
ñúîòâåòíèòå òî÷êè). Òîãàâà ìîæåì äà èçáåðåì (äîñòàòú÷íî ìàëêî) δ > 0,
òàêà ÷å

� çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) èìàìå F (x, y0 − ε) < 0,
F (x, y0 + ε) > 0.

� ïðàâîúãúëíèêúò ∆ = [x0 − δ, x0 + δ]× [y0 − ε, y0 + ε] ñå ñúäúðæà
â îêîëíîñòòà U (ò.å. â íåãî F ′

y > 0).
Äà ôèêñèðàìå x1 ∈ (x0 − δ, x0 + δ); òîãàâà ôóíêöèÿòà F (x1, y) å

ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [y0 − ε, y0 + ε], âçåìà îòðèöàòåëíà
ñòîéíîñò â ëåâèÿ ìó êðàé è ïîëîæèòåëíà - â äåñíèÿ. Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y1 ∈ (y0 − ε, y0 + ε) òàêîâà, ÷å F (x1, y1) = 0.
Ïîëàãàéêè f (x1) = y1, ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà
(x0 − δ, x0 + δ) è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/ îò òî÷êà à/.

Ùå îòáåëåæèì åäíî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ: àêî (x, y)
e ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ∆ òàêàâà, ÷å F (x, y) = 0, òî y = f(x).

Ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà íà òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ.
Íàé-íàïðåä ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà â òî÷êàòà x0. Ãîðíàòà
êîíñòðóêöèÿ ìîæå äà ñå èçëîæè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî äîñòàòú÷íî
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ìàëêî ε > 0 íèå íàìåðèõìå δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, çà êîåòî
|x− x0| < δ, ùå èìàìå |f(x)− f (x0)| < ε; òîâà å òî÷íî äåôèíèöèÿòà
íà Êîøè çà íåïðåêúñíàòîñò.

Äà âçåìåì ñåãà ïðîèçâîëíî x1 ∈ (x0 − δ, x0 + δ), è íåêà y1 =
f (x1); òîãàâà íèå ìîæåì äà ïîâòîðèì ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ, èçáèðàéêè
äîñòàòú÷íî ìàëêî ε1 > 0 è çàâèñåùà îò íåãî δ1 > 0, è êîíñòðóèðàéêè
íåÿâíàòà ôóíêöèÿ f̃(x) çà x ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1). Êàêòî äîêàçàõìå,
ôóíêöèÿòà f̃(x) å íåïðåêúñíàòà â x1.

Íèå ìîæåì äà èçáåðåì ε1 è δ1 òîëêîâà ìàëêè, ÷å ïðàâîúãúëíèêúò
∆1 = [x1 − δ1, x1 + δ1] × [y1 − ε1, y1 + ε1] äà ñå ñúäúðæà â ∆. Òîãàâà,
ïîðàäè îòáåëÿçàíàòà ïî-ãîðå åäèíñòâåíîñò, èìàìå f̃(x) = f(x) çà
x ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1), è ñëåäîâàòåëíî f(x) å íåïðåêúñíàòà â x1. Ñ òîâà
ïîäòî÷êà à/ å äîêàçàíà.

Ïîäòî÷êà á/: Íåêà f̃(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
â îêîëíîñò íà x0 è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/. Òîãàâà çà
ñòîéíîñòè íà x, äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0, òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè

(
x, f̃(x)

)

ùå ïðèíàäëåæè íà ïðàâîúãúëíèêà ∆. Îò ãîðåêàçàíîòî ñå âèæäà, ÷å
òîãàâà

(
x, f̃(x)

)
= (x, f(x)), ò.å. f̃(x) è f(x) ùå ñúâïàäàò â íÿêàêâà

îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0.
Äà îçíà÷èì ñåãà ñ x1 òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà òî÷êèòå, çà êîèòî

f̃(x) = f(x); àêî äîïóñíåì, ÷å x1 å â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà
f̃(x) è f(x), òî ïîâòàðÿéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ çà x1 âìåñòî çà x0,
ïîëó÷àâàìå, ÷å f̃(x) è f(x) ñúâïàäàò â îêîëíîñò íà x1, ò.å. ïðîòèâîðå÷èå.
Ñ òîâà á/ å äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà â/: Àêî íè å èçâåñòíî, ÷å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ f(x)
å äèôåðåíöèðóåìà, òî, êàêòî áåøå ïîêàçàíî â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà,
ôîðìóëàòà çà f ′ (x0) ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ðàâåíñòâîòî
F (x, f(x)) ≡ 0.

Çà äà äîêàæåì äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x), ùå èçïîëçâàìå
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ F (x, y).
Íåêà x å äîñòàòú÷íî áëèçêî äî x0, y = f(x), ∆y = y− y0 = f(x)− f (x0).
Òîãàâà

∆F = F (x, y)− F (x0, y0) = 0− 0 = 0,

è ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî äàâà
0 = ∆F = F ′

x (x0, y0) ∆x+F ′
y (x0, y0) ∆y +α (∆x, ∆y) ∆x+β (∆x, ∆y) ∆y,
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êúäåòî α (∆x, ∆y) , β (∆x, ∆y) → 0 ïðè ∆x, ∆y → 0. Òîãàâà

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

F ′
x (x0, y0) + α (∆x, ∆y)

F ′
y (x0, y0) + β (∆x, ∆y)

= −F ′
x (x0, y0)

F ′
y (x0, y0)

.

Îòòóê ñëåäâà äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x) â x0, êàêòî è ôîðìóëàòà çà
ïðîèçâîäíàòà è; ðàçáèðà ñå, ñúùàòà ôîðìóëà å âàëèäíà çà âñÿêî x îò
äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë.

Äà äîïóñíåì, ÷å F (x, y) ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä k: òîãàâà,
äèôåðåíöèðàéêè äîêàçàíàòà ôîðìóëà çà f ′(x), ïîëó÷àâàìå k-êðàòíàòà
äèôåðåíöèðóåìîñò íà f(x).

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Íåêà F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà
ôóíêöèÿ â R2. Äà îçíà÷èì ñ M ìíîæåñòâîòî íà íóëèòå íà F (x, y), ò.å.
îò òî÷êèòå (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî F (x, y) = 0. Ùå ïðåäïîëîæèì,
÷å â íèòî åäíà òî÷êà îò M äâåòå ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè Fx(x, y)
è Fy(x, y) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî. Òîãàâà äîêàçàíàòà ïî-ãîðå
òåîðåìà äîïóñêà ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïðè ãîðíîòî óñëîâèå ìíîæåñòâîòî M ëîêàëíî (ò.å.
â íÿêàêâà îêîëíîñò íà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà
íà ãëàäêà ôóíêöèÿ.

Íàèñòèíà, äà ôèêñèðàìå íÿêàêâà òî÷êà (x0, y0) ∈ M . Àêî èìàìå
F ′

y (x0, y0) 6= 0, è f(x) å ñúîòâåòíàòà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îò ãîðíîòî
äîêàçàòåëñòâî ñå âèæäà, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (x0, y0) ðàâåíñòâàòà
F (x, y) = 0 è y = f(x) ñà åêâèâàëåíòíè. Àíàëîãè÷íî, àêî F ′

x (x0, y0) 6= 0,
òî îêîëî (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî x = f(y).

Çàáåëåæêà. Êàêòî çíàåì, ãðàôèêèòå íà ãëàäêèòå ôóíêöèè ñà
÷àñòåí ñëó÷àé íà ðåãóëÿðíè ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè (âèæ ÷àñò
I, �2.12). Ñëåäîâàòåëíî ëîêàëíî ìíîæåñòâîòî M ïðèòåæàâà ðåãóëÿðíà
ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å â òàêúâ ñëó÷àé ëîêàëíèòå
ïàðàìåòðèçàöèè ìîãàò äà áúäàò "ñëåïåíè"è äà ñå ïîëó÷è ðåãóëÿðíà
ïàðàìåòðèçàöèÿ íà öÿëàòà êðèâà.

Â êðàéíà ñìåòêà ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òåîðåìà 2 ìîæå äà ñå
ôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè,
êàòî çà âñè÷êè (x, y) èìàìå −−→gradF (x, y) 6= ~0. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî
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M , îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0, ïðåäñòàâëÿâà ðåãóëÿðíà
åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà â ðàâíèíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2 îò �5. Ñåãà íèå ìîæåì äà äîêàæåì
òåîðåìà 2 îò �5, êîÿòî òâúðäè, ÷å ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿ íà äâå
ïðîìåíëèâè â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî,
ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Äà óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêàòà: Íåêà Γ ⊂ R2 å ðåãóëÿðíà
ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, (x0, y0) ∈ Γ, è ~v å âåêòîð ñ íà÷àëî â
òî÷êàòà (x0, y0). Ùå êàçâàìå, ÷å ~v å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà Γ, àêî ~v å
ïåðïåíäèêóëÿðåí íà äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì Γ â (x0, y0).

Íåêà å äàäåíà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ F (x, y) íà äâå
ïðîìåíëèâè è (x0, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöèîííàòà è îáëàñò. Òåîðåìàòà
èìà ñìèñúë , àêî −−→gradF (x0, y0) 6= ~0. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å F ′

y (x0, y0) 6= 0.
Íåêà F (x0, y0) = a; òîãàâà ëèíèÿòà íà íèâî La, ìèíàâàùà ïðåç (x0, y0),
ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) − a = 0. Î÷åâèäíî ïðîèçâîäíàòà ïî
y íà ëÿâàòà ñòðàíà íà òîâà ðàâåíñòâî ñúâïàäà ñ F ′

y (x0, y0) è å ðàçëè÷íà
îò íóëà. Àêî îçíà÷èì ñ f(x) íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò òîâà
ðàâåíñòâî, òî â îêîëíîñò íà (x0, y0) ìíîæåñòâîòî La ñúâïàäà ñ ãðàôèêà
íà f(x). Äîïèðàòåëíàòà êúì òàçè ãðàôèêà â (x0, y0) å êîëèíåàðíà ñ
âåêòîðà ~l (x0) = (1, f ′ (x0)). Òàêà îðòîãîíàëíîñòòà íà âåêòîðèòå ~l (x0)

è −−→gradF (x0, y0) ñå ñâåæäà äî ðàâåíñòâîòî

F ′
x (x0, y0) + f ′ (x0) F ′

y (x0, y0) = 0,

êîåòî áåøå ïîëó÷åíî ïî-ãîðå ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà òúæäåñòâîòî
F (x, f(x)) ≡ 0.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà åäíî óðàâíåíèå è
íÿêîëêî ïàðàìåòúðà. Â ñëåäâàùèÿ ïî ñëîæíîñò ñëó÷àé, êîéòî ùå
ðàçãëåäàìå, îòíîâî èìàìå åäíî óðàâíåíèå F (x, y) = 0, êîåòî òðÿáâà
äà áúäå ðåøåíî îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà y, íî â òîçè ñëó÷àé ïàðàìåòúðà
x å âå÷å âåêòîðíà - n-ìåðíà - ïðîìåíëèâà, ò.å. x = (x1, . . . , xn).
Ôîðìóëèðîâêàòà è äîêàçàòåëñòâîòî â òîçè ñëó÷àé ïî÷òè íàïúëíî
ñúâïàäàò ñ äàäåíèòå ïî-ãîðå, è íèå ñàìî ùå ôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé íà åäíî
óðàâíåíèå è íÿêîëêî ïàðàìåòúðà).Íåêà F (x, y) = F (x1, . . . , xn, y)
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å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â Rn+1, ïðèòåæàâàùà íåïðåêúñíàòà ÷àñòíà
ïðîèçâîäíà ïî y. Íåêà (x0, y0) = (x0

1, . . . , x
0
n, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöèîííîòî

è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F
(
x0, y0

)
= 0 , F ′

y

(
x0, y0

)
6= 0.

Òîãàâà:
à/ Çà äîñòàòú÷íî ìàëêî δ > 0 ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f(x) =

f (x1, . . . , xn), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â êúëáîòî B (x0, δ) ⊂ Rn ñ
öåíòúð x0 è ðàäèóñ δ, è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà:

1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x, f(x)) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ B (x0, δ).

á/ f(x) å åäèíñòâåíàòà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â êúëáîòî
B (x0, δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.

â/ Àêî F (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), òî f(x) å
äèôåðåíöèðóåìà â x0, êàòî

∂f

∂xi

(
x0

)
= −

∂F
∂xi

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
, i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ (îáù ñëó÷àé). Òóê ùå
ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì òåîðåìà, àíàëîãè÷íà íà äàäåíàòà ïî-ãîðå, çà
ñëó÷àÿ íà n óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè è ïðîèçâîëåí áðîé ïàðàìåòðè.
Êàòî íà÷àëî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà èìàìå óðàâíåíèÿòà

F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0,

êúäåòî F è G ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè íà ÷åòèðè ïðîìåíëèâè, è
íåêà íàøàòà öåë å äà ãè ðàçðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå u è v, ò.å. äà
èçðàçèì u è v ÷ðåç ïàðàìåòðèòå x è y. Ïî-òî÷íî, íèå èñêàìå äà íàìåðèì
ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) òàêèâà, ÷å ïðè çàìåñòâàíåòî èì â óðàâíåíèÿòà
äà ïîëó÷èì òúæäåñòâà îòíîñíî x è y:

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,
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G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
ñà âå÷å íàìåðåíè, äà ñå îïèòàìå äà ïðåñìåòíåì òåõíèòå ïðîèçâîäíè,
íàïðèìåð, ïî x. Äèôåðåíöèðàéêè ïî x ãîðíèòå òúæäåñòâà, ïîëó÷àâàìå

F ′
x + u′xF

′
u + v′xF

′
v ≡ 0,

G′
x + u′xG

′
u + v′xG

′
v ≡ 0.

Òåçè ðàâåíñòâà ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñèñòåìà îò ëèíåéíè
óðàâíåíèÿ îòíîñíî íåèçâåñòíèòå u′x, v′x. Êàêòî çíàåì îò ëèíåéíàòà
àëãåáðà, àêî äåòåðìèíàíòàòà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå íå ñå
àíóëèðà, òå èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå íà Êðàìåð.
Ñ äðóãè äóìè, àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å

∣∣∣∣∣
F ′

u F ′
v

G′
u G′

v

∣∣∣∣∣ =
D(F, G)

D(u, v)
6= 0,

òî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà u(x, y) è v(x, y) îòíîñíî x ùå ñå çàäàâàò ñ
ôîðìóëèòå

u′x = −

∣∣∣∣∣
F ′

x F ′
v

G′
x G′

v

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

F ′
u F ′

v

G′
u G′

v

∣∣∣∣∣

, v′x = −

∣∣∣∣∣
F ′

u F ′
x

G′
u G′

x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

F ′
u F ′

v

G′
u G′

v

∣∣∣∣∣

.

Àêî ñå îïèòàìå äà íàìåðèì u′y, v′y, îòíîâî ùå ñòèãíåì äî óñëîâèåòî
D(F,G)

D(u, v)
6= 0; ÿñíî å, ÷å òîâà óñëîâèå çàìåñòâà óñëîâèåòî F ′

y 6= 0,
íàëàãàíî â ñëó÷àÿ íà åäíî óðàâíåíèå. Èìàéêè òîâà ïðåä âèä, âå÷å
ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå îáùèÿ âèä íà òåîðåìàòà - ñëó÷àÿ íà n
óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè è m ïàðàìåòúðà:

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ - îáù ñëó÷àé.)
Íåêà

F1 (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) , . . . , Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

ñà n åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî
íà Rn+m. Íåêà (x0, y0) = (x0

1, . . . , x
0
m, y0

1, . . . , y
0
n) å òî÷êà îò äåôèíèöèîííîòî
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èì ìíîæåñòâî, òàêà ÷å

F1

(
x0, y0

)
= . . . = Fn

(
x0, y0

)
= 0,

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)

(
x0, y0

)
6= 0.

Òîãàâà:
à/ Çà äîñòàòú÷íî ìàëêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè f1(x) =

f1 (x1, . . . , xm) , . . . , fn(x) = fn (x1, . . . , xm), äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè
â êúëáîòî B (x0, δ) ⊂ Rm ñ öåíòúð x0 è ðàäèóñ δ, è óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà:

1/ f1 (x0) = y0
1, . . . , fn (x0) = y0

n, è
2/ Fj (x1, . . . , xm, f1(x), . . . , fn(x)) ≡ 0 çà j = 1, 2, . . . , n è çà

âñÿêî x = (x1, . . . , xm) ∈ B (x0, δ).
á/ f1(x), . . . , fn(x) å åäèíñòâåíàòà ñèñòåìà îò n ôóíêöèè â

êúëáîòî B (x0, δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.
â/ Ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fn(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè â òî÷êàòà x0.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ñå èçâúðøâà ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ

íà óðàâíåíèÿòà n. Çà äà îáÿñíèì îáà÷å èäåÿòà ïî-äîáðå, ùå èçëîæèì
îòäåëíî äîêàçàòåëñòâîòî íà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, ðàçãëåäàí ïî-ãîðå.

Äîêàçàòåëñòâî â ñëó÷àÿ n = 2. Òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèÿòà
F (x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0 îòíîñíî u è v â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
(x0, y0, u0, v0) ïðè óñëîâèå, ÷å F (x0, y0, u0, v0) = G (x0, y0, u0, v0) = 0 è
D(F,G)
D(u,v)

6= 0. Ùå ñëåäâàìå îáè÷àéíèÿ ìåòîä íà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò äâå
óðàâíåíèÿ - ùå îïðåäåëèì åäíàòà îò íåèçâåñòíèòå âåëè÷èíè îò åäíîòî
óðàâíåíèå è ùå ÿ çàìåñòèì â äðóãîòî, êàòî ïîëó÷èì â ðåçóëòàò åäíî
óðàâíåíèå ñ åäíî íåèçâåñòíî.

Äà îòáåëåæèì íàé-íàïðåä, ÷å îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà,
÷å ïîíå åäíà îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè F ′

u, F
′
v, G

′
u, G

′
v íå ñå àíóëèðà â

òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0); ìîæå äà ïðåäïîëîæèì, ÷å G′
v (x0, y0, u0, v0) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà
óðàâíåíèåòî

G(x, y, u, v) = 0

è äà ãî ðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà v. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ ϕ(x, y, u)
ñúñ ñâîéñòâàòà

G(x, y, u, ϕ(x, y, u)) ≡ 0, ϕ (x0, y0, u0) = v0.
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×ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ãîðíîòî òúæäåñòâî ïî u ïîëó÷àâàìå

ϕ′u(x, y, u) = −G′
u(x, y, u, ϕ(x, y, u))

G′
v(x, y, u, ϕ(x, y, u))

.

Äà çàìåñòèì ïðîìåíëèâàòà v â ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ ϕ(x, y, u);
ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

F̃ (x, y, u)
def
= F (x, y, u, ϕ(x, y, u)) = 0.

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå

F̃ ′
u = F ′

u + ϕ′uF
′
v = F ′

u −
G′

u

G′
v

F ′
v =

D(F,G)
D(u,v)

G′
v

,

êîåòî ïî óñëîâèå íå ñå àíóëèðà â òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0). Ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ êúì óðàâíåíèåòî
F̃ (x, y, u) = 0. Äà îçíà÷èì ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ñ u(x, y), è íåêà v(x, y) =
ϕ(x, y, u(x, y)). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàêà ïîñòðîåíàòà äâîéêà ôóíêöèè
u(x, y), v(x, y) óäîâëåòâîðÿâà èñêàíèòå óñëîâèÿ, ò.å.

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0, G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,

u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0.

Äîêàçàòåëñòâî â îáùèÿ ñëó÷àé. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà
÷ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà óðàâíåíèÿòà n (áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå íå å îò
çíà÷åíèå). Îòíîâî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà çàìåñòâàíåòî. Îò óñëîâèåòî
D(F1,...,Fn)
D(y1,...,yn)

(x0, y0) 6= 0 ñëåäâà, ÷å ïîíå åäèí îò åëåìåíòèòå íà ñúîòâåòíàòà
ìàòðèöà íå ñå àíóëèðà. Ñìåíÿéêè, àêî å íåîáõîäèìî, íîìåðàöèÿòà íà
óðàâíåíèÿòà è íåèçâåñòíèòå, ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å

∂Fn

∂yn

(
x0, y0

)
6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî êúì óðàâíåíèåòî

Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0
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ìîæå äà áúäå ïðèëîæåíà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ îòíîñíî
ïðîìåíëèâàòà yn. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ yn = ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)
òàêàâà, ÷å ðàâåíñòâîòî

Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1, ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)) = 0

å òúæäåñòâåíî èçïúëíåíî ïî x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1. ×ðåç äèôåðåíöèðàíå
ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

∂Fn

∂yi

+
∂ϕ

∂yi

· ∂Fn

∂yn

= 0 çà i = 1, . . . , n− 1.

Äà âúâåäåì ñåãà ôóíêöèèòå

F̃j (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)
def
=

def
= Fj (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1, ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)) çà j = 1, . . . , n−1.

Îòíîâî îñíîâíàòà òðóäíîñò å â äîêàçàòåëñòâîòî íà ðàâåíñòâîòî

D
(
F̃1, . . . , F̃n−1

)

D (y1, . . . , yn−1)

(
x0

1, . . . , x
0
m, y0

1, . . . , y
0
n−1

)
6= 0.

Çà i, j = 1, . . . , n− 1 èìàìå

∂F̃j

∂yi

=
∂Fj

∂yi

+
∂ϕ

∂yi

· ∂Fn

∂yn

.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà äåòåðìèíàíòàòà

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂y1
· · · ∂F1

∂yn−1

∂F1

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂Fn−1

∂y1
· · · ∂Fn−1

∂yn−1

∂Fn−1

∂yn
∂Fn

∂y1
· · · ∂Fn

∂yn−1

∂Fn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Äà ïðåîáðàçóâàìå òàçè äåòåðìèíàíòà, êàòî âçåìåì ïîñëåäíèÿ
ñòúëá, óìíîæåí ïî ∂ϕ

∂y1
è ãî ïðèáàâèì êúì ïúðâèÿ, óìíîæåí ïî ∂ϕ

∂y2
ãî

ïðèáàâèì êúì âòîðèÿ,... , óìíîæåí ïî ∂ϕ
∂yn−1

ãî ïðèáàâèì êúì n− 1-âèÿ.
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Êàêòî çíàåì, ïðè òåçè îïåðàöèè ñòîéíîñòòà íà äåòåðìèíàíòàòà íå ñå
èçìåíÿ. Êàòî âçåìåì ïðåä âèä ïîëó÷åíèòå ïî-ãîðå ðàâåíñòâà, èìàìå

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F̃1

∂y1
· · · ∂F̃1

∂yn−1

∂F1

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂F̃n−1

∂y1
· · · ∂F̃n−1

∂yn−1

∂Fn−1

∂yn

0 · · · 0 ∂Fn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
D

(
F̃1, . . . , F̃n−1

)

D (y1, . . . , yn−1)
· ∂Fn

∂yn

,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî íåðàâåíñòâî D(F̃1,...,F̃n−1)
D(y1,...,yn−1)

6= 0.
Ñåãà ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåì äà ðåøèì

ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ F̃1 = 0, . . . , F̃n−1 = 0, îòíîñíî íåèçâåñòíèòå
y1, . . . , yn−1, ò.å. äà ïîëó÷èì ôóíêöèè f1(x), . . . , fn−1(x), êîèòî, çàìåñòåíè
â òåçè óðàâíåíèÿ, äà äàâàò òúæäåñòâà ïî x. Çà äà íàìåðèì íåèçâåñòíîòî
yn, äà ïîëîæèì

fn (x1, . . . , xn) = ϕ (x1, . . . , xn, f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn−1 (x1, . . . , xn)) .

Îò êîíñòðóêöèÿòà å ÿñíî, ÷å çàìåñòâàéêè â óðàâíåíèÿòà F1 =
0, . . . , Fn = 0 íåèçâåñòíèòå y1, . . . , yn ñ ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fn(x),
ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâà ïî x. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò è ðàâåíñòâàòà
fi (x

0
1, . . . , x

0
n) = y0

i , i = 1, . . . , n. Òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å
äîêàçàíà.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ.Êàêòî âå÷å íàïðàâèõìå â ÷àñòíèÿ
ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå, òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ ìîæå
äà áúäå èçïîëçâàíà çà îïèñàíèå íà íÿêîè ãåîìåòðè÷íè îáåêòè. Ïî-
ñïåöèàëíî, íåêà F1 (x1, . . . , xn+k) , . . . , Fn (x1, . . . , xn+k) ñà n íà áðîé
åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, çàäàäåíè â íÿêàêâà îáëàñò â Rn+k. Íåêà
M å ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+k, îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèÿòà

F1 (x1, . . . , xn+k) = 0,

. . . . . . . . . . . .

Fn (x1, . . . , xn+k) = 0.

Áåç äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó ôóíêöèèòå Fi(x) ñòðóêòóðàòà íà
ìíîæåñòâîòî M òðóäíî ìîæå äà áúäå îïèñàíà; ìîæå äà ñå ñëó÷è
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íàïðèìåð èçìåæäó òåçè ôóíêöèè äà èìà ïîâòàðÿùè ñå, èëè íÿêîè îò
òÿõ äà ñà òúæäåñòâåíî íóëà. Çàòîâà âúðõó ôóíêöèèòå îáèêíîâåíî ñå
íàëàãà ñëåäíîòî:

Óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò:Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå F1(x), . . . , Fn(x)
îáðàçóâàò ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò ôóíêöèè , àêî òåõíèòå ãðàäèåíòè−−→gradF1(x), . . . ,

−−→gradFn(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà âñÿêî x.
Ïðè ãîðíîòî ïðåäïîëîæåíèå ìíîæåñòâîòî M ìîæå (ïîíå ëîêàëíî)

äà áúäå ëåñíî îïèñàíî:
Òåîðåìà 5. Àêî ôóíêöèèòå F1, . . . , Fn îáðàçóâàò ðåãóëÿðíà

ñèñòåìà, òî ìíîæåñòâîòî M îò òåõíèòå îáùè íóëè ìîæå ëîêàëíî
(â îêîëíîñò íà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà) äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà
èçîáðàæåíèå îò Rk â Rn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà ñ n ðåäà è n+k ñòúëáà,
îáðàçóâàíà îò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå −−→gradF1 (x0) , . . . ,

−−→gradFn (x0):



∂F1

∂x1
(x0) ∂F1

∂x2
(x0) . . . ∂F1

∂xn+k
(x0)

∂F2

∂x1
(x0) ∂F2

∂x2
(x0) . . . ∂F2

∂xn+k
(x0)

. . . . . . . . . . . .
∂Fn

∂x1
(x0) ∂Fn

∂x2
(x0) . . . ∂Fn

∂xn+k
(x0)




Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å âåêòîðèòå íà ðåäîâåòå íà åäíà
ìàòðèöà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè òî÷íî òîãàâà, êîãàòî òÿ å îò ìàêñèìàëåí
ðàíã. Ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà ìàòðèöà å îò ðàíã n, ò.å. òÿ ïðèòåæàâà
ïîíå åäíà ðàçëè÷íà îò íóëà ïîääåòåðìèíàíòà îò ðåä n. Âñÿêà òàêàâà
äåòåðìèíàíòà ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç èçáîð íà n ðàçëè÷íè ñòúëáà íà
ìàòðèöàòà; àêî òîâà ñà ñòúëáîâåòå ñ íîìåðà i1, . . . , in, 1 ≤ i1 < . . . <
in ≤ n + k, òî ïîëó÷åíàòà äåòåðìèíàíòà å ðàâíà íà

D (F1, . . . , Fn)

D (xi1 , . . . , xin)

(
x0

)
.

Ïîíå åäíà îò òåçè äåòåðìèíàíòè òðÿáâà äà å ðàçëè÷íà îò íóëà;
ðàçìåñòâàéêè, àêî å íåîáõîäèìî, íîìåðàöèÿòà íà ïðîìåíëèâèòå, ìîæåì
äà ñ÷èòàìå, ÷å òîâà å äåòåðìèíàíòàòà, îáðàçóâàíà îò ïúðâèòå n ñòúëáà,
ò.å.

D (F1, . . . , Fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0

)
6= 0.



1.8. ÒÅÎÐÅÌÀ ÇÀ ÍÅßÂÍÀÒÀ ÔÓÍÊÖÈß. 89

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ è äà
ðåøèì óðàâíåíèÿòà F1(x) = . . . = Fn(x) = 0 îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå
x1, . . . , xn. Ïîëó÷àâàìå, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0 êîîðäèíàòèòå íà
òî÷êèòå îò M óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

x1 = f1 (xn+1, . . . , xn+k) ,

. . . . . . . . .

xn = fn (xn+1, . . . , xn+k) ,

ò.å. ëîêàëíî ìíîæåñòâîòî M ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêàòà íà èçîáðàæåíèåòî
îò Rk â Rn, îïðåäåëåíî îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fn.

Ñåãà ùå äîêàæåì ìíîãîìåðíèÿ àíàëîã íà òåîðåìà 2 îò �5. Ùå
èçïîëçâàìå âúâåäåíîòî â �4 ïîíÿòèå çà äîïèðàòåëíî ïîäïðîñòðàíñòâî
êúì ãðàôèêàòà íà èçîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 6. Äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî êúì M â òî÷êàòà
x0 ñúâïàäà ñ ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè âåêòîðè â Rn+k, îðòîãîíàëíè
íà âåêòîðèòå −−→gradF1 (x0) , . . . ,

−−→gradFn (x0).
Ñ äðóãè äóìè, âåêòîðèòå −−→gradF1 (x0) , . . . ,

−−→gradFn (x0) îáðàçóâàò
áàçèñ â îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå Tx0M⊥ êúì äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî
Tx0M .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ïðåäñòàâèì ëîêàëíî M êàòî
ãðàôèêà íà èçîáðàæåíèåòî îïðåäåëåíî îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fn. Ñ äðóãè
äóìè, ëîêàëíî M ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ïðîìåíëèâèòå xn+1, . . . , xn+k. Çà
âñÿêî j = 1, . . . , n å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

Fj (f1 (xn+1, . . . , xn+k) , . . . , fn (xn+1, . . . , xn+k) , xn+1, . . . , xn+k) ≡ 0.

Äà äèôåðåíöèðàìå òîâà òúæäåñòâî ïî ïðîìåíëèâàòà xn+p, êúäåòî
p å ìåæäó 1 è n. Ïîëó÷àâàìå:

n∑

i=1

∂Fj

∂xi

∂fi

∂xn+p

+
∂Fj

∂xn+p

≡ 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, â �4 âèäÿõìå, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî
êúì M ñå ïîðàæäà îò âåêòîðèòå ~lp, p = 1, . . . , k:

~lp =

(
∂f1

∂xn+p

, . . . ,
∂fn

∂xn+p

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
,
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êàòî åäèíèöàòà å ðàçïîëîæåíà íà p-òî ìÿñòî èçìåæäó ïîñëåäíèòå k
êîîðäèíàòè íà âåêòîðà ~lp. * Òîãàâà ãîðíîòî òúæäåñòâî ìîæå äà ñå
íàïèùå âúâ âèäà 〈

~lp,
−−→gradFj

〉
= 0.

Òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñè÷êè j = 1, . . . , n è p = 1, . . . , k.
Îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà
âåêòîðèòå −−→gradF1 (x0) , . . . ,

−−→gradFn (x0) èìà ðàçìåðíîñò k. Ñëåäîâàòåëíî
òî ñúâïàäà ñ ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò âåêòîðèòå ~l1, . . . , ~lk,
ò.å. ñ äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî êúì M .

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàíàòà òåîðåìà ñå âèæäà, ÷å äîïèðàòåëíîòî
ïðîñòðàíñòâî êúì M íå çàâèñè îò íà÷èíà íà ïðåäñòàâÿíåòî ìó êàòî
ãðàôèêà, ò.å îò òîâà, êîè èçìåæäó ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn+k ùå
èçáåðåì çà íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè. Íåùî ïîâå÷å: îò òåîðåìàòà ñå
âèæäà, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íå çàâèñè îò èçáîðà íà
îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â äàäåíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Íàèñòèíà, êàêòî áåøå ïîêàçàíî â �4, ãðàäèåíòúò íà äàäåíà ôóíêöèÿ
èìà ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë è íå çàâèñè îò êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà,à ñàìî
îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Åäíî îò âàæíèòå
ïðèëîæåíèÿ íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å òåîðåìàòà çà
îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Íåêà

f(x) = (f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn (x1, . . . , xn))

å åäíîêðàòíî ãëàäêî èçîáðàæåíèå, äåôèíèðàíî â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
D ∈ Rn. Íåêà îñâåí òîâà

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)
(x) 6= 0 çà âñÿêî x ∈ D

(òàêîâà èçîáðàæåíèå ùå íàðè÷àíå ðåãóëÿðíî). Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å
âñÿêî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå ëîêàëíî å îáðàòèìî.

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå). Íåêà f(x)
å èçîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùî ãîðíèòå óñëîâèÿ, è íåêà x0 ∈ D è

*â ñðàâíåíèå ñ �4 òóê ñà ðàçìåíåíè ìåñòàòà íà çàâèñèìèòå è íåçàâèñèìèòå
ïðîìåíëèâè
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y0 = f (x0) ∈ f(D). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè U è V íà òî÷êèòå
x0 è y0, è åäíîêðàòíî ãëàäêî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå g(y) : V → U ,
îáðàòíî íà èçîáðàæåíèåòî f(x) (Ñ äðóãè äóìè, f(g(y)) çà âñÿêî y ∈ V .)

Â ÷àñòíîñò, îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å îáðàçúò f(D) íà èçîáðàæåíèåòî
f å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà Γf íà èçîáðàæåíèåòî
f(x), ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈
R2n, çà êîèòî y = f(x). Î÷åâèäíî ìíîæåñòâîòî Γf ìîæå äà ñå çàäàäå ñ
óðàâíåíèÿòà

F1 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
def
= f1 (x1, . . . , xn)− y1 = 0,

. . . . . . . . . . . . ,

Fn (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
def
= fn (x1, . . . , xn)− yn = 0.

Äà âçåìåì òî÷êàòà (x0, y0) ∈ Γf . Èìàìå

D (F1, . . . , Fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0, y0

)
=

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0

)
6= 0

è ñëåäîâàòåëíî îêîëî òàçè òî÷êà ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà
íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñ÷èòàéêè y1, . . . , yn çà íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè è
èçðàçÿâàéêè ÷ðåç òÿõ x1, . . . , xn. Ñ äðóãè äóìè, â íÿêàêâà îêîëíîñò V íà
òî÷êàòà y0 ñúùåñòâóâàò åäèíñòâåíè ôóíêöèè g1 (y1, . . . , yn) , . . . , gn (y1, . . . , yn),
è îïðåäåëåíî îò òÿõ èçîáðàæåíèå g(y) : V → Rn, óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà

1/ g (y0) = x0, è
2/ Fk (g(y), y) = 0, k = 1, . . . , n. Ðàâåíñòâàòà 2/ ìîãàò äà ñå íàïèøàò

âúâ âèäà

fk (g1y1, . . . , yn, . . . , gny1, . . . , yn) = yk, k = 1, . . . , n,

ò.å. f(g(y)) = y. Äà îçíà÷èì U = g(V ); òîãàâà, òúé êàòî V å îòâîðåíî,
ìíîæåñòâîòî U ñúäúðæà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà çàåäíî ñ íåéíà îêîëíîñò, ò.å.
U å ñúùî îòâîðåíî.
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Íàêðàÿ, ðåãóëÿðíîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî g(y) ñëåäâà îò îñíîâíîòî
ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè. Íàèñòèíà, ò.6 îò �4 çà
ïðîèçâîäíà íà îáðàòíî èçîáðàæåíèå ïîêàçâà, ÷å

D (g1, . . . , gn)

D (y1, . . . , yn)
6= 0.

Çàáåëåæêà. Àêî ïðåäâàðèòåëíî ñå çíàå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f å
âçàèìíî åäíîçíà÷íî, òî îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå å ñúùî òàêîâà è
èçîáðàçÿâà f(D) âúðõó D. Ñïîðåä äîêàçàíàòà òåîðåìà òî å åäíîêðàòíî
ãëàäêî è ðåãóëÿðíî íàâñÿêúäå.

Â îáùèÿ ñëó÷àé îáà÷å ëîêàëíàòà îáðàòèìîñò íå âëå÷å ñëåä
ñåáå ñè ãëîáàëíà. Äà ðàçãëåäàìå äîáðå ïîçíàòàòà ïîëÿðíà ñìÿíà
íà êîîðäèíàòèòå. Ïî-òî÷íî, íåêà D = {(ρ, θ) : ρ > 0} ⊂ R2 è
èçîáðàæåíèåòî îò D â R2\ {(0, 0)} å îïðåäåëåíî ñ ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ.

Ëåñíî ñå ñìÿòà, ÷å

D(x, y)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣∣
x′ρ x′θ
y′ρ y′θ

=

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
cos θ −ρsin θ
sin θ ρcos θ

∣∣∣∣∣ = ρ > 0

è ñëåäîâàòåëíî çà èçîáðàæåíèåòî å ïðèëîæèìà äîêàçàíàòà òåîðåìà, ò.å.
òî å ëîêàëíî îáðàòèìî. Î÷åâèäíî îáà÷å òî íå å ãëîáàëíî îáðàòèìî, òúé
êàòî âñÿêà òî÷êà îò R2\ {(0, 0)} èìà áåçêðàéíî ìíîãî ïðàîáðàçè (ñúñ
ñòîéíîñòè íà θ, ðàçëè÷àâàùè ñå ñúñ öåëî÷èñëåíè êðàòíè íà 2π.)



1.9. ÎÁÂÈÂÊÈ ÍÀ ÔÀÌÈËÈÈ ÎÒ ÊÐÈÂÈ. 93

1.9 Îáâèâêè íà ôàìèëèè îò êðèâè.
Â òîçè ïàðàãðàô ùå èçëîæèì åäíî ïðèëîæåíèå íà ðàçâèòàòà ïî-ãîðå
òåõíèêà, îòíàñÿùî ñå çà ôàìèëèè îò êðèâè â ðàâíèíàòà. Â òåîðåìà 2
îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô è â ïîñëåäâàëàòà ÿ çàáåëåæêà áåøå ïîêàçàíî, ÷å
ãëàäêèòå êðèâè â ðàâíèíàòà ìîãàò äà áúäàò çàäàäåíè ñ óðàâíåíèÿ îò
âèäà

F (x, y) = 0,

êúäåòî F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà x, y è −−→gradF (x, y) 6= ~0.
Òóê ùå ðàçãëåæäàìå ôàìèëèè îò åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè â ðàâíèíàòà.
Ñ äðóãè äóìè, âúâåæäà ñå ïàðàìåòúð a, èçìåíÿù ñå â äàäåí èíòåðâàë,
òàêà ÷å íà âñÿêà íåãîâà ñòîéíîñò ñúîòâåòñòâà äàäåíà êðèâà Γa. Ïî-òî÷íî,
èìàìå

Îïðåäåëåíèå. Íåêà å äàäåíà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ íà
òðè ïðîìåíëèâè F (x, y, a), êàòî (x, y) ∈ D ⊂ R2, a ∈ ∆ = (a1, a2), è
íåêà íàâñÿêúäå äà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

|F ′
x|+

∣∣∣F ′
y

∣∣∣ > 0.

Òîãàâà êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà F ïîðàæäà ôàìèëèÿòà îò êðèâè
{Γa}a∈∆, êàòî ïðè âñÿêà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà a êðèâàòà Γa ⊂ R2 ñå
ñúñòîè îò òî÷êèòå (x, y) â ðàâíèíàòà, óäîâëåòâîðÿâàùè ðàâåíñòâîòî

F (x, y, a) = 0

.
Ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî îáâèâêà íà ôàìèëèÿ îò êðèâè. Ïúðâîòî

ïîíÿòèå, êîåòî ùå íè òðÿáâà, å ïîíÿòèåòî äîïèðàíå íà êðèâè:
Îïðåäåëåíèå. Ùå êàçâàìå, ÷å äâå ðåãóëÿðíè åäíîêðàòíè êðèâè,

ìèíàâàùè ïðåç äàäåíà òî÷êà, ñå äîïèðàò â òàçè òî÷êà, àêî
äîïèðàòåëíèòå èì ïðàâè â òàçè òî÷êà ñúâïàäàò.

Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíàòà è åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà Γ ùå
íàðè÷àìå îáâèâêà íà ôàìèëèÿòà {Γa}a∈∆, àêî ïðåç âñÿêà òî÷êà îò
Γ ïðåìèíàâà òî÷íî åäíà êðèâà îò ôàìèëèÿòà {Γa}, è â òàçè òî÷êà
äâåòå êðèâè ñå äîïèðàò.
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Ùå èçâåäåì ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îáâèâêàòà íà äàäåíà
ôàìèëèÿ îò êðèâè (àêî òàêàâà îáâèâêà ñúùåñòâóâà). Ùå èçáåðåì çà
ïàðàìåòúð èíäåêñà a íà êðèâàòà Γa îò ôàìèëèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç
ñúîòâåòíàòà òî÷êà. Ïî-òî÷íî, íåêà

x = x(a), y = y(a) , a ∈ ∆

ñà ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà Γ. Ùå èñêàìå êðèâèòå Γ è Γa äà
ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà (x(a), y(a)) è äà ñå äîïèðàò â íåÿ.

Ïúðâîòî óñëîâèå íè äàâà, ÷å (x(a), y(a)) ∈ Γa, ò.å.

F (x(a), y(a), a) = 0.

Äèôåðåíöèðàéêè òîâà ðàâåíñòâî ïî a, ïîëó÷àâàìå

x′(a)F ′
x + y′(a)F ′

y + F ′
a = 0,

êàòî ïðîèçâîäíèòå íà F ñå âçåìàò â òî÷êàòà (x(a), y(a), a).
Äà èçðàçèì è óñëîâèåòî çà äîïèðàíå. Êàêòî çíàåì, äîïèðàòåëíèÿò

âåêòîð êúì Γ â òàçè òî÷êà å ðàâåí íà (x′(a), y′(a)). Îò äðóãà ñòðàíà,
äîêàçàíàòà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô ò.2 îò �5 ïîêàçâà, ÷å äîïèðàòåëíèÿò
âåêòîð êúì Γa å îðòîãîíàëåí íà âåêòîðà

(
F ′

x, F
′
y

)
â ñúîòâåòíàòà

òî÷êà, è ñëåäîâàòåëíî òîâà å âÿðíî è çà äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð êúì Γ.
Ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàâåíñòâîòî

x′(a)F ′
x + y′(a)F ′

y = 0

å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî çà äîïèðàíåòî íà êðèâèòå Γ è Γa.
Èçâàæäàéêè òîâà ðàâåíñòâî îò ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå.

÷å F ′
a = 0. Â êðàéíà ñìåòêà çà ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà òúðñåíàòà

îáâèâêà ïîëó÷èõìå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ

F (x(a), y(a), a) = 0

Fa (x(a), y(a), a) = 0.

Ñèñòåìè îò ïîäîáåí âèä áÿõà ðàçãëåäàíè â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Òàêà
ñòèãàìå äî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
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Òåîðåìà. Íåêà ôóíêöèÿòà F (x, y, a) å äâóêðàòíî ãëàäêà è
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

∣∣∣∣∣
F ′

x F ′
y

F ′′
ax F ′′

ay

∣∣∣∣∣ 6= 0, F ′′
aa 6= 0.

Òîãàâà ïîðîäåíàòà îò íåÿ ôàìèëèÿ îò êðèâè â ðàâíèíàòà ïðèòåæàâà
îáâèâêà.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ
êúì óðàâíåíèÿòà

F (x, y, a) = 0, F ′
a(x, y, a) = 0

îòíîñíî íåèçâåñòíèòå x è y è èìàéêè ïðåä âèä ïúðâîòî îò ãîðíèòå
óñëîâèÿ, ïîëó÷àâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè
x(a), y(a), óäîâëåòâîðÿâàùè ãîðíèòå óðàâíåíèÿ. Êàòî äèôåðåíöèðàìå
âòîðîòî îò óðàâíåíèÿòà ïî a, ïîëó÷àâàìå

x′F ′′
ax + y′F ′′

ay = −F ′′
aa 6= 0,

ò.å. x′(a) è y′(a) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Äà îçíà÷èì ñ Γ ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà, îïðåäåëåíà ñ

ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå x = x(a), y = y(a). Òîêó-ùî âèäÿõìå, ÷å
òîâà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå å ðåãóëÿðíî. Äèôåðåíöèðàéêè ïúðâîòî
óðàâíåíèå ïî a è èçâàæäàéêè îò íåãî âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî
x′(a)F ′

x + y′(a)F ′
y = 0, îò êîåòî, êàêòî âèäÿõìå, ñëåäâà äîïèðàíåòî íà

êðèâèòå Γ è Γa.
Çàáåëåæêà. Óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íå ñà çàäúëæèòåëíè çà

ñúùåñòâóâàíåòî íà îáâèâêà. Â êîíêðåòíèòå çàäà÷è îáèêíîâåíî òå íå
ñå ïðîâåðÿâàò, à çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿòà
F (x, y, a) = 0, F ′

a(x, y, a) = 0 îòíîñíî íåèçâåñòíèòå x è y.
Ïðèìåðè. 1. Íåêà ðàçãëåäàìå ôàìèëèÿòà îò îêðúæíîñòè ñ äàäåí

ðàäèóñ r, ÷èèòî öåíòúð ñå äâèæè ïî àáöèñíàòà îñ. Àêî îçíà÷èì ñ a
êîîðäèíàòàòà íà öåíòúðà íà îêðúæíîñòòà, âèæäàìå, ÷å ñúîòâåòíàòà
îêðúæíîñò ñå äàâà ñ óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = (x− a)2 + y2 − r2 = 0.
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Äèôåðåíöèðàéêè ïî a, ïîëó÷àâàìå âòîðîòî óðàâíåíèå çà îáâèâêàòà:

F ′
a(x, y, a) = −2 (x− a) = 0.

Îòòóê âèæäàìå, ÷å îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà ñå ñúñòîè îò ïðàâèòå y = r
è y = −r.

2. Íåêà å äàäåíà îòñå÷êà ñ äúëæèíà l, ÷èèòî êðàèùà ñå ïëúçãàò
ñúîòâåòíî ïî àáñöèñíàòà è îðäèíàòíàòà îñ. Äà ñå îïðåäåëè âèäà íà
ôèãóðàòà â ðàâíèíàòà, çàïúëíåíà îò âñè÷êè âúçìîæíè ïîëîæåíèÿ íà
îòñå÷êàòà.

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî îòñå÷êàòà ñå íàìèðà â ïúðâè
êâàäðàíò. Àêî åäèíèÿò êðàé íà îòñå÷êàòà èìà êîîðäèíàòè (a, 0), òî
êîîðäèíàòèòå íà äðóãèÿ è êðàé ñà

(
0,
√

l2 − a2
)
. Ïðèïîìíÿéêè ñè

îòðåçîâîòî óðàâíåíèå íà ïðàâà ëèíèÿ, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà
ïîëó÷åíàòà ôàìèëèÿ îò ïðàâè:

F (x, y, a) =
x

a
+

y√
l2 − a2

− 1 = 0, a ∈ [0, l].

Èìàìå
Fa(x, y, a) = − x

a2
+

ay

(l2 − a2)3/2
= 0.

Ðåøàâàéêè óðàâíåíèÿòà îòíîñíî x è y, ïîëó÷àâàìå x = a3

l2
, y =

(l2−a2)
3/2

l2
.

Èçêëþ÷âàéêè a, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà îáâèâêàòà:

x2/3 + y2/3 = l2/3.

Â îñòàíàëèòå òðè êâàäðàíòà ñå ïîëó÷àâà ñúùîòî óðàâíåíèå, è íèå
ïîëó÷àâàìå ÷àñòåí ñëó÷àé íà êðèâàòà, íàðå÷åíà àñòðîèäà. Â êðàéíà
ñìåòêà òúðñåíàòà ôèãóðà å îãðàäåíà îò ïîëó÷åíàòà êðèâà è ñå ñúñòîè
îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈ R2, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò
íåðàâåíñòâîòî

|x|2/3 + |y|2/3 ≤ l2/3.

3. Ïàðàáîëà íà áåçîïàñíîñòòà. Íåêà ñè ïðåäñòàâèì îðúäèå,
ðàçïîëîæåíî â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå è ñòðåëÿùî ñ îïðåäåëåíà
íà÷àëíà ñêîðîñò, íî ïîä ðàçëè÷íè úãëè. Äà ñå îïðåäåëè ìíîæåñòâîòî îò
òî÷êèòå â ðàâíèíàòà, êîèòî ìîãàò äà áúäàò äîñòèãíàòè îò ñíàðÿäèòå.
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Àêî ñíàðÿäúò å èçñòðåëÿí ñ íà÷àëíà ñêîðîñò v ïîä úãúë α êúì
õîðèçîíòà, óðàâíåíèÿòà íà äâèæåíèåòî ìó èìàò âèäà

x = t v cosα, y = t v sinα− g

2
t2,

êúäåòî g å çåìíîòî óñêîðåíèå. Èçêëþ÷âàéêè âðåìåòî t, ïîëó÷àâàìå
óðàâíåíèåòî íà òðàåêòîðèÿòà íà äâèæåíèåòî

y = − g

2v2cos 2α
x2 + x tg α.

Äà ïîëîæèì a = tg α; òîãàâà ïðè âàðèðàíå íà úãúëà α ñúîòâåòíàòà
ôàìèëèÿ îò ïàðàáîëè ñå ïîðàæäà îò ôóíêöèÿòà

F (x, y, a) = −k
(
1 + a2

)
x2 + ax− y = 0.

(çà ìîìåíòà ñìå ïîëîæèëè k = g
2v2 ). Ñëåäâàùîòî óðàâíåíèå îò ñèñòåìàòà

å
Fa(x, y, a) = x− 2kax2 = 0,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îáâèâêàòà

x =
1

2ka
, y =

1

4k

(
1

a2
− 1

)
.

Èçêëþ÷âàéêè ïàðàìåòúðà a, ïîëó÷àâàìå îáâèâêàòà íà ïîëó÷åíàòà
ñèñòåìà îò ïàðàáîëè, êîÿòî ñå îêàçâà ñúùî ïàðàáîëà (ò.í. ïàðàáîëà íà
áåçîïàñíîñòòà), ñ óðàâíåíèå:

y =
1

4k
− k x2 =

v2

2g
− g

2v2
x2.

Â êðàéíà ñìåòêà çîíàòà íà áåçîïàñíîñòòà, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò îíåçè
òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò äîñòèãíàòè ïðè
íèêàêúâ úãúë íà èçñòðåëâàíå, ñå îïèñâà ñ íåðàâåíñòâîòî:

y >
v2

2g
− g

2v2
x2.

4. Îò ãîðíèòå òðè ïðèìåðà ÷èòàòåëÿò ìîæå äà îñòàíå ñ
âïå÷àòëåíèåòî, ÷å îáâèâêàòà âèíàãè îãðàæäà ÷àñòòà îò ðàâíèíàòà,
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çàïúëíåíà îò ôàìèëèÿòà êðèâè. Ùå äàäåì ïðèìåð, êîãàòî òîâà íå å
òàêà. Äà âçåìåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = x3 è äà ÿ ïëúçãàìå
óñïîðåäíî íà àáöèñíàòà îñ. Ïîëó÷àâàìå ôàìèëèÿ îò êðèâè, îïðåäåëåíà
ñ óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = (x− a)3 − y = 0.

Ðåøàâàéêè ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà, âèæäàìå, ÷å åäèíñòâåíàòà îáâèâêà íà
òàçè ôàìèëèÿ ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ, äîêàòî êðèâèòå îò ôàìèëèÿòà
çàïúëâàò öÿëàòà ðàâíèíà.

Â òîçè ïðèìåð ñå âèæäà ñúùî, ÷å îáâèâêàòà ñúùåñòâóâà, ìàêàð ÷å
óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íå ñà óäîâëåòâîðåíè (ïîêàæåòå!).

5. Âñÿêà ðåãóëÿðíà êðèâà ñúâïàäà ñ îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà îò
ñîáñòâåíèòå ñè òàíãåíòè. Çà óëåñíåíèå ùå äîêàæåì òîâà â ñëó÷àÿ, êîãàòî
êðèâàòà å ÿâíî çàäàäåíà, ò.å. å ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà íà ãëàäêà
ôóíêöèÿ. Íåêà Γ ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî

y = f(x), x ∈ ∆.

Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å f(x) å äâóêðàòíî ãëàäêà è f ′′(x) 6= 0.
Äîïèðàòåëíàòà ëèíèÿ êúì Γ, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (a, f(a)), èìà
óðàâíåíèå y = f(a) + f ′(a)(x − a), è ñëåäîâàòåëíî ôàìèëèÿòà îò
òàíãåíòèòå ñå çàäàâà ÷ðåç óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = −y + f(a) + f ′(a)(x− a) = 0.

Òúé êàòî Fa(x, y, a) = f ′′(a)(x − a), òî çà îáâèâêàòà ïîëó÷àâàìå
óðàâíåíèÿòà x = a, y = f(a), ò.å. òÿ ñúâïàäà ñ Γ.

6. Òóê ùå ðàçãëåäàìå îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà îò íîðìàëèòå íà
äàäåíà êðèâà, è ùå äîêàæåì, ÷å òÿ ñúâïàäà ñ åâîëþòàòà íà êðèâàòà.*

Ïîíÿòèåòî åâîëþòà íà äàäåíà äâóêðàòíî ãëàäêà êðèâà ñ íåíóëåâà
êðèâèíà áåøå âúâåäåíî â òîì I, �4.4, è îçíà÷àâàøå ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî
íà âñè÷êè öåíòðîâå íà êðèâèíàòà íà êðèâàòà. Íåêà äâóêðàòíî ãëàäêàòà
ðåãóëÿðíà êðèâà G å çàäàäåíà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = ϕ(a), y = ψ(a), a ∈ ∆.

*Òîçè ôàêò áåøå äàäåí áåç îáîñíîâêà ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë
íà åâîëþòàòà, íàïðàâåíî â I, �4.4.
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Íîðìàëàòà êúì êðèâàòà G â òî÷êàòà (ϕ(a), ψ(a)) å êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà
(−ψ′(a), ϕ′(a)) è ñëåäîâàòåëíî ñå îïèñâà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = ϕ(a)− t ψ′(a), y = ψ(a) + t ϕ′(a), t ∈ R.

Åëèìèíèðàéêè ïàðàìåòúðà t, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà íîðìàëàòà
âúâ âèäà

F (x, y, a) = ψ′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′(a) (x− ϕ(a)) = 0.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå

Fa(x, y, a) = ψ′′(a) (y − ψ(a))− (ψ′(a))
2
+ ϕ′′(a) (x− ϕ(a))− (ϕ′(a))

2
.

Òàêà óðàâíåíèÿòà íà îáâèâêàòà ïðèäîáèâàò âèäà
ψ′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′(a) (x− ϕ(a)) = 0,
ψ′′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′′(a) (x− ϕ(a)) = (ψ′(a))2 + (ϕ′(a))2 .
Ùå íàïîìíèì, ÷å êðèâèíàòà k(a) íà êðèâàòà G â òî÷êàòà

(ϕ(a), ψ(a)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

k(a) =
ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)

(ϕ′(a)2 + ψ′(a)2)
3
2

.

Òàêà, óñëîâèåòî k(a) 6= 0 ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà
∣∣∣∣∣

ψ′(a) ϕ′(a)
ψ′′(a) ϕ′′(a)

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî ðàçãëåäàìå ãîðíèòå óðàâíåíèÿ êàòî ëèíåéíè
óðàâíåíèÿ ñïðÿìî ïðîìåíëèâèòå y − ψ(a), x − ϕ(a), òî òå ïðèòåæàâàò
åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëèòå íà Êðàìåð, ïîëó÷àâàìå
ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà:

x(a) = ϕ(a)− ϕ′(a)2 + ψ′(a)2

ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)
ψ′(a),

y(a) = ψ(a) +
ϕ′(a)2 + ψ′(a)2

ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)
ϕ′(a).
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Ëåñíî å äà ñå âèäè, ÷å ïîëó÷åíèòå ôîðìóëè ñúâïàäàò ñ ïàðàìåòðè÷íîòî
ïðåäñòàâÿíå íà åâîëþòàòà íà G, èçâåäåíî â òîì I, �4.4 ïî ñúâñåì
ðàçëè÷åí íà÷èí.

Óïðàæíåíèÿ.
1. (çàäà÷à, äàäåíà çà êàíäèäàò-ñòóäåíòñêè èçïèò çà ÔÌÈ íà ÑÓ

ïðåç 1999 ã. ) Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

3x2 − (6a + 1)x + a2 + 6a− 3 = 0.

Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, çà êîèòî äàäåíîòî óðàâíåíèå ïðèòåæàâà
êîðåí u, òàêà ÷å ñòîéíîñòòà íà

∣∣∣u−√2
∣∣∣ äà å ìèíèìàëíà.

Óïúòâàíå. Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ïðèòåæàâà åëåãàíòíî åëåìåíòàðíî
ðåøåíèå. Çà äà ðåøèòå çàäà÷àòà ñ ïîìîùòà íà òåîðèÿòà íà îáâèâêèòå,
íàìåðåòå îáâèâêàòà íà ñúîòâåòíîòî ñåìåéñòâî îò ïàðàáîëè, è ðàçãëåäàéòå
ïðåñå÷íèòå è òî÷êè ñ àáñöèñíàòà îñ.

2. Äàäåíà å åëèïñàòà

x2

p2
+

y2

q2
= 1.

Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà a ∈ [−p, p ] äà ïðåêàðàìå âåðòèêàëíàòà õîðäà íà
åëèïñàòà ïðåç òî÷êàòà (a, 0), è äà îçíà÷èì ñ Γa îêðúæíîñòòà, èìàùà
òàçè õîðäà çà äèàìåòúð. Äîêàæåòå, ÷å îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà {Γa} å
åëèïñà ñúñ ñúùèòå îñè íà ñèìåòðèÿ êàòî äàäåíàòà.

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäà, ÷å îáâèâêàòà ùå
äîêîñâà ñàìî òåçè êðèâè Γa, çà êîèòî |a| ≤ p2√

p2+q2
, ò.å. îáâèâêàòà

ñúùåñòâóâà ñàìî çà ÷àñò îò äàäåíàòà ôàìèëèÿ.
3. (Õàðàêòåðèñòè÷íè òî÷êè). Íåêà å äàäåíà ôàìèëèÿòà {Γa}

îò ãëàäêè êðèâè. Íåêà ôèêñèðàìå äàäåíà ñòîéíîñò íà a è çà äîñòàòú÷íî
ìàëêè ñòîéíîñòè íà íàðàñòâàíåòî h äà îçíà÷èì ñ (xh, yh) íÿêàêâà
ïðåñå÷íà òî÷êà íà êðèâèòå Γa è Γa+h. Äà äîïóñíåì, ÷å ïðè h → 0
ïðåñå÷íèòå òî÷êè (xh, yh) èìàò ãðàíèöà (x0, y0). Òîãàâà òî÷êàòà (x0, y0)
ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà çà ôàìèëèÿòà {Γa}.

Äîêàæåòå, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íèòå òî÷êè ëåæàò âúðõó îáâèâêàòà íà
ôàìèëèÿòà.
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Óïúòâàíå. Î÷åâèäíî êîîðäèíàòèòå xh, yh íà ïðåñå÷íàòà òî÷êà
óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

F (xh, yh, a) = 0, F (xh, yh, a + h) = 0.

Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, äîêàæåòå, ÷å òàçè
ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà

F (xh, yh, a) = 0, F ′
a (xh, yh, a + θh) = 0, θ ∈ (0, 1),

è íàïðàâåòå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè h → 0.
Çàáåëåæêà. Îò ðàçãëåäàíèÿ ïî-ãîðå ïðèìåð 4 ñå âèæäà, ÷å íå

âèíàãè òî÷êèòå îò îáâèâêàòà ñà õàðàêòåðèñòè÷íè.
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1.10 Óñëîâíè ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Ìíîæèòåëè
íà Ëàãðàíæ.

Â çàäà÷àòà çà òúðñåíå íà ìàêñèìàëíà è ìèíèìàëíà ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè â îáëàñò D ⊂ Rn, ðàçãëåäàíà â �7, îñòàíà
îòêðèò ñëåäíèÿ ïðîáëåì: äà ñå íàìåðÿò åêñòðåìàëíèòå ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿòà âúðõó ãðàíèöàòà bD íà îáëàñòòà D. Àêî íàïðèìåð D å êúëáî,
òî âúçíèêâà âúïðîñúò çà òúðñåíå íà åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà âúðõó
îãðàíè÷àâàùàòà ãî ñôåðà. Íà òàêàâà çàäà÷à å ïîñâåòåí íàñòîÿùèÿò
ïàðàãðàô.

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn è f(x) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó M .

Îïðåäåëåíèå. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 ∈ M å òî÷êà íà
îòíîñèòåëåí ëîêàëåí ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî
M , àêî ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å çà çà âñÿêà òî÷êà x ∈ M , çà êîÿòî
||x− x0|| < ε, äà èìàìå

f(x) ≤ f
(
x0

)
.

Êàêòî ñå âèæäà, òîâà îïðåäåëåíèå ñå ðàçëè÷àâà îò äàäåíîòî
â �5 îïðåäåëåíèå íà (áåçóñëîâåí) ëîêàëåí ìàêñèìóì ïî òîâà, ÷å ñå
ðàçãëåæäàò ñàìî ñòîéíîñòèòå íà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M .

Àêî çàìåñòèì ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ñ ïðîòèâîïîëîæíîòî ìó,
ïîëó÷àâàìå äåôèíèöèÿòà íà îòíîñèòåëåí ëîêàëåí ìèíèìóì. Íàé-ñåòíå,
äâåòå äåôèíèöèè ñå îáåäèíÿâàò â ïîíÿòèåòî îòíîñèòåëåí ëîêàëåí
åêñòðåìóì.

Ùå ðàçãëåäàìå åäíà åëåìåíòàðíà ãåîìåòðè÷íà çàäà÷à: èçìåæäó
âñè÷êè ïðàâîúãúëíèöè ñ äàäåí ïåðèìåòúð äà ñå íàìåðè òîçè ñ
ìàêñèìàëíî ëèöå. Àêî îçíà÷èì ñ x è y ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúëíèêà,
ñòèãàìå äî ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà:

Àêî ìíîæåñòâîòî M ⊂ R2 å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈
R2, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà x > 0, y > 0, x + y = p, äà ñå íàìåðè
ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò âúðõó M íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy.

Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ñå ðåøàâà åëåìåíòàðíî, êàòî ñå èçðàçè y
÷ðåç x è ñëåä òîâà ñå íàìåðè ìàêñèìóìà íà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ íà
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åäíà ïðîìåíëèâà. Íèå îáà÷å èçïîëçâàìå çàäà÷àòà çà èëþñòðèðàíå íà
ðàçâèòèòå ïî-äîëó ìåòîäè.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ - ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå â R2.
Çà èçÿñíèì èäåÿòà, â òàçè òî÷êà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî M å
ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈ R2, çà êîèòî F (x, y) = 0. Òóê
F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà â
îáëàñò â R2 è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî

−−→gradF (x, y) 6= ~0,

ò.å. ïúðâèòå è ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íèêúäå íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Íàëèöå å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì:

Òåîðåìà 1. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f (x, y) äîñòèãà
óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì âúðõó M â òî÷êàòà (x0, y0) ∈ M . Òîãàâà
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà λ òàêàâà, ÷å

−−→grad f (x0, y0) = λ
−−→gradF (x0, y0) .

Ïðåäè äîêàçàòåëñòâîòî ùå äàäåì ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà
òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà. Äà ñè ñïîìíèì òåîðåìà 2 îò �5, ÷èåòî
äîêàçàòåëñòâî äàäîõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å
ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà
íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç ñúùàòà òî÷êà. Ñïîðåä òåîðåìà 1,
âåêòîðèòå −−→grad f (x0, y0) è −−→gradF (x0, y0) ñà êîëèíåàðíè; òîâà îçíà÷àâà,
÷å ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèèòå f(x, y) è F (x, y), ìèíàâàùè ïðåç
òî÷êàòà (x0, y0), èìàò îáùà òàíãåíòà, ò.å. ñå äîïèðàò ïîìåæäó ñè.
Î÷åâèäíî ëèíèÿòà íà íèâî íà F (x, y), ìèíàâàùà ïðåç (x0, y0), ñúâïàäà
ñ ìíîæåñòâîòî M , îïèñâàíî ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0. Òàêà ñòèãàìå äî
ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìà 1:

Â òî÷êàòà (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå äîïèðà äî ëèíèÿòà íà
íèâî íà f(x, y), ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Íà ÷åðòåæà òåîðåìàòà å èëþñòðèðàíà çà çàäà÷àòà çà ïðàâîúãúëíèöèòå,
äàäåíà ïî-ãîðå; ïðåäñòàâåíè ñà ìíîæåñòâîòî M (îòñå÷êà), è ëèíèèòå
íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy. Óñëîâíèÿò ëîêàëåí ìàêñèìóì ñå
äîñòèãà â òî÷êàòà A = (p/2, p/2).
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Ìîæåì äà äàäåì è äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ íà òåîðåìàòà: äà ñè
ïðåäñòàâèì, êàêòî â �5, ïëàíèíñêà ìåñòíîñò, êàòî ôóíêöèÿòà f(x, y)
çàäàâà íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà â äàäåíà òî÷êà, è ìíîæåñòâîòî M - êàòî
ïúòåêà â òàçè ìåñòíîñò. Òîãàâà â íàé-âèñîêàòà ñè òî÷êà ïúòåêàòà ñòàâà
õîðèçîíòàëíà, ò.å. äîïèðà ñå äî õîðèçîíòàëàòà, ìèíàâàùà ïðåç òàçè
òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 1. Òðÿáâà äà äîêàæåì ðàâåíñòâàòà
∂f

∂x
(x0, y0) = λ

∂F

∂x
(x0, y0) ,

∂f

∂y
(x0, y0) = λ

∂F

∂y
(x0, y0) .

Ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, çà äà ïàðàìåòðèçèðàìå
ìíîæåñòâîòî M îêîëî òî÷êàòà (x0, y0). (Âèæ òåîðåìà 2 îò ïðåäíèÿ
ïàðàãðàô.) Òúé êàòî −−→gradF (x0, y0) 6= ~0, ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì
íàïðèìåð, ÷å ∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0. Òîãàâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà

x0 ñúùåñòâóâà åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ ϕ (x), óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà

ϕ (x0) = y0, F (x, ϕ(x)) ≡ 0.

Äèôåðåíöèðàéêè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî x â òî÷êàòà x0, ïîëó÷àâàìå
∂F

∂x
(x0, y0) + ϕ′ (x0)

∂F

∂y
(x0, y0) = 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, çàìåñòâàéêè y ñ ϕ(x), ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿòà
íà åäíî ïðîìåíëèâî g(x) = f (x, ϕ(x)), îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà
x0. Òî÷êèòå îò âèäà (x, ϕ(x)) ïðèíàäëåæàò íà M ; ñëåäîâàòåëíî, àêî
f(x, y) ïðèòåæàâà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (x0, y0), òî g(x)
ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì îò ñúùèÿ âèä â òî÷êàòà x0. Îòòóê ñëåäâà,
÷å ïðîèçâîäíàòà è â òàçè òî÷êà ñå àíóëèðà:

g′ (x0) =
∂f

∂x
(x0, y0) + ϕ′ (x0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Äà èçðàçèì ϕ′ (x0) îò ïðåäèøíîòî ðàâåíñòâî è äà ãî çàìåñòèì òóê;
ïîëó÷àâàìå

∂f

∂x
(x0, y0)− ∂F

∂x
(x0, y0)




∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)


 = 0.
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Ïîëàãàéêè λ =

∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
, âèæäàìå, ÷å è äâåòå èñêàíè ðàâåíñòâà

ñà èçïúëíåíè.
Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí

åêñòðåìóì, äàäåíî â òåîðåìàòà, íå å äîñòàòú÷íî. Íàèñòèíà, íåêà
F (x, y) = y (ìíîæåñòâîòî M ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ) è f(x, y) = x3 +y.
Òîãàâà â òî÷êàòà (0, 0) ãðàäèåíòèòå íà ôóíêöèèòå f è F ñà êîëèíåàðíè,
íî â òàçè òî÷êà íÿìàìå óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ - îáù ñëó÷àé. Íåêà ñåãà M å
ïîäìíîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà

F1 (x1, . . . , xn) = F2 (x1, . . . , xn) = . . . = Fk (x1, . . . , xn) = 0,

êúäåòî F1 (x1, . . . , xn) , . . . , Fk (x1, . . . , xn) å ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò åäíîêðàòíî
ãëàäêè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îáëàñò â Rn. Ùå íàïîìíèì, ÷å
óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò îçíà÷àâà, ÷å òåõíèòå ãðàäèåíòè−−→gradF1(x), . . . ,

−−→gradFk(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííàòà
èì îáëàñò.*

Òåîðåìà 2. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn)
äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì âúðõó M â òî÷êàòà x0 =
(x0

1, . . . , x
0
n) ∈ M . Òîãàâà ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè λ1, . . . , λk òàêèâà,

÷å
−−→grad f

(
x0

)
=

k∑

i=1

λi
−−→gradFi

(
x0

)
.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Â òåîðåìà 6 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô
áåøå ïîêàçàíî, ÷å âåêòîðèòå−−→gradF1(x

0), . . . ,
−−→gradFk(x

0) îáðàçóâàò áàçèñ â îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå
íà äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî êúì M â òî÷êàòà x0. Òàêà òâúðäåíèåòî
íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Âåêòîðúò −−→grad f (x0) å ïåðïåíäèêóëÿðåí êúì äîïèðàòåëíîòî
ïðîñòðàíñòâî êúì M â òî÷êàòà x0.

*Îò óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò ñå âèæäà, ÷å áðîÿò k íà ôóíêöèèòå íå ìîæå äà
íàäâèøàâà ðàçìåðíîñòòà n íà ïðîñòðàíñòâîòî. Çàäà÷àòà å ñìèñëåíà ñàìî ïðè k < n,
êîåòî ùå ñìÿòàìå çà èçïúëíåíî.
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Êàçàíî ïî-ñâîáîäíî, ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f , ìèíàâàùà
ïðåç òî÷êàòà x0, ñå äîïèðà êúì ìíîæåñòâîòî M â òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2. Ñìåíÿéêè, àêî å íóæíî, íîìåðàòà
íà ïðîìåíëèâèòå, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

D (F1, . . . , Fk)

D (x1, x2, . . . , xk)

(
x0

)
6= 0.

Ðàçñúæäàâàéêè êàêòî â òåîðåìà 5 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, ìîæåì, â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâîòî M ÷ðåç
ðàâåíñòâàòà

x1 = ϕ1 (xk+1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . .

xk = ϕk (xk+1, . . . , xn) .

Âçåìàéêè ïðåä âèä òåîðåìà 6 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, âèæäàìå,
÷å äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå èçâúðøåíî, àêî äîêàæåì, ÷å −−→grad f (x0) å
îðòîãîíàëåí íà âåêòîðèòå ~l1, . . . , ~ln−k, îïðåäåëåíè ñ ôîðìóëèòå

~lp =

(
∂ϕ1

∂xk+p

(
x0

)
, . . . ,

∂ϕk

∂xk+p

(
x0

)
, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
,

êàòî åäèíèöàòà å ðàçïîëîæåíà íà p-òî ìÿñòî èçìåæäó ïîñëåäíèòå n− k
êîîðäèíàòè íà âåêòîðà ~lp.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

g (xk+1, . . . , xn) = f (ϕ1 (xk+1, . . . , xn) , . . . , ϕk (xk+1, . . . , xn) , xk+1, . . . , xn) .

Òúé êàòî f(x) äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0, òî
ôóíêöèÿòà g (xk+1, . . . , xn) äîñòèãà ëîêàëåí åêñòðåìóì îò ñúùèÿ âèä
â òî÷êàòà

(
x0

k+1, . . . , x
0
n

)
. Ñëåäîâàòåëíî, â òàçè òî÷êà ñà èçïúëíåíè

ðàâåíñòâàòà
∂g

∂xk+1

= . . . =
∂g

∂xn

= 0.

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè ïðè p = 1, . . . , n−
k èìàìå

∂g

∂xk+p

(
x0

k+1, . . . , x
0
n

)
=

k∑

i=1

∂f

∂xi

(
x0

)
.

∂ϕi

∂xk+p

(
x0

k+1, . . . , x
0
n

)
+

∂f

∂xk+p

(
x0

)
,
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èëè, ñ äðóãè äóìè, ïðè p = 1, . . . , n− k èìàìå
〈−−→grad f

(
x0

)
, ~lp

〉
= 0,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
Îò òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ëåñíî ñå èçâåæäà ðåöåïòà çà

îòêðèâàíå íà òî÷êèòå, â êîèòî ìîæå äà ñå î÷àêâà îòíîñèòåëåí
ëîêàëåí åêñòðåìóì. "Ïîäîçðèòåëíàòà"òî÷êà x òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà
óðàâíåíèÿòà

∂f

∂xj

(x) =
k∑

i=1

λi
∂Fi

∂xj

(x), j = 1, . . . , n.

Êàòî äîáàâèì è óðàâíåíèÿòà çà âðúçêà F1(x) = . . . = Fk(x) = 0,
ïîëó÷àâàìå n + k óðàâíåíèÿ çà n + k íåèçâåñòíè x1, . . . , xn, λ1, . . . , λk.
Ïî-íàòàòúê öåëòà å äà ñå åëèìèíèðàò ïðîìåíëèâèòå λ1, . . . , λk è äà ñå
íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà x1, . . . , xn. Ïî-íàòàòúê òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè
äàëè òàêà ïîëó÷åíàòà òî÷êà å íàèñòèíà òî÷êà íà åêñòðåìóì, è îò êàêúâ
âèä å òîé; îáèêíîâåíî òîâà ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî.

Íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì, êîåòî òîêó-ùî äîêàçàõìå,
çàñÿãà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ è å àíàëîãè÷íî íà íåîáõîäèìîòî
óñëîâèå çà îáèêíîâåí åêñòðåìóì - àíóëèðàíå íà âñè÷êè ïúðâè ïðîèçâîäíè â
åêñòðåìàëíàòà òî÷êà (ò. 1 îò �7). Ñåãà ùå äîêàæåì è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñëîâåí
ëîêàëåí åêñòðåìóì, èçïîëçâàùî âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà, ò.å. àíàëîã íà
òåîðåìà 3 îò ñúùèÿ ïàðàãðàô. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì îáà÷å, ÷å ïðè ðåøàâàíå íà
êîíêðåòíè çàäà÷è òîâà óñëîâèÿ ðÿäêî ñå èçïîëçâà.

Ðàçáèðà ñå, äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ, êîèòî òúðñèì, òðÿáâà äà âêëþ÷âàò è
äîêàçàíèòå ïî-ãîðå íåîáõîäèìè óñëîâèÿ. Íåêà f, F1, . . . , Fk ñà êàêòî â òåîðåìà 2.
Ùå êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 å êðèòè÷íà òî÷êà íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî
M , àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè λ1, . . . , λk òàêèâà, ÷å

−−−→grad f
(
x0

)
=

k∑

i=1

λi
−−−→gradFi

(
x0

)
.

Òåîðåìà 3. (Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.) Íåêà
F1(x), . . . , Fk(x) å ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, îïðåäåëåíè
â îáëàñò â Rn, M ⊂ Rn å ìíîæåñòâîòî îò òåõíèòå îáùè íóëè, è f(x) å
äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà M . Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å x0 å
êðèòè÷íà òî÷êà íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M , è íåêà λ1, . . . , λk ñà
ñúîòâåòíèòå êîíñòàíòè. Äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà Φ(x) ñ ôîðìóëàòà:

Φ(x) = f(x)−
k∑

i=1

λi Fi (x) .
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Òîãàâà, àêî îãðàíè÷åíèåòî âúðõó ïîäïðîñòðàíñòâîòî Tx0M íà êâàäðàòè÷íàòà
ôîðìà

DΦ
(
x0

)
~h =

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(
x0

)
hihj

å ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, òî x0 å òî÷êà íà
ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x) âúðõó M , è òîçè åêñòðåìóì å ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì,÷å âúðõó M ôóíêöèèòå f(x) è
Φ(x) ñúâïàäàò, è å äîñòàòú÷íî äà ñå äîêàæå, ÷å x0 å ëîêàëåí óñëîâåí åêñòðåìóì çà
Φ(x). Îò äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà Φ(x) ñëåäâà ðàâåíñòâîòî −−−→gradΦ

(
x0

)
= ~0, ò.å.

âñè÷êè ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà Φ(x) ñå àíóëèðàò â òî÷êàòà x0.*
Â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô áåøå îòáåëÿçàíî, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîòðàíñòâî Tx0M

íå çàâèñè îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â Rn. Ðàçáèðà ñå, ñúùîòî
å âÿðíî è çà ïîíÿòèåòî ïîëîæèòåëíî (èëè îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà
ôîðìà. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà îïðîñòèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, èçáèðàéêè
ïîäõîäÿùà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Êàòî íà÷àëî ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å òî÷êàòà x0

ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî 0 íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.
Ïî-íàòàòúê, ìîæåì äà èçáåðåì êîîðäèíàòèòå òàêà, ÷å n − k-ìåðíîòî

ïîäïðîñòðàíñòâî Tx0M íàRn ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñúîòâåòñòâàùî
íà êîîðäèíàòèòå xk+1, . . . , xn, ò.å. ñå ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâàòà x1 = . . . = xk = 0.
Äà îçíà÷èì x′ = (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k. Òîãàâà óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíà èëè
îòðèöàòåëíà îïðåäåëåíîñò îçíà÷àâà, ÷å êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà

DΦ(x′) =
n∑

i=k+1

n∑

j=k+1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0) xixj

å ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà â Rn−k.
Ïðè òàêúâ èçáîð íà êîîðäèíàòè ïðîìåíëèâèòå xk+1, . . . , xn ìîãàò äà áúäàò

èçïîëçâàíè çà ëîêàëíî ïàðàìåòðèçèðàíå íà ìíîæåñòâîòî M îêîëî òî÷êàòà 0
(äîêàæåòå!). Êàêòî ïî-ãîðå, ëîêàëíî M ñå ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâàòà

x1 = ϕ1 (x′) , . . . , xk = ϕk (x′) , êàòî ϕ1(0) = . . . = ϕk(0) = 0.

Çíàåì, ÷å èçïîëçâàíèòå â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 2 âåêòîðè ~l1, . . . , ~ln−k

ïîðàæäàò äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êàòà 0. Îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà ñëåäâà,÷å ïúðâèòå k êîîðäèíàòè íà òåçè âåêòîðè ñå àíóëèðàò, ò.å. èçïúëíåíè
ñà ðàâåíñòâàòà

∂ϕi

∂xk+p
(0) = 0 çà i = 1, . . . , k, p = 1, . . . , n− k.

*Èìåííî ïîðàäè òîâà â òåîðåìàòà ñå ðàçãëåæäà Φ(x) âìåñòî f(x).
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Îò ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà

ϕi (x′) = o
(
||x′||2

)
, i = 1, . . . , k, p = 1, . . . , n− k.

Äà âúâåäåì ôóíêöèÿòà

Ψ(xk+1, . . . , xn) = Φ (ϕ1 (xk+1, . . . , xn) , . . . , ϕk (xk+1, . . . , xn) , xk+1, . . . , xn) .

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð îò âòîðè ðåä çà ôóíêöèÿòà Φ íè äàâà ïðåäñòàâÿíåòî

∆Φ = Φ(x)− Φ(0) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0) xixj + o
(
||x||2

)
.

Çà äà ïîëó÷èì îòòóê ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà Ψ, òðÿáâà äà çàìåñòèì
x1, . . . , xk ñ ϕ1 (x′) , . . . , ϕk (x′). Ïîëó÷àâàìå

∆Ψ =
n∑

i=k+1

n∑

j=k+1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0)xixj + 2
n∑

i=k+1

k∑

j=1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0)xiϕj (x′) +

+
k∑

i=1

k∑

j=1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0) ϕi (x′)ϕj (x′) + o
(
||x||2

)
.

Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å èçðàçèòå îò âèäà xiϕj (x′), ϕi (x′)ϕj (x′), o
(
||x||2

)
êëîíÿò êúì

íóëà ïî-áúðçî îò ||x′||2, ò.å. ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè êàòî o
(
||x′||2

)
. Òàêà ãîðíîòî

ïðåäñòàâÿíå äîáèâà âèäà

∆Ψ =
n∑

i=k+1

n∑

j=k+1

∂2Φ
∂xi ∂xj

(0) xixj + o
(
||x′||2

)
.

Ñëåä êàòî èìàìå òîâà ïðåäñòàâÿíå çà íàðàñòâàíåòî íà Ψ, ìîæåì äà èçïîëçâàìå
äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 3 îò �7 , êîåòî ïîêàçâà, ÷å Ψ(x′) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì
â òî÷êàòà 0 ∈ Rn−k, è ñëåäîâàòåëíî f(x) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà 0 ∈ Rn.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Íàìåðåòå ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) =

x1x2 . . . xn âúðõó ìíîæåñòâîòî M , çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà x1 ≥ 0, . . . , xn ≥
0, x1 + . . . + xn = 1.

2. Öåíòðèðàíîòî óðàâíåíèå íà åëèïñà â ðàâíèíàòà èìà âèäà
ax2 + 2bxy + cy2 = 1, êàòî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà îò ëÿâàòà ñòðàíà
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å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà. Íàìåðåòå ãîëÿìàòà è ìàëêàòà ïîëóîñ íà
åëèïñàòà.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì åëèïñàòà ñ M , è íåêà f(x, y) = x2 +
y2 (êâàäðàòà íà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà (x, y) äî íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòèòå). Òîãàâà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà êúì òîâà, äà ñå íàìåðÿò
ìàêñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñòè íà

√
f(x, y) âúðõó M .

Óðàâíåíèÿòà íà êðèòè÷íèòå òî÷êè äîáèâàò âèäà

2x = λ (2ax + 2by)

2y = λ (2bx + 2cy)

Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà õîìîãåííè
óðàâíåíèÿ èìà íåíóëåâî ðåøåíèå òî÷íî òîãàâà, êîãàòî äåòåðìèíàíòàòà
îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå å ðàâíà íà íóëà. Òàêà çà λ
ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣
a− 1

λ
b

b c− 1
λ

∣∣∣∣∣ = 0.

Íåêà µ1, µ2, 0 < µ1 < µ2 äà ñà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà îò
êîåôèöèåíòèòå íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà. Òîãàâà ðåøåíèÿòà íà ãîðíîòî
óðàâíåíèå ñà 1

µ1
, 1

µ2
. Îò äðóãà ñòðàíà, óìíîæàâàéêè ïúðâîòî óðàâíåíèå

ïî x, âòîðîòî ïî y è ñúáèðàéêè, ïîëó÷àâàìå

x2 + y2 = λ
(
ax2 + 2bxy + cy2

)
= λ.

Òàêà, ìàëêàòà è ãîëÿìàòà ïîëóîñ íà åëèïñàòà (ìèíèìàëíàòà è
ìàêñèìàëíà ñòîéíîñòè íà ðàçñòîÿíèåòî äî íà÷àëîòî) ñà ðàâíè íà 1√

µ2

è 1√
µ1

ñúîòâåòíî.
Çàáåëåæêà. Íèå äîñòèãíàõìå ïî àíàëèòè÷åí ïúò äî ïðîöåäóðàòà,

èçâåñòíà â àëãåáðàòà è â àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ êàòî êàíîíèçèðàíå íà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà.

3. Íåêà åëèïñîèäúò M â Rn å çàäàäåí ñ óðàâíåíèåòî
n∑

i,j=1

aijxixj = 1.
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Äîêàæåòå, ÷å êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà f(x) = ||x||2 âúðõó M
ñúâïàäàò ñ âúðõîâåòå íà ïîëóîñèòå íà åëèïñîèäà.

4. Íåêà å äàäåí åëèïñîèä â R3, çàäàäåí ñ êàíîíè÷íîòî ñè
óðàâíåíèå. Äà ñå íàìåðÿò ïîëóîñèòå íà åëèïñàòà, ïîëó÷åíà êàòî ñå÷åíèå
íà åëèïñîèäà ñ ðàâíèíà â R3, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Óïúòâàíå. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà êúì íàìèðàíåòî íà ìàêñèìàëíàòà
è ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 âúðõó
ìíîæåñòâîòî M , îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèÿòà

F1(x, y, x) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0,

F2(x, y, x) = αx + βy + γz = 0.

Ïðèðàâíÿâàéêè íà íóëà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà
f − λF1 − µF2, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

λ = f(x, y, z), x = µ
αa2

a2 − λ
, y = µ

βb2

b2 − λ
, z = µ

γc2

c2 − λ
.

Óìíîæàâàéêè âòîðîòî, òðåòîòî è ÷åòâúðòîòî ðàâåíñòâî ñúîòâåòíî ñ α,
β, γ è ñúáèðàéêè ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷àâàìå çà λ êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

α2a2

a2 − λ
+

β2b2

b2 − λ
+

γ2c2

c2 − λ
= 0.

Àêî λ1 è λ2 ñà êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå, òî
√

λ1 è
√

λ2 ñà äúëæèíèòå
íà ïîëóîñèòå íà òúðñåíàòà åëèïñà.
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1.11 Ôóíêöèîíàëíà íåçàâèñèìîñò. Ðàíã íà
ñèñòåìà îò ôóíêöèè.

Ôóíêöèîíàëíà íåçàâèñèìîñò íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè. Íåêà
â îáëàñòòà D ∈ Rn ñà äåôèíèðàíè åäíîêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè
f1(x), . . . , fk(x), êúäåòî k ≤ n, è x = (x1, . . . , xn) ∈ D.

Îïðåäåëåíèå. Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà
ôóíêöèîíàëíî çàâèñèìè â îáëàñòòà D, àêî ñúùåñòâóâà íîìåð i , 1 ≤
i ≤ k, è åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ g íà k− 1 ïðîìåíëèâè, òàêà ÷å çà
âñÿêî x ∈ D å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

fi(x) = g (f1(x), . . . , fi−1(x), fi+1(x), . . . , fk(x)) .

Ñ äðóãè äóìè, ïîíå åäíà îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
îñòàíàëèòå.

Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà
ôóíêöèîíàëíî íåçàâèñèìè â îáëàñòòà D, àêî çàâèñèìîñò îò ãîðíèÿ
âèä íå ñúùåñòâóâà.

Ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå äåôèíèðàíèòå â R3 ôóíêöèè
f1(x, y, z) = x + y + z,

f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2,

f3(x, y, z) = xy + yz + zx.

Òîãàâà î÷åâèäíî òåçè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿâàò ñúîòíîøåíèåòî
f2(x, y, z) = (f2(x, y, z))2 − 2f3(x, y, z)

è ñëåäîâàòåëíî ñà ôóíêöèîíàëíî çàâèñèìè.
Îêàçâà ñå, ÷å ôóíêöèîíàëíàòà íåçàâèñèìîñò íà ñèñòåìà îò

ôóíêöèè å ñâúðçàíà ñ ðàíãà íà ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî
f = (f1, . . . , fk):

Df (x) =

{
∂fi

∂xj

(x)

}

i=1,...,k
j=1,...,n

=




∂f1

∂xj1
(x) ∂f1

∂x2
(x) . . . ∂f1

∂xn
(x)

∂f2

∂x1
(x) ∂f2

∂x2
(x) . . . ∂f2

∂xn
(x)

. . . . . . . . . . . .
∂fk

∂x1
(x) ∂fk

∂x2
(x) . . . ∂fk

∂xn
(x)



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Òåîðåìà 1. Àêî ìàòðèöàòà Df (x) å ñ ìàêñèìàëåí ðàíã (ðàâåí
íà k) â îáëàñòòà D, òî ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà ôóíêöèîíàëíî
íåçàâèñèìè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîòî: ÷å åäíà îò
ôóíêöèèòå, íàïðèìåð fk, ñå èçðàçÿâà ÷ðåç îñòàíàëèòå; ñ äðóãè äóìè,
ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ g (y1, . . . , yk−1), çà êîÿòî å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

fk(x) = g (f1(x), . . . , fk−1(x)) .

×ðåç äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå ïðè i = 1, . . . , n ðàâåíñòâàòà

∂fk

∂xi

=
k−1∑

j=1

∂g

∂yj

∂fj

∂xi

.

Ñ äðóãè äóìè, k-òèÿò ðåä íà ìàòðèöàòà Df (x) ñå èçðàçÿâà êàòî ëèíåéíà
êîìáèíàöèÿ íà ïúðâèòå k−1 ðåäà, è ñëåäîâàòåëíî òàçè ìàòðèöà íå ìîæå
äà èìà ìàêñèìàëåí ðàíã.

Ðàíã íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, èìàìå
åäíîêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè f1, . . . , fk, è íåêà f(x) = (f1(x), . . . , fk(x))
å ïîðîäåíîòî îò òÿõ èçîáðàæåíèå îò D â Rk. Èìàéêè ïðåä âèä òåîðåìà
1, ìîæåì äà ñè çàäàäåì âúïðîñà: êîëêî å íàé-ìàëêèÿò áðîé ôóíêöèè
èçìåæäó f1, . . . , fn, òàêà ÷å âñè÷êè îñòàíàëè äà ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç òÿõ.
Îêàçâà ñå, ÷å òîçè âúïðîñ å òÿñíî ñâúðçàí ñ ðàíãà íà ðàçãëåäàíàòà ïî-
ãîðå ìàòðèöà Df (x).

Îïðåäåëåíèå. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p â
òî÷êàòà x, àêî ðàíãúò íà ìàòðèöàòà Df (x) å ðàâåí íà p.

Ùå êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p â îáëàñòòà D,
àêî rangDf (x) ≤ p çà âñÿêî x ∈ D, è àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî x0 ∈ D,
òàêà ÷å rangDf (x0) = p (â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å ðàíãúò íà f(x)
ñå äîñòèãà â òî÷êàòà x0).

Î÷åâèäíî ïîñëåäíîòî óñëîâèå ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàíî òàêà:
ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n, 1 ≤ j1 < . . . < jp ≤ k, òàêà
÷å

D
(
fj1 , . . . , fjp

)

D
(
xi1 , . . . , xip

)
(
x0

)
6= 0.
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Òåîðåìà 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p, p <
k, â îáëàñòòà D, è íåêà òîçè ðàíã ñå äîñòèãà â òî÷êàòà x0.
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å íîìåðàöèÿòà íà ôóíêöèèòå è íåçàâèñèìèòå
ïðîìåíëèâè å òàêà èçáðàíà, ÷å

D (f1, . . . , fp)

D (x1, . . . , xp)

(
x0

)
6= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò k − p íà áðîé åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè

g1 (y1, . . . , yp) , . . . , gk−p (y1, . . . , yp)

òàêèâà, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0 ñà èçïúëíåíè òúæäåñòâàòà

fp+1(x) = g1 (f1(x), . . . , fp(x)) ,

. . . . . . . . . ,

fk(x) = gk−p (f1(x), . . . , fp(x)) .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà U å îêîëíîñò íà x0 â Rn, â êîÿòî
ïðîäúëæàâà äà áúäå èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî D(f1,...,fp)

D(x1,...,xp)
(x0) 6= 0.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà
ïðîìåíëèâèòå â U . Íåêà èçîáðàæåíèåòî

u = ϕ(x) = (ϕ1 (x1, . . . , xn) , . . . , ϕn (x1, . . . , xn))

å îïðåäåëåíî ñ ôîðìóëèòå
u1 = ϕ1 (x) = f1 (x1, . . . , xn) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
up = ϕp (x) = fp (x1, . . . , xn) ,
up+1 = ϕp+1 (x) = xp+1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
un = ϕn (x) = xn.
Ëåñíî ñå âèæäà ðàâåíñòâîòî

D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (x1, . . . , xn)
(x) =

D (f1, . . . , fp)

D (x1, . . . , xp)
(x) 6= 0.
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Ñëåäîâàòåëíî, ñïîðåä òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå (ò. 7 îò �8)
èçîáðàæåíèåòî ϕ(x) ïðèòåæàâà îáðàòíî èçîáðàæåíèå ψ(u):

x = ψ(u) = (ψ1 (u1, . . . , un) , . . . , ψn (u1, . . . , un)) .

êàòî
D (ψ1, . . . , ψn)

D (u1, . . . , un)
=

(
D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (x1, . . . , xn)

)−1

6= 0.

Ðàçãëåæäàéêè ïúðâèòå p êîîðäèíàòè íà ðàâåíñòâîòî ϕ(ψ(u)) = u,
ïîëó÷àâàìå

fi(ψ(u)) = ui i = 1, . . . , p.

Äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî

g(u) = f (ψ(u)) : Rn → Rk,

îïðåäåëåíî êàòî ñóïåðïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿòà ψ è f . Ñïîðåä
ìàòðè÷íàòà ôîðìà íà òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíî
èçîáðàæåíèå (ò. 4 îò �8) èìàìå

Dg(u) = Df(ψ(u)) ◦Dψ(u).

Òúé êàòî êâàäðàòíàòà ìàòðèöà Dψ(u) å îáðàòèìà, òî ìàòðèöèòå Dg(u)
è Df(ψ(u)) èìàò åäíàêúâ ðàíã, ðàâåí íà p.

Îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî òîêó-ùî ïîêàçàõìå, íàëèöå ñà ðàâåíñòâàòà

g1 (u1, . . . , un) = u1, . . . , gp (u1, . . . , un) = up.

Ñëåäîâàòåëíî, ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî g èìà âèäà

Dg(u) =




1 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ...
0 · · · 1 0 · · · 0

∂gp+1

∂u1
· · · ∂gp+1

∂up

∂gp+1

∂up+1
· · · ∂gp+1

∂un... . . . ... ... . . . ...
∂gk

∂u1
· · · ∂gk

∂u1

∂gk

∂up+1
· · · ∂gk

∂un




Ñåãà ùå èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å ìàòðèöàòà Dg(u) èìà ðàíã p è
ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåéíà ïîääåòåðìèíàíòà îò ðåä p + 1 ñå àíóëèðà. Äà



116 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

âçåìåì ïðîèçâîëíè íîìåðà i è j òàêèâà, ÷å 1 ≤ i ≤ n− p, 1 ≤ j ≤ k − p.
Äà èçáåðåì ðåäîâåòå ñ íîìåðà 1, 2, . . . , p, p + i è ñòúëáîâåòå ñ íîìåðà
1, 2, . . . , p, p + j. Ïîëó÷åíàòà ïîääåòåðìèíàíòà îò ðåä p + 1 èìà âèäà

D (g1, . . . , gp, gp+j)

D (u1, . . . , up, up+i)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0 0
... . . . ... ...
0 · · · 1 0

∂gp+j

∂u1
· · · ∂gp+j

∂up

∂gp+j

∂up+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂gp+j

∂up+i

.

Òàêà íèå ïîëó÷èõìå ðàâåíñòâàòà
∂gp+j

∂up+i

= 0 çà i, j = 1, 2, . . . , n− p.

Ñ äðóãè äóìè, ôóíêöèèòå gp+1, . . . , gk çàâèñÿò ñàìî îò ïðîìåíëèâèòå
u1, . . . , up.

Äà çàìåñòèì îáðàòíî ïðîìåíëèâèòå u ñ ϕ(x). Èìàìå

g(ϕ(x)) = f(ψ(ϕ(x))) = f(x).

Âçåìàéêè â ãîðíîòî ðàâåíñòâî êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñ íîìåðà p +
1, p + 2, . . . , k, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

fp+1(x) = gp+1 (f1(x), . . . , fp(x)) ,
. . . . . . . . . . . . . . . ,
fk(x) = gk (f1(x), . . . , fp(x)) ,

êîèòî ñà òúæäåñòâåíî èçïúëíåíè çà âñÿêî x ∈ U . Ñìåíÿéêè îçíà÷åíèÿòà
è íàïèñâàéêè g1 âìåñòî gp+1, g2 âìåñòî gp+2, ..., gk−p âìåñòî gk,
ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.

Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà òåîðåìàòà. Íåêà U å îêîëíîñòòà íà x0,
â êîÿòî å èçïúëíåíî òâúðäåíèåòî íà òåîðåìà 2. Òîãàâà òåîðåìàòà äàâà
ïðåäñòàâà çà ãåîìåòðè÷åñêàòà ñòðóêòóðà â Rk íà îáðàçà f(U) íà U ÷ðåç
èçîáðàæåíèåòî f . Ïî-òî÷íî, íåêà V å îáðàçúò â Rp íà ìíîæåñòâîòî U
÷ðåç ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fp(x). Ïîðàäè ðåãóëÿðíîñòòà íà òàçè ñèñòåìà
îò ôóíêöèè îò ò. 7 íà �8 ñå âèæäà, ÷å V å îòâîðåíî â Rp.

Òîãàâà òåîðåìà 2 ïîêàçâà, ÷å ìíîæåñòâîòî f(U) ìîæå äà ñå
îïðåäåëè â Rk ñ ðàâåíñòâàòà

yp+1 = g1 (y1, . . . , yp) , . . . , yk = gk−p (y1, . . . , yp) , (y1, . . . , yp) ∈ V.
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Ñ äðóãè äóìè, ìíîæåñòâîòî f(U) ñúâïàäà ñ ãðàôèêà íà èçîáðàæåíèåòî
g = (g1, . . . , gk−p) : V → Rk−p.

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å íàâñÿêúäå â äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò
D èçîáðàæåíèåòî f èìà ðàíã p, òî îáðàçúò ìó f(D) ïðèòåæàâà
ïîäîáíî ïðåäñòàâÿíå îêîëî âñÿêà ñâîÿ òî÷êà (êàòî ïðè òîâà èçáîðúò
íà p íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè èçìåæäó ïðîìåíëèâèòå y1, . . . , yk ìîæå
äà áúäå ðàçëè÷åí). Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ïîäìíîæåñòâà ñ
ïîäîáíî ëîêàëíî ïðåäñòàâÿíå îòãîâàðÿò íà èíòóèòèâíàòà ïðåäñòàâà çà
"ãëàäêîñò"è ñå íàðè÷àò p-ìåðíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà Rk. Òàêà ñòèãàìå
äî ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìà 2:

Òåîðåìà 2′. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêîòî èçîáðàæåíèå f(x) : D →
Rk èìà ðàíã p, p < k, íàâñÿêúäå â îáëàñòòà D ⊂ Rn. Òîãàâà îáðàçúò
ìó f(D) ïðåäñòàâëÿâà p-ìåðíî ïîäìíîãîîáðàçèå íà Rk.

Çàáåëåæêà.Èçèñêâàíåòî çà ïîñòîÿíñòâî íà ðàíãà íà èçîáðàæåíèåòî
f , ïîñòàâåíî â òåîðåìàòà, å äîñòà îãðàíè÷èòåëíî. Â îáùèÿ ñëó÷àé çà
ðàíãà çíàåì ñàìî, ÷å å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà
x (âèæ çàä. 1). Îáðàçúò íà èçîáðàæåíèå ñ ïðîìåíëèâ ðàíã ìîæå
äà èìà ñëîæíà ñòðóêòóðà. Êàòî ïðîñò ïðèìåð ìîæåì äà ðàçãëåäàìå
èçîáðàæåíèåòî îò R â R2, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå x = t3, y = t2. Ðàíãúò
íà òîâà èçîáðàæåíèå å ðàâåí íà åäèíèöà ïðè t 6= 0 è íà íóëà ïðè t = 0.
Îáðàçúò íà èçîáðàæåíèåòî å êðèâà â R2, êîÿòî èìà îñîáåíîñò îò âèäà
"ðîãîâà òî÷êà"â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Ïðè ïðîñòðàíñòâà îò ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò ñòðóêòóðàòà íà îáðàçà
ñå óñëîæíÿâà çíà÷èòåëíî è íå ñå ïîääàâà íà ñèñòåìàòè÷íî îïèñàíèå.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Äîêàæåòå, ÷å ðàíãúò íà ìàòðèöàòà Df (x) å ïîëóíåïðåêúñíàòà

îòãîðå ôóíêöèÿ íà x (ñ äðóãè äóìè, àêî ðåäèöàòà {xn} êëîíè êúì
òî÷êàòà x0, òî rangDf (x0) ≤ lim inf rangDf (xn)). Äàéòå ïðèìåð, â
êîéòî òàçè ôóíêöèÿ íå å íåïðåêúñíàòà.
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