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Â íàñòîÿùîòî ïîñîáèå ñà ðàçãëåäàíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ íà ìà-
òåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè:
íåïðåêúñíàòîñò, ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ðàçâèòèå íà ôóíêöèèòå â ðåä íà
Òåéëîð, ëîêàëíè åêñòðåìóìè, êðàòíè èíòåãðàëè è ïðèëîæåíèÿòà èì.

Èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà:

• Äîé÷èíîâ: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç â åâêëèäîâè ïðîñòðàíñòâà

• Èëèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ: Êóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 2

• Çîðè÷: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 1 è 2

• Ðóäèí, Îñíîâè íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

• Ôèõòåíãîëö, Êóðñ ïî äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå, òîì
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Ãëàâà 1

Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà

ôóíêöèè íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

1.1 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò ïúðâè âèä

Ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè.
Òóê ùå ïîâòîðèì íÿêîè äåôèíèöèè îò ïàðàãðàôè 2.12 è 4.4 íà

÷àñò I.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè Γ â ðàâíè-
íàòà å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, àêî ñà äàäåíè äâå ôóíêöèè x(t),
y(t), äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà ∆, òàêà ÷å âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ G ñå
ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

x = x(t)

y = y(t)

çà íÿêîå t ∈ ∆.
Äâîéêàòà ôóíêöèè x(t), y(t) ùå íàðè÷àìå ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

íà Γ. Àêî ñå óñëîâèì äà îçíà÷àâàìå ñ ~P = (x, y) ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïðî-
èçâîëíà òî÷êà îò ðàâíèíàòà, òî ãîðíèòå äâå ñêàëàðíè ðàâåíñòâà ìîãàò
äà áúäàò çàïèñàíè êàòî åäíî âåêòîðíî ðàâåíñòâî

~P = ~P (t), t ∈ ∆,
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êúäåòî ñìå îçíà÷èëè ~P (t) = (x(t), y(t)).

Ïî-íàòàòúê ùå âèäèì, ÷å âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ïðè-
òåæàâà áåçêðàéíî ìíîãî ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ. Åäèí îò îñíîâ-
íèòå ïðîáëåìè å äà ñå âúâåäàò ïîíÿòèÿ, íåçàâèñèìè îò ïàðàìåòðè÷íî-
òî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà. Çàñåãà îáà÷å ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàåäíî ñ
âñÿêà ðàçãëåæäàíà êðèâà å çàäàäåíî è åäíî ôèêñèðàíî ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå. Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà äàäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ. Êðèâàòà Γ ùå íàðè÷àìå:
- íåïðåêúñíàòà, àêî ôóíêöèèòå x(t) , y(t) ñà íåïðåêúñíàòè.
- n-êðàòíî ãëàäêà, àêî x(t) è y(t) ñà n-êðàòíî ãëàäêè, ò.å ïðèòå-

æàâàò íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä n âêëþ÷èòåëíî.
- ïðîñòà (íåçàòâîðåíà), àêî íà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà t ñúîò-

âåòñòâóâàò ðàçëè÷íè òî÷êè (x(t), y(t)) îò ðàâíèíàòà.
- ïðîñòà çàòâîðåíà, àêî ôóíêöèèòå x(t) è y(t) âçåìàò åäíàêâè

ñòîéíîñòè â äâàòà êðàÿ a è b íà äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë ∆ = [a, b]
, íî íà âñÿêà äðóãà äâîéêà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t1, t2 ∈ D ñúîò-
âåòñòâóâàò ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðàâíèíàòà.

Ñúùàòà äåôèíèöèÿ å â ñèëà è çà êðèâè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî, èëè, ïî�îáùî, â Rn, ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å ïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè ñà òðè (èëè ñúîòâåòíî n) íà áðîé.

Ïðèìåðè íà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè â ðàâíèíàòà ìîãàò äà
áúäàò âèäÿíè â �2.12 íà ÷àñò I.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå ñúùî ìîãàò äà áúäàò
ðàçãëåæäàíè êàòî ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè. Íàèñòèíà, àêî ôóíê-
öèÿòà f(x) å çàäàäåíà â èíòåðâàëà [a, b] , òî íåéíàòà ãðàôèêà ìîæå äà
áúäå ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâåíà ÷ðåç óðàâíåíèÿòà:

x = t, y = f(t), t ∈ [a, b] .

Ïîíÿêîãà ùå êàçâàìå, ÷å òàêèâà êðèâè ñà ÿâíî çàäàäåíè.

Çàáåëåæêà. Â ïðèëîæåíèÿòà ÷åñòî ñå ðàçãëåæäàò ò.íàð. ÷àñòè÷íî
ãëàäêè êðèâè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äåôèíèöèîííàòà îáëàñò [a, b] ìîæå äà
ñå ðàçäåëè íà êðàåí áðîé ïîäèíòåðâàëè, âúâ âúòðåøíîàòòà íà âñåêè îò
êîèòî êðèâàòà å ãëàäêà, è â äåëÿùèòå òî÷êè ïðîèçâîäíèòå íà ïàðàìåò-
ðè÷íèòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ãðàíèöè îòëÿâî è îòäÿñíî.
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Ðåãóëÿðíè êðèâè. Âàæíî å äà ñå âèäè, ÷å ãëàäêîñòòà íà ïàðà-
ìåòðèçèðàùèòå ôóíêöèè x(t) è y(t) íå å äîñòàòú÷íà, çà äà áúäå êðèâàòà
ãëàäêà â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë íà äóìàòà. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå êðèâà-
òà ñ óðàâíåíèÿ

x = t2 sign t, y = t2, t ∈ [−1, 1].

Âúïðåêè, ÷å ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè
ïúðâè ïðîèçâîäíè, òàíãåíòà ïðè t = 0 íå ñúùåñòâóâà (â ñúùíîñò êðè-
âàòà ñúâïàäà ñ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = |x|). Îùå ïî-ëîøî å ïîëî-
æåíèåòî ñ êðèâàòà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà x = t3 y = t2, t ∈ [−1, 1].*

Òîâà íàëàãà äà ñå ïîñòàâè è äîïúëíèòåëíî óñëîâèå âúðõó ïàðàìåòðè÷-
íèòå óðàâíåíèÿ:

Äåôèíèöèÿ. Êðèâàòà Γ ùå íàðè÷àìå ðåãóëÿðíà, àêî òÿ å ïîíå
åäíîêðàòíî ãëàäêà è íàâñÿêúäå â D å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

(x′(t))
2

+ (y′(t))
2
> 0 ,

ò.å. ïðîèçâîäíèòå íà x(t) è y(t) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.

Êàêòî ùå âèäèì ìàëêî ïî-íàòàòúê, ðåãóëÿðíèòå êðèâè ïðèòåæà-
âàò äîïèðàòåëíè ïðàâè âúâ âñÿêà ñâîÿ òî÷êà, ò.å. îòãîâàðÿò íà èíòóè-
òèâíàòà ïðåäñòàâà çà ãëàäêà êðèâà.

Òî÷êèòå, â êîèòî ãîðíèòå äâå ïðîèçâîäíè ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåí-
íî, ñå íàðè÷àò îñîáåíè òî÷êè íà êðèâàòà.

ßâíî çàäàäåíèòå êðèâè âèíàãè ñà ðåãóëÿðíè: àêî f(x) ïðèòåæàâà
íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä n , òî íåéíàòà ãðàôèêà å n-êðàòíî
ãëàäêà è ðåãóëÿðíà (ïðîâåðåòå!).

Âðúçêà ìåæäó ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà äà-
äåíà êðèâà.

Àêî ðàçãëåæäàìå êðèâàòà êàòî ìíîæåñòâî îò òî÷êè â ðàâíèíàòà,
òî î÷åâèäíî òî ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè÷íè ïðåä-
ñòàâÿíèÿ. Òå äîðè ñà áåçêðàèíî ìíîãî, çàùîòî îò äàäåíî ïðåäñòàâÿíå
ìîæåì äà ïîëó÷èì ìíîãî äðóãè ÷ðåç ñìåíà íà ïàðàìåòúðà. Ïî-òî÷íî,
èçïúëíåíî å ñëåäíîòî î÷åâèäíî òâúðäåíèå:

*Çà ïúðâàòà êðèâà ñå êàçâà, ÷å â íóëàòà ïðèòåæàâà "úãëîâà òî÷êà", à çà âòîðàòà
� "ðîãîâà òî÷êà".
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Òâúðäåíèå 1. Íåêà Γ å ðåãóëÿðíà è ïðîñòà ïàðàìåòðè÷íî çàäà-
äåíà êðèâà ñ óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] .

Íåêà t(τ) å ãëàäêà ôóíêöèÿ, èçïðàùàùà èíòåðâàëà [α, β] â èíòåðâàëà
[a, b], êàòî íàâñÿêúäå èìàìå t′(τ) 6= 0*. Òîãàâà óðàâíåíèÿòà

x = x(t(τ)), y = y(t(τ)), τ ∈ [α, β]

ñúùî äàâàò ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà Γ.

Ïî-èíòåðåñíî çà íàñ å, ÷å è îáðàòíîòî òâúðäåíèå ñúùî å èçïúëíå-
íî:

Òåîðåìà 2. Íåêà äàäåíà êðèâà Γ ïðèòåæàâà äâå ðàçëè÷íè ðåãó-
ëÿðíè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

~P = ~P (t) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

~P = ~̃P (t) : x = x̃(τ), y = x̃(τ), τ ∈ [α, β] .

Òîãàâà òå ñå ïîëó÷àâàò åäíî îò äðóãî ÷ðåç ñìÿíà íà ïàðàìåòúðà.
Ïî-òî÷íî, ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ãëàäêà ôóíêöèÿ t(τ) :
[α, β] → [a, b], òàêàâà ÷å íàâñÿêúäå t′(τ) 6= 0, è ñà èçïúëíåíè ðàâåíñ-
òâàòà

x̃(τ) = x(t(τ)), ỹ(τ) = y(t(τ)).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ëîêàëíî. Íåêà ~P0 =
~P (t0) = ~̃P (τ0) å òî÷êà îò Γ. Ïîðàäè ðåãóëÿðíîñòòà ïîíå åäíà îò ïðîèçâîäíèòå x′ (t0),
y′ (t0) íå ñå àíóëèðà; íåêà íàïðèìåð x′ (t0) 6= 0. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà çà îáðàòíàòà
ôóíêöèÿ (ò. 2 îò �2.2, ÷àñò I) îêîëî t0 ôóíêöèÿòà x(t) ïðèòåæàâà äèôåðåíöèðóåìà
îáðàòíà t = t(x), äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà x (t0). Òîãàâà ôóíêöèÿòà

t(τ) = t (x̃(τ)) ,

äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà τ0, óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà íà òåîðåìàòà. Ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å òåçè èçèñêâàíèÿ îïðåäåëÿò t(τ) åäíîçíà÷íî.

*Îòòóê âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà å ñòðîãî ìîíîòîííà è äàâà âçàèìíî åäíîç-
íà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó èíòåðâàëèòå [α, β] è [a, b].
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Çà äà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà t(τ) âúðõó öåëèÿ èíòåðâàë [α, β], å äîñòàòú÷íî

äà ãî ðàçäåëèì íà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîäèíòåðâàëè, äà ïðèëîæèì âúâ âñåêè îò òÿõ

ëîêàëíîòî òâúðäåíèå, è äà îòáåëåæèì, ÷å ïîðàäè åäèíñòâåíîñòòà òàêà äåôèíèðàíèòå

ëîêàëíî îïðåäåëåíè ôóíêöèè ñå ñãëîáÿâàò â åäíà ãëîáàëíî îïðåäåëåíà.

Ïîñîêà âúðõó êðèâà. Èíòóèòèâíî, âñÿêà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà äàäåíà
êðèâà îïðåäåëÿ ïîñîêà âúðõó íåÿ, îïðåäåëåíà îò ïîñîêàòà íà íàðàñòâàíå
íà ïàðàìåòúðà. Ùå ôîðìàëèçèðàìå òàçè ïðåäñòàâà. Íåêà å äàäåíà êðè-
âàòà Γ çàåäíî ñ ïàðàìåòðè÷íîòî ñè ïðåäñòàâÿíå ~P = ~P (t). Òîãàâà âúðõó

òî÷êèòå îò Γ å îïðåäåëåíà íàðåäáà. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå ~P1, ~P2 ∈ Γ,
êàòî ~P1 = ~P (t1), ~P2 = ~P (t2). Ùå êàçâàìå, ÷å ~P2 ñëåäâà ~P1 (çàïèñâàìå
~P1 ≺ ~P2), àêî t1 ≤ t2. Òàêàâà íàðåäáà ùå íàðè÷àìå ïîñîêà âúðõó Γ.

Ùå âèäèì êàê íàðåäáàòà ñå ïðîìåíÿ â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ïà-
ðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå. Íåêà å äàäåíî äðóãî ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî

ïðåäñòàâÿíå ~P = ~̃P (t) íà Γ, è íåêà ~̃P (τ) = ~P (t(τ)). Òúé êàòî t′(τ) 6= 0,
òî çíàêúò íà t′(τ) ìîæå äà å èëè íàâñÿêúäå ïëþñ, èëè íàâñÿêúäå ìèíóñ.
Ñëåäîâàòåëíî t(τ) òðÿáâà äà áúäå ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà èëè ñòðî-
ãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Àêî òÿ å ðàñòÿùà, íàðåäáèòå, îïðåäåëåíè îò
äâåòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ, ñúâïàäàò; â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâà-

ìå, ÷å ïðåäñòàâÿíèÿòà ~P = ~P (t) è ~P = ~̃P (t) ñà åäíàêâî îðèåíòèðàíè.
Àêî t(τ) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà, íàðåäáèòå, îïðåäåëåíè îò ïðåäñòà-
âÿíèÿòà, ñà ïðîòèâîïîëîæíè åäíà íà äðóãà; â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå,
÷å ïðåäñòàâÿíèÿòà ñà ïðîòèâíî îðèåíòèðàíè. Íàêðàòêî îò ãîðíèòå ðàç-
ñúæäåíèÿ ïîëó÷àâàìå:

Òâúðäåíèå 3. Âúðõó âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ñúùåñ-
òâóâàò òî÷íî äâå ïîñîêè, êàòî åäíàòà å ïðîòèâîïîëîæíà íà äðóãàòà.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä îðèåíòèðàíà êðèâà ùå ðàçáèðàìå êðèâàòà êà-
òî ãåîìåòðè÷åí îáåêò, çàåäíî ñ åäíà èçáðàíà âúðõó íåÿ ïîñîêà. Êàçàíî
ôîðìàëíî, ðàçãëåæäàìå êðèâàòà çàåäíî ñ äàäåí êëàñ îò åäíàêâî îðè-
åíòèðàíè íåéíè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ.

Äîïèðàòåëíà êúì ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà.

Íåêà P0 è P ñà äâå òî÷êè îò êðèâàòà Γ. Îïðåäåëåíàòà îò òÿõ ïðàâà
ùå íàðè÷àìå ñåêóùà çà Γ ùå áåëåæèì ñ lP0,P . Ùå îïðåäåëèì äîïèðà-
òåëíàòà ïðàâà â äàäåíà òî÷êà êàòî ãðàíè÷íî ïîëîæåíèå íà ñåêóùèòå:
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà è P0 ∈ Γ.
Ùå êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà l å äîïèðàòåëíà, èëè òàíãåíòà , êúì Γ â P0,
àêî òÿ å ãðàíèöà íà ñåêóùèòå lP0,Pn çà âñÿêà ðåäèöà {Pn} îò òî÷êè,
ëåæàùè âúðõó Γ è êëîíÿùè êúì P0.

ßñíî å, ÷å ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = |x|, ðàçãëåäàíà ïî-
ãîðå, íå ïðèòåæàâà äîïèðàòåëíà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå, ìàêàð ÷å
ìîæå äà áúäå ãëàäêî ïàðàìåòðèçèðàíà. Àêî ïîèñêàìå îáà÷å îñâåí ãëàä-
êîñòòà è ðåãóëÿðíîñò, òî äîïèðàòåëíàòà ñúùåñòâóâà, êàêòî ñå âèæäà îò
ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4. Íåêà ~P0 = ~P (t0) å òî÷êà îò êðèâàòà Γ, ïðîèçâîäíè-
òå x′ (t0) è y′ (t0) ñúùåñòâóâàò è ïîíå åäíàòà îò òÿõ íå å íóëà. Òîãàâà
äîïèðàòåëíàòà â P0 ñúùåñòâóâà è å êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà

~l (t0) = (x′ (t0) , y′ (t0)) .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà tn å ðåäèöà îò ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t,
êëîíÿùà êúì t0, è ~Pn = ~P (tn). Âåêòîðúò ~P0Pn = ~Pn − ~P0 å êîëèíåàðåí
ñúñ ñåêóùàòà lP0,Pn . Ðåäèöàòà îò òåçè âåêòîðè êëîíè êúì íóëåâèÿ âåêòîð
è ñëåäîâàòåëíî å áåçïîëåçíà çà îïðåäåëÿíåòî íà ãðàíèöàòà ñåêóùèòå.
Àêî îáà÷å âìåñòî òÿõ ðàçãëåäàìå ïðîïîðöèîíàëíèòå íà òÿõ âåêòîðè

1

tn − t0
~P0Pn =

(
x (tn)− x (t0)

tn − t0
,
y (tn)− y (t0)

tn − t0

)
,

âèæäàìå, ÷å ãðàíèöàòà ñúùåñòâóâà è ñúâïàäà ñ âåêòîðà ~l (t0). Ñëåäîâà-
òåëíî, ãðàíèöàòà íà ñåêóùèòå ñúùåñòâóâà è ñúâïàäà ñ ïðàâàòà, ìèíà-
âàùà ïðåç òî÷êàòà ~P0 è êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà ~l (t0).

Çàáåëåæêà. Ïî äåôèíèöèÿ äîïèðàòåëíàòà ïðàâà íå çàâèñè îò èç-
áðàíîòî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà. Çà äîïèðàòåëíèÿ âåê-
òîð ~l (t) òîâà íå å âÿðíî; ïðè èçáîð íà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòà-
âÿíèÿ ñúîòâåòíèòå äîïèðàòåëíè âåêòîðè îáà÷å ñà êîëèíåàðíè åäèí íà
äðóã, ò.å. åäèíèÿò ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò äðóãèÿ ÷ðåç óìíîæåíèå ñ
÷èñëîâà ôóíêöèÿ.*

*Òîâà ëåñíî ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìà 2.
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Äîíÿêúäå çàâèñèìîñòòà îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå ìîæå äà
áúäå èçáÿãíàòà, àêî âìåñòî ~l (t) ðàçãëåäàìå åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåê-
òîð ~e (t) :

~e (t) =
~l (t)∣∣∣~l (t)∣∣∣ =

 x′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

,
y′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2

 .
Îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ñëåäâà:
Òâúðäåíèå 5. Åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí âåêòîð ~e (t) íå çàâèñè

îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà, à ñàìî îò ïîñîêàòà,
êîÿòî òî îïðåäåëÿ.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî èçáåðåì äðóãî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå
íà êðèâàòà, çàäàâàùî ïðîòèâîïîëîæíà ïîñîêà, åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí
âåêòîð ~e (t) ñå çàìåíÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíèÿ âåêòîð −~e (t).

Îò çíà÷åíèå å è åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð ~n (t), ïîëó÷åí îò
~e (t) ÷ðåç çàâúðòàíå íà úãúë π/2 ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà:

~n (t) =

− y′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

,
x′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2

 .
Äúëæèíà íà êðèâà. Çà óäîáñòâî òóê ùå ïîâòîðèì äåôèíèöèÿòà è
ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà äúëæèíàòà íà êðèâà, äàäåíè â �4.4 íà ÷àñò
I. Íåêà å äàäåíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà Γ ñ íà÷àëíà òî÷êà A
è êðàéíà òî÷êà B, è íåêà ≺ å íàðåäáàòà, îïðåäåëåíà îò ïàðàìåòðè÷íî-
òî ïðåäñòàâÿíå è çàäàâàùà ïîñîêàòà íà Γ. Ùå êàçâàìå, ÷å å çàäàäåíî
ðàçáèâàíå τ íà Γ, àêî çà äàäåíè êðàåí áðîé òî÷êè P0, . . . , Pn ∈ Γ, òàêà
÷å P0 = A, Pn = B, è P0 ≺ . . . ≺ Pn. Äà îçíà÷èì

diam τ = max
i=1,...,n

∣∣∣Pi−1Pi
∣∣∣ .

Ïîä Lτ ùå ðàçáèðàìå íà÷óïåíàòà ëèíèÿ, ñúñòàâåíà îò îòñå÷êèòå
Pi−1Pi, i = 1, . . . , n (òî÷êèòå Pi ñå íàðè÷àò âúçëè íà íà÷óïåíàòà). Â
òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå ñúùî, ÷å íà÷óïåíàòà ëèíèÿ Lτ å âïèñàíà â Γ.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïîíÿòèåòî "âïèñàíà íà÷óïåíà ëèíèÿ" íå çàâèñè
îò èçáîðà íà íàðåäáàòà. Íàèñòèíà, çà äà ïîëó÷èì íà÷óïåíàòà ëèíèÿ,
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âñåêè îò òåçè âúçëè òðÿáâà äà ñâúðæåì ñ îòñå÷êè ñ äâàòà âúçåëà, êîèòî
ñà ìó ñúñåäíè ñïîðåä äàäåíàòà íàðåäáà. Àêî ñìåíèì òàçè íàðåäáà ñ
ïðîòèâîïîëîæíàòà, ñúñåäíè íà äàäåíàòà òî÷êà ùå áúäàò ñúùèòå äâå
òî÷êè, êàêòî è ïðåäè òîâà.

Äåôèíèöèÿ 1. Äúëæèíà íà äàäåíà êðèâà ùå íàðè÷àìå òî÷íàòà
ãîðíà ãðàíèöà íà äúëæèíèòå íà âïèñàíèòå â íåÿ íà÷óïåíè ëèíèè.

Êðèâàòà ñå íàðè÷à ðåêòèôèöèðóåìà, àêî äúëæèíàòà è å êðàéíà,
ò.å. äúëæèíèòå íà íà âñè÷êè âïèñàíè â íåÿ íà÷óïåíè ëèíèè ñà îãðàíè-
÷åíè îòãîðå. Ïðèìåð íà íåðåêòèôèöèðóåìà íåïðåêúñíàòà êðèâà íè äàâà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x sin 1

x
â èíòåðâàëà [0, 1] (äîïúëíåíà ñ

óñëîâèåòî f(0) = 0).

Äåôèíèöèÿ 2. Äúëæèíà íà äàäåíà êðèâà íàðè÷àìå ãðàíèöàòà
íà äúëæèíèòå íà íà÷óïåíèòå ëèíèè Lτ , êîãàòî diam τ → 0.

Òåîðåìà 6. Äâåòå äåôèíèöèè ñà åêâèâàëåíòíè. Ïî-òî÷íî, âñÿêà
êðèâà, êîÿòî ïðèòåæàâà äúëæèíà ïî ïúðâàòà äåôèíèöèÿ, ïðèòåæàâà
òàêàâà è ïî âòîðàòà, êàòî äâåòå äúëæèíè ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå âèäè â �4.4 íà ÷àñò I.

Ïðåñìÿòàíå íà äúëæèíàòà íà ãëàäêà êðèâà.

Òåîðåìà 7. Íåêà êðèâàòà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà, ò.å. ïðèòåæà-
âà êîîðäèíàòíî ïðåäñòàâÿíå

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

â êîåòî ôóíêöèèòå x(t) è y(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè è èìàò íåïðåêúñíà-
òè ïðîèçâîäíè.Òîãàâà çà äúëæèíàòà íà êðèâàòà Γ å â ñèëà ôîðìóëàòà

l(Γ) =

b∫
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå âòîðàòà äåôèíèöèÿ. Íåêà τ å
ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn, êàòî Pi = ~P (ti), è íåêà
Lτ å ñúîòâåòíàòà íà÷óïåíà ëèíèÿ. Òîãàâà çà íåéíàòà äúëæèíà l (Lτ )
ïîëó÷àâàìå

l (Lτ ) =
n∑
i=1

|Pi−1Pi| =
n∑
i=1

√
(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2 .
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Èçïîëçóâàéêè òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ìîæåì äà çàïèøåì
òîçè èçðàç âúâ âèäà

l (Lτ ) =
n∑
i=1

√√√√(x(ti)− x(ti−1)

ti − ti−1

)2

+

(
y(ti)− y(ti−1)

ti − ti−1

)2

(ti − ti−1)

=
n∑
i=1

√
x′(ξi)2 + y′(ξ̃i)2 (ti − ti−1) ,

êúäåòî ξi è ξ̃i ñà ïîäõîäÿùè òî÷êè îò èíòåðâàëà (ti−1, ti).
Ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å ãîðíèÿò èçðàç íàïîäîáÿâà ðèìàíîâà ñó-

ìà çà ñúîòâåòíèÿ èíòåãðàë. Åäèíñòâåíîòî ðàçëè÷èå ñå ñúñòîè â òîâà,
÷å â ãîðíàòà ñóìà ôèãóðèðàò äâå ðàçëè÷íè ìåæäèííè òî÷êè ξi è ξ̃i.
Ùå âèäèì, ÷å òîâà ðàçëè÷èå íå å ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå
ðèìàíîâàòà ñóìà

Rτ =
n∑
i=1

√
x′(ξi)2 + y′(ξi)2 (ti − ti−1) ,

ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ̃ : a = t0 < . . . < tn = b è ìåæäèííèòå
òî÷êè ξi. ßñíî å, ÷å diam τ → 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî diam τ̃ → 0.

Ùå ïîêàæåì, ÷å

lim
diam τ→0

(Rτ − l (Lτ )) = 0.

Çà äà îöåíèì ðàçëèêàòà ìåæäó l (Lτ ) è Rτ , ùå èçïîëçóâàìå íåðàâåíñò-
âîòî∣∣∣∣√a2 + b2 −

√
a2 + b̃2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ b+ b̃
√
a2 + b2 +

√
a2 + b̃2

(
b− b̃

)∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣b− b̃∣∣∣ .

Ïðèëàãàéêè òîâà íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî, ïîëó÷àâàìå

|Rτ − l (Lτ )| ≤
n∑
i=1

∣∣∣y′(ξi)− y′(ξ̃i)∣∣∣ (ti − ti−1) .

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Äà èçáåðåì δ > 0 òàêîâà, ÷å îò
|t′ − t′′| < δ, t′, t′′ ∈ [a, b] äà ñëåäâà |y′(t′)− y′(t′′)| < ε. Òîãàâà, àêî
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diam τ̃ = max(ti − ti−1) < δ, ùå èìàìå |Rτ − l (Lτ )| < ε(b− a), ò.å ðàçëè-
êàòà Rτ − l (Lτ ) ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà ïðîèçâîëíî ìàëêà.

Òúé êàòî
b∫
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt å ãðàíèöà íà ðèìàíîâèòå ñóìè Rτ

ïðè diam τ̃ → 0, ñúùîòî å âÿðíî è çà äúëæèíèòå íà íà÷óïåíèòå l (Lτ ).

Êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä. Ùå çàïî÷íåì
ñ ìåõàíè÷íàòà çàäà÷à çà ìàñà íà ìàòåðèàëíà êðèâà. Ïî-òî÷íî, íåêà
Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà (â ðàâíèíàòà èëè ïðîñòðàíñòâîòî),
è íåêà çà òî÷êèòå P ∈ Γ å çàäàäåíà íåîòðèöàòåëíàòà ôóíêöèÿ f(P ),
èãðàåùà ðîëÿòà íà ëèíåéíà ïëúòíîñò. Àêî ñè ïðåäñòàâèì íàïðèìåð
òåë ñ ïðîìåíëèâà äåáåëèíà è ìàòåðèàëåí ñúñòàâ, èçâèòà ïî ôîðìàòà íà
Γ, ëèíåéíàòà ïëúòíîñò f(P ) å îòíîøåíèåòî íà ìàñàòà êúì äúëæèíàòà
çà ìàëêà äúãà îò êðèâàòà, ñúäúðæàùà òî÷êàòà P :

f(P ) ≈ m (∆Γ)

l (∆Γ)
,

êúäåòî ∆Γ å òàêàâà äúãà, m (∆Γ) å íåéíàòà ìàñà, à l (∆Γ) � íåéíàòà
äúëæèíà.

Ñúùîòî ïîíÿòèå ìîæå äà ñå äåôèíèðà è ïî-òî÷íî. Àêî P1 è P2 ñà
òî÷êè îò êðèâàòà, à P0 ñå íàìèðà ìåæäó òÿõ (ò.å. P1 ≺ P0 ≺ P2 îòíîñíî
íÿêîÿ íàðåäáà), à ñ ΓP1P2 îçíà÷èì äúãàòà, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òî÷êè,
ëåæàùè ìåæäó P1 è P2, òî

f (P0) = lim
P1,P2→P0

m (ΓP1P2)

l (ΓP1P2)
.

Äà ñå îïèòàìå ñåãà äà ïðåñìåòíåì ìàñàòà íà öÿëàòà êðèâà Γ. Íåêà
τ å ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn ∈ Γ (ò.å. P0 ñúâïàäà
ñ íà÷àëíàòà òî÷êà íà êðèâàòà, Pn � ñ êðàéíàòà, è P0 ≺ . . . ≺ Pn). Äà
îçíà÷èì ñ Γi äúãàòà, ñúñòîÿùà ñå îò òî÷êèòå ìåæäó Pi−1 è Pi, è íåêà Qi

å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè äúãà. Èìàéêè ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî

f (Qi) ≈
m (Γi)

l (Γi)
, ïîëó÷àâàìå çà ìàñàòà m(Γ) ïðèáëèçèòåëíèÿ èçðàç

m (Γ) =
n∑
i=1

m (Γi) ≈
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) .
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ßñíî å, ÷å êîëêîòî ïî-ñèòíî å ðàçáèâàíåòî τ , òîëêîâà ïî-òî÷íà å
ãîðíàòà ôîðìóëà, è çàòîâà å åñòåñòâåíî äà ïîëó÷èì ìàñàòà íà ìàòåðè-
àëíàòà êðèâà êàòî ãðàíèöà íà èçðàçà îòäÿñíî ïðè diam τ → 0.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ñ íà÷àëíà
òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B. Ùå êàçâàìå, ÷å τ å ðàçáèâàíå íà Γ, àêî ñà
çàäàäåíè òî÷êèòå P0, . . . , Pn, êàòî P0 = A, Pn = B, è P0 ≺ . . . ≺ Pn
(ùå ãè íàðè÷àìå äåëÿùè òî÷êè, è ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Γi, ëåæà-
ùà â äúãàòà Γi, îãðàíè÷åíà îò òî÷êèòå Pi−1 è Pi (ùå ãè íàðè÷àìå
ìåæäèííè òî÷êè). Äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî τ ùå íàðè÷àìå èçðàçà

diam τ = max
i=1,...,n

∣∣∣Pi−1Pi
∣∣∣ .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà τ å ðàçáèâàíå íà ðåêòèôèöèðóåìàòà êðèâà
Γ, è f(P ) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó Γ. Ïîä ðèìàíîâà ñóìà çà f ,
ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ , ðàçáèðàìå èçðàçà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) .

Ùå îòáåëåæèì, ÷å äåôèíèöèÿòà íà ðàçáèâàíå, à ñëåäîâàòåëíî è
ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ, íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà ïîñîêà âúðõó ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ðåêòèôèöèðóåìà ïàðàìåòðè÷íî çàäà-
äåíà êðèâà, è f(P ) å ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Ïîä êðèâîëèíååí èíòåãðàë
îò ïúðâè âèä îò ôóíêöèÿòà f âúðõó êðèâàòà Γ ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî∫

Γ

f(P ) dl = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å èíòåãðóåìà âúðõó Γ, àêî ãîðíàòà ãðàíèöà ñú-
ùåñòâóâà.

Âúâ âñè÷êè âàæíè çà íàñ ñëó÷àè ãîðíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà, êàê-
òî ñå âèæäà îò ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
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Òåîðåìà 8. Íåêà Γ å íåïðåêúñíàòà è ðåêòèôèöèðóåìà ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, è f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Òîãàâà
f(P ) å èíòåãðóåìà âúðõó Γ.

Òóê íÿìà äà äîêàçâàìå ãîðíàòà òåîðåìà â ïúëíàòà è îáùíîñò. Çà
íàñ å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà:

Òåîðåìà 9. Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà, çàäàäåíà ñ ïàðà-
ìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

~P = ~P (t) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

è íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Òîãàâà f(P ) å èíòåãðó-
åìà âúðõó Γ, è å âàëèäíà ôîðìóëàòà

∫
Γ

f(P ) dl =

b∫
a

f (x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Ôîðìàëíî, ìîæåì äà çàïîìíèì ðàâåíñòâîòî

dl =
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà τ , êàêòî ïî-ãîðå, å ðàçáèâàíå íà Γ, êàòî
Pi = ~P (ti), Qi = ~P (ξi). Òîãàâà äåëÿùèòå òî÷êè t0, . . . , tn è ìåæäèííèòå
òî÷êè ξ1, . . . , ξn îáðàçóâàò ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b]. Çà äúëæèíèòå
íà äúãèòå Γi èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà äúæèíà íà êðèâà è òåîðåìàòà
çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà èíòåãðàëèòå, ïîëó÷àâàìå

l (Γi) =

ti∫
ti−1

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

√
x′
(
ξ̃i
)2

+ y′
(
ξ̃i
)2

(ti − ti−1) ,

êúäåòî ξ̃i å ïîäõîäÿùà òî÷êà â èíòåðâàëà (ti−1, ti).
Òîãàâà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) =

=
n∑
i=1

f (x (ξi) , y (ξi))

√
x′
(
ξ̃i
)2

+ y′
(
ξ̃i
)2

(ti − ti−1) .
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È òóê ñìå â ñèòóàöèÿ, ïîäîáíà íà ñðåùíàòàòà â äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìà 7: èçðàçúò âäÿñíî íàïîäîáÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà èíòåðåñóâàùèÿ
íè èíòåãðàë, îáà÷å â íåãî ôèãóðèðàò äâå ðàçëè÷íè ìåæäèííè òî÷êè
ξ̃i, ξi ∈ (ti−1, ti). Äà îáðàçóâàìå äðóã èçðàç:

R̃τ =
n∑
i=1

f
(
x
(
ξ̃i
)
, y (ξi)

)√
x′
(
ξ̃i
)2

+ y′
(
ξ̃i
)2

(ti − ti−1) .

Òîãàâà R̃τ å ðèìàíîâà ñóìà, è ïðè diam τ → 0 êëîíè êúì òúðñåíèÿ

èíòåãðàë
b∫
a
f (x(t), y(t))

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å Rτ (f) − R̃τ → 0 ïðè diam τ → 0. Äà èçáå-

ðåì ε > 0. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f
(
~P (t)

)
å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà

ïàðàìåòúðà t, ìîæåì äà íàìåðèì δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî |ξ − ξ′| < δ, òî∣∣∣f (~P (ξ)
)
− f

(
~P (ξ′)

)∣∣∣ < ε. Íåêà C å åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ôóíêöèÿòà√
x′(t)2 + y′(t)2 â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà

∣∣∣Rτ (f)− R̃τ

∣∣∣ < n∑
i=1

∣∣∣f (~P (ξ)
)
− f

(
~P
(
ξ̃
))∣∣∣√x′ (ξ̃i)2

+ y′
(
ξ̃i
)2

(ti − ti−1) <

< cε
n∑
i=1

(ti − ti−1) = Cε(b− a)

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî ïðîèçâîëíî ìàëêî.

Çàáåëåæêà. Îò ãîðíîòî äîêàçàòåëñòâî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å êðèâî-
ëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè âèä ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è êàòî ãðàíèöà
íà ðèìàíîâèòå ñóìè

R̃τ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .
∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣ ,
ò.å. ãðàíèöàòà íå ñå ïðîìåíÿ, àêî çàìåíèì äúëæèíàòà íà äúãàòà Γi ñ

äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà ~Pi−1Pi.

Ñâîéñòâà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè
âèä. Ñâîéñòâàòà íà òîçè èíòåãðàë äîñëîâíî ñúâïàäàò ñúñ ñâîéñòâàòà
íà îáèêíîâåíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë, è ùå áúäàò äàäåíè íàêðàòêî. Ùå
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ðàçãëåæäàìå ñàìî íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è íåïðåêúñíàòè ðåêòèôèöè-
ðóåìè êðèâè.

Ñâîéñòâî 1 (Ëèíåéíîñò).∫
Γ

(f(P ) + g(P )) dl =
∫
Γ

f(P ) dl +
∫
Γ

g(P ) dl,
∫
Γ

λf(P ) dl = λ
∫
Γ

f(P ) dl.

Íàèñòèíà, äîñòàòú÷íî å â î÷åâèäíèòå ðàâåíñòâà

Rτ (f + g) = Rτ (f) +Rτ (g), Rτ (λf) = λRτ (f)

äà íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0.

Ñâîéñòâî 2 (Ïîçèòèâíîñò).

Àêî f(P ) ≥ 0, òî
∫
Γ

f(P ) dl ≥ 0.

Òîâà ñëåäâà îò î÷åâèäíîòî ðàâåíñòâî Rτ (f) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 3 (Ìîíîòîííîñò).

Àêî f(P ) ≥ g(P ), òî
∫
Γ

f(P ) dl ≥
∫
Γ

g(P ) dl.

(ñ äðóãè äóìè, íåðàâåíñòâàòà ìîæå äà ñå èíòåãðèðàò).
Íàèñòèíà, îò íåðàâåíñòâîòî f(P ) − g(P ) ≥ 0 è ñâîéñòâà 1 è 2

ñëåäâà, ÷å ∫
Γ

f(P ) dl −
∫
Γ

g(P ) dl =
∫
Γ

(f(P )− g(P )) dl ≥ 0.

Ñâîéñòâî 4. ∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

f(P ) dl

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Γ

|f(P )| dl.

Ïîëó÷àâà ñå ÷ðåç èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâàòà

− |f(P )| ≤ f(P ) ≤ |f(P )| .
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Ñâîéñòâî 5. ∫
Γ

1 dl = l (Γ) .

Ñâîéñòâî 6. (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè). Ñúùåñòâóâà òî÷êà
P0 ∈ Γ òàêàâà, ÷å ∫

Γ

f(P ) dl = f (P0) l (Γ)

(×èñëîòî f (P0) ñå íàðè÷à ñðåäíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f âúðõó Γ).

Äîêàçàòåëñòâî.
Î÷åâèäíî âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà íåïðåêúñíàòà êðèâà å

êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà (òÿ å íåïðåêúñíàò îáðàç íà êîì-
ïàêòíèÿ èíòåðâàë [a, b]). Îò òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíè ìíîæåñòâà ñëåäâà, ÷å f(P ) äîñòèãà ìàê-
ñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñòè âúðõó Γ (äà ãè îçíà÷èì ñú-

îòâåòíî M è m). Ñ äðóãè äóìè, ñúùåñòâóâàò òî÷êè Pmin = ~P (tmin),

Pmax = ~P (tmax) îò Γ òàêèâà, ÷å çà âñÿêî P ∈ Γ èìàìå

m = f (Pmin) ≤ f(P ) ≤ f (Pmax) = M.

Èíòåãðèðàéêè ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, âçåìàéêè ïðåä âèä ñâîéñòâî 5, è
ðàçäåëÿéêè íåðàâåíñòâàòà íà l(Γ), ïîëó÷àâàìå

m ≤ 1

l(Γ)

∫
Γ

f(P ) dl ≤M.

Ôóíêöèÿòà f
(
~P (t)

)
å íåïðåêúñíàòà â [a, b], è ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïî-

êàçâà, ÷å ÷èñëîòî 1
l(Γ)

∫
Γ
f(P ) dl ëåæè ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà òàçè ôóíê-

öèÿ â òî÷êèòå tmin è tmax. Ïî òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè òàçè
ñòîéíîñò ñå äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà t0 ∈ [a, b]. Ïîëàãàéêè P0 = ~P (t0),
ïîëó÷àâàìå

f (P0) =
1

l(Γ)

∫
Γ

f(P ) dl.

Ñâîéñòâî 7. (Àäèòèâíîñò). Íåêà Γ1 å êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà A è
êðàéíà òî÷êà B, à Γ2 � êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà B è êðàéíà òî÷êà C. Äà
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îçíà÷èì ñ Γ1+Γ2 êðèâàòà ñ íà÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà C, ïîëó÷åíà
îò ñúåäèíÿâàíåòî íà òåçè äâå êðèâè (ëåñíî ñå âèæäà, ÷å Γ1 + Γ2 å ñúùî
íåïðåêúñíàòà ïàðàìåòðè÷íî çàäåíà êðèâà). Òîãàâà∫

Γ1+Γ2

f(P ) dl =
∫
Γ1

f(P ) dl +
∫
Γ2

f(P ) dl.

Òâúðäåíèåòî ñå âèæäà ëåñíî, àêî òàêà èçáèðàìå ðèìàíîâèòå ñó-
ìè çà èíòåãðàëà îòäÿñíî, ÷å òî÷êàòà B äà ôèãóðèðà ìåæäó äåëÿùèòå
òî÷êè.

Çàáåëåæêà. Äåôèíèöèÿòà è ñâîéñòâàòà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåã-
ðàë îò ïúðâè âèä ñå ïðåíàñÿò áåç èçìåíåíèå â ñëó÷àÿ íà êðèâè, ðàçïî-
ëîæåíè â ïðîñòðàíñòâî ñ òðè èëè ïîâå÷å èçìåðåíèÿ.

Ïðèëîæåíèÿ íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúð-
âè âèä.

1. Ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà êðèâà. Çàäà-
÷àòà çà íàìèðàíå íà ìàñàòà íà ìàòåðèàëíà êðèâà áåøå ìîòèâèðàùà ïðè
âúâåæäàíåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä. Àêî òóê îçíà-
÷èì ïëúòíîñòòà ñ %(P ) (âìåñòî ñ f(P ), êàêòî áåøå ïî-ãîðå), ïîëó÷èõìå
çà ìàñàòà m (Γ) íà ìàòåðèàëíàòà êðèâà Γ ôîðìóëàòà:

m (Γ) =
∫
Γ

%(P ) dl.

Ñëåäâàùîòî ïðèëîæåíèå å çà ïðåñìÿòàíå íà öåíòúð íà òåæåñòòà íà
ìàòåðèàëíà êðèâà. Ùå ïîâòîðèì ðàçñúæäåíèÿòà, èçïîëçâàíè â ÷àñò II,
�2.7 çà íàìèðàíå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ôèãóðà. Íåêà
ñà äàäåíè òî÷êèòå P1, . . . , Pn (â R2 èëè R3), ñ ìàñè ñúîòâåòíîm1, . . . ,mn.
Ïîä öåíòúð íà òåæåñòòà íà òàçè ñèñòåìà ðàçáèðàìå òî÷êàòà

~P∗ =

∑n
i=1 mi

~Pi∑n
i=1 mi

.

Àêî òî÷êèòå ~Pi èìàò êîîðäèíàòè (xi, yi), òî çà êîîðäèíàòèòå (x∗, y∗)

íà òî÷êàòà ~P∗ ïîëó÷àâàìå ôîðìóëèòå

x∗ =

∑n
i=1mixi∑n
i=1 mi

, y∗ =

∑n
i=1mixi∑n
i=1 mi

.
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Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, τ å ðàçáèâàíå íà Γ ñ äåëÿùè òî÷êè Pi = (xi, yi)
è ìåæäèííè òî÷êè Qi = (ξi, ηi) ∈ Γi, êúäåòî Γi å äúãàòà, ñúñòîÿùà ñå îò
òî÷êèòå ìåæäó Pi−1 è Pi. Çà äà ïîëó÷èì ïðèáëèçèòåëåí èçðàç çà öåí-
òúðà íà òåæåñòòà P∗ = (x∗, y∗) íà êðèâàòà Γ, ùå ñ÷èòàìå, ÷å ïëúòíîñòòà
å ïîñòîÿííà âúðõó Γi è å ðàâíà íà % (Qi) è ñëåäîâàòåëíî ìàñàòà m (Γi) å
ðàâíà íà % (Qi) l (Γi). Ùå ñìÿòàìå ñúùî, ÷å òàçè ìàñà å ñúñðåäîòî÷åíà
â òî÷êàòà Qi. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíèòå ôîðìóëè

P∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

% (Qi) l (Γi) .Qi,

ò.å.

x∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

ξi% (ξi, ηi) l (Γi) , y∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

ηi% (ξi, ηi) l (Γi) .

Íå å òðóäíî äà ðàçïîçíàåì â òåçè èçðàçè ðèìàíîâèòå ñóìè çà ñúîòâåòíè-
òå êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå âå÷å òî÷íèòå
ôîðìóëè çà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà Γ:

x∗ =
1

m (Γ)

∫
Γ

x %(x, y) dl, y∗ =
1

m (Γ)

∫
Γ

y %(x, y) dl

(â òðèìåðíèÿ ñëó÷àé ôîðìóëàòà çà z∗ èçãëåæäà ïî ñúùèÿ íà÷èí.
Ïî-ñïåöèàëíî, â õîìîãåííèÿ ñëó÷àé (ò.å. êîãàòî %(P ) ≡ 1) òåçè

ôîðìóëè äîáèâàò âèäà

x∗ =
1

l (Γ)

∫
Γ

x dl, y∗ =
1

l (Γ)

∫
Γ

y dl.

Ïðèìåð. Íåêà Γ å ãîðíàòà ïîëóîêðúæíîñò íà îêðúæíîñò ñ öåí-
òúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Ùå íàìåðèì íåéíèÿ öåíòúð íà òåæåñòòà.
( ×èòàòåëÿò ñàì ùå ñúîáðàçè çàùî íå òúðñèì öåíòúðà íà òåæåñòòà íà
öÿëàòà îêðúæíîñò.) Î÷åâèäíî Γ ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ óðàâíåíèÿòà

x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0, π] ,
√
x′(t)2 + y′(t)2 = R.

Çà êîîðäèíàòèòå x∗, y∗ íà öåíòúðà íà òåæåñòòà ïîëó÷àâàìå x∗ = 0 (î÷å-
âèäíî) è

y∗ =
1

πR

∫
Γ

y dl =
1

πR

π∫
0

R2sin t dt =
2

π
R.
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Ïúðâà òåîðåìà íà Ãóëäèí*.
Â �2.7 íà ÷àñò II áåøå èçâåäåíà ôîðìóëà çà ëèöåòî íà ïîâúðõíè-

íàòà Sf , ïîëó÷åíà îò âúðòåíåòî îêîëî îñòà x íà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà
f(x), äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [a, b]:*

µ (Sf ) = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + f ′(x)2 dx.

Àêî ñåãà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, ëå-
æàùà â ãîðíàòà ïîëóðàâíèíà íà R2, ùå îñíà÷àâàìå ñ SΓ ïîâúðõíèíàòà,
îáðàçóâàíà îò âúðòåíåòî íà Γ îêîëî àáñöèñíàòà îñ. Êàêòî ùå âèäèì
ïî-äîëó, çà ëèöåòî íà òàçè ïîâúðõíèíà ìîæå äà ñå íàïèøå ôîðìóëà,
îáîáùàâàùà ãîðíàòà:

µ (SΓ) = 2π

b∫
a

y(t)
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

∫
Γ

y(t) dl.

Ñðàâíÿâàéêè òàçè ôîðìóëà ñ èçâåäåíàòà ïî-ãîðå ôîðìóëà çà y-
êîîðäèíàòàòà y∗ íà õîìîãåííàòà ìàòåðèàëíà êðèâà Γ, íèå ïîëó÷àâàìå
ïúðâàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí:

µ (SΓ) = 2π y∗.l (Γ) .

Ñ äðóãè äóìè, ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà SΓ å ðàâíî íà
äúëæèíàòà íà Γ, óìíîæåíà ñ äúëæèíàòà íà îêðúæíîñòòà, êîÿòî öåíòú-
ðúò íà òåæåñòòà îïèñâà ïðè âúðòåíåòî.

Ïðèìåð: Ëèöå íà òîðà. Íåêà 0 < r < R. Äà îçíà÷èì ñ S îêðúæ-
íîñòòà ñ ðàäèóñ r è öåíòúð â òî÷êàòà (0, R). Ïîâúðõíîñòòà T , ïîëó÷åíà
îò âúðòåíåòî íà S îêîëî àáñöèñíàòà îñ, ñå íàðè÷à òîð. Â �2.7 íà ÷àñò II
âòîðàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí áåøå èçïîëçâàíà çà íàìèðàíå íà îáåìà íà
òÿëîòî, îãðàíè÷åíî îò T (ò.íàð. çàïúëíåí òîð). Òóê ÷ðåç ïúðâàòà òåîðå-
ìà íà Ãóëäèí ùå íàìåðèì ëèöåòî íà T . Î÷åâèäíî öåíòúðúò íà òåæåñòòà

*Âòîðàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí ñå îòíàñÿ çà îáåìà íà ðîòàöèîííîòî òÿëî è å äîêàçàíà
â �2.7 íà ÷àñò II.

*Ôîðìóëàòà áåøå èçâåäåíà íà îñíîâàòà íà èíòóèòèâíàòà ïðåäñòàâà çà ëèöå íà
ïîâúðõíèíà. Ïî-äîëó íèå ùå äàäåì òî÷íà äåôèíèöèÿ íà òîâà ïîíÿòèå.
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íà åäíà îêðúæíîñò ñúâïàäà ñ íåéíèÿ öåíòúð, è ñëåäîâàòåëíî çà ëèöåòî
íà òîðà T ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

µ(T ) = 2πR.2πr = 4π2Rr.

2. Îêîëíà ïîâúðõíèíà íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð. Òðèìåð-
íèÿò àíàëîã íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî å
êðèâîëèíåéíèÿò öèëèíäúð. Ïîä êðèâîëèíååí öèëèíäúð â R3 ðàçáèðàìå
òÿëîòî, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, f(x, y) ≤ z ≤ g(x, y)
}
,

êúäåòî D å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà, f(x, y) è g(x, y) ñà
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â D è óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåí-
ñòâîòî f(x, y) ≤ g(x, y). Äîëíàòà è ãîðíàòà îñíîâà íà êðèâîëèíåéíèÿ
öèëèíäúð ñúâïàäàò ñ ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f(x, y) è g(x, y), è òÿõ-
íîòî ëèöå ìîæå äà áúäå íàìåðåíî ïî èçâåñòíèòå ôîðìóëè (íèå ùå ãè
èçâåäåì îùå âåäíàæ ïî-íàòàòúê). Òóê ùå íàìåðèì ëèöåòî íà îêîëíà-
òà ïîâúðõíîñò íà V . Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ãðàíèöàòà íà D ñúâïàäà ñ
ïðîñòàòà ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà Γ (èëè, ñ äðóãè äóìè, D ñúâïàäà ñ
âúòðåøíîñòòà íà Γ)*.

Äà âçåìåì, êàêòî ïî-ãîðå, ðàçáèâàíå τ íà êðèâàòà Γ, ñúñòîÿùî
ñå îò äåëÿùè òî÷êè P1, . . . , Pn è ìåæäèííè òî÷êè Qi ∈ Γi, êàòî Γi îç-
íà÷àâà ÷àñòòà îò êðèâàòà, ðàçïîëîæåíà ìåæäó Pi−1 è Pi. Íåêà Sîê å
öÿëàòà îêîëíà ïîâúðõíèíà íà V , à Si å íåéíàòà ÷àñò, ðàçïîëîæåíà íàä
Γi. Ïîâúðõíèíàòà Si å áëèçêà äî ïðàâîúãúëíèê ñ îñíîâà, ðàâíà íà l (Si)
è âèñî÷èíà, ðàâíà íà g (Qi) − f (Qi). Ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëåí èçðàç
çà ëèöåòî µ (S):

µ (Sîê) =
n∑
i=1

µ (Si) ≈
n∑
i=1

(g (Qi)− f (Qi)) l (Si) ,

îòêúäåòî ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå òî÷íàòà ôîðìóëà

µ (Sîê) =
∫
Γ

(g (P )− f (P )) dl.

*È òóê ùå ñå îñíîâàâàìå íà èíòóèòèâíàòà äåôèíèöèÿ çà ëèöå íà ïîâúðõíîñò.
Ïî-íàòàòúê, â �???, íèå ùå äàäåì ñòðîãà äåôèíèöèÿ íà òîâà ïîíÿòèå è ùå ïðîâåðèì
îòíîâî èçâåäåíèòå òóê ôîðìóëè.
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Ïðèìåð. (Òÿëî íà Âèâèàíè). Òàêà ñå íàðè÷à ñå÷åíèåòî íà ãîð-
íîòî ïîëóêúëáî ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R ñ âåðòèêàëåí ïðàâ êðú-
ãîâ öèëèíäúð ñ ðàäèóñ íà îñíîâàòà R/2 è öåíòúð íà îñíîâàòà â òî÷êàòà
(R/2, 0). Àêî îçíà÷èì ñ D îñíîâàòà íà öèëèíäúðà, ò.å. êðúãà ñ ðàäèóñ
R/2 è öåíòúð â (R/2, 0), òî òÿëîòî V ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êðèâîëèíååí
öèëèíäúð ñ óñëîâèÿòà:

V =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤
√
R2 − x2 − y2

}
.

Òÿëî íà Âèâèàíè.

Îêðúæíîñòòà, îãðàíè÷àâàùà D, ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ôîðìóëèòå

x =
R

2
(1 + cos t) , y =

R

2
sin t, 0 ≤ t ≤ 2π,

îòêúäåòî çà ëèöåòî íà îêîëíàòà ïîâúðõíèíà ïîëó÷àâàìå

µ (Sîê) =

2π∫
0

√
R2 −

(
R

2
(1 + cos t)

)2

−
(
R

2
sin t

)2

.
R

2
dt =
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=
R2

2

2π∫
0

sin
t

2
dt = 2R2.

Îò ãîðíèòå ïðåñìÿòàíèÿ ñå âèæäà ñëåäíèÿò ãåîìåòðè÷åí ôàêò:
àêî ñè ïðåäñòàâèì, ÷å îêîëíàòà ïîâúðõíîñò íà òÿëîòî íà Âèâèàíè å
íàïðàâåíà îò õàðòèÿ, è ðàçâèåì òàçè õàðòèÿ, ùå ïîëó÷èì ôèãóðàòà,
çàãðàäåíà îòäîëó îò àáñöèñíàòà îñ, à îòãîðå - îò ãðàôèêà íà ñèíóñîèäàòà
R sin

(
x

2R

)
, êàòî x ñå èçìåíÿ â èíòåðâàëà [0, 2πR].

3. Èíòåãðàë íà Ãàóñ â ðàâíèíàòà. Íåêà èìàìå ðàâíèííà êðèâà,
êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç äàäåíà òî÷êà. Ãàóñ ñè å ïîñòàâèë ñëåäíàòà çàäà÷à:
äà ñå íàìåðè úãúëà, ïîä êîéòî êðèâàòà ñå âèæäà îò òî÷êàòà. Úãúëúò ñå
ðàçãëåæäà ñúñ çíàêà ñè; ïðè ïðîìÿíà íà úãúëà â ïîñîêà ñðåùó ÷àñîâ-
íèêîâàòà ñòðåëêà úãúëúò íà ðàñòâà, à â ïðîòèâíàòà ïîñîêà � íàìàëÿâà.
Ñëåäîâàòåëíî òóê èìà çíà÷åíèå è ïîñîêàòà íà êðèâàòà; àêî ñìåíèì ïî-
ñîêàòà ñ ïðîòèâîïîëîæíàòà, úãúëúò, ïîä êîéòî òÿ ñå âèæäà, ÷å ñìåíè
çíàêà ñè.

O

P
0

P
1

Q
1

DΘ

L

Èíòåãðàë íà Ãàóñ.

Äà îçíà÷èì ñ O òî÷êàòà, îò êîÿòî ãëåäàìå. Ùå ïðåñìåòíåì ïðèáëè-
çèòåëíî ïðîìÿíàòà ∆θ íà òúðñåíèÿ úãúë, ñúîòâåòñòâàù íà äîñòàòú÷íî
ìàëêà äúãà îò êðèâàòà Γ, ëåæàùà ìåæäó òî÷êèòå P0 è P1. Äà ïðåêà-
ðàìå äîïèðàòåëíàòà êúì Γ â òî÷êàòà P0, è äà îçíà÷èì ñ Q1 ïðåñå÷íàòà
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òî÷êà íà äîïèðàòåëíàòà ñ ïðîäúëæåíèåòî íà îòñå÷êàòà OP1. Ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà P0Q1 å áëèçêà äî äúëæèíàòà ∆l
íà äúãàòà P0P1

* Ùå ïðèëîæèì ñèíóñîâàòà òåîðåìà êúì òðèúãúëíèêà
4OP0Q1. Ïîëó÷àâàìå

∆θ ≈ sin (∆θ) = |P0Q1|
sin 6 (OP0Q1)

|OQ1|
≈ ∆l

sin 6 (OP0Q1)

|OP0|
=

= ∆l
sin 6

(
~OP0, ~e (P0)

)
|OP0|

,

êúäåòî ñ ~e (P0) ñìå îçíà÷èëè åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåêòîð â òî÷êàòà
P0, ñúîòâåòñòâàù íà ïîñîêàòà íà êðèâàòà.

Íåêà ñåãà τ å ðàçáèâàíå íà êðèâàòà Γ, è ∆θi å íàðàñòâàíåòî íà
úãúëà, ñúîòâåòñòâàùî íà äúãàòà Γi. Çà òúðñåíèÿ úãúë Θ ïîëó÷àâàìå

Θ =
n∑
i=1

∆θi ≈
n∑
i=1

sin 6
(
~OPi, ~e (Pi)

)
|OPi|

l (Γi) .

Àêî òî÷êàòà O ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå, ñóìàòà îòäÿñíî
ìîæå äà ñå íàïèøå êàòî

Θ =
n∑
i=1

sin 6
(
~Pi, ~e (Pi)

)
|Pi|

l (Γi) .

Òîâà å ðèìàíîâà ñóìà çà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä, è çà òúð-
ñåíèÿ úãúë ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

Θ =
∫
Γ

sin 6
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣ dl,

êîéòî ñå íàðè÷à èíòåãðàë íà Ãàóñ.

*Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà P1Q1 å îò ïîðÿäúêà ∆l2, îò-
êúäåòî ñëåäâà, ÷å ãðåøêàòà, êîÿòî äîïóñêàìå ïðè òîâà ïðåäïîëîæåíèå, å îò ñúùèÿ
ïîðÿäúê è íå îêàçâà âëèÿíèå íà îêîí÷àòåëíàòà ôîðìóëà.
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Ïðèìåð. Íåêà ΓR å îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ
R, îðèåíòèðàíà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà, ò.å. ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåë-
êà. Òîãàâà íàâñÿêúäå âúðõó íåÿ èìàìå

∣∣∣~P ∣∣∣ = R è sin 6
(
~P ,~e(P )

)
= 1,

îòêúäåòî çà èíòåãðàëà íà Ãàóñ ïîëó÷àâàìå ïîëó÷àâàìå

Θ =
1

R

∫
ΓR

dl =
l (ΓR)

R
= 2π,

êàêòî è òðÿáâàøå äà ñå î÷àêâà.

4. Çàêîí íà Áèî-Ñàâàð. Çàêîíúò íà Áèî-Ñàâàð îïèñâà ñèëàòà,
ñ êîÿòî åëåêòðè÷åñêèÿ òîê äåéñòâà âúðõó ìàãíèò (íà òîâà ñå îñíîâàâà
ðàáîòàòà íà åëåêòðîìîòîðèòå). Íåêà òîêúò òå÷å ñúñ ñèëà I ìåæäó òî÷-

êàòà ~P è áëèçêàòà äî íåÿ òî÷êà ~Q. Äà îçíà÷èì ~∆l = ~PQ. Òîãàâà ñèëàòà
~∆F , ñ êîÿòî òîêúò äåéñòâà íà åäèíè÷åí ìàãíèòåí òîâàð, ðàçïîëîæåí â
íà÷àëîòî ~O íà êîîðäèíàòèòå, ïðèáëèçèòåëíî ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

~∆F ≈ I ·
~P × ~∆l

|P |3
.

(òóê çíàêúò × îçíà÷àâà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå â R3). Àêî òî÷êèòå ~P

è ~Q ëåæàò â ðàâíèíàòà Oxy. Òîãàâà ñèëàòà ~∆F å íàñî÷åíà ïî îñòà z,
ò.å. ~∆F = ∆F.~z, êàòî

F ≈ I ·
sin 6

(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣2

∣∣∣ ~∆l∣∣∣ .
Íåêà ñåãà òîêúò òå÷å ñúñ ñèëà I ïî ðàâíèííàòà êðèâà Γ, è τ å íåéíî

ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn. Ïðèëàãàéêè ãîðíàòà ôîð-
ìóëà çà âñÿêà îò ÷àñòèòå Γi, ïîëó÷àâàìå, ÷å òîêúò äåéñòâà íà åäèíè÷åí
ìàãíèòåí òîâàð â íà÷àëîòî ñúñ ñèëà ~F = F.~z, è å â ñèëà ïðèáëèçèòåë-
íàòà ôîðìóëà

F ≈
n∑
i=1

∆Fi ≈
n∑
i=1

I ·
sin 6

(
~Pi, ~e(Pi)

)
∣∣∣~Pi∣∣∣2

∣∣∣ ~Pi−1Pi
∣∣∣ .
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Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå òî÷íàòà ôîðìóëà çà ñèëàòà íà
âúçäåéñòâèå:

F = I ·
∫
Γ

sin 6
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 dl.
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1.2 Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè

Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè â R3. Ïî-ãîðå íèå ñðåùíàõìå äèôåðåíöèàë-
íèÿ îïåðàòîð, êîéòî äåéñòâà âúðõó ôóíêöèÿ f(x, y, z), äåôèíèðàíà â
R3, ïî ôîðìóëàòà:

∆f = div
(−−→
grad f

)
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

Òúé êàòî îïåðàöèèòå div è
−−→
grad íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíàòà

êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà äèôåðåíöèàëíèÿ
îïåðàòîð ∆. Ïî-òî÷íî, àêî U å îðòîãîíàëíà 3×3 ìàòðèöà, ðàçãëåæäàíà
è êàòî îïåðàòîð îò R3 â R3, è îçíà÷èì (Uf) (P ) = f (U.P ), òî å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

∆(Uf)(P ) = (∆f) (U.P ).

Ôóíêöèÿ f(x, y, z), óäîâëåòâîðÿâàùà ðàâåíñòâîòî ∆f ≡ 0, ñå íà-
ðè÷à õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ.

Ùå èçâåäåì íÿêîè èíòåðåñíè ñâîéñòâà íà õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè.
Çàïî÷âàìå ñ òðè âàæíè çà íàñ ðàâåíñòâà, ñëåäâàùè îò ôîðìóëàòà íà
Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ. Íåêà V å îáëàñò â R3, íåéíàòà ãðàíèöà S = bV å
ãëàäêà ïîâúðõíèíà, è f(x, y, z), g(x, y, z) ñà äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè
â îêîëíîñò íà V . Íåêà ~n(P ), êàêòî ïî-ãîðå, äà îçíà÷àâà åäèíè÷íàòà
âúíøíà íîðìàëà êúì S, è ∂f

∂~n
(P ) äà å ïðîèçâîäíàòà íà f(x, y, z) ïî íàï-

ðàâëåíèå ~n(P ). Òîãàâà ñà â ñèëà ôîðìóëèòå:

∫∫∫
V

∆f dx dy dz =
∫∫
S

∂f

∂~n
(P ) dσ, (1)

∫∫∫
V

g.∆f dx dy dz = −
∫∫∫ (

∂f

∂x

∂g

∂x
+
∂f

∂y

∂g

∂y
+
∂f

∂z

∂g

∂z

)
dx dy dz+

+
∫∫
S

g(p)
∂f

∂~n
(P ) dσ, (2)

∫∫∫
V

(g.∆f − f.∆g) dx dy dz =
∫∫
S

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ. (3)
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Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëèòå. Ôîðìóëà (1) ïðåäñòàâëÿâà ôîð-

ìóëàòà íà Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ, ïðèëîæåíà çà âåêòîðíîòî ïîëå
−−→
grad f ,

êàòî ñå âçåìå ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî

∂f

∂~n
(P ) =

〈−−→
grad f(P ), ~n(P )

〉
(âèæ ÷àñò II, �1.5).

Çà äà äîêàæåì (2), äà ðàçãëåäàìå âåêòîðíîòî ïîëå

g.
−−→
grad f =

(
g.
∂f

∂x
, g.

∂f

∂y
, g.

∂f

∂z

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå ñëåäâà, ÷å

div
(
g.
−−→
grad f

)
=
∂f

∂x

∂g

∂x
+
∂f

∂y

∂g

∂y
+
∂f

∂z

∂g

∂z
+ g.∆f,

îòêúäåòî, ïðèëàãàéêè Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ, ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà (2).
Íàé-ñåòíå, çà äà äîêàæåì (3), äà íàïèøåì äâà ïúòè ôîðìóëàòà

(2), âòîðèÿ ïúò � ñ ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà f è g, è äà èçâàäèì ïîëó-
÷åíèòå ðàâåíñòâà. Òðîéíèòå èíòåãðàëè îòäÿñíî ñå ñúêðàùàâàò, è íèå
ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà (3).

Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà õàðìîíè÷íèòå ôóíê-
öèè. Íåêà ôóíêöèÿòà f(P ) å õàðìîíè÷íà â îáëàñòòà U ⊂ R3, P0 =
(x0, y0.z0) å âúòðåøíà òî÷êà çà U , è êúëáîòî BR ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ
R ñå ñúäúðæà â U . Äà îçíà÷èì ñ SR ãðàíèöàòà íà òîâà êúëáî, ò.å.
ñôåðàòà ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ R. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà

f (P0) =
1

4πR2

∫∫
SR

f(P ) dσ.

Ñ äðóãè äóìè, f (P0) å ðàâíî íà ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà f(P ) âúðõó
ñôåðàòà SR.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

g(P ) =
1

% (P, P0)
=

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

,
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äåôèíèðàíà â R3 \ {P0}. Íåïîñðåäñòâåíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ∆g ≡
0 (ïðîâåðåòå). Äà èçáåðåì ε, 0 < ε < R, è äà îçíà÷èì ñ V òÿëîòî
V = BR \ Bε. Òîãàâà bV = SR − Sε (çíàêúò "−" ïðåä ìàëêàòà ñôåðà
Sε îçíà÷àâà, ÷å òÿ ñå âçåìà ñ îðèåíòàöèÿ, îáðàòíà íà îáè÷àéíàòà). Äà
ïðèëîæèì ôîðìóëà (3); ëÿâàòà ÷àñò å ðàâíà íà íóëà, è ñëåäîâàòåëíî
ïîëó÷àâàíå∫∫
SR

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ =

∫∫
Sε

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ.

Ãîðíèòå èíòåãðàëè âúðõó ñôåðè ñå èç÷èñëÿâàò ëåñíî. Íàèñòèíà,
çà P ∈ SR î÷åâèäíî g(P ) = 1/R. Ïî-íàòàòúê, íîðìàëàòà ~n(P ) êúì SR å

åäíîïîñî÷íà ñ âåêòîðà ~P0P è ñëåäîâàòåëíî èìàìå

∂g

∂~n
(P ) =

d
(

1
%

)
d%

= − 1

%2
= − 1

R2
.

Ðàçáèðà ñå, ñúùèòå ôîðìóëè ñà âàëèäíè è âúðõó ñôåðàòà Sε, è ãîðíîòî
ðàâåíñòâî äîáèâà âèäà

1

R

∫∫
SR

∂f

∂~n
dσ +

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ =
1

ε

∫∫
Sε

∂f

∂~n
dσ +

1

ε2

∫∫
SR

f(P ) dσ.

Ùå èçïîëçâàìå îùå âåäíàæ, ÷å f(P ) å õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ; ôîð-
ìóëà (1) ïîêàçâà, ÷å∫∫

SR

∂f

∂~n
dσ =

∫∫ ∫
BR

∆f(P ) dx dy dz = 0,

è, ðàçáèðà ñå, ñúùîòî å âÿðíî è çà èíòåãðàëà îò ∂f
∂~n

âúðõó Sε. Òàêà
ïîëó÷èõìå, ÷å

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ =
1

ε2

∫∫
SR

f(P ) dσ.

Ùå èç÷èñëèì ãðàíèöàòà íà äÿñíàòà ñòðàíà ïðè ε → 0. Ïî òåîðå-
ìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò ïúðâè âèä
èìàìå ∫∫

SR

f(P ) dσ = f (Pε) .µ (Sε) = 4πε2f (Pε)
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çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Pε ∈ Sε, îòêúäåòî

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ = 4πf (Pε) .

Ïðè ε → 0 î÷åâèäíî f (Pε) → f (P0), îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà
òåîðåìàòà.

Ñëåäñòâèå (ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà çà õàðìîíè÷íèòå ôóí-
êöèè). Íåêà U å îãðàíè÷åíà ñâúðçàíà îáëàñò â R3 è f(P ) å ôóíêöèÿ,
õàðìîíè÷íà â U è íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíàòà è îáâèâêà U . Àêî f(P )
íå å êîíñòàíòà, òî ìàêñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà è ñòîéíîñòè ñå
äîñòèãàò ñàìî âúðõó ãðàíèöàòà bU íà îáëàñòòà U .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ f(P ) äîñòèãà ìàê-
ñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñòè â U . Äà äîïóñíåì, ÷å ìàêñè-
ìàëíàòà ñòîéíîñò ñå äîñòèãà â òî÷êà P0, âúòðåøíà çà U . Ùå äîêàæåì,
÷å f(P ) å êîíñòàíòà â U . Îòíà÷àëî ùå äîêàæåì òîâà â íÿêàêâà êúëáî-
âèäíà îêîëíîñò íà P0. Íåêà B å êúëáî ñ öåíòúð P0, ñúäúðæàùî ñå â U .
Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å f(P ) íå å êîíñòàíòà â B, òî ìîæåì äà íàìåðèì
òî÷êà P ′ ∈ B òàêàâà, ÷å f (P ′) < f (P0). Äà îçíà÷èì R = % (P0, P

′), è
íåêà å ñôåðàòà SR ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ R. Î÷åâèäíî P

′ ∈ SR. Çà âñÿêî
P ∈ SR èìàìå f(P ) ≤ f (P0). Îñâåí òîâà îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(P )
ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî P , áëèçêî äî P1, å èçïúëíåíî ñòðîãîòî íåðàâåíñòâî
f(P ) < f (P0). Ïî òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè ïîëó÷àâàìå

f (P0) =
1

4πR2

∫∫
SR

f(P ) dσ <
1

4πR2

∫∫
SR

f (P0) dσ = f (P0) ,

ò.å. ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå, äúëæàùî ñå íà äîïóñêàíåòî, ÷å f (P1) <
f (P0). Ñ äðóãè äóìè, äîêàçàõìå, ÷å f(P ) å êîíñòàíòà â B.

Ùå äîêàæåì òîçè ôàêò è âúðõó öÿëîòî U . Íåêà Q å ïðîèçâîëíà
òî÷êà îò U . Ìîæåì äà íàìåðèì ðåäèöà B0, . . . , Bn îò êúëáà â U òàêèâà,
÷å B0 = B, Bn ñúäúðæà Q, è âñÿêî îò êúëáàòà Bk ñúäúðæà öåíòúðà íà
ñëåäâàùîòî êúëáî Bk+1. Äà îçíà÷èì ñ P0, . . . , Pn òåõíèòå öåíòðîâå. Òúé
êàòî P1 ∈ B0, òî f (P1) = f (P0).Ïðèëàãàéêè ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ çà
êúëáîòî B1 âìåñòî çà B, ïîëó÷àâàìå, ÷å f (P ) = f (P0) çà âñÿêà òî÷êà
P ∈ B1. Ðàçñúæäàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí ïîñëåäîâàòåëíî çà êúëáàòà
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B2, . . . , Bn, äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å f (P ) = f (P0) çà âñÿêî P ∈ Bn, ò.å.
è â òî÷êàòà Q. Òúé êàòî Q áåøå ïðîèçâîëíà, òî f (P ) ≡ f (P0) â U , ò.å.
f(P ) å êîíñòàíòà â U .

Ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ âúðâÿò è àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å f (P0) å ìè-
íèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f (P ) â U .

Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè â ðàâíèíàòà. Ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íà-
ðè÷à õàðìîíè÷íà â R2, àêî

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
≡ 0.

Âñè÷êè äîêàçàíè ïî-ãîðå ðåçóëòàòè ñå ïðåíàñÿò è â ðàâíèíàòà, êàòî
òðîéíèòå èíòåãðàëè ñå çàìåíÿò ñ äâîéíè, à ïîâúðõíèííèòå � ñ êðèâî-
ëèíåéíè. Ùå ñêèöèðàìå íàêðàòêî íåîáõîäèìèòå ïðîìåíè â äîêàçàòåëñ-
òâàòà:

Ïúðâî, âìåñòî ôîðìóëàòà íà Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ ñå èçïîëçâà ôîð-
ìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí. Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâà òàçè ôîðìóëà âúâ ëåêî
âèäîèçìåíåí âèä. Íåêà D å îáëàñò â ðàâíèíàòà, ÷èÿòî ãðàíèöà ñúâïàäà
ñ ãëàäêàòà êðèâà Γ, A(x, y) è B(x, y) ñà ãëàäêè ôóíêöèè â îêîëíîñò íà
D, è ~n(P ) îçíà÷àâà åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì Γ â ïîñîêà, âúíøíà çà
D (òóê ïîñîêàòà íà íîðìàëàòà å ïðîòèâîïîëîæíà íà ïðèåòàòà ïî-ãîðå).
Èçïîëçâà ñå ôîðìóëàòà∫∫

D

(
A′x +B′y

)
dx dy =

∫
Γ

Ady −B dx =

=
∫
Γ

(A cos 6 (~x, ~n) +B cos 6 (~y, ~n)) dl.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà ãîðíèòå ðàâåíñòâà å äîñòàòú÷íî âúâ ôîðìóëàòà íà
Ãàóñ-Ãðèí äà ñå ïîñòàâè −B âìåñòî A è A âìåñòî B, è äà ñå èçïîëçâà
âðúçêàòà ìåæäó äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè íà ~e è ~n.

Ñ ïîìîùòà íà ãîðíèòå ðàâåíñòâà ëåñíî ñå äîêàçâàò äâóìåðíèòå
àíàëîçè íà ôîðìóëèòå 1 - 3 ïî-ãîðå. Íàòàòúê äîêàçàòåëñòâîòî ñå ðàçâèâà
ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî ïî-ãîðå, êàòî âíåñòî èçïîëçâàíàòà â òðèìåðíèÿ
ñëó÷àé ôóíêöèÿ g = 1/% ñå èçïîëçâà ôóíêöèÿòà

g(x, y) = ln % (P0, P ) = ln
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.
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Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å g(x, y) å õàðìîíè÷íà â R2 \ {P0}. Èçïîëçâàé ñú-
ùèòå ïðåñìÿòàíèÿ êàêòî ïî-ãîðå, ìîæåì äà äîêàæåì è â òîçè ñëó÷àé
òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè è íåéíîòî ñëåäñòâèå � ïðèíöèïà çà
ìàêñèìóìà çà õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(P ) å õàðìîíè÷íà â U è BR å êúëáîòî ñ
öåíòúð P0 è ðàäèóñ R, òî

f (P0) =
1

4
3
πR3

∫∫ ∫
BR

f(P ) dx dy dz.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å

∫∫ ∫
BR

f(P ) dx dy dz =

R∫
0

∫∫
S%

f(P ) dσ

 d%.
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1.3 Ëîêàëíà ñòðóöòóðà íà ïîâúðõíèíèòå

Ëîêàëíî îïèñàíèå íà ïîâúðõíèíèòå â R3. Íåêà å äàäåíà äâóêðàò-
íî ãëàäêàòà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíèíà S ⊂ R3, è
P0 å òî÷êà îò S. Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, îêîëî P0 ïîâúðõíèíàòà S ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ íà äâå îò êîîð-
äèíàòèòå. Â òîçè ïàðàãðàô îáà÷å çà íàñ ùå áúäå óäîáíî äà íàïðàâèì
òîâà â äðóãà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, ñâúðçàíà ñ P0.

Ùå èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà Oxyz òàêà, ÷å íåéíîòî íà÷àëî
O äà ñúâïàäà ñ P0, à êîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~x è ~y äà áúäàò äîïèðàòåë-
íè êúì S â òàçè òî÷êà. Ñ äðóãè äóìè, äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì S
â òî÷êàòà O ùå ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy. Äà ïðåäñòàâèì
ëîêàëíî S êàòî ãðàôèê íà ôóíêöèÿ, ò.å. ñ óðàâíåíèåòî z = f(x, y). Òúé
êàòî â òîçè ñëó÷àé äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êàòà O ñå ïîðàæ-
äà îò âåêòîðèòå (1, 0, f ′x (0, 0)) è

(
0, 1, f ′y (0, 0)

)
, òî îò ãîðíèòå óñëîâèÿ

ñëåäâà, ÷å
f ′ (0, 0) = f ′x (0, 0) = f ′y (0, 0) = 0.

Ðàçâèâàéêè ôóíêöèÿòà f(x, y) â ðåä íà Òåéëîð äî òðåòèÿ ÷ëåí
îêîëî òî÷êàòà (0, 0) è âçåìàéêè ïðåä âèä ãîðíèòå óñëîâèÿ, ïîëó÷àâàìå

f(x, y) =
1

2

(
Ax2 + 2Bxy + Cy2

)
+R2(x, y),

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

A =
∂2f

∂x2
(0, 0) , B =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) , C =

∂2f

∂y2
(0, 0) , è

R2(x, y) = o

((√
x2 + y2

)2
)
.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà èçáåðåì äðóãà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â ðàâ-
íèíàòà Oxy. Òåîðåìàòà çà êàíîíèçàöèÿ íà êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè ãëàñè,
÷å ÷ðåç îðòîãîíàëíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â ðàâíèíàòà êâàäðàòè÷íàòà
ôîðìà

A(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2

ìîæå äà áúäå ïðèâåäåíà êúì âèäà α1u
2+α2v

2 ñïðÿìî íîâèòå êîîðäèíàòè
u, v. Ñëåä òàêàâà ñìÿíà ïîâúðõíèíàòà ëîêàëíî ñå îïèñâà ñ óðàâíåíèåòî
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z = f̃(u, v), êúäåòî

f̃(u, v) =
1

2
α1u

2 +
1

2
α2v

2 + o
((√

u2 + v2
)2
)
.

×èñëàòà α1 è α2 ñå íàðè÷àò ãëàâíè ñåêöèîííè êðèâèíè íà ïîâúð-
õíèíàòà S â òî÷êàòà P0, à êîîðäèíàòíèòå îñè ïî u è v � ãëàâíè êîîðäè-
íàòíè îñè â òàçè òî÷êà.

Ôîðìóëà çà ñåêöèîííàòà êðèâèíà. Ñðåäíà è Ãàóñîâà êðè-
âèíà. Ùå îáÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà êðèâèíèòå α1 è α2. Ïîä
íîðìàëíî ñå÷åíèå íà S â òî÷êàòà P0 ùå ðàçáèðàìå ñå÷åíèåòî íà S ñ
ïðîèçâîëíà ðàâíèíà, ìèíàâàùà ïðåç íîðìàëàòà â òàçè òî÷êà (ò.å. ïðåç
îñòà z). Ùå íàìåðèì êðèâèíàòà íà òàêà ïîëó÷åíèòå ðàâíèííè êðèâè â
òî÷êàòà P0.

Íåêà ~h å åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì S â P0, êàòî ~h = (h1, h2)
îòíîñíî íîâèòå êîîðäèíàòè u, v (ò.å. èìàìå h2

1 + h2
2 = 1). Äà îçíà÷èì ñ

L~h å ðàâíèíàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà O = P0. Òî÷êèòå îò òàçè ðàâ-
íèíà èìàò ïðåäñòàâÿíåòî (h1t, h2t, z) çà ïîäõîäÿùè t è z. Â ñúîòâåòíèòå
êîîðäèíàòè ñå÷åíèåòî Γ~h íà S ñ L~h ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî

z = f̃ (h1t, h2t) .

Ùå íàïîìíèì ôîðìóëàòà çà êðèâèíà íà ðàâíèííà êðèâà � âèæ
÷àñò I, �4.4 (ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òîâà ïîíÿòèå ùå ïðèïîìíèì ïî-
äîëó). Àêî y = ϕ(x) å óðàâíåíèåòî íà êðèâàòà, òî êðèâèíàòà k(x) â
òî÷êàòà (x, ϕ(x)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

k(x) =
ϕ′′(x)

(1 + ϕ′(x)2)
3
2

.

Íåêà îçíà÷èì
ϕ~h(t) = f̃ (h1t, h2t) ,

è íåêà k~h å êðèâèíàòà íà Γ~h â òî÷êàòà 0. k~h ñå íàðè÷à ñåêöèîííà êðèâèíà,
ñúîòâåòñòâàùà íà ñå÷åíèåòî íà S ñ L~h. Òîãàâà

ϕ~h(t) =
1

2

(
α1h

2
1 + α2h

2
2

)
t2 + o

(
t2
)
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è ñëåäîâàòåëíî
ϕ′~h(0) = 0, ϕ′′~h(0) = α1h

2
1 + α2h

2
2,

(äîêàæåòå!). Îòòóê ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà çà ñåêöèîííàòà êðèâèíà:

k~h = α1h
2
1 + α2h

2
2.

Â ÷àñòíîñò, ïîëàãàéêè ~h = (1, 0) èëè ~h = (0, 1), ïîëó÷àâàìå, ÷å
ãëàâíèòå êðèâèíè ñúâïàäàò ñ ñåêöèîííèòå êðèâèíè, ñúîòâåòñòâàùè íà
íîðìàëíèòå ñå÷åíèÿ, ìèíàâàùè ïðåç ãëàâíèòå îñè. Îò ôîðìóëàòà ñå
âèæäà ñúùî òàêà, ÷å α1 è α2 íè äàâàò ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà
ñåêöèîííà êðèâèíà, à âñè÷êè îñòàíàëè ñåêöèîííè êðèâèíè ëåæàò ìåæäó
òÿõ.

×èñëîòî km (P0) = α1 +α2 ñå íàðè÷à ñðåäíà êðèâèíà â òî÷êàòà P0,
à ÷èñëîòî kG (P0) = α1.α2 � Ãàóñîâà êðèâèíà â òàçè òî÷êà. Òúé êàòî α1

è α2 íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â R3, òî îò ãîðíèòå
ôîðìóëè ñëåäâà, ÷å ñúùîòî å âÿðíî è çà ñðåäíàòà è Ãàóñîâàòà êðèâèíè.

Çà äà ñè èçÿñíèì âðúçêàòà ìåæäó êðèâèíèòå α1, α2, è êîåôèöèåí-
òèòå A, B, C, ùå ñè ïðèïîìíèì ïðîöåäóðàòà íà êàíîíèçàöèÿ íà äàäåíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Òåîðåìàòà çà êàíîíèçàöèÿòà ìîæå äà áúäå äîêàçà-
íà ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè, âêëþ÷èòåëíî è ÷ðåç èçïîëçâàíå íà ìíîæèòåëèòå
íà Ëàãðàíæ (âèæ ÷àñò II, �1. 11, çàä. 2). ×èñëàòà α1 è α2 ñå ïîëó÷àâàò
êàòî êîðåíè íà óðàâíåíèåòî∣∣∣∣∣ A− α B

B C − α

∣∣∣∣∣ = 0,

èëè, ðàçâèòî
α2 − (A+ C)α + (AC −B2) = 0.

(Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà óðàâíåíèå âèíàãè èìà ðåàëíè ðåøåíèÿ.) Ôîð-
ìóëèòå íà Âèåò íè äàâàò ðàâåíñòâàòà

km (P0) = α1 + α2 = A+ C, kG (P0) = α1.α2 = AC −B2.

Çàáåëåæêà. Ãîðíèòå ôîðìóëè ñà âåðíè ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî êî-
îðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy ñúâïàäà ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â òî÷êàòà
P0, ò.å. êîãàòî f

′
x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. Â îáùèÿ ñëó÷àé òå òðÿáâà äà áú-

äàò êîðèãèðàíè. Â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë ùå èçâåäåì îáùàòà ôîðìóëà çà
Ãàóñîâàòà êðèâèíà.



36 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà Ãàóñîâàòà êðèâèíà. Ùå íàïîìíèì
ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïîíÿòèåòî êðèâèíà íà ðàâíèííà êðèâà. Íåêà
Γ å äâóêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà êðèâà â R2, P0 è P1 ñà òî÷êè îò Γ, ∆l îç-
íà÷àâà äúëæèíàòà íà äúãàòà P0P1, è ∆α � úãúëà ìåæäó äîïèðàòåëíèòå
â òî÷êèòå P0 è P1. Òîãàâà êðèâèíàòà k (P0) ñå îïðåäåëÿ êàòî

k (P0) = lim
P1→P0

∆α

∆l
.

Ùå ïîêàæåì, ÷å åñòåñòâåíèÿò àíàëîã íà òîâà ïîíÿòèå çà ïîâúðõ-
íèíè å òî÷íî Ãàóñîâàòà êðèâèíà.

Ïúðâî ùå îòáåëåæèì, ÷å ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íÿìà äà ñå ïðîìåíè,
àêî âìåñòî äîïèðàòåëíèòå âçåìåì íîðìàëèòå â ñúîòâåòíèòå òî÷êè. Òîâà
âîäè äî èäåÿòà äà ñå ðàçãëåäà èçîáðàæåíèåòî, ñúïîñòàâÿùî íà âñÿêà
òî÷êà P îò ïîâúðõíèíàòà S åäèíè÷íàòà íîðìàëà â òî÷êàòà ~n(P ). Ïîëó-
÷àâàìå èçîáðàæåíèå, íàðå÷åíî èçîáðàæåíèå íà Ãàóñ, íà ïîâúðõíèíàòà

S â åäèíè÷íàòà ñôåðà S2 â R3. Àêî ∆S å ÷àñò îò ïîâúðõíèíàòà S, ÷ðåç
∆Σ ùå îçíà÷àâàìå íåéíèÿ îáðàç â åäèíè÷íàòà ñôåðà ÷ðåç èçîáðàæå-
íèåòî íà Ãàóñ. Âñúùíîñò ëèöåòî µ (∆Σ) íà ìíîæåñòâîòî ∆Σ å òî÷íî
ïðîñòðàíñòâåíèÿò úãúë, îïèñâàí îò íîðìàëàòà âúðõó ∆S, è àíàëîãèÿòà
ñúñ ñëó÷àÿ íà êðèâà ëèíèÿ å î÷åâèäíà.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå òî÷íîòî òâúðäåíèå. Íåêà S å ðåãó-
ëÿðíà äâóêðàòíî ãëåäêà ïîâúðõíèíà, P0 ∈ S, è â îêîëíîñò íà P0 S ñå
ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâîòî z = f(x, y), êàòî

P0 = (x0, y0, f (x0, y0)) .

Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå,

A =
∂2f

∂x2
(x0, y0) , B =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) , C =

∂2f

∂y2
(x0, y0) ,

è îñâåí òîâà äà îçíà÷èì

p = f ′x (x0, y0) , q = f ′y (x0, y0) .

Ùå ïðåäïîëîæèì îùå, ÷å AC −B2 6= 0.
Íåêà ∆Sn å ðåäèöà îò ÷àñòè íà S, ñúäúðæàùè P0, ñ äèàìåòðè

êëîíÿùè êúì 0. (Ïîíÿêîãà òîâà ñå èçðàçÿâà ñ ðàâåíñòâîòî ∆Sn ↘ (P0).)
Íåêà ∆Σn ñà îáðàçèòå èì ïðè èçîáðàæåíèåòî íà Ãàóñ.
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Òåîðåìà (ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà Ãàóñîâàòà êðèâèíà). Ïðè
ãîðíèòå óñëîâèÿ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
∆Sn↘(P0)

µ (∆Σn)

µ (∆Sn)
=
|AC −B2|

(1 + p2 + q2)2 = |kG (P0)| .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ñè ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà çà ëèöå íà ïîâúð-
õíîñò S, çàäàäåíà êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) ñ äåôèíèöèîííà
îáëàñò D:

µ(S) =
∫∫

D

√
1 + f ′x(x, y)2 + f ′x(x, y)2 dx dy.

(âèæ ÷àñò II, �2.7.)
Ùå ïðèïîìíèì, ÷å åäèíè÷íàòà íîðìàëà ~n(x, y) êúì òàêà äåôèíè-

ðàíàòà ïîâúðõíèíà ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

~n(x, y) = ± 1√
1 + f ′x(x, y)2 + f ′x(x, y)2

(
−f ′x(x, y),−f ′y(x, y), 1

)
,

êúäåòî çíàêúò îòïðåä çàâèñè îò òîâà, êîÿ îò äâåòå âúçìîæíè åäèíè÷-
íè íîðìàëè ñìå èçáðàëè. Àêî îçíà÷èì ñ α(x, y), β(x, y), γ(x, y) úãëèòå,
êîèòî íîðìàëàòà ~n(x, y) ñêëþ÷âà ñúîòâåòíî ñ îñèòå x, y, z, òî ùå èìàìå

~n(x, y) = (cosα(x, y), cosβ(x, y), cos γ(x, y))

è ñëåäîâàòåëíî ôîðìóëàòà çà ëèöåòî ìîæå äà ñå íàïèøå â ñëåäíèÿ,
ïî-óäîáåí çà íàñ âèä*:

µ(S) =
∫∫

D

dx dy

|cos γ(x, y)|
.

(Ìîäóëúò ñå ïîñòàâÿ, çà äà áúäåì íåçàâèñèìè îò èçáîðà íà åäèíè÷íàòà
íîðìàëà.)

Ùå èçïîëçâàìå òàçè ôîðìóëà, çà äà èçðàçèì ëèöàòà, ó÷àñòâàùè
âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà. Íåêà ñ ∆Dn äà îçíà÷èì ïðîåêöè-
ÿòà íà ∆Sn âúðõó ðàâíèíàòà Oxy. Òîãàâà, èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà
ñðåäíèòå ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå

µ (∆Sn) =
∫ ∫
∆Dn

dx dy

|cos γ(x, y)|
=

µ (∆Dn)

|cos γ (Qn)|

*Ïðè èçâîäà íà ôîðìóëàòà çà ëèöåòî íèå ïîëó÷èõìå íàé-íàïðåä òîçè íåèí âèä.
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çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Qn = (xn, yn) ∈ Dn.
Ïî-ñëîæíî å íàìèðàíåòî íà µ (∆Σn). Ùå âúâåäåì íîâè êîîðäèíàòè

x̃,ỹ, ðàâíè íà ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòè íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà ~n(x, y).
Òîãàâà

µ (∆Σn) =
∫ ∫
∆D̃n

dx̃ dỹ

|cos γ̃(x̃, ỹ)|
,

êúäåòî ñ ∆D̃n ñìå îçíà÷èëè ïðîåêöèÿòà íà ∆Σn â ðàâíèíàòà Oxy, a
γ̃(x̃, ỹ) å òðåòàòà êîîðäèíàòà íà íîðìàëàòà ~̃n(x̃, ỹ) êúì åäèíè÷íàòà ñôå-
ðà.

Ùå èñêàìå â òîçè èíòåãðàë äà ïðåìèíåì êúì ïðîìåíëèâèòå x, y.
Êëþ÷îâî íàáëþäåíèå: íîðìàëàòà êúì ñôåðàòà â äàäåíà òî÷êà å êîëè-
íåàðíà ñ ðàäèóñ-âåêòîðà íà òî÷êàòà. Ñëåäîâàòåëíî

~̃n(x̃, ỹ) = ±~n(x, y) è |cos γ̃(x̃, ỹ)| = |cos γ(x, y)| .

Äà íàìåðèì ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà âúïðîñíàòà ñìÿíà
D(x̃,ỹ)
D(x,y)

. Äà âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà

p(x, y) = f ′x(x, y), q(x, y) = f ′y(x, y), A(x, y) = f ′′xx(x, y), B(x, y) = ...

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

D(p, q)

D(x, y)
= A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2 6= 0.

Îò äðóãà ñòðàíà,

x̃(x, y) = − p(x, y)√
1 + p(x, y)2 + q(x, y)2

, ỹ(x, y) = − q(x, y)√
1 + p(x, y)2 + q(x, y)2

,

îòêúäåòî
D(x̃, ỹ)

D(p, q)
(p, q) =

1

(1 + p2 + q2)2 .

Çà èíòåðåñóâàùàòà íè ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà ïîëó÷àâàìå

D(x̃, ỹ)

D(x, y)
=
D(x̃, ỹ)

D(p, q)
· D(p, q)

D(x, y)
=
A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2

(1 + p(x, y)2 + q(x, y)2)2 .
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Îò òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ïîëó÷àâàìå

µ (∆Σn) =
∫ ∫
∆Dn

|A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2|
(1 + p(x, y)2 + q(x, y)2)2 ·

dx dy

|cos γ(x, y)|
.

Ïî òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ïîëó÷àâàìå

µ (∆Σn) =
|A(Q′n)C(Q′n)−B(Q′n)2|
(1 + p(Q′n)2 + q(Q′n)2)2 ·

µ (∆Dn)

|cos γ (Q′n)|

çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Q′n = (x′n, y
′
n) ∈ Dn.

Ïðè n → ∞ ðåäèöèòå îò òî÷êè (x′n, y
′
n) è (xn, yn) êëîíÿò êúì

(x0, y0) è ñëåäîâàòåëíî

µ (∆Σn)

µ (∆Sn)
→

∣∣∣A (x0, y0)C (x0, y0)−B (x0, y0)2
∣∣∣(

1 + p (x0, y0)2 + q (x0, y0)2
)2 =

|AC −B2|
(1 + p2 + q2)2 .

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å èçðàçúò îòäÿñíî å ðàâåí íà |kG (P0)|. Òúé
êàòî ëÿâàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîð-
äèíàòíàòà ñèñòåìà â R3, ìîæåì äà èçáåðåì òàêèâà êîîðäèíàòè, êàêâè-
òî ñà íè óäîáíè. Äà ãè èçáåðåì êàêòî ïî-ãîðå, ò.å. ñ íà÷àëî â òî÷êàòà
P0 è ñ êîîðäèíàòíà ðàâíèíà Oxy, ñúâïàäàùà ñ äîïèðàòåëíîòî ïðîñò-
ðàíñòâèî â P0. Òîãàâà èìàìå p = 0, q = 0 è, êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå,
kG (P0) = AC −B2, è âòîðîòî ðàâåíñòâî â òåîðåìàòà å ñúùî âÿðíî.

Ñëåäñòâèå. Àêî ïîâúðõíèíàòà S ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà íà
ôóíêöèÿòà f(x, y), òî çà Ãàóñîâàòà êðèâèíà â òî÷êàòà (x, y, f(x, y)) ∈
S ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

kG (x, y, f(x, y)) =
f ′′xx(x, y)f ′′yy(x, y)− f ′′xy(x, y)2(

1 + f ′x(x, y)2 + f ′y(x, y)2
)2 .

Ïðèìåðè. Äà ðàçãëåäàìå ñôåðàòà S2
R ñ ðàäèóñ R. Òîãàâà âñè÷êè

íîðìàëíè ñå÷åíèÿ ñà îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ R, è ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè
ñåêöèîííè êðèâèíè ñà ðàâíè íà 1/R, à Ãàóñîâàòà êðèâèíà âúâ âñÿêà
òî÷êà å ðàâíà íà 1/R2. Èçîáðàæåíèåòî íà Ãàóñ îò S2

R â S2
1 å ïðîñòî

óìíîæåíèå ñ 1/R, è òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî.
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Ñúùî òàêà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà ðàâíèíàòà âñè÷êè ñåêöèîííè
êðèâèíè ñà ðàâíè íà íóëà.

"Çàáåëåæèòåëíàòà òåîðåìà" íà Ãàóñ. Åäèí îò íàé-èçâåñòíèòå
ðåçóëòàòè íà Ãàóñ å ò.íàð. Theorema Egregium, èëè çàáåëåæèòåëíàòà
òåîðåìà. Òÿ ãëàñè, ÷å Ãàóñîâàòà êðèâèíà çàâèñè ñàìî îò âúòðåøíàòà ãå-
îìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíàòà � ò.å. îò ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó íåéíèòå òî÷êè �
à íå îò íà÷èíà, ïî êîéòî òÿ å âëîæåíà â R3. Çà äà îíàãëåäèì òîçè ðåçóë-
òàò, äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å èìàìå ïàð÷å îò ñôåðè÷íà ãóìåíà òîïêà è ãî
ïðåãúâàìå (áåç îáà÷å äà ãî ðàçòÿãàìå). Ïðè ñãúâàíåòî ãëàâíèòå ñåêöèîí-
íè êðèâèíè ñå ïðîìåíÿò, åäíàòà ñòàâà ïî-ìàëêà, à äðóãàòà � ïî-ãîëÿìà.
Ïî òåîðåìàòà íà Ãàóñ îáà÷å ïðîèçâåäåíèåòî èì îñòàâà ïîñòîÿííî.

Åäíî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà íà Ãàóñ å, ÷å íå ìîæå äà ñúùåñòâóâà
àáñîëþòíî òî÷íà êàðòà äîðè íà ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Íàèñòèíà,
àêî ñúùåñòâóâàøå èçîáðàæåíèå íà ÷àñò îò ñôåðàòà âúðõó ðàâíèíàòà,
çàïàçâàùî âñè÷êè ðàçñòîÿìèÿ, òî ñôåðàòà è ðàâíèíàòà áèõà èìàëè åä-
íà è ñúùà Ãàóñîâà êðèâèíà. Êàêòî âèäÿõìå, òîâà íå å òàêà, è ñëåäî-
âàòåëíî âñÿêî èçîáðàæåíèå îò ñôåðàòà â ðàâíèíàòà èçìåíÿ äîíÿêúäå
ðàçñòîÿíèÿòà.
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