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Â íàñòîÿùîòî ïîñîáèå ñà ðàçãëåäàíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ íà ìà-
òåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè:
íåïðåêúñíàòîñò, ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ðàçâèòèå íà ôóíêöèèòå â ðåä íà
Òåéëîð, ëîêàëíè åêñòðåìóìè, êðàòíè èíòåãðàëè è ïðèëîæåíèÿòà èì.

Èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà:

• Äîé÷èíîâ: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç â åâêëèäîâè ïðîñòðàíñòâà

• Èëèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ: Êóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 2

• Çîðè÷: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 2

• Ôèõòåíãîëö, Êóðñ ïî äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå, òîì
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Ãëàâà 1

Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà

ôóíêöèè íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

1.1 Ðàçñòîÿíèå, íîðìà è ñêàëàðíî ïðîèçâå-

äåíèå â Rn

Äåôèíèöèÿ íà êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà
ùå ñå çàíèìàâàìå ñúñ ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.
Ïðåäè äà çàïî÷íåì îáà÷å òÿõíîòî èçó÷àâàíå, òðÿáâà äà îáúðíåì âíè-
ìàíèå íà ìíîæåñòâàòà, âúðõó êîèòî òå ñà äåôèíèðàíè. Êîãàòî èìàìå
ôóíêöèÿ íà åäíî ïðîìåíëèâî f(x), òÿ å îïðåäåëåíà çà x ïðèíàäëåæà-
ùî íà íÿêàêâî ïîäìíîæåñòâî (îáèêíîâåíî èíòåðâàë) íà ðåàëíàòà ïðàâà
R. Ïðè ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y) ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà
çàâèñè îò ÷èñëîâèòå ñòîéíîñòè íà äâåòå ïðîìåíëèâè x è y, ïðè òîâà
âçåòè â îïðåäåëåí ðåä - ÿñíî å, ÷å àêî ðàçìåíèì òåõíèòå ìåñòà, ïîëó÷à-
âàìå äðóãà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà. Òàêà, ìîæåì äà êàæåì, ÷å f(x, y) å
äåôèíèðàíà âúðõó íÿêàêâî ìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò íàðåäåíè äâîé-
êè ðåàëíè ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿòà íà òðè ïðîìåíëèâè f(x, y, z)
å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè òðîéêè ðåàëíè ÷èñëà, è
ò.í. Òîâà íè äîâåæäà äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ, èãðàåùà îñíîâíà ðîëÿ â
ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçñúæäåíèÿ:
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Äåôèíèöèÿ. Ïîä n-ìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ùå ðàç-
áèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè P = (x1, x2, . . . , xn)
îò ðåàëíè ÷èñëà. ×èñëàòà x1, x2, . . . , xn ùå íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ïúðâà,
âòîðà,..., n-òà êîîðäèíàòà íà òî÷êàòà P .

Ïðîñòðàíñòâîòî R2 îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y) ñå íàðè÷à
ðàâíèíà. Ïðè n = 3 ïîëó÷àâàìå òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R3 íà âñè÷êè
íàðåäåíè òðîéêè (x, y, z).

Ùå îòáåëåæèì, ÷å â ëèíåéíàòà àëãåáðà ïðîñòðàíñòâàòà Rn ñå èçó-
÷àâàò îò ìàëêî ïî-ðàçëè÷íà ãëåäíà òî÷êà: â òÿõ ñå âúâåæäàò ò.íàð.
ëèíåéíè, èëè âåêòîðíè îïåðàöèè - ñúáèðàíå íà äâà åëåìåíòà, è ïðîèç-
âåäåíèå íà äàäåí åëåìåíò ñ ðåàëíî ÷èñëî. Ïîíÿêîãà è íèå ùå èçïîëçâàìå
òåçè îïåðàöèè; â òàêúâ ñëó÷àé, çà äà ïîä÷åðòàåì íàëè÷èåòî íà òàêèâà
îïåðàöèè, ùå íàðè÷àìå åëåìåíòèòå íà Rn âåêòîðè, è ùå èçïîëçâàìå çà
òÿõ îçíà÷åíèÿ îò âèäà ~x, ~y è ò.í.

Ðàçñòîÿíèå è íîðìà â Rn. Ïî-íàòàòúê îñíîâíà ðîëÿ çà íàñ
ùå èãðàå ïîíÿòèåòî åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè â R2.
Âúðõó ïðàâàòà R, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè x è y å
ρ(x, y) = |x− y|. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè â ðàâíèíàòà èëè â òðè-
ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî ìîæå äà ñå íàìåðè ïî åëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åí
ïúò ñ ïîìîøòà íà Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà.

Íåêà P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2). Òîãàâà ò. íàð. åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå
ìåæäó òî÷êèòå P è P2 ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

ρ (P1, P2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Àíàëîãè÷íà å ôîðìóëàòà â R3: àêî P1 = (x1, y1, z1) è P2 =
(x2, y2, z2), òî

ρ (P1, P2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå âúâåæäà ðàçñòîÿíèåòî è âúâ âñÿêî îò ïðîñ-
òðàíñòâàòà Rn çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî n. Íåêà P = (x1, x2, . . . , xn),
Q = (y1, y2, . . . , yn) ñà òî÷êè îò Rn. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå
P è Q ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà
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ρ(P,Q) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Ïî � íàòàòúê íèå ùå èçïîëçâàìå íå òîëêîâà äåôèíèöèÿòà íà òîâà
ðàçñòîÿíèå, êîëêîòî íåãîâèòå îñíîâíè ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâà íà ðàçñòîÿíèåòî:

1/ ρ(P,Q) ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè P, Q ∈ R2; ρ(P,Q) = 0 òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî P = Q.

2/ Âèíàãè ρ(P,Q) = ρ(Q,P ).
3/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà): Çà âñåêè òðè òî÷êè P, Q, R ∈ R2

èìàìå
ρ(P,R) ≤ ρ(P,Q) + ρ(Q,R).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñâîéñòâàòà 1/ è 2/ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3/
ëåñíî ñå èíòåðïðåòèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèêà ñ
âúðõîâå â òî÷êèòå P , Q è R, òî ñóìàòà îò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå PQ
è QR íå íàäìèíàâà äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà PR. Òîçè ôàêò ñå äîêàçâà
â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ; ðàçáèðà ñå, èíòåðåñíî å è íåãîâîòî àíàëè-
òè÷íî äîêàçàòåëñòâî � âèæ Òâúðäåíèå 1 è Çàäà÷à 1.

Íîðìà â R2. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà R2 êàòî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî
è äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî åâêëèäîâà íîðìà íà âåêòîð îò R2: àêî ~P ==
(x, y), òî ∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ =

√
x2 + y2.

Òàêà âúâåäåíàòà íîðìà ïðèòåæàâà ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íè íà ãîðíèòå.

Ñâîéñòâà íà íîðìàòà:

1′/
∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ ≥ 0;

∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ~P = ~0.

2′/
∣∣∣∣∣∣λ ~P

∣∣∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ çà âñåêè λ ∈ R è ~P ∈ R2.

3′/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè äâà âåêòîðà ~P , ~Q ∈ Rn

èìàìå
∣∣∣∣∣∣~P + ~Q

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣ ~Q∣∣∣∣∣∣.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí, àêî çà âåêòîð ~P = (x, y, z) â R3 îçíà÷èì

∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ =√
x2 + y2 + z2, òî è òóê ãîðíèòå òðè óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè.
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Íîðìàòà è ðàçñòîÿíèåòî ñà î÷åâèäíî ñâúðçàíè: èìàìå ρ(P,Q) =∣∣∣∣∣∣ ~PQ∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣∣∣∣, êúäåòî ñ ~P è ~Q îçíà÷àâàìå ðàäèóñ-âåêòîðèòå íà
òî÷êèòå P è Q.

Òâúðäåíèå 1. Íåêà âå÷å ñìå äîêàçàëè, ÷å íîðìàòà ||~x|| â R2 óäîâ-
ëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1′/ - 3′/. Òîãàâà ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå

ρ(P,Q) =
∣∣∣∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣∣∣∣ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1/ - 3/.
Íàèñòèíà, 1/ âåäíàãà ñëåäâà îò 1′/. Óñëîâèåòî 2/ ñå ïîëó÷àâà îò

2′/ ïðè ~x = ~P − ~Q è λ = −1. Íàêðàÿ, èçïîëçâàéêè 3′/, èìàìå∣∣∣∣∣∣~P − ~R
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣(~P − ~Q
)

+
(
~Q− ~R

)∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣~P − ~Q
∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣ ~Q− ~R

∣∣∣∣∣∣ ,
ò.å. óñëîâèåòî 3/.

Âúâåäåíàòà ïî-ãîðå íîðìà å òÿñíî ñâúðçàíà ñúñ ñêàëàðíîòî ïðî-
èçâåäåíèå â R2, ñúîòâ. Rn.

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå. Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàç-
âàìå, ÷å â H å äåôèíèðàíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, àêî íà âñåêè äâà
âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å ñúïîñòàâåíî ðåàëíîòî ÷èñëî 〈~x, ~y〉, óäîâëåòâîðÿâàùî
äîëíèòå ñâîéñòâà.
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Ñâîéñòâà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå:

1′′ (ëèíåéíîñò): Çà âñåêè ~x1, ~x2, ~x, ~y ∈ H è ÷èñëî λ ∈ R èìàìå

〈~x1 + ~x2, ~y〉 = 〈~x1, ~y〉+ 〈~x2, ~y〉 , 〈λ~x, ~y〉 = λ 〈~x, ~y〉 .

2′′ (ñèìåòðè÷íîñò): Çà âñåêè ~x, ~y ∈ H èìàìå

〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~x〉 .

3′′ (ïîëîæèòåëíà îïðåäåëåíîñò): Çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð ~x ∈ H
èìàìå

〈~x, ~x〉 > 0.

Â ïðîñòðàíñòâîòî Rn ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñå äàâà
ñ ôîðìóëàòà:

〈
~P , ~Q

〉
=

n∑
i=1

xiyi,

êúäåòî ~P = (x1, . . . , xn), ~Q = (y1, . . . , yn).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òî óäîâëåòâîðÿâà ãîðíèòå ñâîéñòâà (äîêàæå-
òå!).

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn ìîæå äà ñå èçðàçè è ãåîìåòðè÷åñêè:〈
~P , ~Q

〉
= ||P || ||Q|| cos 6

(
~P , ~Q

)
,

êúäåòî 6
(
~P , ~Q

)
îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~P è ~Q.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äâåòå îïðåäåëåíèÿ ñúâïàäàò � âèæ çàä. 4.
Ùå èçëîæèì íàêðàòêî îùå íÿêîè ñâîéñòâà íà ñêàëàðíîòî ïðîèç-

âåäåíèå, ñëåäâàùè îò àêñèîìèòå 1′′ -3′′:

Òâúðäåíèå 2.(Íåðàâåíñòâî íà Êîøè�Øâàðö�Áóíÿêîâñêè): Çà
âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|〈~x, ~y〉| ≤
√
〈~x, ~x〉

√
〈~y, ~y〉.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî âåêòîðèòå ~x è ~y
ñà êîëèíåàðíè.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí

p(t) = 〈~x+ t~y, ~x+ t~y〉 = At2 + 2Bt+ C,

êúäåòî A = 〈~y, ~y〉, B = 〈~x, ~y〉, C = 〈~x, ~x〉. Îò ñâîéñòâî 3′′ ñå âèæäà, ÷å
p(t) ≥ 0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà t. Ñëåäîâàòåëíî p(t) íå ìîæå äà èìà
äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà - èíà÷å â èíòåðâàëà ìåæäó òÿõ íåãîâèòå
çíà÷åíèÿ áèõà áèëè îòðèöàòåëíè. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å íåãîâàòà äèñêðè-
ìèíàíòà D = 4 (B2 − AC) å ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà íóëà, ò.å. B2 ≤ AC.

Îñòàâà äà èçñëåäâàìå êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâîòî. Â òàêúâ ñëó÷àé
äèñêðèìèíàíòàòà D å ðàâíà íà íóëà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å p(t) èìà òî÷íî
åäèí ðåàëåí êîðåí - äà ãî îçíà÷èì ñ t0. Èìàìå

p (t0) = 〈~x+ t0~y, ~x+ t0~y〉 = 0,

îòêúäåòî ïàê ïî ñâîéñòâî 3′′ ïîëó÷àâàìå ~x+ t0~y = 0, èëè, ñ äðóãè äóìè,
~x = −t0~y.

Äåôèíèöèÿ (íîðìà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäå-
íèå). Íîðìà íà âåêòîðà ~x ∈ H ùå íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||~x|| =
√
〈~x, ~x〉.

Â ÷àñòíîñò, â ïðîñòðàíñòâàòà Rn ïîëó÷àâàìå èìåííî âúâåäåíàòà
ïî-ãîðå íîðìà: àêî ~P = (x1, . . . , xn), òî

∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ =

√〈
~P , ~P

〉
=

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

Òâúðäåíèå 3. Íîðìàòà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå,
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1′/ � 3′/.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñâîéñòâàòà 1′ è 2′ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3′

(íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà) ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè�
Øâàðö� Áóíÿêîâñêè:

||~x+ ~y||2 = 〈~x+ ~y, ~x+ ~y〉 = 〈~x, ~x〉+ 2 〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~y〉 =

= ||x||2 + 2 〈~x, ~y〉+ ||y||2 ≤ ||x||2 + 2 ||x|| ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2 .
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Ñ òîâà âå÷å äîêàçàõìå, ÷å íîðìàòà â Rn óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâàòà
1′/ - 3′/, è ñëåäîâàòåëíî ñïîðåä òâúðäåíèå 1 ðàçñòîÿíèåòî óäîâëåòâîðÿâà
ñâîéñòâàòà 1/ - 3/.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íåêà H å ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, è ||~x|| å
íîðìàòà â H, ïîðîäåíà îò íåãî. Äîêàæåòå, ÷å å â ñèëà òåîðåìàòà íà
Ïèòàãîð: çà âñåêè ~x, ~y ∈ Rn, òàêèâà ÷å 〈~x, ~y〉 = 0, èìàìå

||~x+ ~y||2 = ||~x||2 + ||~y||2 .

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå, ÷å ||~x+ ~y||2 = 〈~x+ ~y, ~x+ ~y〉, è ïðèëîæå-
òå ñâîéñòâî 1/ (ëèíåéíîñòòà) íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå. Àíàëîãè÷íî
ñå ðåøàâàò è ñëåäâàùèòå äâå çàäà÷è.

2. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà íîðìà, îïðåäåëåíà îò ñêàëàðíî ïðîèçâå-
äåíèå, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî íà óñïîðåäíèêà:

2
(
||~x||2 + ||~y||2

)
= ||~x+ ~y||2 + ||~x− ~y||2 .

(ñóìàòà íà êâàäðàòèòå íà ñòðàíèòå íà óñïîðåäíèêà å ðàâíà íà ñóìàòà
íà êâàäðàòèòå íà íåãîâèòå äèàãîíàëè).

3. Äîêàæåòå, ÷å çà âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

〈~x, ~y〉 =
1

2

(
||~x||2 + ||~y||2 − ||~x− ~y||2

)
.

4. Äîêàæåòå, ÷å àíàëèòè÷íàòà è ãåîìåòðè÷íàòà äåôèíèöèÿ íà ñêà-
ëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn ñúâïàäàò.

Óïúòâàíå. Äà ðàçãëåäàìå òðèãúëíèêà, îáðàçóâàí îò âåêòîðèòå ~x
è ~y, ïðèëîæåíè â åäíà è ñúùà òî÷êà (âèæ ÷åðòåæà); ñòðàíèòå ìó ñà
ðàâíè íà ||~x||, ||~y|| è ||~x− ~y||. Ïðèëàãàéêè êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òîçè
òðèúãúëíèê, ïîëó÷àâàìå:

||~x− ~y||2 = ||~x||2 + ||~y||2 − 2 ||~x|| ||~y|| cos (6 (~x, ~y)) .

Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà íà çàä. 3, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

〈~x, ~y〉 = ||~x|| ||~y|| cos ( 6 (~x, ~y)) .
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y
×

x
×

x
×

-

y

×åðòåæ êúì çàäà÷à 4

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Ïîñî÷åòå îñíîâíèòå ñâîéñòâà:
à/ íà ðàçñòîÿíèåòî
á/ íà íîðìàòà
â/ íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå.

2. Äîêàæåòå, ÷å àêî íîðìàòà ||P || èçïúëíÿâà ñâîéñòâàòà 1′ - 3′, òî ðàç-
ñòîÿíèåòî ρ(P,Q) = ||P −Q|| èçïúëíÿâà ñâîéñòâàòà 1 - 3.

3. Íàïèøåòå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè - Øâàðö - Áóíÿêîâñêè. Äîêàæå-
òå ñ íåãîâà ïîìîù, ÷å àêî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

〈
~P , ~Q

〉
èçïúëíÿâà

ñâîéñòâàòà 1′′ - 3′′, òî íîðìàòà
∣∣∣∣∣∣~P ∣∣∣∣∣∣ =

√〈
~P , ~P

〉
èçïúëíÿâà ñâîéñòâàòà 1′

- 3′.

4. Íàïèøåòå ôîðìóëèòå çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà âåêòîðà, çà
íîðìà (äúëæèíà) íà âåêòîð, è çà ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè â ïðîñò-
ðàíñòâîòî R2.
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1.2 Îòâîðåíè è çàòâîðåíè ìíîæåñòâà. Ñõî-

äèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè

Êðúãîâè îêîëíîñòè, îòâîðåíè è çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â Rn. Êàê-
òî çíàåì, àíàëèçúò âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñå áàçèðà íà îòâîðåíèòå èí-
òåðâàëè â R è ïîíÿòèåòî îêîëíîñò (ñèìåòðè÷íà îêîëíîñò) íà òî÷êà. Çà
äà ðàçâèåì àíàëèçà â ìíîãîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, ùå òðÿáâà äà âúâåäåì
àíàëîãè÷íè îáåêòè â íåãî, êàòî èìàìå ïðåäâèä, ÷å ãåîìåòðèÿòà íà ïîä-
ìíîæåñòâàòà íà ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî å ìíîãî ïî-ñëîæíà îò òàçè
íà åäíîìåðíîòî.

Íàëè÷èåòî íà ðàçñòîÿíèå â Rn íè ïîçâîëÿâà äà äåôèíèðàìå ïîíÿ-
òèåòî êðúãîâà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà:

Ïîä êðúãîâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà P0 ∈ Rn ñ ðàäèóñ r ðàçáèðàìå
îòâîðåí êðúã (åâåíòóàëíî êúëáî) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ r, ò.å. ìíîæåñò-
âîòî îò âñè÷êè òî÷êè P îò Rn, íàìèðàùè ñå íà ðàçñòîÿíèå ïî-ìàëêî îò
r, îò òî÷êàòà P0.

Êðúãîâàòà îêîëíîñò ñå îçíà÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

B(P0, r) = {P : ρ(P, P0) < r} .

Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, àêî x0 å ðåàëíî ÷èñëî, B(x0, r) ñå ñúñòîè îò
âñè÷êè ÷èñëà x, çà êîèòî |x− x0| < r. Ñ äðóãè äóìè, òîâà å ñèìåòðè÷-
íèÿò èíòåðâàë (x0 − r, x0 + r) ñ öåíòúð x0 è ðàäèóñ r.

Â ñëó÷àÿ íà R2 ïîëó÷àâàìå êðúã (â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë íà äóìàòà)
ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ r; íàèñòèíà, àêî P0 = (x0, y0), òî B(P0, r) ñå ñúñòîè

îò îíåçè òî÷êè P = (x, y), çà êîèòî
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r. Ïî ñúùèÿ
íà÷èí, â R3 ïîëó÷àâàìå êúëáî ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ r.

Íåêà ñåãà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ùå ðàçäåëèì òî÷êèòå îò Rn

íà òðè êëàñà â çàâèñèìîñò îò ìåñòîïîëîæåíèåòî èì ñïðÿìî M .

Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúòðåøíà çà M , àêî
ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ⊂M .

Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúòðåøíà çà åäíî ìíîæåñòâî, àêî òÿ ñå
ñúäúðæà â íåãî çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè íà M ñå áåëåæè ñ M o.
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Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúíøíà çà M , àêî ñú-
ùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ∩M = Ø.

Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúíøíà çà M , àêî òÿ ñå ñúäúðæà â äî-
ïúëíåíèåòî ìó çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò. Åêâèâàëåíòíî:
òî÷êàòà ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà Rn\M .

Îñòàâàùèòå òî÷êè ùå íàðè÷àìå êîíòóðíè.

Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à êîíòóðíà çà M , àêî òÿ
íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà çà M .

Ìíîæåñòâîòî îò êîíòóðíèòå òî÷êè ñå íàðè÷à êîíòóð íà M è ñå
áåëåæè ñ b M èëè ñ b(M).

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íå å êîíñòðóêòèâíà; ïî-äîáðî îïèñàíèå íà êîí-
òóðà íà åäíî ìíîæåñòâî ñå äàâà â ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 4. Åäíà òî÷êà å êîíòóðíà çà M òî÷íî òîãàâà, êî-
ãàòî âñÿêà íåéíà êðúãîâà îêîëíîñò ñå ïðåñè÷à è ñ M , è ñ Rn\M .

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî òî÷êàòà P íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà
çà M , òî çà âñÿêî r > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B(P, r) íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà íèòî â M , íèòî â Rn\M . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òÿ ùå èìà îáùè
òî÷êè è ñ Rn\M , è ñ M .

Îáðàòíî, àêî âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P èìà îáùè òî÷êè ñ M
è ñ Rn\M , òî î÷åâèäíî íèêîÿ êðúãîâà îêîëíîñò íà P íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà â M èëè â Rn\M , ò.å. P íå å âúòðåøíà èëè âúíøíà çà M .

Ñëåäñòâèå. Êîíòóðèòå íà ìíîæåñòâîòî M è íà íåãîâîòî äî-
ïúëíåíèå Rn\M ñúâïàäàò.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèòå ïî-ãîðå äåôèíèöèè çàâèñÿò îò òîâà â êîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî M . Òàêà íàïðèìåð
íåêà I å ïîäèíòåðâàë íà ïðàâàòà R. Òîãàâà íåãîâàòà âúòðåøíîñò â ñìè-
ñúë íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà âúòðåøíèòå ìó
òî÷êè â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë, ò.å. ñúâïàäà ñ èíòåðâàëà, åâåíòóàëíî ñ èçê-
ëþ÷åíè êðàéíè òî÷êè. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ðàçãëåäàìå ñúùèÿ èíòåðâàë
I êàòî ïîäìíîæåñòâî íà îñòà x â ðàâíèíàòà R2, òî âúòðåøíîñòòà ìó å
ïðàçíà, è òîé ñå ñúñòîè ñàìî îò êîíòóðíè òî÷êè (äîêàæåòå!).

ßñíî å, ÷å âúíøíèòå çà M òî÷êè íå ïðèíàäëåæàò íà M ; ñëåäîâà-
òåëíî òî÷êèòå, ïðèíàäëåæàùè íà M , ñà âúòðåøíè èëè êîíòóðíè. Òîâà
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P1

P2

P3

M

Âúòðåøíà (P1), âúíøíà (P2), êîíòóðíà (P3) òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî M

äàâàM ⊂M o∪ b(M). Îò äðóãà ñòðàíà, òåçè äâå ìíîæåñòâà íå ñà äëúæ-
íè äà ñúâïàäàò; íàèñòèíà, òî÷êèòå îò êîíòóðà íà M ìîãàò è äà íå ìó
ïðèíàäëåæàò. Îòòóê ïîëó÷àâàìå åäíà êëàñèôèêàöèÿ íà ïîäìíîæåñòâà-
òà íà Rn, êîÿòî èãðàå îñíîâíà ðîëÿ ïî-íàòàòúê:

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à îòâîðåíî â
Rn, àêî òî íå ñúäúðæà òî÷êè îò êîíòóðà ñè. Ïîä îêîëíîñò íà äàäåíà
òî÷êà ùå ðàçáèðàìå îòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ÿ ñúäúðæà.

Ùå ðàçãëåäàìå è äðóãèÿ êðàåí ñëó÷àé:
Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à çàòâîðåíî â

Rn, àêî òî ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà êîíòóðà ñè.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé åäíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñú-
äúðæà íÿêîè òî÷êè îò êîíòóðà, à äðóãè äà íå ñúäúðæà. Ñ äðóãè äóìè,
"ïîâå÷åòî" ìíîæåñòâà â Rn íå ñà íèòî îòâîðåíè, íèòî çàòâîðåíè.

Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, êîíòóðèòå íà åäíî ìíîæåñòâî è íåãîâîòî
äîïúëíåíèå ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî, àêî M íå ñúäúðæà íèòî åäíà òî÷-
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êà îò bM , òî Rn\M ùå ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà bM , è îáðàòíî. Îòòóê
ïîëó÷àâàìå:

Òâúðäåíèå 2. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å îòâîðåíî òî÷íî òî-
ãàâà, êîãàòî íåãîâîòî äîïúëíåíèå â Rn å çàòâîðåíî.

Çàáåëåæêà.Ëåñíî ñå

P0

P Q

Îòâîðåíèÿò êðúã å îòâîðåíî ìíîæåñòâî

âèæäà, ÷å ìíîæåñòâîòîM o

îò âúòðåøíèòå òî÷êè íà
M å îòâîðåíî � î÷åâèäíî
òîâà å íàé-ãîëÿìîòî îòâî-
ðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæà-
ùî ñå â M . Ìíîæåñòâîòî
M = M ∪ bM (êîåòî ñå íà-
ðè÷à çàòâîðåíà îáâèâêà íà
M) å çàòâîðåíî, çàùîòî äî-
ïúëíåíèåòî ìó ñúâïàäà ñ
âúíøíîñòòà íà M . Âñÿêî
çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîå-
òî ñúäúðæà M , ùå ñúäúð-
æà èM (äîêàæåòå). Ñ äðó-
ãè äóìè, M å íàé-ìàëêîòî

çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî M .

Ïðèìåð. Îòâîðåíèÿò êðúã å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò îòâîðåíèÿ êðúã
B (P0, r) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ r. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ρ (P0, P ) < r. Äà èçáå-
ðåì ε òàêîâà, ÷å 0 < ε < r−ρ (P0, P ); ùå äîêàæåì, ÷å B(P, ε) ⊂ B (P0, r).
Íàèñòèíà, íåêà Q ∈ B(P, ε). Òîãàâà ïî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
ïîëó÷àâàìå, ÷å

ρ (P0, Q) ≤ ρ (P0, P ) + ρ (P,Q) < ρ (P0, P ) + ε < r,

ò.å. Q ïðèíàäëåæè íà B (P0, r).
Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å çàòâîðåíèÿò êðúã, ò.å. ìíîæåñòâîòî

îò òî÷êè P , çà êîèòî ρ (P0, P ) ≤ r, å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. È â äâàòà
ñëó÷àÿ êîíòóðúò íà êðúãà ñúâïàäà ñ íåãîâàòà ãðàíè÷íà îêðúæíîñò (èëè
ñôåðà,...), ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî S (P0, r) = {P : ρ (P0, P ) = r}.
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Ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà P0 (ïèøåì Pk → P0, èëè limk→∞ Pk = P0), àêî

ρ (Pk, P0) → 0.

Ïî-ïîäðîáíî, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ε ñúùåñòâóâà íîìåð ν, òàêà ÷å
çà âñÿêî åñòåñòâåíî k > ν äà èìàìå ρ (Pk, P0) < ε.

Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí: Âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà ãðàíè÷íàòà òî÷-
êà ñúäúðæà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, îñâåí êðàåí áðîé (èëè: âñè÷êè
îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê).

Ñõîäèìîñòòà â Rn ìîæå ëåñíî äà ñå ñâåäå êúì ñõîäèìîñò íà ÷èñ-
ëîâè ðåäèöè. Íàèñòèíà, íåêà òî÷êàòà Pk äà å ñ êîîðäèíàòè

(
xk1, . . . , x

k
n

)
,

è ñúîòâåòíî P0 - ñ (x0
1, . . . , x

0
n). Òîãàâà èìàìå

Òåîðåìà 3. Ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... êëîíè êúì P0 òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n ðåäèöàòà
{
xki
}
îò i-òèòå êîîð-

äèíàòè êëîíè ïî k êúì i-òàòà êîîðäèíàòà x0
i íà P0.

Ñ äðóãè äóìè, ðåäèöàòà îò ïúðâèòå êîîðäèíàòè òðÿáâà äà êëîíè
êúì ïúðâàòà êîîðäèíàòà íà ãðàíè÷íàòà òî÷êà, îò âòîðèòå - êúì âòîðàòà
êîîðäèíàòà, è ò.í.

Â ðàâíèíàòà, ðåäèöàòà îò òî÷êè Pk = (xk, yk) êëîíè êúì òî÷êàòà
P0 = (x0, y0) òî÷íî òîãàâà, êîãàòî xk → x0 è yk → y0.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà ïðîñòîòà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà R2. Íåêà
ρ (Pk, P0) → 0. Òîãàâà èìàìå:

0 ≤ |xk − x0| =
√
|xk − x0|2 ≤

√
(xk − x0)2 + (yk − y0)2 = ρ (Pk, P0)

è ïî ëåìàòà çà ïîëèöàèòå limk→∞ |xk − x0| = 0. Ïî ñúùèÿò íà÷èí ñå
âèæäà, ÷å 0 ≤ |yk − y0| ≤ ρ (Pk, P0) è ñëåäîâàòåëíî yk → y0.

Îáðàòíî, àêî å äàäåíî, ÷å |xk − x0| → 0 è |yk − y0| → 0,
ñëåä ïîâäèãàíå â êâàäðàò, ñóìèðàíå è êîðåíóâàíå, ïîëó÷àâàìå, ÷å√

(xk − x0)2 + (yk − y0)2 → 0.

Îò òåîðåìàòà âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ñõîäèìîñòòà â Rn å ñúãëàñóâàíà
ñ ëèíåéíèòå îïåðàöèè. Ïî-òî÷íî, èìàìå:
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Ñëåäñòâèå. Àêî Pk → P0 è Qk → Q0 â Rn, è λk å ÷èñëîâà ðåäèöà,
êëîíÿùà êúì λ0, òî

Pk +Qk → P0 +Q0 , λk Pk → λ0 P0.

Tåîðåìà 3 íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåíåñåì óñëîâèåòî íà Êîøè çà
ñõîäèìîñò, äîêàçàíî â I �1.6 çà ÷èñëîâè ðåäèöè, êúì ðåäèöè îò òî÷êè â
Rn.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
÷èñëî ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν, l > ν äà èìàìå ρ (Pk, Pl) < ε.

Òåîðåìà 4. Åäíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè.

Äîêàçàòåëñòâî. Â åäíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ëåñíî ñå äîêàç-
âà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò. Íåêà Pk → P0. Äà
âçåìåì ïðîèçâîëíî ε > 0 è äà èçáåðåì ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν äà
èìàìå ρ (Pk, P0) < ε/2. Òîãàâà ïðè k > ν, l > ν èìàìå ρ (Pk, Pl) ≤
ρ (Pk, P0) + ρ (P0, Pl) < ε.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíîòî òâúðäåíèå ùå èçïîëçâàìå, ÷å çà
ðåäèöè îò ÷èñëà òî âå÷å å äîêàçàíî. Íåêà Pk = (xk, yk) å ðåäèöà îò
òî÷êè â R2, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî íà Êîøè. Òîãàâà çà äîñòàòú÷íî
ãîëåìè k è l èìàìå |xk − xl| ≤ ρ (Pk, Pl) < ε, è àíàëîãè÷íî |yk − yl| ≤
ρ (Pk, Pl) < ε. Òàêà ðåäèöèòå {xk} è {yk} îò êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå Pk
óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî ñà ñõîäÿùè. Íåêà
xk → x0, yk → y0. Òîãàâà îò òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà Pk êëîíè
êúì òî÷êàòà P0 = (x0, y0).

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. Ðàçãëåæäàíåòî
íà ñõîäèìîñòòà ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿ-
òèåòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî:

Òåîðåìà 5. Åäíî ïîäìíîæåñòâî F íà Rn å çàòâîðåíî òî÷íî òî-
ãàâà, êîãàòî ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò ñâîè
åëåìåíòè.

Ñ äðóãè äóìè, àêî Pk å ðåäèöà îò òî÷êè íà F è Pk → P0, òî è P0

ïðèíàäëåæè íà F .
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà F å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn è íåêà
ðåäèöàòà Pk êëîíè êúì P0, êàòî Pk ∈ F çà âñÿêî åñòåñòâåíî k. Òðÿáâà
äà äîêàæåì, ÷å è P0 ∈ F .

Íàèñòèíà, íåêà äîïóñíåì, ÷å P0 íå ïðèíàäëåæè íà F . Òî÷êàòà P0

ìîæå äà áúäå âúòðåøíà. âúíøíà èëè êîíòóðíà çà F . Ïî äåôèíèöèÿ
âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè íà F ïðèíàäëåæàò íà F . Òúé êàòî F å çàòâî-
ðåíî, òî ñúäúðæà è âñè÷êè ñâîè êîíòóðíè òî÷êè. Òàêà P0 ìîæå äà áúäå
ñàìî âúíøíà çà F . Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàìåðèì r > 0 òàêîâà, ÷å
B (P0, r) íå ïðåñè÷à F . Îò äðóãà ñòðàíà, ïî äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò
ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî k èìàìå Pk ∈ B (P0, r). Òîâà îáà÷å ïðîòèâîðå÷è
íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å âñè÷êè òî÷êè íà ðåäèöàòà ñà â F .

Îáðàòíî, íåêà F ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò
ñâîè åëåìåíòè; ùå äîêàæåì, ÷å F ñúäúðæà êîíòóðíèòå ñè òî÷êè. Íåêà
P0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò êîíòóðà íà F : ùå êîíñòðóèðàìå ðåäèöà Pk
îò òî÷êè íà F . êëîíÿùà êúì P0. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå êðúãîâåòå
B (P0, 1/k) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ 1/k. Îò òâúðäåíèå 1 ñëåäâà, ÷å âñåêè
îò òåçè êðúãîâå èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå ñ F è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
òî÷êà Pk ∈ F ∩ B (P0, 1/k). Òúé êàòî ρ (Pk, P0) < 1/k, òî ρ (Pk, P0) →
0, è ñëåäîâàòåëíî Pk → P0. Òúé êàòî âñè÷êè òî÷êè Pk ñà â F , òî îò
ïðåäïîëîæåíèåòî ñëåäâà, ÷å è P0 ∈ F , êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäà, ÷å àêî äîáàâèì êúì
äàäåíî ìíîæåñòâî M ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò íåãîâè
åëåìåíòè, ùå ïîëó÷èì òî÷íî çàòâîðåíàòà ìó îáâèâêà M = M ∪ bM .

Òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå è ïîäðåäèöè. Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé, ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà ðåäè-
öà îò òî÷êè íà Rn:

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà
ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî çà âñÿêî ε > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B (P0, ε)
íà P0 ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî òî÷êè îò ðåäèöàòà.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P0 ñúäúðæà òî÷êè ñ
ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà. Ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìîæå äà
ñå èçêàæå è ïî äðóã íà÷èí:

Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî
çà âñÿêî ε > 0 è åñòåñòâåíî n ñúùåñòâóâà íîìåð m > n òàêúâ, ÷å
Pm ∈ B (P0, ε).
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ßñíî å, ÷å àêî ðåäèöàòà {Pk} ïðèòåæàâà ãðàíèöà P0, òî òî÷êàòà
P0 å è åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà òàçè ðåäèöà. Â îáùèÿ ñëó÷àé
åäíà ðåäèöà îò òî÷êè ìîæå äà èìà ìíîãî òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå. Òàêà,
â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ðåäèöàòà {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} èìà êàòî òî÷êè
íà ñãúñòÿâàíå òî÷êèòå 0 è 1; íàïèøåòå ïîäîáåí ïðèìåð â ìíîãîìåðíèÿ
ñëó÷àé.

Ïîäðåäèöè. Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî ïîäðåäèöà íà äàäåíà ðå-
äèöà: àêî íè å äàäåíà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn è ñòðîãî
ìîíîòîííî ðàñòÿùà ñèñòåìà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè ÷èñ-
ëà, íèå ìîæå äà ñè îáðàçóâàìå ðåäèöàòà {Pkl}l=1,2,..., êîÿòî íàðè÷àìå
ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà.

Òâúðäåíèå 6. Àêî ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà
P0, òî âñÿêà íåéíà ïîäðåäèöà å ñõîäÿùà êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñëåä êàòî èçâúí âñÿêà êðúãîâà îêîë-
íîñò íà P0 îò âèäà B (P0, ε) ñå íàìèðàò ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
íà÷àëíàòà ðåäèöà, òî èçâúí íåÿ ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé
÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà.

Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ïîíÿòèÿòà ïîäðåäèöà è òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå ñà òÿñíî ñâúðçàíè:

Òåîðåìà 7. Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà
{Pk}k=1,2,... òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {Pkl}l=1,2,...,
êëîíÿùà êúì P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî liml→∞ Pkl = P0, òî âñåêè îòâîðåí êðúã îò
âèäà B (P0, ε) ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà (âñè÷-
êè îñâåí êðàåí áðîé) è ñëåäîâàòåëíî áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà äàäå-
íàòà ðåäèöà.

Îáðàòíî, íåêà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}. Ìîæåì
äà èçáåðåì íîìåð k1 òàêúâ, ÷å Pk1 ∈ B (P0, 1). Äà ðàçãëåäàìå êðúãà
B (P0, 1/2); òúé êàòî ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå òîé
ñúäúðæà ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ñ ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà, íèå ìîæåì
äà íàìåðèì åñòåñòâåíî ÷èñëî k2 òàêîâà, ÷å k2 > k1 è Pk2 ∈ B (P0, 1/2).
Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïðè íàìåðåíè âå÷å k1 < k2 < . . . <
kl−1, íèå ìîæåì äà èçáåðåì kl òàêà, ÷å kl > kl−1 è Pkl ∈ B (P0, 1/l). Ñ
òîâà ïîëó÷èõìå áåçêðàéíà ðåäèöà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè
÷èñëà òàêèâà, ÷å ρ (Pkl , P0) < 1/l, îòêúäåòî liml→∞ Pkl = P0.
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Êîìïàêòíè ìíîæåñòâà è òåîðåìà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ.
Â òàçè òî÷êà ùå ïîêàæåì êàê òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ,

èçâåñòíà â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ñå ïðåíàñÿ â ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñò-
âî.

Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn ùå íàðè÷àìå îãðàíè÷åíî, àêî ÷èñëî-
âîòî ìíîæåñòâî {ρ(0, P )}P∈M íà ðàçñòîÿíèÿòà íà âñè÷êè òî÷êè îòM äî
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà å îãðàíè÷åíî îòãîðå. Ñ äðóãè äóìè,
âñè÷êè òî÷êè íà ìíîæåñòâîòî ñå ñúäúðæàò â íÿêàêúâ êðúã ñ äîñòàòú÷íî
ãîëÿì ðàäèóñ.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å M å îãðàíè÷åíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè
êîîðäèíàòè xi, i = 1, . . . , n íà âñè÷êè íåãîâè òî÷êè ~x = (x1, . . . , xn) ñà
îãðàíè÷åíè ïî ìîäóë îò íÿêàêâà êîíñòàíòà.

Åäíà ðåäèöà {Pk} ùå íàðè÷àìå îãðàíè÷åíà, àêî ìíîæåñòâîòî îò
íåéíèòå òî÷êè å îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 8. (Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ) Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò
òî÷êè íà Rn ïðèòåæàâà ïîíå åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

Êàòî ñå âçåìå ïðåä âèä òåîðåìà 7, ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà åêâèâà-
ëåíòíà ôîðìóëèðîâêà:

Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn ñúäúðæà ñõîäÿùà ïîä-
ðåäèöà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè n = 1 òåîðåìàòà å äîêàçàíà â ïúðâàòà ÷àñò
íà êóðñà, êàòî ñå èçïîëçâà ïîñëåäîâàòåëíî ðàçäåëÿíå íà èíòåðâàëà, ñú-
äúðæàù ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà, íà äâå ðàâíè ÷àñòè. Òîâà äîêàçàòåë-
ñòâî ìîæå ëåñíî äà ñå èçâúðøè â ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, íî ïî-
êðàòêèÿò íà÷èí å äà èçïîëçâàìå åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé çà äîêàçàòåëñòâî
íà ìíîãîìåðíèÿ.

Çà óäîáñòâî ùå äîêàæåì ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà Pk = (xk, yk) å
îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà ðàâíèíàòà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîí-
ñòàíòà C òàêàâà, ÷å |xk| , |yk| ≤ C. Îò îãðàíè÷åíàòà ÷èñëîâà ðåäè-
öà {xk}k=1,2,... ìîæåì äà èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xkl}l=1,2,...; íåêà
liml→∞ xkl = x0. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñúîòâåòíàòà ïîäðåäèöà îò âòîðè-
òå êîîðäèíàòè {ykl}l=1,2,.... Òúé êàòî òÿ ñúùî å îãðàíè÷åíà, ìîæåì íà

ñâîé ðåä äà íàìåðèì íåéíà ïîäðåäèöà
{
yklp

}
p=1,2,...

→ y0. Òúé êàòî

ðåäèöàòà
{
xklp

}
p=1,2,...

å ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà {xkl}l=1,2,..., òî ñïîðåä



20 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

òâúðäåíèå 6 òÿ ñúùî êëîíè êúì x0. Òîãàâà, ïî òåîðåìà 3, ðåäèöàòà îò
òî÷êè Pklp =

(
xklp , yklp

)
å ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà è êëîíè êúì òî÷êàòà

P0 = (x0, y0).

Çà ðåäèöè îò òî÷êè íà Rn ïðè ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n äîêàçà-
òåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí. Ðàçëèêàòà å, ÷å òðÿáâà n ïúòè
äà ñå èçáèðàò ïîäðåäèöè íà ïîäðåäèöèòå ..., êàòî â êðàéíà ñìåòêà îòíî-
âî ñå ïîëó÷àâà ïîêîîðäèíàòíî ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà ðåäèöà.

Ñëåäñòâèå 9. Àêî åäíà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn èìà
ñàìî åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, òî òÿ å ñõîäÿùà êúì òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Pk} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè è P0 å
íåéíàòà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å {Pk} íå êëî-
íè êúì P0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å èçâúí êðúãà
B (P0, ε) îñòàâàò áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Ïîâòàðÿéêè êîí-
ñòðóêöèÿòà íà òåîðåìà 7, íèå ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ïîäðåäèöà Pkl íà
äàäåíàòà, ÷èèòî òî÷êè ñà èçâúí B (P0, ε). Çà òàçè ïîäïîäðåäèöà å ïðè-
ëîæèìà òåîðåìà 8, è íèå ìîæå äà íàìåðèì íà ñâîé ðåä íåéíà ñõîäÿùà
ïîäðåäèöà

{
Pklp

}
p=1,2,...

. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ñ P̃ . ßñíî å, ÷å P̃ 6= P .

Îò äðóãà ñòðàíà, P̃ å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ïîäðåäèöàòà Pkl , à ñëåäî-
âàòåëíî è íà äàäåíàòà ðåäèöà {Pk}, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî íà
òåîðåìàòà.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn íàðè÷àìå êîìïàêòíî,
àêî òî å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Êàòî èçïîëçâàìå òîâà ïîíÿòèå, ìîæåì äà äàäåì äðóãà ôîðìóëè-
ðîâêà íà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ:

Òåîðåìà 10. Íåêà M ⊂ Rn å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà îò
âñÿêà ðåäèöà îò íåãîâè òî÷êè ìîæå äà ñå èçáåðå ïîäðåäèöà, êëîíÿùà
êúì òî÷êà îò M .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà M å êîìïàêòíî è {Pk} å ðåäèöà îò íåãîâè
òî÷êè. Òúé êàòî M å îãðàíè÷åíî, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà ðåäèöàòà
{Pk}, è íèå ìîæåì äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Ïî òåîðåìà
5 îò çàòâîðåíîñòòà íà M ñëåäâà, ÷å ãðàíèöàòà íà ïîäðåäèöàòà ñúùî
ïðèíàäëåæè íà M .
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Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å è îáðàòíîòî òâúðäåíèå å èçïúëíåíî: Àêî
ìíîæåñòâîòîM ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñâîè ñõîäÿùè ðåäèöè, òî
òîâà ìíîæåñòâî å êîìïàêòíî, ò.å. îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Îáåäèíåíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îòâîðåíè ìíîæåñòâà å ñú-

ùî îòâîðåíî.
á/ Ñå÷åíèå íà êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà å îòâîðåíî.

2. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Ñå÷åíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å ñúùî

çàòâîðåíî.
á/ Îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å çàòâîðåíî.
Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå òâúðäåíèå 2 è ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 1.

3. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà
ðåäèöà å çàòâîðåíî.

Óïúòâàíå. Íåêà {Pk}, k = 1, 2, . . ., å ðåäèöà îò òî÷êè â Rn, à
{Qp} å ðåäèöà îò íåéíè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå, êëîíÿùà êúì òî÷êàòà Q0.
Ïîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâàò èíäåêñè k1 < k2 < . . . < kp < . . . òàêèâà, ÷å

ρ
(
Pkp , Qp

)
< 1/p çà âñÿêî åñòåñòâåíî p. Äîêàæåòå, ÷å ïîäðåäèöàòà

(
Pkp

)
êëîíè êúì Q0.
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Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Äåôèíèöèÿ íà âúòðåøíè, âúíøíè è êîíòóðíè òî÷êè íà äàäåíî ìíî-
æåñòâî.

2. Äåôèíèðàéòå îòâîðåíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn. Ñúùåñòâóâàò ëè
è äðóãè ìíîæåñòâà?

3. Äîêàæåòå, ÷å çàòâîðåíèÿò êðúã å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

4. Äåôèíèöèÿ çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn. Âðúçêà ìåæäó
ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöà îò òî÷êè è ñúîòâåòíèòå ðåäèöè îò ïúðâèòå, âòî-
ðèòå è ò.í. êîîðäèíàòè.

5. Õàðàêòåðèñòè÷íî ñâîéñòâî íà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. (òåîðåìà 5).

6. Òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà ðåäèöà. Âðúçêà ìåæäó òî÷êà íà ñãúñ-
òÿâàíå è ïîäðåäèöà.

7. Òåîðåìà íà Áîëöàíî � Âàéåðùðàñ.

8. Äåôèíèöèÿ íà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî (= îãðàíè÷åíî + çàòâîðåíî).
Âòîðà ôîðìà íà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî � Âàéåðùðàñ (òåîðåìà 10).
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1.3 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè è èçîáðà-

æåíèÿ

Êàêòî è â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà, ïðè íàñ ùå èãðàå îñíîâíà ðî-
ëÿ ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ. Íåêà D å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Êàçâàìå, ÷å
å äàäåíà ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D, àêî íà âñÿêà òî÷êà P =
(x1, . . . , xn) îò D å ñúïîñòàâåíî ðåàëíîòî ÷èñëî f (x1, . . . , xn) ∈ R. Âìåñ-
òî f (x1, . . . , xn) ïîíÿêîãà ñå ïèøå f (P ).

Ùå ñå çàíèìàåì ñ ïîíÿòèÿòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ è íåïðåêúñíà-
òîñò. Èçëîæåíèåòî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòàðÿ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé. Îòíîâî
èìàìå äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ (è ñúîò-
âåòíî äâå îïðåäåëåíèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò): íà Õàéíå è íà Êîøè.

Äåôèíèöèÿ íà Õàéíå çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Äàäåíà å ôóí-
êöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn . Íåêà P0 ∈ D. Êàçâàìå,
÷å ôóíêöèÿòà f(P ) êëîíè êúì ÷èñëîòî a ïðè P → P0, àêî çà âñÿêà ðå-
äèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D, çà êîÿòî Pk → P0 èìàìå f (Pk)→ a.

Äåôèíèöèÿ íà Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Ïðè ãîðíèòå
óñëîâèÿ êàçâàìå, ÷å f(P ) êëîíè êúì a ïðè P → P0, àêî çà âñÿêî ε >
0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P îò D, çà êîÿòî
ρ (P, P0) < δ, èìàìå |f(P )− a| < ε.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿòà íà Õàéíå è Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóí-
êöèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ëåñíàòà ÷àñò � ùå äîïóñíåì,
÷å f(P ) êëîíè êúì a ïðè P → P0 â ñìèñúë íà Êîøè, è ùå äîêàæåì, ÷å
òîâà å âÿðíî è â ñìèñúë íà Õàéíå. Íàèñòèíà, íåêà {Pk}k=1,2,... å ðåäèöà
îò òî÷êè íàD, êëîíÿùà êúì P0. Ùå äîêàæåì, ÷å f (Pk)→ a. Äà èçáåðåì
ïðîèçâîëíî ε > 0, è äà âçåìåì ñúîòâåòíîòî δ > 0 ïî îïðåäåëåíèåòî íà
Êîøè. Òîãàâà ïî îïðåäåëåíèåòî íà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè ìîæå
äà ñå íàìåðè ν òàêîâà, ÷å ρ (Pk, P0) < δ çà âñÿêî k > ν. Ñëåäîâàòåëíî
ïðè k > ν èìàìå |f(P )− a| < ε, êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå ñëåäâà îïðåäåëå-
íèåòî íà Êîøè, ñå èçâúðøâà ÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî. Ùå äîïóñ-
íåì, ÷å îïðåäåëåíèåòî íà Êîøè íå å óäîâëåòâîðåíî, è ùå äîêàæåì, ÷å
íå å èçïúëíåíî è îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå. Òâúðäåíèåòî "f(P ) íå êëîíè
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â ñìèñúë íà Êîøè êúì a ïðè P → P0" îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî
ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà ÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíå-
íà: ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà òî÷êà Pδ ∈ D òàêàâà, ÷å ρ (Pδ, P0) < δ,
íî |f(Pδ)− a| ≥ ε0. Çà äà ñâåäåì íåùàòà äî ðåäèöè, äà äàäåì íà δ ñòîé-
íîñòè δ1 = 1, δ2 = 1/2, . . . , δk = 1/k, . . . è äà îçíà÷èì Pk = Pδk . Òîãàâà
òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà Pk ∈ D, ρ (Pk, P0) < 1/k è
mf(Pk)− a ≥ ε0. Ñ äðóãè äóìè, ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D êëî-
íè êúì P0, íî ðåäèöàòà îò ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè f {Pk} íå êëîíè
êúì a.

Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè

Äåôèíèöèÿ.Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îá-
ëàñò D ⊂ Rn. Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà P0 ∈ D,
àêî

lim
P→P0

f(P ) = f (P0) .

Äâåòå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíê-
öèÿ âîäÿò äî äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà íåïðåêúñíàòîñòòà:

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Õàéíå. Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D, çà êîÿòî
Pk → P0 èìàìå f (Pk)→ f (P0) â Rm.

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Êîøè. Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà
òî÷êà P îò D, çà êîÿòî ρ (P, P0) < δ, èìàìå |f(P )− f (P0)| < ε.

Ðàçáèðà ñå, òåçè äâå îïðåäåëåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè, è íèå ìîæåì
äà èçïîëçâàìå òîâà îïðåäåëåíèå, êîåòî å ïî-óäîáíî â äàäåíà êîíêðåòíà
ñèòóàöèÿ. Òàêà, îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå âåäíàãà ñëåäâà:

Òâúðäåíèå 2. Ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî íà äâå íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ôóíêöèèòå f(P ) è g(P ) ñà íåïðåêúñíàòè â
òî÷êàòà P0, è íåêà Pk → P0. Òîãàâà f (Pk) → f (P0) è g (Pk) → g (P0).
Ñëåäîâàòåëíî

lim (f (Pk) + g (Pk)) = lim f (Pk) + lim g (Pk) = f (P0) + g (P0) ,

lim (f (Pk) .g (Pk)) = lim f (Pk) . lim g (Pk) = f (P0) .g (P0) ,
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lim
f (Pk)

g (Pk)
=

lim f (Pk)

lim g (Pk)
=
f (P0)

g (P0)
.

Ðàçáèðà ñå, â ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé òðÿáâà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å g (P0) 6= 0.

Íåïðåêúñíàòîñò íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôè-
íèðàíà çà (x, y) ∈ D. Íåêà ϕ(t) è ψ(t) ñà ôóíêöèè íà ïðîìåíëèâî-
òî t òàêèâà, ÷å (ϕ(t), ψ(t)) ∈ D. Ïîëàãàéêè x = ϕ(t) è y = ψ(t).
Ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ,ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà

F (t) = f (ϕ(t), ψ(t)) .

Òåîðåìà 3. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà
(x0, y0) ∈ D, è t0 å òàêîâà, ÷å x0 = ϕ(t0) è è y0 = ψ(t0). Íåêà ôóíêöèèòå
ϕ(t) è ψ(t) ñà íåïðåêúñíàòè â t0. Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) =
f (ϕ(t), ψ(t)) ñúùî å íåïðåêúñíàòà â t0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà tk → t0. Äà îçíà÷èì Pk = (ϕ(tk), ψ(tk)),
P0 = (ϕ(t0), ψ(t0)). Òúé êàòî ϕ(t) è ψ(t) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, òî
Pk êëîíè êúì P0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(x, y) ïîëó÷àâàìå, ÷å

F (tk) = f (Pk)→ f (P0) = F (t0) .

Çàáåëåæêà. Ñúùîòî òâúðäåíèå å âÿðíî è çà ôóíêöèÿ íà ïðîèç-
âîëåí áðîé ïðîìåíëèâè. Íåêà f (x1, . . . , xn) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà
n ïðîìåíëèâè, è ϕ1(t), . . . , ϕn(t) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà t. Òîãàâà
ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñúñòàâíàðà ôóíêöèÿ

F (t) = f (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà t.

Ïðèìåð. Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å íåïðåêúñíàòîñòòà ïî
äâå ïðîìåíëèâè å íåùî ïîâå÷å îò íåïðåêúñíàòîñòòà ïî âñÿêà îò òÿõ
ïîîòäåëíî. Íåêà f(x, y) å îïðåäåëåíà ñ ôîðìóëàòà

f(x, y) =
x y

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.
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Òîãàâà ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî y ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà
êàòî ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà x, è ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî x - êàòî ôóíê-
öèÿ íà y. Â òî÷êàòà (0, 0) îáà÷å ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà. Íàèñòèíà,
àêî Pn = (1/n, 1/n), òî Pn → (0, 0), íî f (Pn) → 1/2. Íåùî ïîâå÷å, àêî
ðàçãëåäàìå ðåäèöà îò òî÷êè â R2, êîÿòî êëîíè êúì íà÷àëîòî íà êîîð-
äèíàòèòå, íàìèðàéêè ñå âúðõó ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = λx, òî ðåäèöàòà
îò ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè êëîíè êúì λ

1+λ2
, ò.å. ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò

çàâèñè îò ïîñîêàòà, ïî êîÿòî ñå ñòðåìèì êúì òî÷êàòà.

Ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíî
ìíîæåñòâî. Òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó
êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë ëåñíî ñå ïðåíàñÿò çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíà-
òè ÷èñëîâè ôóíêöèè âúðõó ïîäìíîæåñòâà íà Rn, êîèòî ñà êîìïàêòíè
(ò.å. îãðàíè÷åíè è çàòâîðåíè). Äîêàçàòåëñòâàòà îòíîâî ñå îñíîâàâàò íà
òåîðåìàòà íà Áîëöàíî � Âàéåðùðàñ (ò. 10 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô).

Òåîðåìà 4. (Ïúðâà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ). Âñÿêà íåïðåêúñ-
íàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, å
îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ f(P ) å äåôèíèðàíà è
íåïðåêúñíàòà çà P ∈ D, êúäåòî D å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn.
Äà äîïóñíåì, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà íàïðèìåð îòãîðå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ðåäèöà îò òî÷êè Pk ∈ D òàêèâà, ÷å f (Pk) ≥ k. Ñïîðåä �2.10 íèå ìîæåì
äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl → P0 ∈ D. Òîãàâà, îò åäíà
ñòðàíà, f (Pkl) > kl è ñëåäîâàòåëíî f (Pkl) → +∞. Îò äðóãà ñòðàíà,
îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà P0 ñëåäâà, ÷å f (Pkl) → f (P0), è
ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà òåîðåìàòà.

Òåîðåìà 5. (Âòîðà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ). Âñÿêà íåïðåêúñ-
íàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, äîñ-
òèãà íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñè ñòîéíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà M = supP∈D f(P ). Òîãàâà çà âñÿêî åñ-
òåñòâåíî k ÷èñëîòî M − 1/k âå÷å íå å ãîðíà ãðàíèöà çà çíà÷åíèÿ-
òà íà ôóíêöèÿòà è íèå ìîæå äà íàìåðèì òî÷êà Pk ∈ D òàêàâà. ÷å
M−1/k < f (Pk) ≤M . Îòíîâî ùå èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl → P0.
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Êàòî èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåðàâåíñòâàòà

M − 1

kl
< f (Pkl) ≤M,

ïîëó÷àâàìå M ≤ f (P0) ≤M , ò.å. f (P0) = M .
Òâúðäåíèÿòà çà îãðàíè÷åíîñò îòäîëó è çà äîñòèãàíå íà òî÷íàòà

äîëíà ãðàíèöà ñå ïîëó÷àâàò àíàëîãè÷íî.

Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò. È òîâà ïîíÿòèå ñå ïðåíàñÿ îò åä-
íîìåðíèÿ ñëó÷àé ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ:

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà f ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn ñå
íàðè÷à ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî â D, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè P è Q îò D, çà êîèòî ρ(P,Q) < δ,
èìàìå |f(P )− f(Q)| < ε.

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà íà Êàíòîð). Âñÿêà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî è íåïðåêúñíàòà â íåãî, å è ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ôóíêöèÿòà f , äåôèíèðàíà è
íåïðåêúñíàòà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D, íå å ðàâíîìåðíî íåï-
ðåêúñíàòà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà
÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíåíà: ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò
òî÷êè Pδ, Qδ ∈ D òàêèâà, ÷å ρ (Pδ, Qδ) < δ, íî |f (Pδ)− f (Qδ)| ≥ ε0.
Äà äàäåì íà δ ñòîéíîñòè δk = 1/k, . . . è äà îçíà÷èì Pk = Pδk , Qk =
Qδk . Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà ρ (Pk, Qk) < 1/k è
ρ (f (Pk) , f (Qk)) ≥ ε0. Íåêà {Pkl} l = 1, 2, . . . å ñõîäÿùà ïîäðåäèöà
íà ðåäèöàòà {Pk}. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ñ P0. Î÷åâèäíî ðåäèöàòà
{Qkl} l = 1, 2, . . . êëîíè êúì ñúùàòà ãðàíèöà. Òîãàâà f (Pkl) → f (P0),
f (Qkl)→ f (Q0), è f (Pkl)− f (Qkl)→ ~0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêà-
íåòî, ÷å |f (Pkl)− f (Qkl)| ≥ ε0.

Ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìà çà ìåæäèííèòå
ñòîéíîñòè. Â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà ñå äîêàçâà ñëåäíîòî ñâîéñòâî
íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè:

Íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó èíòåðâàë
(âèäà íà èíòåðâàëà íå å îò çíà÷åíèå). Àêî A è B ñà çíà÷åíèÿòà íà
ôóíêöèÿòà â äâå òî÷êè îò äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë, è C å ÷èñëî ìåæäó
A è B, òî ñúùåñòâóâà òî÷êà, â êîÿòî f(x) âçåìà ñòîéíîñò C.
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Òåîðåìàòà íå å âÿðíà, àêî ïðîïóñíåì óñëîâèåòî, ÷å äåôèíèöèîí-
íàòà îáëàñò å èíòåðâàë; íàïðèìåð, íåêà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å
îáåäèíåíèå íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëà, è f(x) å ðàâíà íà êîí-
ñòàíòàòà 0 âúðõó ïúðâèÿ, è íà 1 - âúðõó âòîðèÿ. Òàêà îïðåäåëåíàòà
ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, íî ìåæäèííàòà ñòîéíîñò 1/2 íå ñå äîñòèãà â
íèêîÿ òî÷êà.

Çà äà óñïååì äà ïðåíåñåì òàçè òåîðåìà â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé,
òðÿáâà äà ìîæåì äà ïðàâèì ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó äâàòà ñëó÷àÿ çà ïîä-
ìíîæåñòâà íà Rn. Îáùî êàçàíî, òðÿáâà äà ðàçäåëèì ìíîæåñòâàòà, êî-
èòî "ñå ñúñòîÿò îò åäíî ïàð÷å îò òåçè, êîèòî ñà "îò íÿêîëêî ïàð÷å-
òà". Òîâà âîäè äî ïîíÿòèåòî ëèíåéíà ñâúðçàíîñò íà ìíîæåñòâî. Òîâà
å ìíîæåñòâî, âñåêè äâå òî÷êè íà êîåòî ìîæå äà áúäàò ñúåäèíåíè ñ
íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ. Ïðåäâàðèòåëíî ùå òðÿáâà äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî
íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn:

Äåôèíèöèÿ. Ïîä íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn ðàçáèðàìå íåï-
ðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà êðàéíèÿ è çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b] â ïðîñ-
òðàíñòâîòî Rn.

Òàêà âñÿêà íåïðåêúñíàòà êðèâà â Rn ñå çàäàâà ñ âåêòîðíà ôóíêöèÿ
ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), t ∈ [a, b]. Ñúñ ñúùèÿ òåðìèí ùå îçíà÷àâàìå è
ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ϕ(t): Γϕ = {ϕ(t)}t∈[a,b]. Òî÷êèòå ϕ(a) è
ϕ(b) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íà÷àëíà è êðàéíà òî÷êà íà êðèâàòà Γϕ.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn ñå íàðè÷à ëèíåéíî ñâúð-
çàíî, àêî çà âñåêè äâå òî÷êè P , Q îò D ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà
êðèâà Γϕ, ñúäúðæàùà ñå â D, ñ íà÷àëíà òî÷êà P è êðàéíà òî÷êà Q.

Íàïðèìåð âñÿêî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî å ëèíåéíî ñâúðçàíî. Ùå
íàïîìíèì, ÷å åäíî ìíîæåñòâî ñå íàðè÷à èçïúêíàëî, àêî òî ñúäúðæà
çàåäíî ñ âñåêè äâå ñâîè òî÷êè è îòñå÷êàòà, êîÿòî ãè ñâúðçâà. Òàêèâà
ìíîæåñòâà ñà êðúãà, ïðàâîúãúëíèêà, òðèúãúëíèêà è äð. Îòñå÷êàòà, êî-
ÿòî ñâúðçâà òî÷êèòå P è Q, ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà ïî ôîðìóëàòà
ϕ(t) = (1−t) P +t Q, è ñëåäîâàòåëíî ïðåäñòàâëÿâà íåïðåêúñíàòà êðèâà,
ñúåäèíÿâàùà òåçè òî÷êè.

Îáðàòíî, îáåäèíåíèåòî íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå êðúãà íå å ëèíåéíî
ñâúðçàíî. (äîêàæåòå!)
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Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè.)Íåêà f(P ) å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó ëèíåéíî ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn,
P è Q ñà äâå òî÷êè îò D, è A = f(P ), B = f(Q). Íåêà C å ÷èñëî ìåæäó
A è B. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà L ∈ D òàêàâà, ÷å f(L) = C.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà êúì åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, äî-
êàçàí â I �1.11, ñëåäñòâèå 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî ϕ(t) : [a, b] → Rn äà
îïðåäåëÿ íåïðåêúñíàòà êðèâà, ëåæàùà â D è ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå P
è Q. Äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî F (t) ïî ôîðìóëàòà
F (t) = f (ϕ(t)), t ∈ [a, b]. Òîãàâà èìàìå F (a) = A, F (b) = B, è ñëåäîâà-
òåëíî ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å F (ξ) = C. Íåêà L = ϕ(ξ);
òîãàâà f(L) = F (ξ) = C.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1.Ôîðìóëèðàéòå äåôèíèöèèòå íà Õàéíå è Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ
â äàäåíà òî÷êà.

2. Ôîðìóëèðàéòå äåôèíèöèèòå íà Õàéíå è Êîøè çà íåïðåêúñíàòîñò íà
ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà.

3. Äàéòå ïðèìåð (ðàçëè÷åí îò òîçè â òåêñòà) íà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å
íåïðåêúñíàòà â äàäåíà òî÷êà.

4. Ôîðìóëèðàéòå ïúðâàòà è âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ çà íåïðå-
êúñíàòè ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíè ìíîæåñòâà.

5. Äàéòå ïðèìåðè íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å îãðàíè÷åíà, è
íà íåïðåêúñíàòà îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå äîñòèãà íàé-ãîëÿìàòà
ñè ñòîéíîñò. Ðàçáèðà ñå, è â äâàòà ñëó÷àÿ äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî
íå ìîæå äà áúäå êîìïàêòíî. (Çàùî?)

6. Ôîðìóëèðàéòå òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè çà íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè âúðõó ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà â Rn.
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1.4 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèè è èçîá-

ðàæåíèÿ. Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè

ôóíêöèè

Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî
D íà Rn. Íàé-÷åñòî å òðóäíî äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî ïîâåäåíèåòî
íà òàçè ôóíêöèÿ; çà òàçè öåë ìîæåì äà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòòà íà
ôóíêöèÿòà f îò âñÿêî åäíî ïðîìåíëèâî ïîîòäåëíî. Íåêà ôèêñèðàìå
òî÷êà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) îòD, è äà âúâåäåì ñëåäíèòå (n íà áðîé) ôóíêöèè

íà åäíî ïðîìåíëèâî:

ϕi(t) = f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
,

êàòî ôóíêöèÿòà ϕi(t) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0
i . Ôóí-

êöèèòå ϕ1, . . . , ϕn ùå íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè, ñúîòâåòñòâàùè íà
ôóíêöèÿòà íà ìíîãî ïðîìåíëèâè f(x).

Â ÷àñòíîñò, àêî f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà
â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ÷àñòè÷íèòå ôóíê-
öèè

ϕ(x) = f (x, y0) , è ψ(y) = f (x0, y) .

Ía ÷åðòåæà å äàäåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2−y2, ò.å.
ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, çà êîèòî z = f(x, y), è ëåæàùèòå
âúðõó íåÿ ãðàôèêè íà íÿêîè îò ÷àñòè÷íèòå è ôóíêöèè.

Âúçìîæåí å è äðóã íà÷èí çà îíàãëåäÿâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà åä-
íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè � ÷ðåç òàêà íàðå÷åíèòå ëèíèè íà íèâî
("õîðèçîíòàëè"), ò.å. ëèíèèòå, çàäàäåíè ñ óðàâíåíèåòî f(x, y) = a ïðè
ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà a. Òîçè íà÷èí ñå èçïîëçâà íàïðèìåð çà ïðåäñ-
òàâÿíå íà ðåëåôà íà ìåñòíîñòòà âúðõó ôèçè÷åñêèòå êàðòè. Íà ñëåäâà-
ùàòà ôèãóðà ñà ïðåäñòàâåíè õîðèçîíòàëèòå âúðõó ãðàôèêàòà íà äàäå-
íà ôóíêöèÿ (îòëÿâî), è õîðèçîíòàëèòå çà ñúùàòà ôóíêöèÿ â ðàâíèíàòà
Oxy (îòäÿñíî).

×àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ. Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ïðî-
èçâîäíèòå íà íàïèñàíèòå ïî-ãîðå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè (ñòèãà òå äà ñúùåñ-
òâóâàò). Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèÿòà f(x) ïî
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Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 − y2

è äîïèðàòåëíè âåêòîðè êúì ãðàôèêàòà

åäíà îò ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn, êàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà ôèê-
ñèðàíè. Òàêà ñòèãàìå äî äåôèíèöèÿòà:

Äåôèíèöèÿ.Ïîä ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn)
ïî ïðîìåíëèâàòà xi â òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ùå ðàçáèðàìå (àêî

ñúùåñòâóâà) ãðàíèöàòà

∂f

∂xi

(
x0
)

= ϕ′i(x
0
i ) =

= lim
h→0

f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i + h, x0

i+1, . . . , x
0
n

)
− f

(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
h

.

×àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà f(x) ïî xi ñå îçíà÷àâà îùå è ñ f
′
xi
.
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Õîðèçîíòàëè âúðõó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è â ðàâíèíàòà Oxy

Çà íàãëåäíîñò ùå ïîâòîðèì äåôèíèöèÿòà íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà çà
ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y):

f ′x (x0, y0) = lim
h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)

h
,

f ′y (x0, y0) = lim
k→0

f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)

k
.

Çàáåëåæêà. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å (çà ðàçëèêà îò ñëó÷àÿ
íà åäíî ïðîìåíëèâî) íàëè÷èåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ïî âñè÷êè ïðî-
ìåíëèâè è âúâ âñÿêà òî÷êà, îùå íå îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà å "äîá-
ðà". Äà ñè ïðèïîìíèì ôóíêöèÿòà, ðàçãëåäàíà â ïðèìåðà â �3: f(x, y) =
x y
x2+y2

ïðè (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(x, y) ïðèòåæà-
âà íàâñÿêúäå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî x è y; îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî áåøå
ïîêàçàíî òàì, ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà â (0, 0).

Ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëè-
âè. Çà äà îáÿñíèì ñìèñúëà íà èçâåäåíîòî ïî-äîëó ðàâåíñòâî, îòíà÷àëî
ùå ñè ïðèïîìíèì ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà. Íåêà f(x) å
ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ∈ R è äèôåðåíöèðóåìà
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â òàçè òî÷êà. Çíàåì, ÷å f ′ (x0) = limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h
. Àêî îçíà÷èì

α(h) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′ (x0) ,

òî ùå ïîëó÷èì, ÷å limh→0 α(h) = 0, è

f (x0 + h) = f (x0) + f ′ (x0)h+ α(h)h.

Òîâà ðàâåíñòâî ëåñíî ñå èíòåðïðåòèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî çàìåñ-
òèì h ñ x − x0, ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè îòäÿñíî äàâàò óðàâíåíèåòî íà
äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì ãðàôèêàòà íà f â òî÷êàòà x0, à òðåòîòî ñú-
áèðàåìî å îñòàòúê, íàìàëÿâàù ïî-áúðçî îò âåëè÷èíàòà h. Ùå èçâåäåì
ïîäîáíà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1 (ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî çà ôóíêöèÿ íà äâå
ïðîìåíëèâè). Íåêà f (x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà x = (x0, y0), è íåêà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x (x, y), f ′x (x, y), ñúùåñ-
òâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè îêîëíîñò. Òîãàâà çà äîñòàòú÷íî
ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè (h, k) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

f (x0 + h, y0 + k) =

= f (x0, y0) + h f ′x (x0, y0) + k f ′y (x0, y0) + h α(h, k) + k β(h, k),

êúäåòî α(h, k) è β(h, k) ñà ôóíêöèè, êëîíÿùè êúì íóëà ïðè h, k → 0.

Ïðåäè äà äîêàæåì òàçè ôîðìóëà, ùå îáÿñíèì íåéíèÿ ñìèñúë, êàòî
ÿ íàïèøåì ïî äðóã íà÷èí. Ïúðâèòå òðè ñúáèðàåìè îòäÿñíî ñå íàðè÷àò
ëèíåéíà ÷àñò íà íàðàñòâàíåòî, à îñòàíàëèòå äâå � îñòàòúê. Ëèíåéíàòà
÷àñò íà ôóíêöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ïðèáëèçèòåëåí èçðàç çà ñòîéíîñòèòå
íà ôóíêöèÿòà áëèçî äî (x0, y0), ëåñåí çà ïðåñìÿòàíå è îïåðèðàíå. Îñòà-
òúêúò íè äàâà ïðåäñòàâà çà òî÷íîñòòà íà òîâà ïðèáëèæåíèå.

Êàêòî çíàåì, íîðìàòà íà äâóìåðíèÿ âåêòîð (h, k) (íàðè÷àí âåêòîð
íà íàðàñòâàíåòî) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

||(h, k)|| =
√
h2 + k2.

Àêî îçíà÷èì ñ r(h, k) îñòàòúêà âúâ ôîðìóëàòà íà íàðàñòâàíåòî:

r(h, k) = h α(h, k) + k β(h, k),
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òî î÷åâèäíî èìàìå

lim
h,k→0

r(h, k)

||(h, k)||
= lim

h√
h2 + k2

α(h, k) + lim
k√

h2 + k2
β(h, k) = 0,

òúé êàòî è â äâåòå ñúáèðàåìè ïúðâèÿò ìíîæèòåë å îãðàíè÷åí ïî ìîäóë
îò åäèíèöà, à âòîðèÿò ìíîæèòåë êëîíè êúì íóëà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì
äà íàïèøåì

r(h, k) = o (||(h, k)||) .

Òàêà ïîëó÷àâàìå

II ôîðìà íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:

f (x0 + h, y0 + k) =

= f (x0, y0) + h f ′x (x0, y0) + k f ′y (x0, y0) + r(h, k),

êúäåòî r(h, k) = o (||(h, k)||).

Ïîíÿêîãà å óäîáíî ãîðíàòà ôîðìóëà äà ñå çàïèñâà ïî äðóã íà÷èí:
àêî îçíà÷èì ∆f = f (x0 + h, y0 + k) − f (x0, y0), âìåñòî h íàïèøåì ∆x
(íàðàñòâàíåòî íà ïðîìåíëèâàòà x), à âìåñòî k - ∆y, ìîæåì äà íàïèøåì
ôîðìóëàòà âúâ âèäà

∆f = f ′x (x0, y0) .∆x+ f ′y (x0, y0) .∆y + o (||(h, k)||) .

Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:Ùå èçïîëçâà-
ìå òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, èçó÷aâàíà â ïúðâàòà ÷àñò
íà êóðñà:

Àêî ôóíêöèÿòà ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [x0, x0 + h] è äè-
ôåðåíöèðóåìà âúâ âúòðåøíîñòòà ìó, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1)
òàêîâà, ÷å ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = h ϕ′ (x0 + θh).

Ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà çà ôóíêöèÿòà ϕ(x) = f (x, y0 + k), è ñëåä
òîâà çà ôóíêöèÿòà ψ(y) = f (x0, y), ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0 + k) = h f ′x (x0 + θ1h, y0 + k) ,
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f (x0, y0 + k)− f (x0, y0) = k f ′y (x0, y0 + θ2k) .

Ñëåäîâàòåëíî

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =

= (f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0 + k)) + (f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)) =

= h f ′x (x0 + θ1h, y0 + k) + k f ′y (x0, y0 + θ2k)

çà ïîäõîäÿùè θ1, θ2 ∈ (0, 1). Äà îçíà÷èì

α(h, k) = f ′x (x0 + θ1h, y0 + k)− f ′x (x, y + k) ,

β(h, k) = f ′y (x0, y0 + θ2k)− f ′y (x, y) .

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f ñëåäâà, ÷å ôóíê-
öèèòå α(h, k), β(h, k) êëîíÿò êúì íóëà ïðè h, k → 0. Êàòî íàïðàâèì
çàìåñòâàíå, ãîðíîòî ðàâåíñòâî äîáèâà òúðñåíèÿ âèä

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =

h f ′x (x0, y0) + k f ′y (x0, y0) + h α(h, k) + k β(h, k).

Çàáåëåæêà 1. Ñàìî ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè (áåç
òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò) íå å äîñòàòú÷íî çà âàëèäíîñòòà íà äîêàçàíàòà
ôîðìóëà; íàèñòèíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà. Ïî-ãîðå îáà÷å íèå
âèäÿõìå ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, ïðèòåæàâàùà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, êîÿòî
íå å íåïðåêúñíàòà.

Çàáåëåæêà 2. Çà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè ñúùî ìîæå äà ñå
íàïèøå ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî, àíàëîãè÷íà íà äîêàçàíàòà â ãîðíà-
òà òåîðåìà. Íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, à
h = (h1, . . . , hn) å äîñòàòú÷íî ìàëúê ïî íîðìà âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî.
Òîãàâà ôîðìóëàòà íà íàðàñòâàíåòî èìà âèäà

f(x+ h) = f(x) +
n∑
i=1

f ′xi(x) hi +
n∑
i=1

αi(h) hi,

êúäåòî αi(h), i = 1, . . . , n, ñà ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, êëîíÿùè êúì
íóëà ïðè ||h|| → 0.
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Ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî.
Íåêà âåëè÷èíàòà f å çàäàäåíà êàòî ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) íà íåçàâè-
ñèìèòå âåëè÷èíè x1, . . . , xn. Àêî ñå çíàå, ÷å âñÿêà îò âåëè÷èíèòå xi ñå
èçìåðâà ñúñ ñúîòâåòíà òî÷íîñò ∆xi, òî êàêâà ùå áúäå òî÷íîñòòà ∆f , ñ
êîÿòî ïîëó÷àâàìå âåëè÷èíàòà f? Çà îòãîâîð íà òîçè âúïðîñ îáèêíîâåíî
ñå èçïîëçâà ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:

∆f ≈
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)∆xi.

Ïðèìåð. Ñëåäíàòà çàäà÷à ÷åñòî âúçíèêâà â ãåîäåçèÿòà: îò òî÷êà-
òà A ñå íàáëþäàâàò íåäîñòúïíèòå òî÷êè B è C. Èçâåñòíè ñà ðàçñòîÿíè-
ÿòà AC = b è AB = c, êàêòî è úãúëúò α ìåæäó ~AC è ~BC. Äà ñå íàìåðè
ðàçñòîÿíèåòî a = |BC| ìåæäó òî÷êèòå B è C. (âèæ ÷åðòåæà).

c

a

b

Α

A

B C

ha
Β Γ

×åðòåæ êúì ïðèìåðà.

Âúïðîñíîòî ðàçñòîÿíèå a = a(b, c, α) ìîæå äà áúäå èç÷èñëåíî ïî
êîñèíóñîâàòà òåîðåìà:

a(b, c, α) =
√
b2 + c2 − 2 b c cosα.

Òîãàâà ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî íè äàâà:

∆a ≈ b− c.cosα
a

∆b+
c− b.cosα

a
∆c+

bc sinα

a
∆α.

Êàòî âçåìåì ïðåä âèä î÷åâèäíèòå ãåîìåòðè÷íè ðàâåíñòâà

b− c.cosα = a cos γ, c− b.cosα = a cosβ, bc sinα = a ha,
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ïîëó÷àâàìå óäîáíàòà çà èçïîëçâàíå ôîðìóëà

∆a ≈ cos γ.∆b+ cosβ.∆c+ ha.∆α.

Äðóã ïîäîáåí ïðèìåð å äàäåí â çàäà÷à 3.

Äåôèíèöèÿ íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Êàêòî ÷åñòî ñå
ñëó÷âà â ìàòåìàòèêàòà, çà îïðåäåëåíèå íà äàäåí êëàñ îò îáåêòè ñå ïðè-
åìà òîâà òÿõíî ñâîéñòâî, êîåòî ñå èçïîëçâà ïðè ðàáîòàòà ñ òÿõ. Â ñëó÷àÿ
òîâà å ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Òàêà (ìàêàð ÷å òîâà ìîæå äà èçã-
ëåæäà èçêóñòâåíî) äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè
ñå íàðè÷àò òåçè ôóíêöèè, çà êîèòî òÿ å óäîâëåòâîðåíà. Ïî-òî÷íî, èìàìå:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà f (x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, îïðåäå-
ëåíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ R2. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å
äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), àêî ñóùåñòâóâàò êîíñòàíòè A è
B, êàêòî è ôóíêöèè α(h, k), β(h, k), êëîíÿùè êúì íóëà ïðè h, k → 0,
òàêà ÷å çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè (h, k) äà å â ñèëà ðà-
âåíñòâîòî

f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0) + A.h+B.k + h α(h, k) + k β(h, k).

Ñ äðóãè äóìè, äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñà òåçè, êîèòî äîáðå ñå
ïðèáëèæàâàò ñ ëèíåéíè ôóíêöèè îêîëî äàäåíàòà òî÷êà.

Â ÷àñòíîñò, âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å àêî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà
â åäíà òî÷êà, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Íàèñòèíà, àêî íàêàðàìå
h è k äà êëîíÿò êúì íóëà, òî î÷åâèäíî f (x0 + h, y0 + k) ùå êëîíè êúì
f (x0, y0).

Çàáåëåæêà. Ïî-ãîðå áåøå ïîêàçàíî, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà, òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà
â òàçè òî÷êà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî çà ôóíêöèè íà
åäíà ïðîìåíëèâà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ îáè÷àéíàòà.

Ñåãà òåîðåìà 1 ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:
Òåîðåìà 1′. Àêî ôóíêöèÿòà f (x, y) ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè

÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), òî òÿ å äèôåðåí-
öèðóåìà â òàçè òî÷êà.
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Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, íî ìîæå äà ñå äîêàæå íåùî ïî-
ñëàáî:

Òåîðåìà 2.Àêî ôóíêöèÿòà f (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà
(x0, y0), òî òÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà, è ñà â
ñèëà ðàâåíñòâàòà

A =
∂f

∂x
(x0, y0) , B =

∂f

∂y
(x0, y0) .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âçåìåì ñëó÷àÿ k = 0. Òîãàâà ðàâåíñòâîòî îò
äåôèíèöèÿòà äîáèâà âèäà

f (x0 + h, y0) = f (x0, y0) + A.h+ hα(h, k).

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å

f (x0 + h, y0) f (x0, y0)

h
= A+ α(h, 0),

è ñëåäîâàòåëíî

f ′x (x0, y0) = lim
h→0

f (x0 + h, y0) f (x0, y0)

h
= A.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, èçáèðàéêè h = 0, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî
f ′y (x0, y0) = B.

Îòòóê ñå âèæäà â ÷àñòíîñò, ÷å êîíñòàíòèòå A è B â äåôèíèöèÿòà
çà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî.

Ðàçáèðà ñå, îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà â äàäåíà òî÷êà íå ñëåäâàò íèòî
ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà, íèòî �
îùå ïîâå÷å � òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò. ×èòàòåëÿò ñàì ìîæå äà íàìåðè
ñúîòâåòíèòå ïðèìåðè äîðè çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ íà íÿ-
êîëêî ïðîìåíëèâè. Íåêà f (x, y) å ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè, äåôè-
íèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â îáëàñòòà D ∈ R2. Êàêòî çíàåì, íåéíàòà
ãðàôèêà Gf å ïîäìíîæåñòâîòî íà R3, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

Gf =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, z = f (x, y)
}
.
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà P0 = (x0, y0) å òî÷êà îò D, è Q0 =
(x0, y0, f (x0, y0)) å ñúîòâåòíàòà òî÷êà îò Gf . Ïîä äîïèðàòåëíà

ðàâíèíà â òî÷êàòà Q0 ùå ðàçáèðàìå ðàâíèíàòà â R3 ñ óðàâíåíèå
z = l (x, y), êúäåòî

l (x, y) = f (x0, y0) + f ′x (x0, y0) (x− x0) + f ′y (x0, y0) (y − y0) .

Îò ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíå íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ìîæåì
äà èçâåäåì ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà:

Ôóíêöèÿòà l(x, y) å åäèíñòâåíàòà ëèíåéíà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿâàùà óñëîâèåòî

f(P )− l(P ) = o (||P − P0||) .

Ñ äðóãè äóìè, èçìåæäó âñè÷êè ðàâíèíè â R3, ìèíàâàùè ïðåç òî÷-
êàòà Q0, äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà å ðàçïîëîæåíà íàé-áëèçêî äî ãðàôè-
êàòà íà f(x, y).

Äåôèíèöèÿ. Ïîä äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì Gf â òî÷êàòà Q0 ðàç-
áèðàìå âñåêè (ñâîáîäåí) âåêòîð, êîëèíåàðåí ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà
â òàçè òî÷êà.

Î÷åâèäíî äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè â òî÷êàòà Q0 îáðàçóâàò äâóìåð-
íî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà R3, íàðè÷àíî äîïèðàòåëíî ïîäïðîñòðàíñòâî
êúì ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà. Ëåñíî ìîæåì äà ïîñî÷èì åäèí áàçèñ â òîâà
ïðîñòðàíñòâî: òîé ñå ñúñòîè îò äîïèðàòåëíèòå êúì ãðàôèêèòå íà ÷àñ-
òè÷íèòå ôóíêöèè â òàçè òî÷êà (ùå íàïîìíèì, ÷å ïîä ÷àñòè÷íè ôóíêöèè
ðàçáèðàìå ôóíêöèèòå f (x, y0) è f (x0, y), ïîëó÷åíè ÷ðåç çàìðàçÿâàíå íà
ïðîìåíëèâèòå y è x ñúîòâåòíî ).

Íåêà ϕ(x) å ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà. Êàêòî çíàåì îò ãåî-
ìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ, äâóìåðíèÿò âåêòîð ñ
êîîðäèíàòè (1, ϕ′ (x0)) å äîïèðàòåëåí êúì ãðàôèêàòà íà ϕ(x) â òî÷êàòà
x0. Ïðèëàãàéêè òàçè êîíñòðóêöèÿ êúì ÷àñòè÷íèòå ôóíêöèè, ïîëó÷àâà-
ìå êàòî äîïèðàòåëíè êúì ãðàôèêèòå èì òðèìåðíèòå âåêòîðè

lx = (1, 0, f ′x (x0, y0)) , ly =
(
0, 1, f ′y (x0, y0)

)
.
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Òåçè äâà âåêòîðà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè è êîëèíåàðíè ñ äîïèðàòåëíàòà
ðàâíèíà (ïðîâåðåòå!), è ñëåäîâàòåëíî îáðàçóâàò áàçèñ â äîïèðàòåëíîòî
ïîäïðîñòðàíñòâî (âèæ ÷åðòåæà â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà).

Àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè
Êàêòî è â ñëó÷àÿ íà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, ïðè àðèòìå-

òè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ðåçóëòàòúò îòíîâî å äèôå-
ðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ:

Òåîðåìà 3.Àêî ôóíêöèèòå f(x, y) è g(x, y) ñà äèôåðåíöèðóåìè â
òî÷êàòà (x0, y0) ∈ R2, òî òÿõíàòà ñóìà f(x, y) + g(x, y), ïðîèçâåäå-

íèå f(x, y).g(x, y), è, àêî g (x0, y0) 6= 0, òÿõíîòî ÷àñòíî f(x,y)
g(x,y)

ñà ñúùî
äèôåðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà íàïèøåì ôîðìóëèòå çà íàðàñòâàíåòî â òî÷-
êàòà (x0, y0) çà ôóíêöèèòå f(x, y) è g(x, y):

f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0) + h Af + k Bf + rf (h, k),

g (x0 + h, y0 + k) = g (x0, y0) + h Ag + k Bg + rg(h, k).

Òóê ñìå îçíà÷èëè

Af = f ′x (x0, y0) , Bf = f ′y (x0, y0) , Ag = g′x (x0, y0) , Bg = g′y (x0, y0) .

rf (h, k) è rg(h, k) ñà îñòàòúöèòå ñúîòâåòíî çà f è g; èìàìå

rf (h, k), rg(h, k) = o
(√

h2 + k2
)
.

Êàòî ñúáåðåì äâåòå ôîðìóëè çà íàðàñòâàíåòî, ïîëó÷àâàìå

(f + g) (x0 + h, y0 + k) =

(f + g) (x0, y0) + h. (Af + Ag) + k. (Bf +Bg) + rf (h, k) + rg(h, k),

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å è ôóíêöèÿòà f + g óäîâëåòâîðÿâà ôîðìóëàòà çà íà-
ðàñòâàíåòî.

Çà äà ïîëó÷èì ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà f(x)g(x), äà óìíî-
æèì äâåòå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àâàìå:

f (x0 + h, y0 + k) .g (x0 + h, y0 + k) =
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f (x0, y0) .g (x0, y0) + h. (f (x0, y0) .Ag + g (x0, y0) .Af ) +

+k. (f (x0, y0) .Bg + g (x0, y0) .Bf ) + r(h, k),

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè

r(h, k) = (f (x0, y0) + h Af + k Bf ) rg(h, k)+

+ (g (x0, y0) + h Ag + k Bg) rf (h, k) + rf (h, k)rg(h, k).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

lim
h,k→0

r(h, k)√
h2 + k2

= 0, êîåòî çíà÷è, ÷å r(h, k) = o
(√

h2 + k2
)
.

Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâåäåíèåòî f(x)g(x) íà ôóíêöèèòå óäîâëåòâîðÿâà
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. ×èòàòåëÿò ùå ñúîáðàçè, ÷å êîåôèöèåíòèòå
ïðåä h è k ñà âñúùíîñò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x)g(x), èç÷èñëåíè ïî
ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö.

Íàêðàÿ, íåêà g (x0, y0) 6= 0. Çà äà äîêàæåì, ÷å f(x,y)
g(x,y)

å äèôåðåí-

öèðóåìà â (x0, y0), å äîñòàòú÷íî äà âèäèì, ÷å 1
g(x,y)

å äèôåðåíöèðóåìà

â òàçè òî÷êà. Íàèñòèíà, òúé êàòî f(x,y)
g(x,y)

= f(x, y). 1
g(x,y)

, äèôåðåíöèðóå-
ìîñòòà íà ÷àñòíîòî ùå ñëåäâà îò äîêàçàíàòà ïî-ãîðå äèôåðåíöèðóåìîñò
íà ïðîèçâåäåíèå íà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.

Çà äà äîêàæåì, ÷å 1
g(x,y)

å äèôåðåíöèðóåìà â (x0, y0), äà îçíà÷èì

∆

(
1

g

)
=

1

g (x0 + h, y0 + k)
− 1

g (x0, y0)
.

Òúé êàòî g(x, y) å íåïðåêúñíàòà â (x0, y0), òî ñúùîòî å âÿðíî è çà 1
g(x,y)

,

ò.å. ∆
(

1
g

)
→ 0 ïðè h, k → 0. Èìàìå

∆

(
1

g

)
=
g (x0, y0)− g (x0 + h, y0 + k)

g (x0, y0) g (x0 + h, y0 + k)
=

= − 1

g (x0, y0)
∆g

(
1

g (x0, y0)
+ ∆

(
1

g

))
=

= − 1

g2 (x0, y0)
∆g − 1

g (x0, y0)
∆g ∆

(
1

g

)
=
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= h.

(
− Ag
g2 (x0, y0)

)
+ k.

(
− Bg

g2 (x0, y0)

)
+ r(h, k),

êúäåòî

r(h, k) = − 1

g2 (x0, y0)
rg(h, k) − 1

g (x0)
∆g ∆

(
1

g

)
.

Òîãàâà

r(h)√
h2 + k2

= − 1

g2 (x0, y0)

rg(h)√
h2 + k2

− 1

g (x0, y0)

∆g√
h2 + k2

∆

(
1

g

)
.

Îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà g(x, y) ñëåäâà, ÷å ∆g√
h2+k2

å îãðàíè÷åíà ïðè

äîñòàòú÷íî ìàëêè h è k (äîêàæåòå!), è ñëåäîâàòåëíî r(h,k)√
h2+k2

→ 0 ïðè

h, k → 0. Íèå äîêàçàõìå, ÷å ôóíêöèÿòà 1
g(x,y)

óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

íà íàðàñòâàíåòî â òî÷êàòà (x0, y0).

Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè
Ïðè íàìèðàíå íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ò.í.

íà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè íå å íåîáõîäèìî äà ñå çíàå íèùî
ïîâå÷å îò èçâåñòíèòå ôîðìóëè çà ïðîèçâîäíà íà àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè
ñ ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà*. Åäèí âúïðîñ, ïðè êîéòî ïîëîæåíèå-
òî å ðàçëè÷íî, å äèôåðåíöèðàíåòî íà ñëîæíè, èëè ñúñòàâíè, ôóíêöèè.
Ùå íàïîìíèì ôîðìóëàòà çà ñëó÷àÿ íà åäíî ïðîìåíëèâî: ïðè äàäåíè
ôóíêöèè f(x) è ϕ(t) (âúíøíà è âúòðåøíà ôóíêöèÿ), ïðîèçâîäíàòà íà
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

F ′(t) = f ′(ϕ(t)).ϕ′(t),

ò.å. ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî
íà ïðîèçâîäíèòå íà âúíøíàòà è âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ. Ùå äîêàæåì,
÷å ïîäîáíà ôîðìóëà ñúùåñòâóâà è çà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ïðîñòèÿ âàðèàíò íà òåîðåìàòà:

Òåîðåìà 4.Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êà-
òà (x0, y0). Íåêà ôóíêöèèòå íà åäíà ïðîìåíëèâà ϕ(t) è ψ(t) ñà äèôå-
ðåíöèðóåìè â òî÷êàòà t0, è ϕ (t0) = x0, ψ (t0) = x0. Äà äåôèíèðàìå

*Âñúùíîñò ãîðíèòå èç÷èñëåíèÿ äîêàçâàò îùå âåäíúæ òåçè ôîðìóëè.
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ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) ñ ôîðìóëàòà

F (t) = f (ϕ(t), ψ(t)) .

Òîãàâà F (t) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0, è å â ñèëà ôîðìóëàòà

F ′ (t0) = f ′x (ϕ (t0) , ψ (t0)) .ϕ′ (t0) + f ′y (ϕ (t0) , ψ (t0)) .ψ′ (t0) .

Äîêàçàòåëñòâî. Ãðóáî êàçàíî, äîêàçàòåëñòâîòî ñå ñúñòîè â çàìå-
íÿíå íà ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà ëèíåéíà ÷àñò. Íåêà t å òî÷êà äîñòàòú÷íî
áëèçêà äî t0. Äà îçíà÷èì ∆t = t−t0, ∆x = ϕ(t)−ϕ (t0), ∆y = ψ(t)−ψ (t0).
Îò äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà èìàìå

lim
∆t→0

∆x

∆t
= ϕ′ (t0) , lim

∆t→0

∆y

∆t
= ψ′ (t0) .

Íåêà ∆F = F (t)− F (t0) = f (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f (x0, y0). Òîãàâà
îò ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî èìàìå

∆F = f ′x (x0, y0) ∆x+ f ′y (x0, y0) ∆y + α(∆x,∆y)∆x+ β(∆x,∆y)∆y,

êàòî α(∆x,∆y), β(∆x,∆y)→ 0 ïðè ∆x,∆y → 0. Ñëåäîâàòåëíî,

∆F

∆t
= (f ′x (x0, y0) + α(∆x,∆y))

∆x

∆t
+
(
f ′y (x0, y0) + β(∆x,∆y)

) ∆x

∆t
,

êîåòî ïðè ∆t→ 0 êëîíè êúì

f ′x (x0, y0) .ϕ′ (t0) + f ′y (x0, y0) .ψ′ (t0) .

Ïðèìåð. Íåêà f(x, y) = xy, x > 0, y > 0. Òîãàâà

f ′x(x, y) = yxy−1, f ′y(x, y) = xy ln(x).

Íåêà ϕ(t), ψ(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëíè ñòîé-
íîñòè. Àêî ïîëîæèì F (t) = ϕ(t)ψ(t) = f(ϕ(t), ψ(t)), òî îò ãîðíàòà òåîðå-
ìà ïîëó÷àâàìå

F ′(t) = ψ(t).ϕ(t)ψ(t)−1.ϕ′(t) + ln (ϕ(t)) .ϕ(t)ψ(t).ψ′(t).
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Òàçè ôîðìóëà å èçâåñòíà îò ïúðâàòà ÷àñò íà êóðñà, êúäåòî òÿ ñå
èçâåæäà ÷ðåç ïðåäâàðèòåëíî ëîãàðèòìóâàíå.

Äîïúëíåíèå. Àíàëîãè÷íè ôîðìóëè èìàìå, àêî f å ôóíêöèÿ íà
òðè èëè ïîâå÷å ïðîìåíëèâè. Íåêà å äàäåíà äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíê-
öèÿ f(x, y, z) íà òðè ïðîìåíëèâè, à ϕ(t), ψ(t), τ(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè
ôóíêöèè íà t. Òîãàâà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ

F (t) = f (ϕ(t), ψ(t), τ(t))

ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

F ′ (t) = f ′x (ϕ (t) , ψ (t) , τ(t)) .ϕ′ (t) + f ′y (ϕ (t) , ψ (t) , τ(t)) .ψ′ (t) +

+f ′z (ϕ (t) , ψ (t) , τ(t)) .τ ′ (t) .

Â îáùèÿ ñëó÷àé, íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å äèôåðåíöèðóåìà ôóí-
êöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, à (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè
íà t, êàòî

x0 = (ϕ1 (t0) , . . . , ϕn (t0)) .

Òîãàâà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ

F (t) = f (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

å ðàâíà íà

F ′ (t0) =
∂f

∂x1

(
x0
)
ϕ′1 (t0) + . . .+

∂f

∂xn

(
x0
)
ϕ′n (t0) =

n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
)
ϕ′i (t0) .

Ñ äðóãè äóìè, ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ
ñå ñúñòîè îò òîëêîâà ñúáèðàåìè, êîëêîòî ñà ïðîìåíëèâèòå, êàòî âñÿêî
îò òÿõ íàïîäîáÿâà ïî ôîðìà èçðàçà çà ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà íà èçîáðàæåíèå
Çà ðåäèöà öåëè ñå íàëàãà äà ñå âúâåäàò, íàðåä ñ ðàçãëåæäàíèòå

äîñåãà ôóíêöèè ñúñ ñòîéíîñòè ðåàëíè ÷èñëà, è ò.íàð. âåêòîðíîçíà÷íè



1.4. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈÈ 45

ôóíêöèè, íàðè÷àíè îùå èçîáðàæåíèÿ. Àêî D ⊂ Rn å äåôèíèöèîííà
îáëàñò íà åäíà òàêàâà ôóíêöèÿ ñúñ ñòîéíîñòè â íÿêîå Rm, òî íà âñÿêà
òî÷êà x = (x1, . . . , xn) ∈ D ôóíêöèÿòà ñúïîñòàâÿ òî÷êà
f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) ∈ Rm.

Çà ïðîñòîòà òóê ùå ðàçãëåæäàìå ãëàâíî ñëó÷àÿ íà ôóíêöèè, äå-
ôèíèðàíè â R2, è ñúñ ñòîéíîñòè îòíîâî â R2. Íåêà D å îáëàñò â R2 ñ
êîîðäèíàòè u è v, è íåêà ϕ(u, v) ψ(u, v) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè çà (u, v) ∈ D. Ïîëàãàéêè x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), íèå ïî-
ëó÷àâàìå èçîáðàæåíèå Φ íà îáëàñòòà D â ðàâíèíàòà R2 ñ êîîðäèíàòè
(x, y). Ñ äðóãè äóìè, èçîáðàæåíèåòî Φ : D → R2 ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)) , (u, v) ∈ D.

Ïîíÿêîãà êàçâàìå, ÷å ãîðíèòå ôîðìóëè îïðåäåëÿò ñìÿíà íà êîîðäèíà-
òèòå â R2, êàòî ñòàðèòå êîîðäèíàòè (x, y) ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç íîâèòå
(u, v). Êàòî íàé-âàæíè ïðèìåðè çà òîâà ìîæå äà ñå ïîñî÷àò ïîëÿðíèòå
êîîðäèíàòè â ðàâíèíàòà è ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè â òðèìåðíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî � òå ùå áúäàò ðàçãëåäàíè â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô.

Çàáåëåæêà. Â íÿêîè ñëó÷àè å óäîáíî äà ñå âçåìàò ìàëêî ïî-
ðàçëè÷íè îçíà÷åíèÿ. Ìîæåì äà îçíà÷èì êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè, îï-
ðåäåëÿøè èçîáðàæåíèåòî Φ(u, v), âìåñòî ñ ϕ(u, v), ψ(u, v), ñ x(u, v) è
y(u, v); ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ñå îïðåäåëÿ ñ ôîðìóëèòå

x = x(u, v), y = y(u, v).

Òðÿáâà äà ñå ïîìíè, ÷å â òàêúâ ñëó÷àé áóêâèòå x è y â ëåâèòå ñòðàíè
íà ðàâåíñòâàòà îçíà÷àâàò íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè, à â äåñíèòå ñòðàíè -
ôóíêöèè íà äâåòå ïðîìåíëèâè u è v.

Çà äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî äåéñòâèåòî íà èçîáðàæåíèåòî Φ,
ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ïðàâèòå îò âèäà u = u0 (õîðèçîíòàëíè), è v = v0

(âåðòèêàëíè), â îáëàñòòàD, è äà íàìåðèì òåõíèòå îáðàçè ïðè èçîáðàæå-
íèåòî Φ. Òîâà å ïîêàçàíî íà ñëåäâàùèÿ ÷åðòåæ, íà êîéòî Φ èçîáðàçÿâà
îáëàñòòà D (â ñëó÷àÿ ïðàâîúãúëíèê), â îáëàñòòà E = Φ(D).

Êàêòî âèæäàìå, åäíî èçîáðàæåíèå îò R2 â R2 ñå îïðåäåëÿ îò äâå
ôóíêöèè, âñÿêà îò êîèòî çàâèñè îò äâà àðãóìåíòà. ×ðåç äèôåðåíöèðàíå
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FHu,vL

u

v

x

y

D E

Èçîáðàæåíèå îò R2 â R2

ìîæåì äà ïîëó÷èì ÷åòèðè âúçìîæíè ïðîèçâîäíè: òîâà ñà ϕ′u, ϕ
′
v, ψ

′
u è

ψ′v. Òåçè ÷åòèðè ôóíêöèè ìîãàò äà áúäàò ðàçïîëîæåíè â åäíà ìàòðèöà
ñ ðàçìåð 2× 2:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà

Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v))

å èçîáðàæåíèå îò R2 â R2. Ïîä ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíè-
åòî Φ ùå ðàçáèðàìå ìàòðèöàòà

DΦ(u, v) =

(
ϕ′u(u, v) ϕ′v(u, v)
ψ′u(u, v) ψ′v(u, v)

)
.

Ïî-íàòàòúê ùå âèäèì, ÷å âàæíà ðîëÿ èãðàå äåòåðìèíàíòàòà íà
òàçè ìàòðèöà, êîÿòî ñå íàðè÷à ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà íà èçîáðà-
æåíèåòî Φ:
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Äåôèíèöèÿ. Ïîä ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà, èëè ÿêîáèàí, íà
èçîáðàæåíèåòî Φ, ùå ðàçáèðàìå ôóíêöèÿòà

D (ϕ, ψ)

D (u, v)
(u, v) = det (DΦ (u, v)) =

∣∣∣∣∣ ϕ′u(u, v) ϕ′v(u, v)
ψ′u(u, v) ψ′v(u, v)

∣∣∣∣∣ .
Ðàçâèâàéêè äåòåðìèíàíòàòà îòäÿñíî, ïîëó÷àâàìå

D (ϕ, ψ)

D (u, v)
= ϕ′u.ψ

′
v − ϕ′v.ψ

′
u.

Òåîðåìà 5.(îñíîâíî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè).
Ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå èçîáðàæå-
íèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà òåõíèòå ôóíêöèîíàëíè äåòåðìè-
íàíòè.

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà C ñ êîîðäèíàòè (s, t),D ñ êîîðäèíàòè (u, v),
è E ñ êîîðäèíàòè (x, y), ñà îáëàñòè â R2. Íåêà Ψ : C → D è Φ : D → E
ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè èçîáðàæåíèÿ, çàäàäåíè ñ ôîðìóëèòå

Ψ(s, t) = (u(s, t), v(s, t)) , Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) .

Àêî ïðèëîæèì íàé-íàïðåä èçîáðàæåíèåòî Ψ, à ñëåä òîâà èçîáðà-
æåíèåòî Φ, ïîëó÷àâàìå èçîáðàæåíèå íà îáëàñòòà C â îáëàñòòà E, êîåòî
ñå íàðè÷à ïðîèçâåäåíèå èëè êîìïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿòà Ψ è Φ, è ñå
áåëåæè ñ Φ ◦Ψ : C → E. Òîâà èçîáðàæåíèå èìà âèäà

Φ ◦Ψ(s, t) = (x(s, t), y(s, t)) ,

êàòî êîîðäèíàòíèòå ìó ôóíêöèè ñå äàâàò ñ ôîðìóëèòå

x(s, t) = x (u(s, t), v(s, t)) , y(s, t) = y (u(s, t), v(s, t)) .

Äà èçâúðøèì äèôåðåíöèðàíå íà òåçè ôîðìóëè îòíîñíî ïðîìåíëè-
âèòå s è t, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñëîæíà ôóíê-
öèÿ. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

x′s = x′u.u
′
s + x′v.v

′
s, x′t = x′u.u

′
t + x′v.v

′
t ,
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y′s = y′u.u
′
s + y′v.v

′
s, y′t = y′u.u

′
t + y′v.v

′
t .

Äà óìíîæèì ñåãà ìàòðè÷íèòå ïðîèçâîäíè íà Ψ è Φ, èçïîëçâàéêè
ïðàâèëàòà çà óìíîæåíèå íà ìàòðèöè ("ðåä ñúñ ñòúëá"). Èìàìå

DΦ ◦DΨ =

(
x′u x′v
y′u y′v

)(
u′s u′s
v′s v′t

)
=

(
x′u.u

′
s + x′v.v

′
s x′u.u

′
t + x′v.v

′
t

y′u.u
′
s + y′v.v

′
s y′u.u

′
t + y′v.v

′
t

)
=

=

(
x′s x′t
y′s y′t

)
= D (Φ ◦Ψ) .

Äà èçáåðåì òî÷êè P0 ∈ C, Q0 = Ψ (P0) ∈ D,
R0 = Φ (Q0) = Φ ◦ Ψ (P0). Òîãàâà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ùå ñå çàïèøå âúâ
âèäà

D (Φ ◦Ψ) (P0) = DΦ (Q0) ◦DΨ (P0) .

Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà ïðîèçâåäåíèå
îò êâàäðàòíè ìàòðèöè å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äåòåðìèíàíòèòå.
Îòòóê ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà, êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ
âèäà:

D (x, y)

D (s, t)
(P0) =

D (x, y)

D (u, v)
(Q0) · D (u, v)

D (s, t)
(P0) .

Çàáåëåæêà. Âèæäà ñå, ÷å íà÷èíúò íà çàïèñâàíå å òàêà ñúñòàâåí,
÷å äà ïîäñåùà ÷èòàòåëÿ çà ïðàâèëíàòà ôîðìóëà: ãîðíîòî ðàâåíñòâî ìî-
æå äà ñå òúëêóâà êàòî "ñúêðàùàâàíå"íà D (u, v) â ÷èñëèòåëÿ ñúñ ñúùèÿ
èçðàç â çíàìåíàòåëÿ. Ðàçáèðà ñå, òîâà íå å äîêàçàòåëñòâî, à ïðîñòî íà-
÷èí çà çàïàìåòÿâàíå íà ôîðìóëàòà.

Ïðîèçâîäíà íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Êàêòî çíàåì, èçîá-
ðàæåíèåòî Φ : D → E îò ìíîæåñòâîòî D â ìíîæåñòâîòî E å âçàèìíî
åäíîçíà÷íî (áèåêòèâíî), àêî çà âñÿêà òî÷êà Q ∈ E ñúùåñòâóâà òî÷íî
åäèí ïðîîáðàç â D, ò.å. òî÷íî åäíî P ∈ D, òàêîâà, ÷å Φ(P ) = Q. Ïîëà-
ãàéêè P = Ψ(Q), ïîëó÷àâàìå îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå Ψ = Φ−1 : E → D.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà Ψ ◦ Φ = ID, Φ ◦ Ψ = IE,
êúäåòî ID è IE ñà èäåíòè÷íèòå èçîáðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàòà D è E
â ñåáå ñè.
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Òåîðåìà 6. Íåêà Φ(u, v) å âçàèìíî åäíîçíà÷íî äèôåðåíöèðóåìî
èçîáðàæåíèå îò ìíîæåñòâîòî D ⊂ R2 ñ êîîðäèíàòè (u, v), â ìíî-
æåñòâîòî E ⊂ R2 ñ êîîðäèíàòè (x, y). Íåêà Ψ(x, y) å íåãîâîòî îáðàò-
íî èçîáðàæåíèå. Äà èçáåðåì òî÷êà P0 = (u0, v0) îò D è äà îçíà÷èì
Q0 = Φ (P0); î÷åâèäíî P0 = Ψ (Q0). Òîãàâà

DΨ (Q0) = (DΦ (P0))−1

è

D (u, v)

D (x, y)
(Q0) =

1
D(x,y)
D(u,v)

(P0)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Çíàåì, ÷å Ψ ◦ Φ = ID. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìàò-
ðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èäåíòèòåòà ID å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà I, ò.å. ìàò-
ðèöàòà ñ åëåìåíòè åäèíèöà ïî äèàãîíàëà è íóëà èçâúí íåãî (äîêàæåòå!).
Î÷åâèäíî äåòåðìèíàíòàòà íà òàçè ìàòðèöà å ðàâíà íà ÷èñëîòî 1. Ïðè-
ëàãàéêè ïðåäíàòà òåîðåìà, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

DΨ (Q0) ◦DΦ (P0) = I, è
D (u, v)

D (x, y)
(Q0) .

D (x, y)

D (u, v)
(P0) = 1.

Çàáåëåæêà. Îò òåîðåìàòà ñå âèæäà, ÷å ôóíêöèîíàëíàòà äåòåð-
ìèíàíòà íà îáðàòèìî èçîáðàæåíèå å ðàçëè÷íà îò íóëà. Â ïàðàãðàô 1.8,
òåîðåìà 5, íèå ùå ïîêàæåì, ÷å å âÿðíî è îáðàòíîòî òâúðäåíèå: àêî ôóí-
êöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà åäíî äèôåðåíöèðóåìî áèåêòèâíî èçîáðà-
æåíèå å ðàçëè÷íà îò íóëà, òî îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå ñúùî å äèôå-
ðåíöèðóåìî.

Ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà íà èçîáðàæåíèå ìåæäó
ïðîñòðàíñòâà ñ ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò. Çà òàêèâà èçîáðàæåíèÿ äå-
ôèíèöèÿòà å àíàëîãè÷íà íà ðàçãëåäàíàòà ïî-ãîðå çà èçîáðàæåíèÿ îò R2

â R2. Íåêà íàïðèìåð D è E ñà îáëàñòè â R3 ñ êîîðäèíàòè (u, v, w) è
(x, y, z) ñúîòâåòíî, è Φ : D → E å èçîáðàæåíèå, çàäàâàíî ñ ôîðìóëèòå

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w).
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Òîãàâà ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà òîâà èçîáðàæåíèå ñå çàäàâà ñ
ôîðìóëàòà

D (x, y, z)

D (u, v, w)
(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣∣ .
Àíàëîãè÷íî, àêî D è E ñà â Rn, ñ êîîðäèíàòè u = (u1, . . . , un) è

x = (x1, . . . , xn), è Φ : D → E ñå çàäàâà ñ ôîðìóëèòå

x1 = f1 (u1, . . . , un) , . . . , xn = fn (u1, . . . , un) ,

òî ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà Φ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

D (f1, . . . , fn)

D (u1, . . . , un)
(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂u1

(u) ∂f1
∂u2

(u) . . . ∂f1
∂un

(u)
∂f2
∂u1

(u) ∂f2
∂u2

(u) . . . ∂f2
∂un

(u)

. . . . . . . . . . . .
∂fn
∂u1

(u) ∂fn
∂u2

(u) . . . ∂fn
∂un

(u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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a

b

Α

A

B

O

×åðòåæ êúì çàäà÷à 4.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ. Êîëêî ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè èìà åäíà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè?

2. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëè-
âè.

3. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà ôóíêöèèòå:
à/ f(x, y) = 1

sin (xy)
îêîëî òî÷êàòà (π/3, 1/2).

á/ f(x, y) = xy îêîëî òî÷êàòà (2, 2).
â/ Èçïîëçâàéêè á/, ïðåñìåòíåòå 2.012.01 ñ òî÷íîñò äî 0.01.

4. Âèñî÷èíàòà a = |OB| íà ïëàíèíñêè âðúõ ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïî
ôîðìóëàòà

a(b, α) = b tg α,

êúäåòî b = |OA| å ðàçñòîÿíèåòî ïî õîðèçîíòàëàòà ìåæäó âúðõà è íàá-
ëþäàòåëÿ, à α å úãúëúò, ïîä êîéòî ñå âèæäà âúðõà (âèæ ÷åðòåæà).

Èçïîëçâàéêè ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, äî-
êàæåòå, ÷å å âàëèäíà ñëåäíàòà ôîðìóëà çà ãðåøêàòà:

∆a ≈ tg α.∆b+
b

cos 2α
.∆α.
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5 . Äàéòå äåôèíèöèÿ íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

6. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x, y) = 3
√
xy íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êàòà (0, 0), à ôóíêöèÿòà g(x, y) = cos 3
√
xy å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè

òî÷êà.
7. Ùî å ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè? Íàïèøåòå ôîðìóëà-
òà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà
íà ôóíêöèÿòà ϕ(x) = xx, èçïîëçâàéêè ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè
f(u, v) = uv.

8. Ôóíêöèÿòà f (x, y) ñå íàðè÷à õîìîãåííà îò ñòåïåí k, àêî çà âñÿêî
÷èñëî t å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f (tx, ty) = tkf (x, y) .

Äèôåðåíöèðàéêè ãîðíàòà ôîðìóëà, äîêàæåòå çà òàêèâà ôóíêöèè
ðàâåíñòâîòî íà Îéëåð:

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = k f (x, y) .

9. Äåôèíèðàéòå ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà è ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà
íà èçîáðàæåíèå îò R2 â R2. Íàìåðåòå ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà
íà èçîáðàæåíèåòî, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå

x = u.v, y =
u

v
.

10. Ôîðìóëèðàéòå îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàí-
òè.
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1.5 Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ãðàäèåíò

Çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà
èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë - òÿ å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîåôèöèåíò
íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà. Ñ äðóãè
äóìè, òÿ èçðàçÿâà "ñòðúìíîñòòà"íà ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà (àêî ôóíê-
öèÿòà íàðàñòâà, ïðîèçâîäíàòà å ïîëîæèòåëíà, è ò.í.). Çà ôóíêöèè íà n
ïðîìåíëèâè ïúðâèòå ïðîèçâîäíè ñà ñúùî n íà áðîé, è òÿõíàòà èíòåðï-
ðåòàöèÿ íå å òîëêîâà î÷åâèäíà.

Çà äà ñè èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè,
ùå ñè ïîñëóæèì ñ àíàëîãèÿòà, êîÿòî ñïîìåíàõìå â íà÷àëîòî íà ïðåäíèÿ
ïàðàãðàô: ùå ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåí-
ëèâè êàòî ðåëåô íà ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Òàêà, äà ñè ïðåäñòà-
âèì, ÷å ñå íàìèðàìå íà ñêëîíà íà íÿêàêúâ õúëì (âèæ ÷åðòåæà). Òîãàâà
ñòðúìíîñòòà íà ïúòåêàòà, ïî êîÿòî âúðâèì, çàâèñè îò íåéíàòà ïîñîêà:
íèå ìîæå äà òðúãíåì ïðàâî íàãîðå (ãîëÿì ïîëîæèòåëåí íàêëîí), ïðàâî
íàäîëó (ãîëÿì îòðèöàòåëåí), èëè äà ïîåìåì ïî õîðèçîíòàëàòà � òîãàâà
ïúòåêàòà å õîðèçîíòàëíà è íàêëîíúò å íóëåâ. Òåçè ñúîáðàæåíèÿ âîäÿò
äî ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå, êîåòî ùå èçëîæèì ïî-äîëó.

Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå. Íåêà f (x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå
ïðîìåíëèâè, äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), è íåêà ~e = (h, k) å
âåêòîð (íàðè÷àí âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî) îò R2 ñ íîðìà åäèíèöà (ò.å.
||e|| =

√
h2 + k2 = 1.)

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f (x, y) ïî íàïðàâëå-
íèå ~e â òî÷êàòà (x0, y0) ùå ðàçáèðàìå ãðàíèöàòà

df

d~e
(x0, y0) = lim

t→0

f (x0 + th, y0 + tk)− f (x0, y0)

t
.

Òàçè ïðîèçâîäíà ñå áåëåæè ñúùî è ñ f ′~e (x0, y0).
Ùå èçðàçèì df

d~e
(x0, y0) ÷ðåç ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x, y). Ïðà-

âàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (x0, y0) è êîëèíåàðíà íà âåêòîðà ~e, ìîæå
äà ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ óðàâíåíèÿòà

x(t) = x0 + ht, y(t) = y0 + kt.
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(Òúé êàòî ||e|| = 1, ïàðàìåòúðúò t ñúâïàäà ñ îðèåíòèðàíîòî ðàçñòîÿíèå
îò òåêóùàòà òî÷êà (x(t), y(t)) äî íà÷àëíàòà òî÷êà (x0, y0).)

Òîãàâà îãðàíè÷åíèåòî íà f (x, y) âúðõó òàçè ïðàâà ñå ïðåäñòàâÿ ñ
ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî

ϕ(t) = f(x(t), y(t)) = f (x0 + ht, y0 + kt) .

Ïî äåôèíèöèÿ èìàìå
df

d~e
(x0, y0) = ϕ′(0).

Ïðèëàãàéêè çà ôóíêöèÿòà ϕ(t) = f (x0 + ht, y0 + kt) ïðàâèëîòî çà äè-
ôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå, ÷å

ϕ′(t) = h
df

dx
(x0 + ht, y0 + kt) + k

df

dy
(x0 + ht, y0 + kt) .

Ïðè t = 0 ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî:

(∗) df

d~e
(x0, y0) = h

df

dx
(x0, y0) + k

df

dy
(x0, y0) .

Äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå îáîáùàâà ïîíÿòèåòî
÷àñòíà ïðîèçâîäíà, äåôèíèðàíî â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Íàèñòèíà, àêî â
ðîëÿòà íà ~e âçåìåì êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~x = (1, 0) è ~y = (0, 1), òî îò
ôîðìóëàòà (∗) ïîëó÷àâàìå:

df

d~x
(x0, y0) =

df

dx
(x0, y0) ,

df

d~y
(x0, y0) =

df

dy
(x0, y0) .

Çàáåëåæêà. Äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ôîð-
ìóëàòà (∗) ìîæå äà áúäå âúâåäåíà è çà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè
f (x) = f (x1, . . . , xn), äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n). Íåêà

~h = (h1, . . . , hn) å ïðîèçâîëåí n-ìåðåí âåêòîð (âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî).
Ïîëàãàìå

df

d~h

(
x0
)

= lim
t→0

f
(
x0 + t~h

)
− f (x0)

t
=
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= lim
t→0

f (x0
1 + th1, . . . , x

0
n + thn)− f (x0

1, . . . , x
0
n)

t
.

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, ëåñíî ñå äîêàçâà ôîðìóëàòà

df

d~h
(x) =

n∑
i=1

hi
df

dxi
(x) .

Ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå, ïðè ôèêñèðàíà òî÷êà
(x0, y0), çàâèñèìîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå f ′~e (x0, y0) îò åäè-
íè÷íèÿ âåêòîð ~e = (h, k). Ñ äðóãè äóìè, ïèòà ñå ïî êîå íàïðàâëåíèå
ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà å íàé-ãîëÿìà, ðåñï. íàé-ìàëêà. Çà öåëòà
ùå èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè îò R2, êî-
åòî ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíî ïî àíàëèòè÷åí è ãåîìåòðè÷åí ïúò - âèæ
�1. Ùå íàïîìíèì, ÷å çà äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2), ~b = (b1, b2) îò R2 ñêà-
ëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà〈

~a,~b
〉

= a1b1 + a2b2.

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå ìîæå äà ñå äåôèíèðà è ãåîìåòðè÷íî: â ñèëà
å ðàâåíñòâîòî 〈

~a,~b
〉

= ||~a||
∣∣∣∣∣∣~b∣∣∣∣∣∣ cos 6 (~a,~b) ,

êúäåòî 6
(
~a,~b

)
îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~a è ~b.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà íà 2 ïðîìåíëèâè
f (x, y) â òî÷êàòà (x0, y0) ùå ðàçáèðàìå 2-ìåðåí âåêòîð ñ êîîðäèíàòè,
ðàâíè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà:

−−→
grad f (x0, y0) =

(
df

dx
(x0, y0) ,

df

dy
(x0, y0)

)
.

Òîãàâà ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå ìîæå äà ñå íà-
ïèøå è òàêà:

df

d~e
(x0, y0) = h

df

dx
(x0, y0) + k

df

dy
(x0, y0) =

(∗∗) =
〈−−→
grad f (x0, y0) , ~e

〉
=
∣∣∣∣∣∣−−→grad f (x0, y0)

∣∣∣∣∣∣ cos 6 (−−→grad f (x0, y0) , ~e
)
,
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òúé êàòî ||~e|| = 1.

Çíàåì, ÷å íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà êîñèíóñà íà åäèí úãúë å ðàâíà
íà åäèíèöà è ñå äîñòèãà çà úãúë, ðàâåí íà íóëà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå df
d~e

(x0, y0) â òî÷êàòà
(x0, y0) âçåìà íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò, êîãàòî âåêòîðà ~e å åäíîïî-

ñî÷åí ñ âåêòîðà
−−→
grad f (x0, y0), ò.å.

~e =

−−→
grad f (x0, y0)∣∣∣∣∣∣−−→grad f (x0, y0)

∣∣∣∣∣∣ .
Â òîçè ñëó÷àé èìàìå

df

d~e
(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣−−→grad f (x0, y0)
∣∣∣∣∣∣ .

Ñ äðóãè äóìè, èìàìå ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà âåê-
òîðà

−−→
grad f (x0, y0): ïîñîêàòà ìó ñúâïàäà ñ ïîñîêàòà, â êîÿòî f (x, y) ðàñ-

òå íàé-áúðçî, à ãîëåìèíàòà ìó å ðàâíà íà íàêëîíà íà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà â òàçè ïîñîêà.

Ùå ïîñî÷èì îùå åäíà ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèçàöèÿ íà âåêòîðà−−→
grad f (x0, y0). Îò ôîðìóëàòà (∗∗) ñå âèæäà, ÷å df

d~e
(x0, y0) = 0 òî÷íî òî-

ãàâà, êîãàòî ~e å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà
−−→
grad f (x0, y0). Èíà÷å êàçàíî, àêî ñå

äâèæèì ïî õîðèçîíòàëàòà , íàïðàâëåíèåòî íà äâèæåíèåòî âúâ âñåêè ìî-
ìåíò ùå áúäå ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ãðàäèåíòà â ñúîòâåòíàòà òî÷êà. Òàêà,
çàñåãà íà èíòóèòèâíî íèâî, ñòèãàìå äî òâúðäåíèåòî (âèæ ÷åðòåæà).

Òåîðåìà 2. Ãðàäèåíòúò íà åäíà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà å ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç òàçè
òî÷êà.

Òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òîâà òâúðäåíèå å ñëåäíàòà: ãðàäèåíòúò
å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà äîïèðàòåëíàòà êúì ëèíèÿòà íà íèâî â òî÷êàòà.

Çàáåëåæêà. Äåôèíèöèÿòà çà ãðàäèåíò çâó÷è àíàëîãè÷íî è çà
ôóíêöèè íà ïîâå÷å ïðîìåíëèâè, Ïîä ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà íà n ïðî-
ìåíëèâè f (x1, . . . , xn) â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå n-ìåðåí âåêòîð ñ
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Ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà (â ÷åðâåíî), è âåêòîðè,
äîïèðàòåëíè êúì õîðèçîíòàëàòà (â ÷åðíî)

êîîðäèíàòè, ðàâíè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà:

−−→
grad f

(
x0
)

=

(
df

dx1

(
x0
)
,
df

dx2

(
x0
)
, . . . ,

df

dxn

(
x0
))

.

Ôîðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóíêöèè íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè. Ùå îáîáùèì åäíà îò íàé-âàæíèòå ôîðìóëè íà äèôå-
ðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà åäíà ïðîìåíëèâà � ôîðìóëàòà çà êðàéíèòå íà-
ðàñòâàíèÿ, äîêàçàíà â I.�2.3 (è èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô). Íåêà
(x0, y0) ∈ R2, è ~e = (h, k) å âåêòîðà íà íàðàñòâàíåòî (òóê íå èñêàìå òîé
äà å åäèíè÷åí ïî íîðìà).

Òåîðåìà 3. Ïðè ãîðíèòå óñëîâèÿ ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1)
òàêîâà, ÷å

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =

= h
df

dx
(x0 + θh, y0 + θk) + k

df

dy
(x0 + θh, y0 + θk) .
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-1 0 1 2 3

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Ãðàäèåíò è ëèíèè íà íèâî íà äàäåíà ôóíêöèÿ

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âúâåäåì, êàêòî ïî-ãîðå, ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk). Òîãàâà îò óñëîâèåòî íà
òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å ϕ(t) å äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà [0, 1]. Îò åä-
íîìåðíàòà òåîðåìà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ ñëåäâà, ÷å

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ)

çà íÿêîå ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1). Òîãàâà òåîðåìàòà å ñëåäñòâèå íà î÷åâèä-
íèòå ðàâåíñòâà

ϕ(0) = f (x0, y0) , ϕ(1) = f (x0 + h, y0 + k) ,

ϕ′(t) = h
df

dx
(x0 + th, y0 + tk) + k

df

dy
(x0 + th, y0 + tk) .

Çàáåëåæêà. Ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìàòà ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ
âèäà

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =
〈
~e,
−−→
grad f (x0 + θh, y0 + θk)

〉
.
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Ñëåäñòâèå 4. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðîèçâîäíèòå íà f(x, y) íàâ-
ñÿêúäå óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî√√√√( df

dx
(x, y)

)2

+

(
df

dy
(x, y)

)2

≤ C.

Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)| ≤ C
√
h2 + k2.

Äîêàçàòåëñòâî. Óñëîâèåòî âñúùíîñò îçíà÷àâà, ÷å âúâ âñÿêà òî÷-
êà (x, y) å èçïúëíåíî

∣∣∣∣∣∣−−→grad f(x, y)
∣∣∣∣∣∣ ≤ C. Òîãàâà

|f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)| =
∣∣∣〈~e, −−→grad f (x0 + θh, y0 + θk)

〉∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣∣−−→grad f (x0 + θh, y0 + θk)

∣∣∣∣∣∣ ||~e|| ≤ C
√
h2 + k2.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íåêà O = (x0, y0) å ôèêñèðàíà òî÷êà â ðàâíèíàòà (íàïð. íà÷à-
ëîòî), è çà âñÿêà òî÷êà P = (x, y) ∈ R2, ôóíêöèÿòà f(P ) å ðàâíà íà
ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà O äî òî÷êàòà P :

f(P ) = f(x, y) = ||OP || =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

Íàìåðåòå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f(x, y) ïðè P 6= O è äî-
êàæåòå, ÷å

−−→
grad f(P ) =

~OP

||OP ||
.

Çàáåëåæêà. Âåêòîðúò
~OP

||OP || ïðåäñòàâëÿâà åäèíè÷åí âåêòîð, íàñî-
÷åí îò O êúì P .

2. (îáîáùåíèå íà ïðåäíàòà çàäà÷à). Íåêà f(P ) å ðàäèàëíà ôóíêöèÿ
â ðàâíèíàòà, ò.å. èìà âèäà

f(P ) = ϕ (||OP ||) ,
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êúäåòî O å ôèêñèðàíà òî÷êà â ðàâíèíàòà (íàïð. íà÷àëîòî), ||OP || å
ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà O äî òî÷êàòà P , à ϕ(t) å ôóíêöèÿ íà åäíî
ïðîìåíëèâî, äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà ïðè t > 0. Äîêàæåòå, ÷å
f(P ) å äèôåðåíöèðóåìà ïðè P 6= O è

−−→
grad f(P ) = ϕ′ (||OP ||) .

~OP

||OP ||
.

3. (Íþòîíîâî ãðàâèòàöèîííî ïîëå). Àêî èìàìå äâå ìàòåðèàë-
íè òî÷êè, òî, ñïîðåä òåîðèÿòà çà ãðàâèòàöèÿòà, ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà
ìåæäó òÿõ å íàñî÷åíà ïî ñâúðçâàùàòà ãè ëèíèÿ, ïðàâî ïðîïîðöèîíàëíà
å íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàñèòå, è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíà íà êâàäðà-
òà íà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèÿ èçðàç å ñëåäíèÿò: íåêà
èìàìå ìàñà M â òî÷êàòà O, è åäèíè÷íà ìàñà â òî÷êàòà P . Äà îçíà÷èì
ñ ~F (P ) = (Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) ñèëàòà, ñ êîÿòî òàçè ìàñà ñå ïðèâëè÷à
îò ïúðâàòà. Ïîêàæåòå, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå

~F (P ) = − c∣∣∣∣∣∣ ~OP ∣∣∣∣∣∣3
(
~OP
)
,

êúäåòî c = kM è k å ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà, óäîâëåòâîðÿâà ãîðíèòå
óñëîâèÿ. Ïîêàæåòå îùå, ÷å àêî ïîëîæèì Φ(P ) = c

|| ~OP || , òî å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî

~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ).

Çàáåëåæêà. Ôóíêöèÿòà Φ(P ) ñå íàðè÷à ãðàâèòàöèîíåí ïîòåí-
öèàë. Â ìíîãî ñëó÷àè å ïî-ëåñíî äà ñå ðàáîòè ñúñ ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ
Φ(P ), îòêîëêîòî ñ âåêòîðíîòî ïîëå ~F (P ).

4. Íåêà F1, F2 ñà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðàâíèíàòà, è f(P ) =
||F1P ||+ ||F2P ||. Äîêàæåòå, ÷å ïðè λ > ||F1F2|| ëèíèèòå íà íèâî íà ôóí-
êöèÿòà (ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè P , çà êîèòî f(p) = λ) ïðåäñòàâëÿâàò
åëèïñè (ñ ôîêóñè â òî÷êèòå F1 è F2).

Óïúòâàíå. Èçáåðåòå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ íà÷àëî ñðåäàòà íà
îòñå÷êàòà F1F2 è àáñöèñíà îñ ïî òàçè îòñå÷êà. Äà îçíà÷èì p = 1

2
||F1F2||;

òîãàâà òî÷êèòå F1, F2 ùå èìàò êîîðäèíàòè (−p, 0) è (p, 0) ñúîòâåòíî. Äà
ïîëîæèì

a =
λ

2
, b =

√
a2 − p2.
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Äîêàæåòå ÷ðåç äâóêðàòíî ïîâäèãàíå íà êâàäðàò, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P =
(x, y) ðàâåíñòâîòî ||PF1||+ ||PF2|| = λ å åêâèâàëåíòíî ñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Çàáåëåæêà. Ñëåäîâàòåëíî, åëèïñàòà ïðåäñòàâëÿâà ãåîìåòðè÷íî-
òî ìÿñòî íà òî÷êè, çà êîèòî ñóìàòà íà ðàçñòîÿíèÿòà äî ôîêóñèòå å êîí-
ñòàíòà. Îòòóê ñëåäâà äîáðå ïîçíàòèÿò íà÷èí çà íà÷åðòàâàíå íà åëèïñà
ñ ïîìîùòà íà âðúâ÷èöà è äâå ãâîçäåé÷åòà (ïîñî÷åòå ãî!).

5. (Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà åëèïñàòà.) Íåêà f(P ) = ||F1P || +
||F2P || å ôóíêöèÿòà îò ïðåäíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà òî÷êà

P 6= F1, F2 âåêòîðúò
−−→
grad f(P ) å êîëèíåàðåí ñ úãëîïîëîâÿùàòà íà úãúëà,

îïðåäåëåí îò âåêòîðèòå ~PF1, ~PF2.

Óïúòâàíå. Äà îçíà÷èì f1(P ) = ||F1P ||, f2(P ) = ||F2P ||. Îò ðåçóë-
òàòà íà çàä. 1 ñå âèæäà, ÷å

−−→
grad f1(P ) =

~F1P

||F1P ||
,
−−→
grad f2(P ) =

~F2P

||F2P ||
.

Äà íàíåñåì îò òî÷êàòà P åäèíè÷íèòå âåêòîðè

~PQ1 =
−−→
grad f1(P ), ~PQ2 =

−−→
grad f2(P ).

Òîãàâà

−−→
grad f(P ) =

−−→
grad f1(P ) +

−−→
grad f2(P ) = ~PQ1 + ~PQ2 = ~PQ.

Òúé êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò PQ1QQ2 å ðîìá, òî 6 Q1PQ = 6 Q2PQ.
Çàáåëåæêà. Ðåçóëòàòúò íà çàäà÷àòà èìà ïðîñòà ãåîìåòðè÷íà èí-

òåðïðåòàöèÿ. Çàêîíúò çà îòðàçÿâàíå íà ñâåòëèíàòà ãëàñè, ÷å ïðè îòðà-
çÿâàíå îò ðàâíèíà ïàäàùèÿò è îòðàçåíèÿò ëú÷ ñêëþ÷âàò åäíàêâè úãëè
ñ íîðìàëàòà êúì ïîâúðõíèíàòà. Ñúùèÿò çàêîí å âàëèäåí è çà êðèâîëè-
íåéíà ïîâúðõíèíà; àêî ïîâúðõíèíàòà å ïðåäñòàâåíà êàòî ëèíèÿ íà íèâî
íà äàäåíà ôóíêöèÿ, òî ïî Òåîðåìà 2 îò ïàðàãðàôà íîðìàëàòà êúì íåÿ
å êîëèíåàðíà ñ ãðàäèåíòà íà ôóíêöèÿòà. Ðåçóëòàòà íà çàäà÷àòà ìîæå
äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:
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F1 F2

Q1

Q2

Q

P

Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà åëèïñàòà

Àêî ïóñíåì ïðîèçâîëåí ñâåòëèíåí ëú÷ îò åäèíèÿ ôîêóñ íà åëèï-
ñàòà, ñëåä îòðàçÿâàíåòî â íåÿ òîé ùå ìèíå ïðåç äðóãèÿ è ôîêóñ.

6. Íåêà l å ïðàâà â ðàâíèíàòà è F å òî÷êà, êîÿòî íå ëåæè íà l. Íåêà
M å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè P â ðàâíèíàòà, çà êîèòî ðàçñòîÿíèåòî
||FP || îò òî÷êàòà P äî òî÷êàòà F å ðàâíî íà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà P
äî ïðàâàòà l (ò.å. íà äúëæèíàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò P êúì
ïðàâàòà). Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî M å ïàðàáîëà (ñ ôîêóñ âúâ F ).

Óïúòâàíå. Èçáåðåòå êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â ðàâíèíàòà òàêà, ÷å
îñòà x äà ñúâïàäà ñ l, à òî÷êàòà F äà ëåæè íà îñòà y (ò.å. F = (0, p)).
Ïîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî M ñå îïèñâà ñ óðàâíåíèåòî y = 1

2p
x2 + p

2
.

Çàáåëåæêà. Íåôîðìàëíî ïàðàáîëàòà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî
ãðàíè÷íî ïîëîæåíèå íà åëèïñàòà, àêî åäèíèÿò ôîêóñ å íåïîäâèæåí, à
äðóãèÿò îòèâà â áåçêðàéíîñòòà.

7. (Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëàòà.) Ïîêàæåòå, ÷å âñåêè
ñâåòëèíåí ëú÷, èçëèçàù îò ôîêóñà F íà ïàðàáîëàòà, ñëåä îòðàæåíèå â
ïàðàáîëàòà ñòàâà óñïîðåäåí íà íåéíàòà îñ. Ðàçáèðà ñå, âÿðíî å è îáðàò-
íîòî: àêî èçïðàòèòå êúì ïàðàáîëàòà ñíîï ëú÷è, óñïîðåäåí íà íåéíàòà îñ,
ñëåä îòðàæåíèåòî âñè÷êè òå ùå ñå ñúáåðàò âúâ ôîêóñà íà ïàðàáîëàòà.
Òîâà ñâîéñòâî øèðîêî ñå èçïîëçâà â òåõíèêàòà, íàïðèìåð âúâ ôàðîâåòå
íà êîëèòå, â ïàðàáîëè÷íèòå àíòåíè è äð.

Óïúòâàíå. Àíàëîãè÷íî íà çàä. 5, äà ïîëîæèì f1(P ) = ||FP ||,
f2(x, y) = −y, è f(P ) = f1(P ) + f2(P ). Òîãàâà

−−→
grad f1(P ) =

~FP
||FP || ,
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−−→
grad f2(P ) = (0,−1). Ïàðàáîëàòà M ñúâïàäà ñ íóëåâàòà ëèíèÿ íà íè-
âî íà ôóíêöèÿòà f(P ), ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè P , çà êîèòî
f(P ) = 0. Êàêòî è ïî-ãîðå, ùå íàíåñåì îò òî÷êàòà P åäèíè÷íèòå âåê-

òîðè ~PQ1 =
−−→
grad f1(P ), ~PQ2 =

−−→
grad f2(P ). Îòíîâî ÷åòèðèúãúëíèêúò

PQ1QQ2 å ðîìá, è ñëåäîâàòåëíî 6 Q1PQ = 6 Q2PQ (âèæ ÷åðòåæà).

F

Q1

Q2

Q
P

P'

Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëàòà

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ ïî äàäåíî íàïðàâëåíèå.
Ïîêàæåòå, ÷å ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà ñà ñïåöèàëíè ñëó÷àè
íà òàçè äåôèíèöèÿ.

2. Ïîêàæåòå êàê ïðîèçâîäíàòà ïî äàäåíî íàïðàâëåíèå ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà.

3. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ãðàäèåíò. Êàê ñå èçðàçÿâà ïðîèçâîäíàòà ïî íàï-
ðàâëåíèå ÷ðåç ãðàäèåíòà â äàäåíàòà òî÷êà.

4. Êàêúâ å ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà ãðàäèåíòà?

5. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà åëèïñàòà êàòî ãåîìåòðè÷íî ìÿñòî íà òî÷êè. Êà-
òî ñëåäñòâèå, ïðåäñòàâåòå åëèïñàòà êàòî ëèíèÿ íà íèâî íà îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ. Èçïîëçâàéêè ïîíÿòèåòî ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿ, äîêàæåòå îï-
òè÷íîòî ñâîéñòâî íà åëèïñàòà.

6. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ïàðàáîëàòà êàòî ãåîìåòðè÷íî ìÿñòî íà òî÷êè,
è êàòî ñëåäñòâèå äîêàæåòå îïòè÷íîòî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëàòà.
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1.6 Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä

Äîñåãà íèå ðàçãëåæäàõìå ñàìî ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä. Êàêòî áåøå
íàïðàâåíî çà ôóíêöèè íà åäíî ïðîìåíëèâî, íèå ìîæåì äà ïðîäúëæèì
äà äèôåðåíöèðàìå è äà ïîëó÷èì ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Òàêà ñ
∂2f

∂xi ∂xj
(x) èëè ñ f ′′xixj(x) îçíà÷àâàìå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

∂f

∂xi
ïî

ïðîìåíëèâàòà xj â òî÷êàòà x. Çà ôóíêöèÿ f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè íèå
ïîëó÷àâàìå ÷åòèðè âòîðè ïðîèçâîäíè f ′′xx, f

′′
xy, f

′′
yx, f

′′
yy. Ïðîäúëæàâàéêè

íàòàòúê, ïîëó÷àâàìå 8 ïðîèçâîäíè îò ðåä òðè: f ′′′xxx, f
′′′
xxy è ò.í.

Íà ïðúâ ïîãëåä êàðòèíàòà èçãëåæäà äîñòà ñëîæíà: ñòèãàéêè äî
ïðîèçâîäíèòå îò ðåä k, ùå ïîëó÷èì, ÷å òå ñà 2k íà áðîé. Âñúùíîñò èñ-
òèíñêàòà ñèòóàöèÿ å ïî-ïðîñòà: â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå ïîêàæåì, ÷å
ïðè íÿêîè ëåêè ïðåäïîëîæåíèÿ ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíèòå íå çàâèñè
îò ðåäà, â êîéòî å èçâúðøåíî äèôåðåíöèðàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî ðàçëè÷-
íèòå ïðîèçâîäíè îò ðåä k íå ñà 2k, à ñàìî k + 1 íà áðîé.

Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà çà íåçàâèñèìîñòòà íà âèñøèòå ïðîèçâîäíè
îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíåòî çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíè-
ðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå
ïðîèçâîäíè f ′x, f

′
y, è ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè f ′′xy è f ′′yx ñúùåñò-

âóâàò â îêîëíîñò íà (x0, y0) è ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà. Òîãàâà
ñòîéíîñòèòå íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà ñà ðàâíè:

f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx (x0, y0) .

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå àïðîêñèìèðàìå ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè
ñ "äèôåðåí÷íè ÷àñòíè îò âòîðè ðåä". Íåêà h è k ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè
÷èñëà. Äà îçíà÷èì

W (h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0)− f (x0, y0 + k) + f (x0, y0) .

Äà ðàçãëåäàìå ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

ϕ(x) = f (x, y0 + k)− f (x, y0) ,

äåôèíèðàíà çà ñòîéíîñòè íà x, äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0. Ãðóïèðàéêè â
èçðàçà çà W (h, k) ïúðâîòî ñ âòîðîòî è òðåòîòî ñ ÷åòâúðòîòî ñúáèðàåìî,
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ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

W (h, k) = (f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0))−(f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)) =

= ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = hϕ′ (x0 + θ1h) ,

çà ïîäõîäÿùî θ1 ∈ (0, 1) (ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóí-
êöèÿòà ϕ). Òúé êàòî ϕ′(x) = f ′x (x, y0 + k)− f ′x (x, y0), òî

W (h, k) = hf ′x (x0 + θ1h, y0 + k)− f ′x (x0 + θ1h, y0) =

= hkf ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà îòíîâî ÷ðåç ïðèëàãàíå íà òåî-
ðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, òîçè ïúò çà ôóíêöèÿòà f ′x (x0 + θ1h, y)
íà ïðîìåíëèâàòà y. Òóê îòíîâî θ2 ∈ (0, 1) (ðàçáèðà ñå, ÷èñëàòà θ1 è θ2

çàâèñÿò îò h è k). Îòòóê

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

è ñëåäîâàòåëíî ïðè h→ 0, k → 0 èìàìå

W (h, k)

hk
→ f ′′xy (x0, y0) .

ßñíî å, ÷å â ãîðíîòî ðàçñúæäåíèå ìåñòàòà íà x è y ìîãàò äà áúäàò
ðàçìåíåíè. Äà âúâåäåì äðóãà ïîìîùíà ôóíêöèÿ

ψ(y) = f (x0 + h, y)− f (x0, y) .

Òîãàâà
W (h, k) = ψ (y0 + k)− ψ (y0) = kψ′ (y0 + θ3k)

(òóê ãðóïèðàõìå ïúðâîòî ñ òðåòîòî è âòîðîòî ñ ÷åòâúðòîòî ñúáèðàåìî
â èçðàçà çà W (h, k)). Ñåãà ψ′(y) = f ′y (x0 + h, y)− f ′y (x0, y), îòêúäåòî

W (h, k) = f ′y (x0 + h, y0 + θ3k)− f ′y (x0, y0 + θ3k) .

Ïðèëàãàéêè êúì äÿñíàòà ÷àñò òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ ïî
x, ïîëó÷àâàìå, êàêòî ïî-ãîðå

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0 + θ4h, y0 + θ3k) è lim

h→0, k→0

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0, y0) ,
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îòêúäåòî f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx (x0, y0).

Îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å ðàçìåñòâàíåòî íà ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå
å çàêîííî è çà ôóíêöèè íà ïîâå÷å ïðîìåíëèâè:

Ñëåäñòâèå 2. Àêî ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) ïðèòåæàâà íåïðå-
êúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k â äàäåíà îêîëíîñò, òî òåõíèòå
ñòîéíîñòè íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå.

Íåêà íàïðèìåð f(x, y, z) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà òðè ïðî-
ìåíëèâè. Èçïîëçâàéêè íÿêîëêî ïúòè ãîðíàòà òåîðåìà, ïîëó÷àâàìå íàï-
ðèìåð, ÷å

f ′′′xxz = (f ′x)
′′
xz == (f ′x)

′′
zx = f ′′′xzx = (f ′′xz)

′
x = (f ′′zx)

′
x = f ′′′zxx,

è ïî ñúùèÿò íà÷èí ìîæå äà ñå ðàçñúæäàâà çà âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
îò òðåòè è ïî-âèñîê ðåä.

Âàæåí ïðèìåð. Â òîçè ðàçäåë ùå íàìåðèì âèñøèòå ïðîèçâîäíè
íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ ϕ(t), èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô â îïðåäå-
ëåíèåòî íà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå. Ùå ïðèïîìíèì íåéíàòà äåôè-
íèöèÿ: íåêà ôóíêöèÿòà f (x, y) å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà äîñòà-
òú÷åí áðîé ïúòè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0). Íåêà ~e = (h, k) å âåêòîð
íà íàðàñòâàíåòî. Ôóíêöèÿòà ϕ(t) å îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
t = 0 ñ ôîðìóëàòà

ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk) .

Êàêòî â �6, ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íè äàâà

ϕ′(t) = h
df

dx
(x0 + ht, y0 + kt) + k

df

dy
(x0 + ht, y0 + kt) .

Ïðèëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíî êúì ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôîðìóëàòà çà
äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå

ϕ′′(t) = h

(
h
d

dx

(
df

dx

)
+ k

d

dy

(
df

dx

))
+ k

(
h
d

dx

(
df

dy

)
+ k

d

dy

(
df

dy

))
=

= h2 ∂
2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2 ∂

2f

∂y2
.

(è òóê âúâ âñè÷êè ïðîèçâîäíè àðãóìåíòèòå ñà (x0 + ht, y0 + kt)).



68 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå, ÷å

ϕ′′′(t) = h3 ∂
3f

∂x3
+ 3h2k

∂3f

∂x2∂y
+ 3hk2 ∂3f

∂x∂y2
+ k3 ∂

3f

∂y3
.

×èòàòåëÿò ìîæå áè å çàáåëÿçàë, ÷å ïîëó÷åíèòå ôîðìóëè çà ϕ′′(t)
è ϕ′′′(t) ôîðìàëíî íàïîäîáÿâàò èçâåñòíèòå èçðàçè çà (a+ b)2 è (a+ b)3.
Òîâà íå å ñëó÷àéíî. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å n-òàòà ïðîèçâîäíà íà ϕ(t)
ñå äàâà ñ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íà íà áèíîìà íà Íþòîí, ò.å. íà ðàçâèòèåòî
íà (a+ b)n:

ϕ(n)(t) =
n∑
p=0

(
n

p

)
hn−pkp

∂nf

∂xn−p∂yp
,

êúäåòî
(
n
p

)
å áèíîìíèÿò êîåôèöèåíò

(
n
p

)
= n!

p ! (n−p)! .

Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà áúäå ïðîâåäåíî ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî n (àíà-
ëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà çà áèíîìà íà Íþòîí).

Ñèìâîëè÷íî ðàâåíñòâîòî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

ϕ(n)(t) =

(
h
d

dx
+ k

d

dy

)n
f (x0 + ht, y0 + kt) .

Óïðàæíåíèÿ

1. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿòà, îïðåäåëåíà ñ ðàâåíñòâàòà

f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Äîêàæåòå, ÷å ∂f
∂x

è ∂f
∂y

ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè íàâñÿêúäå â

R2 è ÷å ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè â íóëàòà ñúùåñòâóâàò. Ïîêàæåòå, ÷å

∂2f

∂x ∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y ∂x
(0, 0).

Îáÿñíåòå çàùî òîçè ôàêò íå ïðîòèâîðå÷è íà òåîðåìà 1.
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1.7 Ôîðìóëà íà Òåéëîð çà ôóíêöèè íà ìíî-

ãî ïðîìåíëèâè. Ëîêàëíè åêñòðåìóìè

Ôîðìóëà íà Òåéëîð.Â íà÷àëîòî ùå ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð
çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.(Âèæ ÷àñò I, �2.7.) Àêî ôóíêöèÿòà f(x)
å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä
n â òàçè îêîëíîñò, çà äîñòàòú÷íî ìàëêè íàðàñòâàíèÿ h = ∆x å â ñèëà
ôîðìóëàòà

f (x0 + h) =
n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)k + Rn(h)

(ùå íàïîìíèì, ÷å ïîä íóëåâà ïðîèçâîäíà íà åäíà ôóíêöèÿ ñå ðàçáèðà
ñàìàòà ôóíêöèÿ). Çà îñòàòúêà Rn(h) å â ñèëà îöåíêàòà Rn(h) = o(hn),
ò.å.

lim
h→0

Rn(h)

hn
= 0.

Àêî f(x) ïðèòåæàâà è n+ 1-âà ïðîèçâîäíà â x0, å â ñèëà ïî-òî÷íà
îöåíêà; íàé-÷åñòî çà îñòàòúêà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ

Rn(h) =
f (n+1) (x0 + θh)

k!
(x− x0)n+1

çà ïîäõîäÿùî èçáðàíî θ ∈ (0, 1).

Â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå èçâåäåì àíàëîãè÷íà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ
íà äâå ïðîìåíëèâè. Ùå èçïîëçâàìå ñúùèÿ ïîõâàò, êàêòî è â ïðåäèøíèòå
ïàðàãðàôè: ñâåæäàíå íà âúïðîñà êúì ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Íåêà f (x, y) å n-êðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëè-
âè, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0). Íåêà ~e = (h, k) å âåêòîðà
íà íàðàñòâàíåòî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å îòñå÷êàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå
(x0, y0) è (x0 + h, y0 + k), ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóí-
êöèÿòà f . Òîãàâà íèå ìîæåì äà îáðàçóâàìå ïîçíàòàòà âå÷å ïîìîùíà
ôóíêöèÿ

ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk) ,

îïðåäåëåíà çà t ∈ [0, 1]. Â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô íèå ïðåñìåòíàõìå ïðîèç-
âîäíèòå íà òàçè ôóíêöèÿ:
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ϕ′(t) = h
df

dx
(x0 + ht, y0 + kt) + k

df

dy
(x0 + ht, y0 + kt) ,

ϕ′′(t) = h2 ∂
2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2 ∂

2f

∂y2
,

ϕ′′′(t) = h3 ∂
3f

∂x3
+ 3h2k

∂3f

∂x2∂y
+ 3hk2 ∂3f

∂x∂y2
+ k3 ∂

3f

∂y3
,

è, â îáùèÿ ñëó÷àé,

ϕ(n)(t) =
n∑
p=0

(
n

p

)
hn−pkp

∂nf

∂xn−p∂yp
, êúäåòî

(
n

p

)
=

n!

p ! (n− p)!
.

Êàêòî âèäÿõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, òÿ ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî
ðåä n âêëþ÷èòåëíî, è íèå ìîæåì çà âñÿêî k ≤ m− 1 äà íàïèøåì çà íåÿ
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñ t0 = 0 è ∆t = 1:

ϕ(1) =
n∑
p=0

ϕ(p)(0)

p!
+Rn,

ñ Rn = ϕ(n+1)(θ)
(n+1)!

çà íÿêîå θ ∈ (0, 1). Òúé êàòî ϕ(0) = f (x0, y0) è

ϕ(1) = f (x0 + h, y0 + k), òî, ïðèïîìíÿéêè ñè ôîðìóëèòå îò ïðåäõîäíèÿ
ïàðàãðàô çà ïðîèçâîäíèòå íà ϕ(t), ïîëó÷àâàìå

Ôîðìóëà íà Òåéëîð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ âèä íà Ëàãðàíæ.
Àêî f(x, y) ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k+ 1 âêëþ÷èòåëíî â
íÿêàêâà îêîëíîñò íà (x0, y0), â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

f (x0 + h, y0 + k) =
n∑
p=0

1

p!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)p
f (x0, y0) + Rn (h, k) ,

êúäåòî

Rn (h, k) =
1

(n+ 1)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+1

f (x0 + θh, y0 + θk)

çà ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1).
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Çàáåëåæêà. Çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà âñÿêà
îò äðóãèòå ïîçíàòè îò ÷àñò I ôîðìóëè � ôîðìàòà íà Øëåìèëõ�Ðîø èëè
èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà îò çàä. 3 íà �4.3; ðàçëèêèòå íå ñà ñúùåñòâåíè.

Ñëåäñòâèå (îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî).Çà
îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí Rn (h, k) å â ñèëà ñúîòíîøåíèåòî Rn (h, k) =
o (||h, k||n), ò.å.

lim
h,k→0

Rn (h, k)

||h, k||n
= 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èí

r = ||(h, k)|| =
√
h2 + k2.

Òîãàâà ÷èñëàòà |h/r| è |k/r| íå íàäìèíàâàò åäèíèöà. Çíàåì, ÷å

Rn (h, k) =
1

(n+ 1)!

n+1∑
p=0

(
n+ 1

p

)
hn+1−pkp

∂n+1f

∂xn+1−p∂yp
|f (x0 + θh, y0 + θk)| .

Çà äà äîêàæåì ðàâåíñòâîòî Rn (h, k) = o (rn), å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì
òîâà ðàâåíñòâî çà âñÿêî îò ñúáèðàåìèòå îòäÿñíî. Èìàìå

1

rn

∣∣∣∣∣
(
n+ 1

p

)
hn+1−pkp

∂n+1f

∂xn+1−p∂yp
f (x0 + θh, y0 + θk)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |h| . |h/r|n−p . |k/r|p

∣∣∣∣∣
(
n+ 1

p

)
∂n+1f

∂xn+1−p∂yp
f (x0 + θh, y0 + θk)

∣∣∣∣∣ .
Íåêà C1 å åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ôóíêöèÿòà |f (x0 + θh, y0 + θk)|,

è C =
(
n+1
p

)
.C1. Òîãàâà

∣∣∣∣∣∣
(
n+1
p

)
hn+1−pkp ∂n+1f

∂xn+1−p∂yp
f (x0 + θh, y0 + θk)

rn

∣∣∣∣∣∣ ≤ C |h| ,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.

Íàé-÷åñòî ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñå èçïîëçâà çà ìàëêè ñòîéíîñòè
íà n. Ùå ÿ íàïèøåì ïðè n = 1 è n = 2. Ïðè n = 1 ïîëó÷àâàìå
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f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0)+h
∂f

∂x
(x0, y0)+k

∂f

∂y
(x0, y0)+o

(√
h2 + k2

)
,

êîåòî ñúâïàäà ñ äîêàçàíàòà â �4 ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî.
Ïðè n = 2 èìàìå ôîðìóëàòà

f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0) +

(
h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

)
+

+
1

2

(
h2 ∂

2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2 ∂

2f

∂y2

)
(x0, y0) + o

((√
h2 + k2

)2
)
,

êîÿòî ùå èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê.

Ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà
ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè çâó÷è ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî è çà ôóí-
êöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà:

Äåôèíèöèÿ.Íåêà ôóíêöèÿòà f (x, y) å äåôèíèðàíà â îáëàñò-
òà D ⊂ R2. Òî÷êàòà P0 = (x0, y0) ∈ D ñå íàðè÷à òî÷êà íà
ëîêàëåí ìàêñèìóì çà f (x, y), àêî

à/ P0 å âúòðåøíà çà D (ò.å. ñúäúðæà ñå â D çàåäíî ñ íÿêàêâà
ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò, è

á/ ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å f(P ) ≤ f (P0) çà âñÿêî P ∈ D, çà
êîåòî ρ (P, P0) < ε.

Ñ äðóãè äóìè, ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà P0 å íàé-ãîëÿìà
â ñðàâíåíèå ñúñ ñúñåäíèòå òî÷êè.

Òðÿáâà äà ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó ïîíÿòèÿòà ëîêàëåí è ãëîáàëåí
ìàêñèìóì - â ïîñëåäíèÿ ñå èñêà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà äà å ïî-ãîëÿìà
îò ñòîéíîñòèòå âúâ âñè÷êè òî÷êè íà D. Äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å èçêà÷âàìå
ïëàíèíàòà è ñìå äîñòèãíàëè âðúõ. Òîçè âðúõ ìîæå äà íå å íàé-âèñîêèÿò
(ìàêñèìóìúò íå å ãëîáàëåí), íî âñè÷êè ñúñåäíè òî÷êè ñå íàìèðàò ïî-
íèñêî, ò.å. íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Àêî â á/ âìåñòî f(P ) ≤ f (P0) ïèøåì f(P ) ≥ f (P0), ïîëó÷àâàìå
îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí ìèíèìóì.
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Íàêðàÿ, ïîä òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì ùå ðàçáèðàìå òî÷êà, êî-
ÿòî å èëè ëîêàëåí ìèíèìóì, èëè ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ùå íàïîìíèì ðåçóëòàòèòå â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (âèæ ÷àñò I, �2.9):
Íåêà òî÷êàòà x0 å âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë íà ôóíêöè-
ÿòà f(x). Çà äà áúäå x0 òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, èìàìå ñëåäíèòå
óñëîâèÿ:

� íåîáõîäèìî óñëîâèå: àêî x0 å ëîêàëåí åêñòðåìóì, òî f ′ (x0) = 0
(òåîðåìà íà Ôåðìà).

� äîñòàòú÷íî óñëîâèå: àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) > 0, òî x0 å ëîêàëåí
ìèíèìóì; àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) < 0, òî x0 å ëîêàëåí ìàêñèìóì.
(äîêàçâà ñå ÷ðåç ðàçâèòèå ïî Òåéëîð îò ðåä 2 íà f(x) îêîëî òî÷êàòà x0.)

Åëåìåíòàðíè ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å íèòî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå å
äîñòàòú÷íî, íèòî äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå å íåîáõîäèìî.

Çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè ñèòóàöèÿòà å àíàëîãè÷íà. Ùå
èçëîæèì íåîáõîäèìîòî óñëîâèå:

Òåîðåìà 1. (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì).
Íåêà òî÷êàòà (x0, y0) å ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöèÿòà f (x, y). Àêî
â (x0, y0) òàçè ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, òî âñè÷êè òå
ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å.

∂f

∂x1

(x0, y0) =
∂f

∂xn
(x0, y0) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà çà îïðåäåëåíîñò (x0, y0) å òî÷êà íà ëîêà-
ëåí ìàêñèìóì. Ùå èçïîëçâàìå ñúîòâåòíèòå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè íà åäíà
ïðîìåíëèâà. Ïî-ïîäðîáíî, äà îçíà÷èì ÷ðåç

ϕi(x) = f (x, y0)

ôóíêöèÿòà íà åäíî ïðîìåíëèâî x, ïîëó÷åíà ÷ðåç ôèêñèðàíå y = y0.
Î÷åâèäíî ϕi(x) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è ïðèòåæàâà
ëîêàëåí ìàêñèìóì â òàçè òî÷êà (äîêàæåòå!). Òîãàâà ñïîðåä ñïîìåíà-
òàòà ìàëêî ïî-ãîðå òåîðåìà íà Ôåðìà (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí
åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà) èìàìå

∂f

∂x
(x0, y0) = ϕ′ (x0) = 0.
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Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà ðàçãëåäàìå è ÷àñòè÷íàòà ôóíêöèÿ ψ(y) =
f (x0, y). Òÿ î÷åâèäíî èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì ïðè y = y0, îòêúäåòî ïî
ñúùèÿ íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å ∂f

∂y
(x0, y0) = ψ′ (y0) = 0.

Óäîáíî å äà âúâåäåì ñëåäíîòî ïîíÿòèå:

Äåôèíèöèÿ. Òî÷êà, âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, â êî-
ÿòî âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f ñå àíóëèðàò, íàðè÷àìå
êðèòè÷íà òî÷êà çà äàäåíàòà ôóíêöèÿ.

Îò ãîðíàòà òåîðåìà âåäíàãà ñëåäâà åäíî ïîëåçíî íàáëþäåíèå:

Ñëåäñòâèå 2. Àêî f(x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà íåïðåêúñíàòà ôóí-
êöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ R2, òî íåéíà-
òà íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò ñå äîñòèãàò èëè âúðõó êîíòóðà
íà D, èëè â íÿêîÿ îò êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñïîðåä âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåðù-
ðàñ ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå äîñòèãàò â íÿêîè
òî÷êè íà D, êîèòî ìîãàò äà áúäàò âúòðåøíè èëè êîíòóðíè. Àêî ãëî-
áàëíèÿò ìàêñèìóì ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà íà D, òî òàçè òî÷êà
å ñúùî è ëîêàëåí ìàêñèìóì è ñëåäîâàòåëíî å êðèòè÷íà òî÷êà. Ðàçáèðà
ñå, ñúùîòî å âÿðíî è çà ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì.

Çà íàìèðàíå íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ùå èçñëåäâàìå ÷ëåíà îò ðàç-
âèòèåòî ïî Òåéëîð, ñúäúðæàù âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà. Êàê-
òî ùå âèäèì, òîçè ÷ëåí ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòè÷íà ôóíêöèÿ íà êîîðäè-
íàòèòå h, k íà íàðàñòâàíåòî.

Ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ïîíÿòèÿ îò ëèíåéíàòà àëãåáðà, çàñÿãàùè
òàêèâà ôóíêöèè (íàðè÷àíè îáèêíîâåíî êâàäðàòè÷íè ôîðìè). Íåêà
A (h, k) å êâàäðàòè÷íà ôîðìà â R2, äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëàòà

A (h, k) = Ah2 + 2Bhk + Ck2.

Äåôèíèöèÿ. Êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà A ñå íàðè÷à
� ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà),

àêî çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð (h, k) ∈ R2, (h, k) 6= ~0, èìàìå A (h, k) > 0
(ñúîòâ. A (h, k) < 0).

� çíàêîïðîìåíëèâà, àêî ñúùåñòâóâàò âåêòîðè (h1, k1) , (h2, k2) ∈
R2, òàêà ÷å A (h1, k1) > 0, A (h2, k2) < 0.
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Ïðèìåðè. Â ïðîñòðàíñòâîòî R2 ñ êîîðäèíàòè x, y ìîæåì äà ðàç-
ãëåäàìå êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè, çàäàäåíè ñ ôîðìóëèòå*:

• x2 + y2 � ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà,

• −x2 − y2 � îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà,

• x2 − y2 � çíàêîïðîìåíëèâà.

Êðèòåðèé çà îïðåäåëåíîñò íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Íåêà

A (h, k) = Ah2 + 2Bhk + Ck2

å íàïèñàíàòà ïî-ãîðå êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñ êîåôèöèåíòè A, B, C, è
íåêà

D = B2 − AC

å íåéíàòà äèñêðèìèíàíòà. Òîãàâà:
1/ Àêî D < 0 è A > 0, òî ôîðìàòà A (h, k) å ïîëîæèòåëíî

îïðåäåëåíà.
2/ Àêî D < 0 è A < 0 òî ôîðìàòà A (h, k) å îòðèöàòåëíî îïðå-

äåëåíà.
3/ Àêî D > 0, òî ôîðìàòà A (h, k) å çíàêîïðîìåíëèâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà ïîçíàòîòî îò
ó÷èëèùå ïðåîáðàçóâàíå íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí � ò.íàð. îòäåëÿíå íà
ïúëåí êâàäðàò. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å A 6= 0. Èìàìå

Ah2 + 2Bhk + Ck2 = A
(
h2 + 2

B

A
hk +

C

A
k2
)

=

= A

((
h+

B

A
k
)2

+
AC −B2

A2
k2

)
.

Íåêà D > 0. Òîãàâà ïðè (h, k) 6= (0, 0) èçðàçúò â ñêîáèòå å ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëåí, è ñëåäîâàòåëíî A(h, k) èìà çíàêà íà A. Òîâà äîêàçâà 1/ è
2/.

*Â àëãåáðàòà ñå äîêàçâà, ÷å âñÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âR2
ñå ïðèâåæäà êúì åäíà

îò èçáðîåíèòå ÷ðåç ëèíåéíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.
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Íåêà ñåãà D = B2 − AC > 0. Òîãàâà çà äâîéêè (h, k), çà êîèòî
h = −B

A
k, èçðàçúò â ñêîáèòå å îòðèöàòåëåí, à çà äâîéêè îò âèäà (h, 0) �

ïîëîæèòåëåí.

Óñëîâèåòî A 6= 0 íå íàìàëÿâà îáùíîñòòà; íàèñòèíà, àêî A = 0,
íî C 6= 0, ïðè ïðåîáðàçîâàíèåòî ìîæåì äà äåëèì íà C âìåñòî íà A, è
ðåçóëòàòúò å ñúùèÿò. Íàêðàÿ, àêî A = C = 0, òî A (h, k) = 2Bhk. Çà
òàêàâà ôîðìà äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å å íàëèöå ñëó÷àÿò 3/, ò.å. òÿ å
çíàêîïðîìåíëèâà (äîêàæåòå!).

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà åêñòðåìóì.

Òåîðåìà 3. (äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.)
Íåêà f (x, y) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà
òî÷êàòà (x0, y0). Íåêà îñâåí òîâà (x0, y0) å êðèòè÷íà òî÷êà, ò.å.

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) .

Äà îçíà÷èì

A =
∂2f

∂x2
(x0, y0) , B =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) , C =

∂2f

∂y2
(x0, y0)

Òîãàâà
1/ Àêî B2 < AC è A > 0, òî òî÷êàòà (x0, y0) å ñòðîã ëîêàëåí

ìèíèìóì çà ôóíêöèÿòà f .
2/ Àêî B2 < AC è A < 0, òî òî÷êàòà (x0, y0) å ñòðîã ëîêàëåí

ìàêñèìóì çà ôóíêöèÿòà f .
3/ Àêî B2 < AC, òî òî÷êàòà (x0, y0) íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñ-

òðåìóì çà f .

Äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå.Ùå èçïîëçâàìå ðàç-
âèòèåòî íà ôóíêöèÿòà â ðåä íà Òåéëîð äî ÷ëåíîâå îò âòîðà ñòåïåí âêëþ-
÷èòåëíî. Íåêà f(x, y) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ è (x0, y0) å íåéíà
êðèòè÷íà òî÷êà, ò.å. f ′x (x0, y0) = f ′y (x0, y0) = 0. Äà äàäåì íà x è íà y
íàðàñòâàíèÿ ñúîòâåòíî h è k. Ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

∆f(h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =
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=
1

2

(
h2f ′′xx (x0, y0) + 2hkf ′′xy (x0, y0) + k2f ′′yy (x0, y0)

)
+ r(h, k)

=
1

2
A(h, k) + r(h, k),

òúé êàòî ïî ïðåäïîëîæåíèå ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà ñå àíó-
ëèðàò. Îñòàòúêúò

r(h, k) = o

((√
x2 + y2

)2
)

å ìàëúê ïî ïîðÿäúê, è ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè h è k çíàêúò íà ðàçëèêàòà
îòëÿâî ñúâïàäà ñúñ çíàêà íà ïúðâîòî ñúáèðàåìî îòäÿñíî (êîåòî å êâàä-
ðàòè÷íà ôîðìà íà h è k, êîÿòî ñìå îçíà÷èëè ñ A(h, k)). Äà îçíà÷èì,
êàêòî ïî-ãîðå, f ′′xx (x0, y0) = A, f ′′xy (x0, y0) = B, f ′′yy (x0, y0) = C.

Ñïîðåä äîêàçàíèÿ ïî-ãîðå êðèòåðèé çà îïðåäåëåíîñò íà êâàäðà-
òè÷íàòà ôîðìà A(h, k) ïîëó÷àâàìå:

� ïðè B2 < AC è A > 0 èìàìå âèíàãè ∆f(h, k) > 0, ò.å. (x0, y0) å
òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì;

� ïðè B2 < AC è A < 0 èìàìå âèíàãè ∆f(h, k) < 0, ò.å. (x0, y0) å
òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì;

� è íàé-ñåòíå, ïðè B2 > AC ïðè íÿêîè ñòîéíîñòè íà h è k ùå
èìàìå ∆f(h, k) < 0, à ïðè äðóãè � ∆f(h, k) > 0; ñëåäîâàòåëíî â òîçè
ñëó÷àé (x0, y0) íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Çàáåëåæêà. Íèùî íå ìîæå äà ñå òâúðäè â ñëó÷àèòå, êîãàòî
B2−AC = 0: òîçè ñëó÷àé ìîæå äà èìà èëè äà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.
Òàêà, àêî ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå

f(x, y) = x2 + y4 è g(x, y) = x2 − y4

â R2, òî â êðèòè÷íàòà òî÷êà (0, 0) èìàìå

Af (h, k) = Ag(h, k) = h2,

íî ïúðâàòà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà, à âòî-
ðàòà � íå.

Â ÷àñòíîñò, îòòóê ñå âèæäà, ÷å äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå îò òåîðåìàòà
íå å íåîáõîäèìî.
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Ãëîáàëíè åêñòðåìóìè. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè å âàæíî äà íàìåðèì
íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà äàäåíà ôóíêöèÿ âúðõó öÿëî-
òî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, ò.å. ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì è ìàêñèìóì íà
ôóíêöèÿòà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâîD íà ôóí-
êöèÿòà f(x) å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rn. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà íà Âàéåð-
ùðàñ f(x) äîñòèãà íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò â ïîäõîäÿùè
òî÷êè íà D. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà àëòåðíàòèâà (âèæ ñëåäñòâèå
2): ãëîáàëíèÿò ìàêñèìóì ìîæå äà ñå äîñòèãíå âúâ âúòðåøíà èëè êîí-
òóðíà òî÷êà íà D. Àêî ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà, òî
òîé å è ëîêàëåí, è íèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ðàçâèòàòà ïî-ãîðå òåîðèÿ.
Ðàçáèðà ñå, âñè÷êî êàçàíî òóê ñå îòíàñÿ è çà ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì.

Íèå îáà÷å âñå îùå íå ðàçïîëàãàìå ñúñ ñðåäñòâà çà îòêðèâàíå íà
åêñòðåìóìèòå âúðõó êîíòóðà bD íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Çà ñëó÷àÿ
íà ãëàäúê êîíòóð òîâà ùå áúäå íàïðàâåíî â �9.

Â íÿêîè ñëó÷àè ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðîâåäåíè
è çà íåêîìïàêòíè îáëàñòè � âèæ íàïð. çàäà÷è 2 è 3.

Ïðèëîæåíèå: Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Â òîçè ïóíêò
ùå äàäåì åäíî ïðîñòî ïðèëîæåíèå íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí
åêñòðåìóì, êîåòî îáà÷å íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå â åñòåñòâåíèòå íà-
óêè. Íåêà x, y, z ñà íÿêàêâè âåëè÷èíè, è íèå èñêàìå äà ïîêàæåì, ÷å
ìåæäó òÿõ ñúùåñòâóâà ëèíåéíà çàâèñèìîñò îò âèäà

z = ax+ by + c.

Ïðîáëåìúò å äà ñå íàìåðÿò êîåôèöèåíòèòå a, b è c.

Ðàçáèðà ñå, òÿõíîòî îïðåäåëÿíå òðÿáâà äà ñå áàçèðà íà íàïðàâåíè-
òå èçìåðâàíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å ïðîâåäåíà ñåðèÿ îò n åêñïåðèìåí-
òà, â ðåçóëòàò íà êîèòî ñà èçìåðåíè âåëè÷èíèòå x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn.
Òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò òàêèâà ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå, òàêà ÷å åê-
ñïåðèìåíòàëíî èçìåðåíèòå ñòîéíîñòè zk íàé-ìàëêî äà ñå ðàçëè÷àâàò îò
òåîðåòè÷íî íàìåðåíèòå ïî ôîðìóëàòà zk = axk + byk + c. Ìåòîäúò íà
íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî: äà ñå ìèíèìèçèðà ñóìàòà
îò êâàäðàòèòå íà îòêëîíåíèÿòà. Ïî-òî÷íî, àêî îçíà÷èì

F (a, b, c) =
n∑
k=1

((axk + byk + c)− zk)2 ,
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òðÿáâà äà îïðåäåëèì êúäå òàçè ôóíêöèÿ äîñòèãà ìèíèìàëíàòà ñè ñòîé-
íîñò. Çà êðèòè÷íèòå òî÷êè íà òàçè ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà:

F ′a = 2
n∑
k=1

xk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′b = 2
n∑
k=1

yk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′c = 2
n∑
k=1

((axk + byk + c)− zk) = 0.

Äà âúâåäåì íîâè îçíà÷åíèÿ: Íåêà îçíà÷èì ñ ~x, ~y, ~z n-ìåðíèòå âåê-
òîðè ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn), ~z = (z1, . . . , zn), è íåêà ~1 äà îç-
íà÷àâà n-ìåðíèÿ âåêòîð, ñúñòàâåí ñàìî îò åäèíèöè. Òîãàâà F (a, b, c) ñå
íàïèñâà êàòî

F (a, b, c) =
∣∣∣∣∣∣~z − a.~x− b.~y − c.~1∣∣∣∣∣∣2 .

Óðàâíåíèÿòà íà êðèòè÷íà òî÷êà, ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå, ñà ëèíåé-
íè îòíîñíî a, b è c è èìàò âèäà:

a 〈~x, ~x〉+ b 〈~x, ~y〉+ c
〈
~x,~1

〉
= 〈~x, ~z〉 ,

a 〈~y, ~x〉+ b 〈~y, ~y〉+ c
〈
~y,~1

〉
= 〈~y, ~z〉 ,

a
〈
~1, ~x

〉
+ b

〈
~1, ~y

〉
+ c

〈
~1,~1

〉
=
〈
~1, ~z

〉
.

Â ëèíåéíàòà àëãåáðà ñå äîêàçâà, ÷å àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà ëèíåé-
íî íåçàâèñèìè*, òî äåòåðìèíàíòàòà, ñúñòàâåíà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä
íåèçâåñòíèòå, å ðàçëè÷íà îò íóëà (ò.íàð. äåòåðìèíàíòà íà Ãðàì). Ñëå-
äîâàòåëíî ñèñòåìàòà ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà a, b è c. Òúé
êàòî çà ôóíêöèÿòà F (a, b, c) å èçïúëíåíî

lim
||(a,b,c)||→∞

F (a, b, c) = +∞,

òî òàêà íàìåðåíàòà åäèíñòâåíà êðèòè÷íà òî÷êà å ëîêàëåí è ãëîáàëåí
ìèíèìóì íà ôóíêöèÿòà (âèæ çàä. 2).

*Àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, òîâà îçíà÷àâà, ÷å åäíà îò âåëè÷è-
íèòå x, y ñå èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç äðóãàòà è å èçëèøíà â äàäåíèÿ ìîäåë.



80 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Óïðàæíåíèÿ

1. Íåêà â R2 å çàäàäåíà ôóíêöèÿòà f(x, y) = (y − x2) (y − 3x2).
Äîêàæåòå, ÷å:

à/ f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (0, 0). (Óïúòâàíå: ðàç-
ãëåäàéòå òî÷êèòå îò âèäà (0, y) è (x, 2x2)).

á/ Îãðàíè÷åíèåòî íà ôóíêöèÿòà âúðõó ïðîèçâîëíà ïðàâà ïðåç òî÷-
êàòà (0, 0) ïðèòåæàâà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà.

2. Íåêà f(x), x ∈ Rn, å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å
lim||x||→∞ f(x) = +∞. Äîêàæåòå, ÷å ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå
äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà.

3. Íåêà f(x) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà íà ïðåäíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(x) ïðèòåæàâà ñàìî
åäíà êðèòè÷íà òî÷êà, òî â íåÿ ñå äîñòèãà ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè ñ
îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ. Íàïèøåòå è ÷àñòíèÿ ñëó÷àé,
âêëþ÷âàù ïðîèçâîäíè äî ðåä 3 âêëþ÷èòåëíî.

2. Äàéòå äåôèíèöèÿòà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðî-
ìåíëèâè.

3. Ôîðìóëèðàéòå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì (âêëþ÷-
âàùî ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà). Äîñòàòú÷íî ëè å òîâà óñëî-
âèå?

4. Êàêâî å êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà äâå ïðîìåíëèâè? Êàêâî îçíà÷àâà
òàêàâà ôîðìà äà å ïîëîæèòåëíî, èëè îòðèöàòåëíî, îïðåäåëåíà?

5. Ôîðìóëèðàéòå êðèòåðèÿ çà ïîëîæèòåëíà èëè îòðèöàòåëíà îïðåäåëå-
íîñò íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà.

6. Ôîðìóëèðàéòå äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì, âêëþ÷-
âàùî âòîðèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà.

7. Îïèøåòå ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.
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1.8 Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ

Ïúðâàòà òåîðåìà, ðàçãëåæäàíà â òîçè ïàðàãðàô, ñå îòíàñÿ äî ðåøà-
âàíå íà óðàâíåíèÿ îò âèäà F (x, y) = 0 ñïðÿìî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå,
íàïðèìåð y. Äðóãàòà ïðîìåíëèâà - x - ñå ðàçãëåæäà êàòî ïàðàìåòúð, è
î÷åâèäíî ðåøåíèåòî òðÿáâà äà çàâèñè îò íåÿ. Äà çàïèøåì òîâà ðåøåíèå
âúâ âèäà y = f(x). Çà äà ïðîâåðèì äàëè òàêà äåôèíèðàíîòî y å ðåøåíèå
íà òúðñåíîòî óðàâíåíèå, òðÿáâà äà ãî çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî. Ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî

F (x, f(x)) ≡ 0.

Äåôèíèöèÿ. Àêî ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâåíî
ãîðíîòî ðàâåíñòâî çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò, ùå êàç-
âàìå, ÷å òÿ å íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêè òîâà ìîæå äà ñå êàæå òàêà: ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â
ðàâíèíàòà, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî F (x, y) = 0,
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Ïî-äîëó íèå ðàçãëåæäàìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâå-
íîñò íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Ðàçáèðà ñå, íèå ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò íåÿâ-
íè ôóíêöèè ñ õóáàâè ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñò äèôåðåíöèðóåìè. Àêî f(x) å
òàêàâà ôóíêöèÿ, òî, äèôåðåíöèðàéêè ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïî x è èçïîë-
çâàéêè òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå

F ′x (x, f(x)) + f ′(x)F ′y (x, f(x)) ≡ 0,

îòêúäåòî

f ′(x) = −F
′
x (x, f(x))

F ′y (x, f(x))
.

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å å åñòåñòâåíî äà íàëîæèì íà ôóíêöèÿòà F óñëîâèåòî
F ′y(x, y) 6= 0.

Ùå ðàçãëåäàìå åäèí ïðîñò ïðèìåð. Äà âçåìåì óðàâíåíèåòî

F (x, y) = x2 + y2 −R2 = 0,

îïðåäåëÿùî îêðúæíîñò ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R â ðàâíèíàòà
R2. ßñíî å, ÷å çà äà èìà óðàâíåíèåòî ðåøåíèå, òðÿáâà x ∈ [−R,R]. Â
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êðàéíèòå òî÷êè x = ±R ñå íàðóøàâà óñëîâèåòî F ′y(x, y) 6= 0. Ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å â òåçè òî÷êè îêðúæíîñòòà íå ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî
ãðàôèêà íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ (òàíãåíòàòà �è ñòàâà âåðòèêàëíà).

Çà âñÿêî x îò îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (−R,R) òîâà óðàâíåíèå èìà
òî÷íî äâå ðåøåíèÿ îòíîñíî y:

y = ±
√
R2 − x2.

Àêî ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå
ñàìî äâå íåÿâíè ôóíêöèè: y =

√
R2 − x2 è y = −

√
R2 − x2, ò.å. îòíîâî

íÿìà åäíîçíà÷íîñò. Çà äà ñå èçáåãíå íååäíîçíà÷íîñòòà, íåùàòà òðÿáâà
äà ñå ðàçãëåæäàò ëîêàëíî � äà ñå ôèêñèðà åäíî ðåøåíèå â äàäåíà òî÷êà
(òÿ ìîæå äà ëåæè âúðõó ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò), è äà
ñå ðàçãëåäà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ, âçåìàùà ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò
â òàçè òî÷êà. Òîãàâà, â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ðåøåíèå â íà÷àëíàòà
òî÷êà, ùå ïîëó÷èì óðàâíåíèåòî íà ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò.

Ñåãà âå÷å ñìå ïîäãîòâåíè äà äàäåì òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òå-
îðåìàòà:

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé íà åä-
íî óðàâíåíèå). Íåêà F (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ â R2. Íåêà
(x0, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöèîííîòî �è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà

F (x0, y0) = 0 , F ′y (x0, y0) 6= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x), äå-
ôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â äîñòàòú÷íî ìàëúê èíòåðâàë îò âèäà
(x0 − δ, x0 + δ), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x, f(x)) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) (îñíîâíî ñâîéñò-

âî).

Ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà, êàòî

f ′ (x) = −F
′
x (x, f(x))

F ′y (x, f(x))
.

Çàáåëåæêà.Ôóíêöèÿòà f(x), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/,
å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0. Ìîæå äà ñå
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êàæå, ÷å y = f(x) å ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå, çàâèñåùî îò ïàðàìåòú-
ðà x. Óñëîâèåòî 2/ îçíà÷àâà òî÷íî òîâà � ÷å ðåøåíèåòî óäîâëåòâîðÿâà
ñúîòâåòíîòî óðàâíåíèå. Óñëîâèåòî 1/ ñå äîáàâÿ, çà äà ñå ïîëó÷è åäèíñ-
òâåíîñò.

Óñëîâèåòî F ′y (x0, y0) 6= 0, å ñúùåñòâåíî çà òåîðåìàòà: òîâà ëè÷è è
îò ôîðìóëàòà çà f ′ (x), â êîÿòî F ′y å â çíàìåíàòåëÿ.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Çà îï-
ðåäåëåíîñò ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å F ′y (x0, y0) > 0. Òîãàâà íåðàâåíñ-

òâîòî F ′y (x, y) > 0 å âÿðíî è â íÿêàêâà îêîëíîñò U íà (x0, y0) â R2.
Äà ðàçãëåäàìå F (x0, y) êàòî ôóíêöèÿ íà y; îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å

òÿ å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà y0. Òúé êàòî
F (x0, y0) = 0, òî ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà ε > 0 ùå èìàìå

F (x0, y) > 0 ïðè y ∈ (y0, y0 + ε] , è F (x0, y) < 0 ïðè y ∈ [y0 − ε, y0) .

Äà ïðåêàðàìå ïðåç òî÷êèòå (x0, y0 − ε) è (x0, y0 + ε) õîðèçîíòàëíè îò-
ñå÷êè: òîãàâà çíàêúò íà F (x, y) ñå çàïàçâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òåçè
òî÷êè (âèæ ÷åðòåæà, íà êîéòî ñà îçíà÷åíè çíàöèòå íà F (x, y) â ñúîò-
âåòíèòå òî÷êè).

Òîãàâà ìîæåì äà èçáåðåì (äîñòàòú÷íî ìàëêî) δ > 0, òàêà ÷å çíàêúò
íà F (x, y) äà ñå çàïàçâà è âúðõó ãîðíàòà è äîëíàòà îñíîâà íà ïîëó÷åíèÿ
ïðàâîúãúëíèê.

Ñ äðóãè äóìè, çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) èìàìå F (x, y0 − ε) < 0,
F (x, y0 + ε) > 0.

Îñâåí òîâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å íàâñÿêúäå âúâ âúïðîñíèÿ ïðàâî-
úãúëíèê ∆ = [x0 − δ, x0 + δ]×[y0 − ε, y0 + ε] ïðîäúëæàâà äà å èçïúëíåíî
èçèñêâàíåòî F ′y > 0.

Äà ôèêñèðàìå x1 ∈ (x0 − δ, x0 + δ); òîãàâà ôóíêöèÿòà F (x1, y) å
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [y0 − ε, y0 + ε], âçåìà îòðèöàòåë-
íà ñòîéíîñò â ëåâèÿ ìó êðàé è ïîëîæèòåëíà � â äåñíèÿ. Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y1 ∈ (y0 − ε, y0 + ε) òàêîâà, ÷å F (x1, y1) = 0.
Ïîëàãàéêè f (x1) = y1, ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà
(x0 − δ, x0 + δ) è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/ îò òî÷êà à/.

Ùå îòáåëåæèì åäíî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ: àêî (x, y)
e ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ∆ òàêàâà, ÷å F (x, y) = 0, òî y = f(x).

Ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà íà òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ
f(x). Íàé-íàïðåä ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà â òî÷êàòà x0. Ãîðíàòà
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Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ

êîíñòðóêöèÿ ìîæå äà ñå èçëîæè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî äîñòàòú÷íî
ìàëêî ε > 0 íèå íàìåðèõìå δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, çà êîåòî |x− x0| <
δ, ùå èìàìå |f(x)− f (x0)| < ε; òîâà å òî÷íî äåôèíèöèÿòà íà Êîøè çà
íåïðåêúñíàòîñò. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà è íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(x)
â ïðîèçâîëíà òî÷êà x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Äèôåðåíöèðóåìîñò íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ: Àêî ïðåäâàðèòåëíî íè å
èçâåñòíî, ÷å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ f(x) å äèôåðåíöèðóåìà, òî, êàêòî áåøå
ïîêàçàíî â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà, òî ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ðàâåíñò-
âîòî F (x, f(x)) ≡ 0 èìàìå

F ′x (x, f(x)) + f ′ (x) .F ′y (x, f(x)) ≡ 0,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà ôîðìóëàòà çà f ′ (x).
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Çà äà äîêàæåì äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x), ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà
íàðàñòâàíåòî çà äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ F (x, y). Íåêà x å äîñòàòú÷íî áëèçêî äî
x0, y = f(x), ∆y = y − y0 = f(x)− f (x0). Òîãàâà

∆F = F (x, y)− F (x0, y0) = 0− 0 = 0,

è ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî äàâà

0 = ∆F = F ′
x (x0, y0) ∆x+ F ′

y (x0, y0) ∆y + α (∆x,∆y) ∆x+ β (∆x,∆y) ∆y,

êúäåòî α (∆x,∆y) , β (∆x,∆y)→ 0 ïðè ∆x,∆y → 0. Òîãàâà

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

F ′
x (x0, y0) + α (∆x,∆y)

F ′
y (x0, y0) + β (∆x,∆y)

= −F
′
x (x0, y0)

F ′
y (x0, y0)

.

Îòòóê ñëåäâà äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x) â x0, êàêòî è ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíàòà

è; ðàçáèðà ñå, ñúùàòà ôîðìóëà å âàëèäíà çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Íåêà F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà
ôóíêöèÿ â R2. Äà îçíà÷èì ñ M ìíîæåñòâîòî íà íóëèòå íà F (x, y), ò.å.
îò òî÷êèòå (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî F (x, y) = 0. Ùå ïðåäïîëîæèì,
÷å â íèòî åäíà òî÷êà îò M äâåòå ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè Fx(x, y) è
Fy(x, y) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî. Òîãàâà äîêàçàíàòà ïî-ãîðå òåîðå-
ìà äîïóñêà ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïðè ãîðíîòî óñëîâèå ìíîæåñòâîòî M ëîêàëíî (ò.å.
â íÿêàêâà îêîëíîñò íà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà
íà ãëàäêà ôóíêöèÿ.

Íàèñòèíà, äà ôèêñèðàìå íÿêàêâà òî÷êà (x0, y0) ∈ M . Àêî èìàìå
F ′y (x0, y0) 6= 0, è f(x) å ñúîòâåòíàòà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îò ãîðíîòî äî-
êàçàòåëñòâî ñå âèæäà, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (x0, y0) ðàâåíñòâàòà
F (x, y) = 0 è y = f(x) ñà åêâèâàëåíòíè. Àíàëîãè÷íî, àêî F ′x (x0, y0) 6= 0,
òî îêîëî (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî x = f(y).

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà åäíî óðàâíåíèå è íÿêîë-
êî ïàðàìåòúðà. Â ñëåäâàùèÿ ïî ñëîæíîñò ñëó÷àé, êîéòî ùå ðàçãëå-
äàìå, îòíîâî èìàìå åäíî óðàâíåíèå F (x, y) = 0, êîåòî òðÿáâà äà áúäå
ðåøåíî îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà y, íî â òîçè ñëó÷àé ïàðàìåòúðúò x å âå÷å
âåêòîðíà � n-ìåðíà - ïðîìåíëèâà, ò.å. x = (x1, . . . , xn). Ôîðìóëèðîâêàòà
è äîêàçàòåëñòâîòî â òîçè ñëó÷àé ïî÷òè íàïúëíî ñúâïàäàò ñ äàäåíèòå
ïî-ãîðå, è íèå ñàìî ùå ôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà.
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Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé íà åäíî
óðàâíåíèå è íÿêîëêî ïàðàìåòúðà).Íåêà F (x, y) = F (x1, . . . , xn, y) å
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ â Rn+1. Íåêà (x0, y0) = (x0

1, . . . , x
0
n, y0) å òî÷êà

îò äåôèíèöèîííîòî �è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F
(
x0, y0

)
= 0 , F ′y

(
x0, y0

)
6= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x) =
f (x1, . . . , xn), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â äîñòàòú÷íî ìàëêî êúëáî
B (x0, δ) ⊂ Rn ñ öåíòúð x0 è ðàäèóñ δ, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿ-
òà:

1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)) ≡ 0 çà âñÿêî x = (x1, . . . , xn) ∈

B (x0, δ).

Ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà, êàòî

f ′xi (x) = −
F ′xi (x, f(x))

F ′y (x, f(x))
çà i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà ïîâå÷å óðàâíåíèÿ. Òóê
ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì òåîðåìà, àíàëîãè÷íà íà äàäåíàòà ïî-ãîðå,
çà ñëó÷àÿ íà 2 óðàâíåíèÿ ñ 2 íåèçâåñòíè è 2 ïàðàìåòúðà. Íåêà èìàìå
óðàâíåíèÿòà

F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0,

êúäåòî F è G ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè íà ÷åòèðè ïðîìåíëèâè, è
íåêà íàøàòà öåë å äà ãè ðàçðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå u è v, ò.å. äà
èçðàçèì u è v ÷ðåç ïàðàìåòðèòå x è y. Ïî-òî÷íî, íèå èñêàìå äà íàìåðèì
ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) òàêèâà, ÷å ïðè çàìåñòâàíåòî èì â óðàâíåíèÿòà
äà ïîëó÷èì òúæäåñòâà îòíîñíî x è y:

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,

G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0.
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Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
ñà âå÷å íàìåðåíè, äà ñå îïèòàìå äà ïðåñìåòíåì òåõíèòå ïðîèçâîäíè,
íàïðèìåð, ïî x. Äèôåðåíöèðàéêè ïî x ãîðíèòå òúæäåñòâà, ïîëó÷àâàìå

F ′x + u′xF
′
u + v′xF

′
v ≡ 0,

G′x + u′xG
′
u + v′xG

′
v ≡ 0.

Òåçè ðàâåíñòâà ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñèñòåìà îò ëèíåéíè
óðàâíåíèÿ îòíîñíî íåèçâåñòíèòå u′x, v

′
x. Êàêòî çíàåì îò ëèíåéíàòà àë-

ãåáðà, àêî äåòåðìèíàíòàòà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå íå ñå
àíóëèðà, òå èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå íà Êðà-
ìåð. Ñ äðóãè äóìè, àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å∣∣∣∣∣ F ′u F ′v

G′u G′v

∣∣∣∣∣ =
D(F,G)

D(u, v)
6= 0,

òî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà u(x, y) è v(x, y) îòíîñíî x ùå ñå çàäàâàò ñ
ôîðìóëèòå

u′x = −

∣∣∣∣∣ F ′x F ′v
G′x G′v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ F ′u F ′v
G′u G′v

∣∣∣∣∣
, v′x = −

∣∣∣∣∣ F ′u F ′x
G′u G′x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ F ′u F ′v
G′u G′v

∣∣∣∣∣
.

Àêî ñå îïèòàìå äà íàìåðèì u′y, v
′
y, îòíîâî ùå ñòèãíåì äî óñëîâèåòî

D(F,G)

D(u, v)
6= 0; ÿñíî å, ÷å òîâà óñëîâèå çàìåñòâà óñëîâèåòî F ′y 6= 0, íàëà-

ãàíî â ñëó÷àÿ íà åäíî óðàâíåíèå. Èìàéêè òîâà ïðåäâèä, âå÷å ìîæåì
äà ôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà â ñëó÷àÿ íà 2 óðàâíåíèÿ ñ 2 íåèçâåñòíè è 2
ïàðàìåòúðà:

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ � ñëó÷àé íà 2
óðàâíåíèÿ ñ 2 íåèçâåñòíè.) Íåêà F (x, y, u, v) è G(x, y, u, v) ñà äèôå-
ðåíöèðóåìè ôóíêöèè â R4. Íåêà (x0, y0, u0, v0) å òî÷êà îò äåôèíèöèîí-
íîòî �è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F (x0, y0, u0, v0) = G (x0, y0, u0, v0) = 0

è
D(F,G)

D(u, v)
(x0, y0, u0, v0) 6= 0.
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Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà äâîéêà ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y),
äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà (x0, y0), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

1/ u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0,
è
2/ F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0 è G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0 çà

âñÿêà òî÷êà (x, y) îò äåôèíèöèîííàòà èì îáëàñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèÿòà

F (x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0

îòíîñíî u è v â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0) ïðè óñëîâèå, ÷å

F (x0, y0, u0, v0) = G (x0, y0, u0, v0) = 0 è D(F,G)
D(u,v) 6= 0.

Ùå ñëåäâàìå îáè÷àéíèÿ ìåòîä íà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò äâå óðàâíåíèÿ: ùå
îïðåäåëèì åäíàòà îò íåèçâåñòíèòå âåëè÷èíè îò åäíîòî óðàâíåíèå è ùå ÿ çàìåñòèì
â äðóãîòî, êàòî ïîëó÷èì â ðåçóëòàò åäíî óðàâíåíèå ñ åäíî íåèçâåñòíî.

Äà îòáåëåæèì íàé-íàïðåä, ÷å îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å ïîíå åäíà
îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè F ′

u, F
′
v, G

′
u, G

′
v íå ñå àíóëèðà â òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0); ìîæå äà

ïðåäïîëîæèì, ÷å G′
v (x0, y0, u0, v0) 6= 0. Ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà

çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ (çà åäíî óðàâíåíèå) çà óðàâíåíèåòî

G(x, y, u, v) = 0

è äà ãî ðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà v. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ ϕ(x, y, u) ñúñ ñâîéñò-
âàòà

G(x, y, u, ϕ(x, y, u)) ≡ 0, ϕ (x0, y0, u0) = v0.

×ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ãîðíîòî òúæäåñòâî ïî u ïîëó÷àâàìå

ϕ′
u(x, y, u) = −G

′
u(x, y, u, ϕ(x, y, u))

G′
v(x, y, u, ϕ(x, y, u))

.

Äà çàìåñòèì ïðîìåíëèâàòà v â ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ ϕ(x, y, u); ïîëó÷àâàìå óðàâíå-
íèåòî

F̃ (x, y, u)
def
= F (x, y, u, ϕ(x, y, u)) = 0.

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå

F̃ ′
u = F ′

u + ϕ′
uF

′
v = F ′

u −
G′

u

G′
v

F ′
v =

D(F,G)
D(u,v)

G′
v

,

êîåòî ïî óñëîâèå íå ñå àíóëèðà â òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0). Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðè-

ëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ êúì óðàâíåíèåòî F̃ (x, y, u) = 0. Äà îçíà÷èì
ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ñ u(x, y), è íåêà v(x, y) = ϕ(x, y, u(x, y)). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å
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òàêà ïîñòðîåíàòà äâîéêà ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) óäîâëåòâîðÿâà èñêàíèòå óñëîâèÿ,
ò.å.

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0, G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,

u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0.

Çàáåëåæêà. Ïî àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà
è îáùèÿò âàðèàíò íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ: òîé ñå îòíàñÿ çà
ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà îò n óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè îòíîñíî m ïà-
ðàìåòúðà. (Çàáåëåæåòå, ÷å áðîÿò íà óðàâíåíèÿòà òðÿáâà äà å ðàâåí íà
áðîÿ íà íåèçâåñòíèòå, à áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå å ïðîèçâîëåí.) Îòíîâî â
óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà òðÿáâà äà ñå ïîèñêà ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìè-
íàíòà íà óðàâíåíèÿòà ïî íåèçâåñòíèòå íå ñå àíóëèðà. Äîêàçàòåëñòâîòî
îòíîâî ñå èçâúðøâà ïî ìåòîäà íà çàìåñòâàíåòî, êàòî n-òå óðàâíåíèÿ ñ
n íåèçâåñòíè ñå ñâåæäàò êúì n− 1 óðàâíåíèÿ ñ n− 1 íåèçâåñòíè è ò.í.

Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Åäíî îò âàæíèòå ïðè-
ëîæåíèÿ íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî
èçîáðàæåíèå. Íåêà Φ(u, v) å èçîáðàæåíèå îò R2 â R2, äåôèíèðàíî ñ
ôîðìóëèòå

x = x(u, v), y = y(u, v)

çà (u, v) ∈ D, êúäåòî D å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â R2. Íåêà îñâåí òîâà

D (x, y)

D (u, v)
(u, v) 6= 0 íàâñÿêúäå â D

(òàêîâà èçîáðàæåíèå ùå íàðè÷àíå ðåãóëÿðíî). Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å âñÿ-
êî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå ëîêàëíî (ò.å â ìàëêà îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷-
êà) å îáðàòèìî.

Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Åäíî îò âàæíèòå ïðè-
ëîæåíèÿ íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî
èçîáðàæåíèå. Íåêà Φ(u, v) å èçîáðàæåíèå îò R2 â R2, äåôèíèðàíî ñ
ôîðìóëèòå

x = x(u, v), y = y(u, v)

çà (u, v) ∈ D, êúäåòî D å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â R2. Íåêà îñâåí òîâà

D (x, y)

D (u, v)
(u, v) 6= 0 íàâñÿêúäå â D



90 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

(òàêîâà èçîáðàæåíèå ùå íàðè÷àíå ðåãóëÿðíî). Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å âñÿ-
êî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå ëîêàëíî (ò.å â ìàëêà îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷-
êà) å îáðàòèìî.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå). Íå-
êà Φ(u, v) å èçîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùî ãîðíèòå óñëîâèÿ. Íåêà
(u0, v0) ∈ D. Äà îçíà÷èì x0 = x (u0, v0), y0 = y (u0, v0). Òîãàâà â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ñúùåñòâóâà äèôåðåíöèðóåìî è ðåãóëÿðíî
èçîáðàæåíèå

Ψ(x, y) : u = u(x, y), v = v(x, y),

îáðàòíî íà èçîáðàæåíèåòî Φ(u, v).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà ΓΦ íà èçîáðàæåíèåòî
Φ(u, v), ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè (x, y, u, v) ∈ R4, çà êîèòî x =
x(u, v), y = y(u, v), (u, v) ∈ D. Î÷åâèäíî ìíîæåñòâîòî ΓΦ ìîæå äà ñå
çàäàäå ñ óðàâíåíèÿòà

F (x, y, u, v)
def
= x(u, v)− x = 0, G (x, y, u, v)

def
= y(u, v)− y = 0.

Äà âçåìåì òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0) ∈ ΓΦ. Èìàìå

D (F,G)

D (u, v)
(x0, y0, u0, v0) =

D (x, y)

D (u, v)
(u0, v0) 6= 0

è ñëåäîâàòåëíî îêîëî òàçè òî÷êà ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íå-
ÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñ÷èòàéêè x è y çà ïàðàìåòðè è èçðàçÿâàéêè ÷ðåç òÿõ
íåèçâåñòíèòå u è v. Ñ äðóãè äóìè, â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0)
ñúùåñòâóâàò åäèíñòâåíè ôóíêöèè u(x, y), v(x, y), è îïðåäåëåíî îò òÿõ
èçîáðàæåíèå Ψ(x, y) = (u(x, y), v(x, y)), óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

1/ u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0, è
2/ F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ G (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0.

Ðàâåíñòâàòà 2/ ìîãàò äà ñå íàïèøàò âúâ âèäà

u(x(u, v), y(u, v)) ≡ u, v(x(u, v), y(u, v)) ≡ v,

èëè, äðóãîÿ÷å íàïèñàíî,

Ψ (Φ(u, v)) ≡ (u, v).
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Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èçîáðàæåíèÿòà Ψ(x, y) è Φ(u, v) ñà îáðàòíè åäíî íà
äðóãî.

Íàêðàÿ, ðåãóëÿðíîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî Ψ(x, y) ñëåäâà îò îñíîâ-
íîòî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè. Íàèñòèíà, îò îñíîâ-
íîòî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè ñëåäâà, ÷å

D (x, y)

D (u, v)
.
D (u, v)

D (x, y)
= 1,

è ñëåäîâàòåëíî
D (u, v)

D (x, y)
6= 0.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Íàïèøåòå äåôèíèöèÿòà íà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíå-
íèåòî F (x, y) = 0 (óñëîâèÿ 1/ è 2/ îò òåîðåìà 1).

2. Äîêàæåòå òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ â ñëó÷àÿ íà åäíî óðàâíå-
íèå, èçïîëçâàéêè äàäåíèÿ ÷åðòåæ.

3. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà íåÿâíà ôóíêöèÿ. Èç÷èñëåòå
ïî òàçè ôîðìóëà ïðîèçâîäíàòà íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò
óðàâíåíèåòî x2 +y2 = 1, è ïðîâåðåòå äàëè ñå ïîëó÷àâà ñúùèÿò ðåçóëòàò,
êàêòî ïðè äèôåðåíöèðàíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) = ±

√
1− x2.

4. Íàïèøåòå ñâîéñòâàòà íà äâîéêàòà íåÿâíè ôóíêöèè, îïðåäåëåíè îò
äâå óðàâíåíèÿ ñ äâå íåèçâåñòíè è äâà ïàðàìåòúðà. Îïèøåòå ïðîöåäó-
ðàòà, ïî êîÿòî ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè ïðîèçâîäíèòå íà íåÿâíèòå
ôóíêöèè â òîçè ñëó÷àé.

5. Ôîðìóëèðàéòå òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå çà èçîáðàæåíèÿ
íà R2 â R2. Äîêàæåòå, ÷å ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà îêîëî âñÿêà òî÷êà íà ðàâíèíàòà,
îñâåí íà÷àëîòî.
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1.9 Óñëîâíè ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Ìíîæè-

òåëè íà Ëàãðàíæ

Â çàäà÷àòà çà òúðñåíå íà ìàêñèìàëíà è ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà ôóí-
êöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè â îáëàñò D ⊂ Rn, ðàçãëåäàíà â �6, îñòàíà
îòêðèò ñëåäíèÿò ïðîáëåì: äà ñå íàìåðÿò åêñòðåìàëíèòå ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿòà âúðõó ãðàíèöàòà bD íà îáëàñòòà D. Àêî íàïðèìåð D å êúë-
áî, òî âúçíèêâà âúïðîñúò çà òúðñåíå íà åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà
âúðõó îãðàíè÷àâàùàòà ãî ñôåðà. Íà òàêèâà çàäà÷ú å ïîñâåòåí íàñòîÿ-
ùèÿò ïàðàãðàô.

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn è f(x) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó M (ùå ÿ íàðè÷àìå öåëåâà ôóíêöèÿ).

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà P0 ∈ M å òî÷êà íà óñëîâåí
ëîêàëåí ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿòà f(P ) âúðõó ìíîæåñòâîòî M , àêî
ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å çà çà âñÿêà òî÷êà P ∈ M , çà êîÿòî
ρ (P, P0) < ε, äà èìàìå

f(P ) ≤ f (P0) .

Êàçâàìå, ÷å P0 ∈M å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí ìèíèìóì íà f(P )
âúðõó M , àêî çà âñÿêà òàêàâà òî÷êà P èìàìå f(P ) ≥ f (P0).

Íàé-ñåòíå, êàçâàìå, ÷å P0 å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.,
àêî å èçïúëíåíî íÿêîå îò ãîðíèòå óñëîâèÿ.

Êàêòî ñå âèæäà, òîâà îïðåäåëåíèå ñå ðàçëè÷àâà îò äàäåíîòî â �5
îïðåäåëåíèå íà (áåçóñëîâåí) ëîêàëåí ìàêñèìóì ïî òîâà, ÷å ñå ðàçãëåæ-
äàò ñàìî ñòîéíîñòèòå íà f(P ) âúðõó ìíîæåñòâîòî M .

Êàòî ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìå åäíà åëåìåíòàðíà ãåîìåòðè÷íà çàäà-
÷à: èçìåæäó âñè÷êè ïðàâîúãúëíèöè ñ äàäåí ïåðèìåòúð äà ñå íàìåðè
òîçè ñ ìàêñèìàëíî ëèöå. Àêî îçíà÷èì ñ x è y ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúë-
íèêà, ñòèãàìå äî ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà:

Àêî ìíîæåñòâîòî M ⊂ R2 å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈
R2, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà x > 0, y > 0, x + y = p, äà ñå íàìåðè
ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò âúðõó M íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy.

Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ñå ðåøàâà åëåìåíòàðíî, êàòî ñå èçðàçè y ÷ðåç
x è ñëåä òîâà ñå íàìåðè ìàêñèìóìúò íà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà. Íèå îáà÷å èçïîëçâàìå çàäà÷àòà çà èëþñòðèðàíå íà ðàçâè-
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òèòå ïî-äîëó ìåòîäè.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ � ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå â R2.
Â òàçè òî÷êà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòîM å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
òî÷êè (x, y) ∈ R2, çà êîèòî F (x, y) = 0. Òóê F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà
ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà â îáëàñò â R2 è óäîâëåòâîðÿâà-
ùà óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò

−−→
gradF (x, y) 6= ~0,

ò.å. ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà F (x, y) íèêúäå íå ñå àíóëèðàò åä-
íîâðåìåííî. Íàëèöå å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí
åêñòðåìóì:

Òåîðåìà 1. Íåêà M å ìíîæåñòâîòî, çàäàäåíî ñ óñëîâèåòî
F (x, y) = 0, è íåêà ôóíêöèÿòà f (x, y) äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñò-
ðåìóì âúðõóM â òî÷êàòà (x0, y0) ∈M . Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
λ òàêàâà, ÷å −−→

grad f (x0, y0) = λ
−−→
gradF (x0, y0) .

Êîíñòàíòàòà λ ñå íàðè÷à ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ, ñúîòâåòñòâàù íà
äàäåíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à.

Ïðåäè äîêàçàòåëñòâîòî ùå äàäåì ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà
òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà. Äà ñè ñïîìíèì Òåîðåìà 2 îò �5, ÷èåòî äîêà-
çàòåëñòâî äàäîõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å ãðàäèåíòúò
íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî
íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç ñúùàòà òî÷êà. Ñïîðåä Òåîðåìà 1, âåê-
òîðèòå

−−→
grad f (x0, y0) è

−−→
gradF (x0, y0) ñà êîëèíåàðíè; òîâà îçíà÷àâà, ÷å

ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèèòå f(x, y) è F (x, y), ìèíàâàùè ïðåç òî÷êà-
òà (x0, y0), èìàò îáùà òàíãåíòà, ò.å. ñå äîïèðàò ïîìåæäó ñè. Î÷åâèäíî
ëèíèÿòà íà íèâî íà F (x, y), ìèíàâàùà ïðåç (x0, y0), ñúâïàäà ñ ìíîæåñò-
âîòî M , îïèñâàíî ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0. Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà
ôîðìóëèðîâêà íà ðåçóëòàòà íà òåîðåìà 1:

Â òî÷êàòà (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå äîïèðà äî ëèíèÿòà íà
íèâî íà f(x, y), ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Íà ÷åðòåæà òåîðåìàòà å èëþñòðèðàíà çà çàäà÷àòà çà ïðàâîúãúë-
íèöèòå, äàäåíà ïî-ãîðå; ïðåäñòàâåíè ñà ìíîæåñòâîòîM (îòñå÷êà), è ëè-
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íèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy. Óñëîâíèÿò ëîêàëåí ìàêñèìóì
ñå äîñòèãà â òî÷êàòà A = (p/2, p/2).

M

fH
x
,
yL

=
c

A

0 p

p

M

A

Âëÿâî -ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy,
òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x, y) âúðõó M .

Âäÿñíî - ñúîòâåòíèòå ëèíèè âúðõó ãðàôèêàòà íà f(x, y)

Ìîæåì äà äàäåì è äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ íà òåîðåìàòà: äà ñè ïðåä-
ñòàâèì, êàêòî â �5, ïëàíèíñêà ìåñòíîñò, êàòî öåëåâàòà ôóíêöèÿ f(x, y)
çàäàâà íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà â äàäåíà òî÷êà, à ìíîæåñòâîòî M ðàçã-
ëåæäàìå êàòî ïúòåêà â òàçè ìåñòíîñò. Òîãàâà â íàé-âèñîêàòà ñè òî÷êà
ïúòåêàòà ñòàâà õîðèçîíòàëíà, ò.å. äîïèðà ñå äî õîðèçîíòàëàòà, ìèíàâà-
ùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 1. Òðÿáâà äà äîêàæåì ðàâåíñòâàòà

∂f

∂x
(x0, y0) = λ

∂F

∂x
(x0, y0) ,

∂f

∂y
(x0, y0) = λ

∂F

∂y
(x0, y0) .

Ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, çà äà ïàðàìåòðèçèðà-
ìå ìíîæåñòâîòî M îêîëî òî÷êàòà (x0, y0). (Âèæ òåîðåìà 2 îò ïðåäíèÿ

ïàðàãðàô.) Òúé êàòî
−−→
gradF (x0, y0) 6= ~0, ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì íàïðè-

ìåð, ÷å ∂F
∂y

(x0, y0) 6= 0. Òîãàâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ñúùåñ-

òâóâà åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ ϕ (x), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà
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ϕ (x0) = y0, F (x, ϕ(x)) ≡ 0.

Äèôåðåíöèðàéêè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî x â òî÷êàòà x0, ïîëó÷àâàìå

∂F

∂x
(x, y) + ϕ′ (x)

∂F

∂y
(x, y) = 0,

îòêúäåòî

ϕ′ (x0) = −
∂F
∂x

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
.

Îò äðóãà ñòðàíà, çàìåñòâàéêè y ñ ϕ(x), ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿòà íà
åäíî ïðîìåíëèâî g(x) = f (x, ϕ(x)), îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà x0. Äà
ïðåäïîëîæèì çà îïðåäåëåíîñò, ÷å â (x0, y0) èìàìå îòíîñèòåëåí ëîêàëåí
ìàêñèìóì. Òî÷êèòå îò âèäà (x, ϕ(x)) ïðèíàäëåæàò íà M ; ñëåäîâàòåëíî,
çà x áëèçêè äî x0 ùå èìàìå f (x, ϕ(x)) ≤ f (x0, ϕ(x0)) = f (x0, y0). Ñ äðó-
ãè äóìè, èìàìå g(x) ≤ g (x0), è ñëåäîâàòåëíî g(x) ïðèòåæàâà ëîêàëåí
ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà è â òàçè òî÷êà
ñå àíóëèðà:

g′ (x0) =
∂f

∂x
(x0, y0) + ϕ′ (x0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Äà çàìåñòèì ϕ′ (x0) ñ ïîëó÷åíèÿ ïî-ãîðå èçðàç; ïîëó÷àâàìå

∂f

∂x
(x0, y0)− ∂F

∂x
(x0, y0)

 ∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)

 = 0.

Ïîëàãàéêè λ =

∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
, âèæäàìå, ÷å è äâåòå èñêàíè ðàâåíñòâà

ñà èçïúëíåíè.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêà-
ëåí åêñòðåìóì, äàäåíî â òåîðåìàòà, íå å äîñòàòú÷íî. Íàèñòèíà, íåêà
F (x, y) = y (ìíîæåñòâîòîM ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ) è f(x, y) = x3 +y.
Òîãàâà â òî÷êàòà (0, 0) ãðàäèåíòèòå íà ôóíêöèèòå f è F ñà êîëèíåàðíè,
íî â òàçè òî÷êà íÿìàìå óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.
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Îò òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ëåñíî ñå èçâåæäà ðåöåïòà çà îòêðè-
âàíå íà òî÷êèòå, â êîèòî ìîæå äà ñå î÷àêâà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì
íà f(x, y) âúðõóM . "Ïîäîçðèòåëíàòà" òî÷êà x òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà
óðàâíåíèÿòà

∂f

∂x
(x, y) = λ

∂F

∂x
(x, y) ,

∂f

∂y
(x, y) = λ

∂F

∂y
(x, y) , F (x, y) = 0.

Òàêà ïîëó÷àâàìå 3 óðàâíåíèÿ çà òðèòå íåèçâåñòíè x, y, è λ. Ïî-íàòàòúê
öåëòà å äà ñå åëèìèíèðà ïðîìåíëèâàòà λ è äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå
íà x è y. Ñëåä òîâà òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè äàëè òàêà ïîëó÷åíàòà òî÷êà
å íàèñòèíà òî÷êà íà åêñòðåìóì, è îò êàêúâ âèä å òîé; îáèêíîâåíî òîâà
ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî.

Ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå â Rn. Ïî àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí
ñå ðàçâèâàò íåùàòà, êîãàòî M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn, äåôèíèðàíî ñ
óñëîâèåòî F (x1, . . . , xn) = 0, è öåëåâàòà ôóíêöèÿ f(x) = f (x1, . . . , xn) å
ãëàäêà ôóíêöèÿ â îêîëíîñò íà M . Îòíîâî èñêàìå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
íà ôóíêöèÿòà F (x1, . . . , xn) äà íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî, ò.å. âúâ

âñè÷êè òî÷êè äà èìàìå
−−→
gradF (x1, . . . , xn) 6= ~0.

Òîãàâà èìàìå àíàëîãè÷íà òåîðåìà: àêî x = (x1, . . . , xn) å òî÷êà
íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x) âúðõó M . Òîãàâà ñúùåñòâóâà
êîíñòàíòà λ òàêàâà, ÷å

−−→
grad f (x1, . . . , xn) = λ

−−→
gradF (x1, . . . , xn) .

Òîâà âåêòîðíî ðàâåíñòâî äàâà n íà áðîé óðàâíåíèÿ. Çàåäíî ñ óðàâ-
íåíèåòî F (x1, . . . , xn) = 0 ïîëó÷àâàìå n+ 1 óðàâíåíèÿ çà n+ 1 íåèçâåñ-
òíè x1, . . . , xn, λ, îòêúäåòî ÷ðåç èçêëþ÷âàíå íà λ ñå îïðåäåëÿò òî÷êèòå,
â êîèòî áè ìîãúë äà ñå î÷àêâà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ â ñëó÷àé íà äâå óðàâíåíèÿ. Íåêà
ñåãà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà

F (x1, . . . , xn) = G (x1, . . . , xn) = 0.

Ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å F (x1, . . . , xn) è G (x1, . . . , xn) ñà åäíîêðàòíî ãëàä-
êè ôóíêöèè â Rn.
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Äåôèíèöèÿ. Ùå êàçâàìå, ÷å äâîéêàòà óñëîâèÿ F (x1, . . . , xn),

G (x1, . . . , xn) = 0 å ðåãóëÿðíà, àêî ãðàäèåíòèòå
−−→
gradF (x) è

−−→
gradG(x)

ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè âúâ âñÿêà òî÷êà x.

Òåîðåìà 2. Íåêà M å ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn, îïðåäåëåíî ñ ðåãó-
ëÿðíàòà äâîéêà óñëîâèÿ F (x) = G (x) = 0, è íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn)
å ãëàäêà ôóíêöèÿ â îêîëíîñò íà M . Àêî x0 ∈ Rn å òî÷êà íà îòíîñèòå-
ëåí ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x) âúðõó M , òî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè
λ è µ òàêèâà, ÷å

−−→
grad f

(
x0
)

= λ
−−→
gradF

(
x0
)

+ µ
−−→
gradG

(
x0
)
.

È â òîçè ñëó÷àé êîíñòàíòèòå λ è µ ñå íàðè÷àò ìíîæèòåëè íà
Ëàãðàíæ.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà óäîáñòâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà ÷åòèðèìåðíîòî ïðîñ-

òðàíñòâî R4
, êîîðäèíàòèòå â êîåòî ùå îçíà÷àâàìå ñ (x, y, u, v). Íåêà P0 =

(x0, y0, u0, v0) å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöèÿòà f(x, y, u, v) âúð-
õó M . Ùå îñìèñëèì óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò. Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å àêî
äâà âåêòîðà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, òî îáðàçóâàíàòà îò òÿõ ìàòðèöà (íà êîÿòî òåçè
âåêòîðè ñà ðåäîâå) èìà ìàêñèìàëåí ðàíã. Ñëåäîâàòåëíî óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò â
òî÷êàòà P0 ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà:

rang

(
F ′
x F ′

y F ′
u F ′

v

G′
x G′

y G′
u G′

v

)
(P0) = 2.

Ñëåäîâàòåëíî â ãîðíàòà ìàòðèöà èìà ïîíå åäíà 2õ2 ïîääåòåðìèíàíòà, êîÿòî
íå ñå àíóëèðà; íåêà òîâà å äåòåðìèíàíòàòà, îáðàçóâàíà îò äâàòà ïîñëåäíè ñòúëáà.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ∣∣∣∣ F ′

u F ′
v

G′
u G′

v

∣∣∣∣ (P0) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà äâå óðàâíåíèÿ (òåîðåìà
4 îò �9), ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y), äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
(x0, y0), òàêà ÷å

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0, G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0, u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0.

Ñ äðóãè äóìè, îêîëî òî÷êàòà P0 ìíîæåñòâîòîM ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñ óðàâ-
íåíèÿòà

u = u(x, y), v = v(x, y).
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Äà ðàçãëåäàìå äâåòå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

f ′u (P0) = λ F ′
u (P0) + µ G′

u (P0)

f ′v (P0) = λ F ′
v (P0) + µ G′

v (P0)

îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå λ è µ. Òúé êàòî äåòåðìèíàíòàòà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íå-
èçâåñòíèòå å ðàçëè÷íà îò íóëà, òåçè óðàâíåíèÿ èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òðÿáâà
äà äîêàæåì, ÷å òàêà íàìåðåíèòå λ è µ óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà, ò.å.
÷å ñà èçïúëíåíè è ðàâåíñòâàòà

f ′x (P0) = λ F ′
x (P0) + µ G′

x (P0) , f ′y (P0) = λ F ′
y (P0) + µ G′

y (P0) .

Îùå íå ñìå èçïîëçâàëè, ÷å P0 å óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì. Äà îçíà÷èì

Φ(x, y) = f (x, y, u(x, y), v(x, y)) .

Ùîì P0 = (x0, y0, u0, v0) å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì çà f , òî òî÷êàòà
(x0, y0) e òî÷êà íà îáèêíîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì çà Φ(x, y) (èçïîëçâàìå ñúùèòå ðàç-
ñúæäåíèÿ êàòî â òåîðåìà 1), è ñëåäîâàòåëíî

Φ′
x (x0, y0) = Φ′

y (x0, y0) = 0.

Ùå äîêàæåì, ÷å f ′x (P0) = λ F ′
x (P0) + µ G′

x (P0). Íàèñòèíà, äèôåðåíöèðàéêè
ïî x óðàâíåíèÿòà F (x, y, u(x, y), v(x, y)) = G(x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0, ïîëó÷àâàìå
ðàâåíñòâàòà

F ′
x = −u′x F ′

u − v′x F ′
v,

G′
x = −u′x G′

u − v′x G′
v.

Ðàâåíñòâîòî Φ′
x (x0, y0) = 0 îçíà÷àâà, ÷å â òî÷êàòà P0 ñå èçïúëíÿâà ðàâåíñòâîòî

f ′x = −u′x f ′u − v′x f ′v.

Äà óìíîæèì ðàâåíñòâîòî çà F ′
x ñ ÷èñëîòî λ, ðàâåíñòâîòî çà F ′

y � ñ ÷èñëîòî µ, è

äà ñúáåðåì ïîëó÷åíèòå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî ñúîòíîøåíèå f ′x (P0) =

λ F ′
x (P0) + µ G′

x (P0). Ñúîòíîøåíèåòî f ′y (P0) = λ F ′
y (P0) + µ G′

y (P0) ñå ïîëó÷àâà ïî

àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí, êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà.

Òåîðåìà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ â îáùèÿ ñëó÷àé. Íå-
êà ñåãà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà

F1 (x1, . . . , xn) = F2 (x1, . . . , xn) = . . . = Fk (x1, . . . , xn) = 0,

êúäåòî F1 (x1, . . . , xn) , . . . , Fk (x1, . . . , xn) å ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò åäíîê-
ðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè. Ðåãóëÿðíîñòòà îçíà÷àâà, ÷å òåõíèòå ãðàäèåíòè
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−−→
gradF1(x), . . . ,

−−→
gradFk(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà âñÿêî x îò äåôè-

íèöèîííàòà èì îáëàñò. (Ðàçáèðà ñå, ïðåäïîëàãàìå, ÷å k < n.) Íåêà
f (x1, . . . , xn) äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì âúðõó M â òî÷êàòà
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈M .

Òîãàâà ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè
λ1, . . . , λk (ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ) òàêèâà, ÷å

−−→
grad f

(
x0
)

= λ1
−−→
gradF1

(
x0
)

+ . . .+ λk
−−→
gradF1

(
x0
)
.

Ïîëóîñè íà åëèïñàòà

Ïðèìåð: Êàíîíèçàöèÿ íà åëèïñà. Öåíòðèðàíîòî óðàâíåíèå íà
åëèïñà â ðàâíèíàòà èìà âèäà

ax2 + 2bxy + cy2 = 1,

êàòî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà îò ëÿâàòà ñòðàíà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà,
ò.å. a > 0 è b2 < ac.* Î÷åâèäíî öåíòúðúò íà åëèïñàòà ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî

*Àêî òàçè ôîðìà å çíàêîïðîìåíëèâà, ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî íà õèïåðáîëà.
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íà êîîðäèíàòèòå. Çàäà÷àòà å: äà ñå íàìåðÿò äúëæèíàòà è ïîñîêàòà íà
ãîëÿìàòà è ìàëêàòà ïîëóîñ íà òàçè åëèïñà.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å èíòåðåñóâàùèòå íè òî÷êè ìîãàò äà ñå îïðåäå-
ëÿò ãåîìåòðè÷åñêè: oò âñè÷êè òî÷êè íà åëèïñàòà, íàé-áëèçî äî íà÷àëîòî
ñå íàìèðàò êðàèùàòà íà ìàëêàòà ïîëóîñ, à íàé-äàëå÷å - êðàèùàòà íà
ãîëÿìàòà ïîëóîñ.

Ñëåäîâàòåëíî íàøàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà êàòî çàäà÷à
çà óñëîâåí åêñòðåìóì - íèå òðÿáâà äà íàìåðèì ìèíèìóìà è ìàêñèìó-
ìà âúðõó åëèïñàòà íà ðàçñòîÿíèåòî äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå. Ïî-
óäîáíî å îáà÷å êàòî öåëåâà ôóíêöèÿ äà ñå âçåìå íå ðàçñòîÿíèåòî äî
íà÷àëîòî, à íåãîâèÿt êâàäðàò. Â êðàéíà ñìåòêà äîñòèãàìå äî ñëåäíàòà
çàäà÷à:

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâîòî íà R2, äåôèíèðàíî ñ óðàâíåíèåòî

F (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 − 1 = 0.

Äà ñå íàìåðÿò ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò âúðõóM íà ôóí-
êöèÿòà f(x, y) = x2 + y2.

Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å ðàâåíñòâàòà

∂f

∂x
(x, y) = λ

∂F

∂x
(x, y) ,

∂f

∂y
(x, y) = λ

∂F

∂y
(x, y)

ñåãà äîáèâàò âèäà
2x = λ (2ax+ 2by) ,

2y = λ (2bx+ 2cy) .

Îòòóê âåäíàãà íàìèðàìå ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïàðàìåòúðà λ.
Íàèñòèíà, äà óìíîæèì ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ x, âòîðîòî � ñ y, è äà ãè ñú-
áåðåì. Âçåìàéêè ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî ax2 +2bxy+ cy2 = 1, ïîëó÷àâàìå
λ = x2 +y2, ò.å. λ ñúâïàäà ñ êâàäðàòà íà ðàçñòîÿíèåòî îò åêñòðåìàëíàòà
òî÷êà (x, y) äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Ðàçãëåæäàìå ãîðíèòå ðàâåíñòâà êàòî ñèñòåìà îò äâå ëèíåéíè óðàâ-
íåíèÿ çà íåèçâåñòíèòå x è y. Òúé êàòî òî÷êàòà (0, 0) íå ïðèíàäëåæè íà
åëèïñàòà, òî λ 6= 0. Äà ïîëîæèì µ = 1/λ. Òîãàâà óðàâíåíèÿòà ñå çàïèñ-
âàò êàòî:
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(a− µ)x+ by = 0

bx+ (c− µ)y = 0.

Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà õîìîãåííè
óðàâíåíèÿ èìà íåíóëåâî ðåøåíèå òî÷íî òîãàâà, êîãàòî äåòåðìèíàíòàòà
îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå å ðàâíà íà íóëà. Òàêà çà λ ïîëó-
÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå∣∣∣∣∣ a− µ b

b c− µ

∣∣∣∣∣ = 0,

èëè, â ðàçâèò âèä,

µ2 − (a+ c)µ+ (ac− b2) = 0.

Êîðåíèòå µ1 è µ2 íà òîâà óðàâíåíèå ñå íàðè÷àò ñîáñòâåíè ñòîé-
íîñòè íà ñúîòâåòíàòà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å â ñëó-
÷àÿ íà åëèïñà òå âèíàãè ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè. Îñâåí òîâà ëåñíî ñå
ïðîâåðÿâà, ÷å àêî êîðåíúò å äâîåí, ò.å. µ1 = µ2, òî a = c è b = 0, è
ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî M å îêðúæíîñò. Àêî îñòàâèì òîçè ñëó÷àé
íàñòðàíà, ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà 0 < µ1 < µ2. Òúé êàòî λ = 1/µ,
ïîëó÷àâàìå 0 < λ2 < λ1. Èìàéêè ïðåäâèä ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà λ,

íàìèðàìå, ÷å ãîëÿìàòà ïîëóîñ å ðàâíà íà
1
√
µ1

, à ìàëêàòà � íà
1
√
µ2

.

Çàáåëåæêà. Íèå äîñòèãíàõìå ïî àíàëèòè÷åí ïúò äî ïðîöåäóðàòà,
èçâåñòíà â àëãåáðàòà è â àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ êàòî êàíîíèçèðàíå
íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà ñå ïðîâåäàò è
â òðèìåðíèÿ ñëó÷àé � çà òðèîñåí åëèïñîèä.

Óïðàæíåíèÿ
1. Íàìåðåòå ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) =

x1x2 . . . xn âúðõó ìíîæåñòâîòîM , çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà x1 ≥ 0, . . . , xn ≥
0, x1 + . . .+ xn = 1.

2. Íåêà å äàäåí åëèïñîèä â R3, çàäàäåí ñ êàíîíè÷íîòî ñè óðàâíå-
íèå. Äà ñå íàìåðÿò ïîëóîñèòå íà åëèïñàòà, ïîëó÷åíà êàòî ñå÷åíèå íà
åëèïñîèäà ñ ðàâíèíà â R3, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.
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Óïúòâàíå. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà êúì íàìèðàíåòî íà ìàêñèìàëíàòà
è ìèíèìàëíàta ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 âúðõó
ìíîæåñòâîòî M , îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèÿòà

F1(x, y, x) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0,

F2(x, y, x) = αx+ βy + γz = 0.

Ïðèðàâíÿâàéêè íà íóëà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà
f − λF1 − µF2, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

λ = f(x, y, z), x = µ
αa2

a2 − λ
, y = µ

βb2

b2 − λ
, z = µ

γc2

c2 − λ
.

Óìíîæàâàéêè âòîðîòî, òðåòîòî è ÷åòâúðòîòî ðàâåíñòâî ñúîòâåòíî ñ α,
β, γ è ñúáèðàéêè ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷àâàìå çà λ êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

α2a2

a2 − λ
+

β2b2

b2 − λ
+

γ2c2

c2 − λ
= 0.

Àêî λ1 è λ2 ñà êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå, òî
√
λ1 è

√
λ2 ñà äúëæèíèòå

íà ïîëóîñèòå íà òúðñåíàòà åëèïñà.
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Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì (ó.ë.å.) íà ôóíê-
öèÿ âúðõó äàäåíî ìíîæåñòâî M . Êàêâî å ðàçëè÷èåòî ñ äåôèíèöèÿòà íà
(áåçóñëîâåí) ëîêàëåí åêñòðåìóì, äàäåíà â ïàðàãðàô 8?

2. Íàïèøåòå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ó.ë.å. â ñëó÷àÿ, êîãàòî M ⊂ R2 ñå
îïðåäåëÿ ÷ðåç ðåãóëÿðíîòî óðàâíåíèå F (x, y) = 0 (òåîðåìà 1). Íàïèøåòå
òîâà óñëîâèå âúâ âåêòîðíà è â ñêàëàðíà ôîðìà. Äîñòàòú÷íî ëè å òîâà
óñëîâèå?

3. Îïèøåòå ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ãîðíîòî óñëîâèå.

4. Íàïèøåòå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ó.ë.å. â ñëó÷àÿ, êîãàòî M å ïîä-
ìíîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ ðàâåíñòâîòî F (x1, . . . , xn) = 0. Îïèøåòå
ïðîöåäóðàòà (ðåöåïòàòà) çà íàìèðàíå íà òî÷êèòå, â êîèòî ôóíêöèÿòà
f(x, y) áè ìîãëà äà èìà ó.ë.å. âúðõó M .

5.ÍåêàM å ïîäìíîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ ðàâåíñòâàòà F (x1, . . . , xn) =
G (x1, . . . , xn) = 0. Äàéòå óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò íà òàçè äâîéêà óñ-
ëîâèÿ. Íàïèøåòå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ó.ë.å., êàêòî è ñúîòâåòíàòà
ñèñòåìà óðàâíåíèÿ.

6.Êàêâî åêñòðåìàëíî ñâîéñòâî óäîâëåòâîðÿâàò êðàéíèòå òî÷êè íà ïîëó-
îñèòå íà åëèïñàòà? Îïèøåòå ñúîòâåòíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à è íà÷èíà
íà íåéíîòî ðåøàâàíå.
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2.1 Ìÿðêà íà Ïåàíî � Æîðäàí

Íàøàòà ïúðâà ñòúïêà êúì äåôèíèðàíåòî íà Ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë â ðàâ-
íèíàòà, êàêòî è â ïðîèçâîëíî êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ùå
áúäå äà âúâåäåì ìÿðêà â òàêèâà ïðîñòðàíñòâà: ò.íàð. ìÿðêà íà Ïåàíî-
Æîðäàí. Çà äà èçïîëçâàìå ãåîìåòðè÷íàòà èíòóèöèÿ, íèå ùå ðàáîòèì
ãëàâíî â ñëó÷àÿ íà ðàâíèíàòà R2, îòáåëÿçâàéêè êàêâî å íåîáõîäèìî
äà ñå ïðîìåíè â ñëó÷àÿ íà ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçìåðíîñò, ïî-ãîëÿìà îò 2.
Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å àêî ðàçëèêàòà ìåæäó åäíîìåðíèÿ è äâóìåð-
íèÿ ñëó÷àé å äîñòà ñúùåñòâåíà (êàêòî ÷èòàòåëÿò ùå ñå óáåäè ïî-äîëó),
òî ìåæäó ðàçìåðíîñò 2 è ðàçìåðíîñòè 3,4,...,1000,.., òàêàâà ïî÷òè íÿìà,
è âñè÷êè îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëñòâà ñå ïðåíàñÿò ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî � Æîðäàí. Íà-
øàòà öåë ùå áúäå äà îïðåäåëèì ìÿðêàòà, èëè ëèöåòî, íà ðàâíèííà ôè-
ãóðà. Ùå òðúãíåì îò äâå åñòåñòâåíè ïðàâèëà:

• Ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèê å ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ñòðàíèòå
ìó, è

• Ïî-ãîëÿìàòà ôèãóðà èìà è ïî-ãîëÿìî ëèöå, ò.å. àêî D, D′ ñà ôè-
ãóðè â ðàâíèíàòà è D ⊂ D′, òî ëèöåòî íà D íå íàäìèíàâà ëèöåòî
íà D′.

Òàêà íàøàòà îñíîâíà "òóõëè÷êà" ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìÿðêàòà
â ðàâíèíàòà ùå áúäàò çàòâîðåíèòå ïðàâîúãúëíèöè, ò.å. ìíîæåñòâà îò
âèäà

∆ = [a, b]× [c, d] =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b] , y ∈ [c, d]
}
.

Çà âñåêè ïðàâîúãúëíèê ùå âúâåäåì ìÿðêà (èëè ëèöå): µ (∆) =
(b− a)(d− c).

Íåêà ïîä÷åðòàåì, ÷å òóê ðàçãëåæäàìå íå êàêâè äà å ïðàâîúãúëíè-
öè, à ñàìî ïðàâîúãúëíèöè ñúñ ñòðàíè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè.
Ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíèöè; òÿõíàòà âúòðåøíîñò
ñå ñúñòîè îò ïðîèçâåäåíèåòî íà ñúîòâåòíèòå îòâîðåíè èíòåðâàëè:

∆o = (a, b)× (c, d),
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à êîíòóðúò èì ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè îòñå÷êè.

Â ñëó÷àÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò 3 è ïîâå÷å, íàâñÿêú-
äå ïî-äîëó âìåñòî "ïðàâîúãúëíèê" òðÿáâà äà ñå ÷åòå "ïðàâîúãúëåí
ïàðàëåëåïèïåä", êàòî îòíîâî ñå ðàçãëåæäàò ïàðàëåëåïèïåäè ñúñ ñòðà-
íè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïîä ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä
â Rn ùå ðàçáèðàìå ìíîæåñòâî îò âèäà

∆ = {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ [a1, b1] , . . . , xn ∈ [an, bn]} ,

êîåòî îáèêíîâåíî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

∆ = [a1, b1]× . . .× [an, bn] .

Ìÿðêàòà îòíîâî ñå îïðåäåëÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ñòðàíèòå:

µ(∆) = (b1 − a1) . . . . . (bn − an) .

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî E ⊂ R2 å åëåìåíòàðíî,
àêî òî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè
ïðàâîúãúëíèöè.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è ðàçëèêà íà åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà å ñúùî åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî.

Ëåìà 1. Âñÿêî åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî E ìîæå äà ñå ïðåäñ-
òàâè êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ïðàâîúãúëíèöè ñ íåïðåñè÷àùè ñå
âúòðåøíîñòè (çà êðàòêîñò ùå ãè íàðè÷àìå íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîú-
ãúëíèöè).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðîäúëæèì îòñå÷êèòå, îãðàíè÷àâàùè âñåêè
îò ïðàâîúãúëíèöèòå, è äà ðàçñå÷åì îñòàíàëèòå ïðàâîúãúëíèöè ïî òàêà
ïîëó÷åíèòå ïðàâè. Ïîëó÷åíîòî ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî E î÷åâèäíî
óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà íà ëåìàòà. (Íà ÷åðòåæà å ïðåäñòàâåí ñëó-
÷àÿò, êîãàòî E å îáåäèíåíèå íà äâà ïðàâîúãúëíèêà.)
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà E å åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâåíî
êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíèöè:

E =
n⋃
i=1

∆i, ∆o
i ∩∆o

j = Ø çà i 6= j.

Ùå îïðåäåëèì ìÿðêàòà µ(E) êàòî

µ(E) =
n∑
i=1

µ (∆i) .

Ðàçáèðà ñå, òðÿáâà äà äîêàæåì,

Ïðåäñòàâÿíå íà åëåìåíòàðíî
ìíîæåñòâî êàòî îáåäèíåíèå íà
íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíèöè

÷å îïðåäåëåíèåòî å êîðåêòíî, ò.å. íå
çàâèñè îò íà÷èíà íà ïðåäñòàâÿíå íà
E êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå
ïðàâîúãúëíèöè. Íåêà íàé-íàïðåä E å
ïðàâîúãúëíèê, ïðåäñòàâåí êàòî îáå-
äèíåíèå íà äðóãè ïðàâîúãúëíèöè; òî-
ãàâà òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî (è ñòà-
âà îùå ïî-î÷åâèäíî, àêî íàïðàâèì äî-
ïúëíèòåëíè ðàçðåçè êàêòî â ïðåäíàòà
ëåìà). Â îáùèÿ ñëó÷àé íåêà

E =
n⋃
i=1

∆i =
m⋃
j=1

∆̃j

ñà äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà E
êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå
ïðàâîúãúëíèöè. Çà âñÿêî i îò 1 äî n
èìàìå ∆i = ∪mj=1

(
∆i ∩ ∆̃j

)
, êîåòî äà-

âà ïðåäñòàâÿíå íà ïðàâîúãúëíèêà ∆i

êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíèöè, è ñïîðåä îòáåëÿçà-
íîòî ïî-ãîðå µ (∆i) =

∑m
j=1 µ

(
∆i ∩ ∆̃j

)
. Ñëåäîâàòåëíî

n∑
i=1

µ (∆i) =
n∑
i=1

m∑
j=1

µ
(
∆i ∩ ∆̃j

)
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A

E1

E2

Ãîðíà è äîëíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâî

è ïî ñúùèÿ íà÷èí

m∑
j=1

µ
(
∆̃j

)
=

m∑
j=1

m∑
i=1

µ
(
∆i ∩ ∆̃j

)
,

ñ êîåòî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèöèÿòà å äîêàçàíà.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ñå îïèòàìå äà àïðîêñèìèðàìå ïðîèçâîëíà
ôèãóðà â ðàâíèíàòà ÷ðåç åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà. Òîâà ìîæå äà ñòàíå
ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè. Çà èëþñòðàöèÿ íåêà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å èìàìå ôè-
ãóðà, íàðèñóâàíà âúðõó ìèëèìåòðîâà õàðòèÿ, è èñêàìå äà ïðåñìåòíåì
ïðèáëèçèòåëíî íåéíîòî ëèöå. Âúïðîñúò å: äàëè äà áðîèì òåçè êâàäðàò-
÷åòà, êîèòî ñå çàñè÷àò ñ ôèãóðàòà ñàìî ÷àñòè÷íî, ò.å. ïðåñè÷àò íåéíèÿ
êîíòóð. Åäèíèÿò íà÷èí å äà ñóìèðàìå ëèöàòà íà âñè÷êè êâàäðàò÷åòà,
êîèòî èìàò îáùè òî÷êè ñ ôèãóðàòà; òàêà ùå ïîëó÷èì îöåíêà îòãîðå çà
ëèöåòî è. Äðóãèÿò íà÷èí å äà áðîèì ñàìî îíåçè êâàäðàò÷åòà, êîèòî ñå
ñúäúðæàò èçöÿëî âúòðå âúâ ôèãóðàòà; òàêà ïîëó÷àâàìå îöåíêà îòäîëó.
Äðóãîÿ÷å êàçàíî, íèå àïðîêñèìèðàìå îòâúí è îòâúòðå íàøàòà ôèãóðà
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ñ ìíîæåñòâà, ñúñòàâåíè îò êâàäðàò÷åòà, ò.å. ñ åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà.
Òàêà ñå ñòèãà äî ïîíÿòèÿòà ãîðíà è äîëíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâî:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà A å îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî íà R2. Ùå îï-
ðåäåëèì ãîðíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâîòî A (ñ îçíà÷åíèå µ∗(A)) êàòî
òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà íà ìåðêèòå íà âñè÷êè åëåìåíòàðíè ìíîæåñ-
òâà, ñúäúðæàùè A:

µ∗(A) = inf {µ(E) : E - åëåìåíòàðíî, A ⊂ E} .

Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëÿìå äîëíà ìÿðêà íà A ñ ôîðìóëàòà

µ∗(A) = sup {µ(E) : E - åëåìåíòàðíî, E ⊂ A} .

Çàáåëåæêà. Ïîíÿêîãà ùå å óäîáíî äà íàëàãàìå ìàëêî ïî-ñèëíè
óñëîâèÿ: äà èñêàìå A ⊂ Eo â äåôèíèöèÿòà íà ãîðíà ìÿðêà, è E ⊂ Ao

äåôèíèöèÿòà íà äîëíà ìÿðêà. (Ùå íàïîìíèì, ÷å Ao îçíà÷àâà âúòðåø-
íîñòòà íà ìíîæåñòâîòî A, ò.å. âñè÷êè òî÷êè, êîèòî âëèçàò â A çàåäíî ñ
íÿêàêâà ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò � âèæ �1.2). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà íå
ïðîìåíÿ òåõíèòå ñòîéíîñòè.

Î÷åâèäíî çà âñÿêî ìíîæåñòâî A èìàìå µ∗(A) ≤ µ∗(A). Çà íÿêîè
ìíîæåñòâà îáà÷å òåçè äâå ÷èñëà ìîæå äà ñå ðàçëè÷àâàò. Íàïðèìåð äà
âçåìåì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â êâàäðàòà, êîèòî èìàò ðàöèîíàë-
íè êîîðäèíàòè:

A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x, y ∈ Q} .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å µ∗(A) = 1, íî µ∗(A) = 0 (ìíîæåñòâîòî A íå ñúäúðæà
íåèçðîäåíè ïðàâîúãúëíèöè). Ïîðàäè òîâà íèå ùå îïðåäåëèì ìÿðêàòà
ñàìî âúðõó íÿêîè ìíîæåñòâà â R2 � ò. íàð. èçìåðèìè ìíîæåñòâà:

Äåôèíèöèÿ. Îãðàíè÷åíîòî ìíîæåñòâî A ⊂ R2 ñå íàðè÷à
èçìåðèìî, àêî íåãîâàòà ãîðíà è äîëíà ìÿðêà ñúâïàäàò. Îáùàòà èì
ñòîéíîñò ñå áåëåæè ñ µ(A) è ñå íàðè÷à ìÿðêà íà Ïåàíî � Æîðäàí íà
ìíîæåñòâîòî A.
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Ëåìà 2. Ìíîæåñòâîòî A å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà E1, E2,
òàêà ÷å E2 ⊂ A ⊂ E1 è µ (E1)− µ (E2) < ε.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ãîðíîòî ñâîéñòâî å èçïúë-
íåíî. Òúé êàòî

µ (E2) ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A) ≤ µ (E1) ,

òî

µ∗(A)− µ∗(A) ≤ (E1)− (E2) < ε.

Òúé êàòî ε > 0 å ïðîèçâîëíî, òî µ∗(A) = µ∗(A), ò.å. A å èçìåðèìî.
Îáðàòíî, íåêà A å èçìåðèìî, ò.å. µ∗(A) = µ∗(A). Îò äåôèíèöèÿ-

òà íà ãîðíà è äîëíà ìÿðêà ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà E1 ⊃ A, E2 ⊂ A òàêèâà, ÷å

µ (E1) < µ∗(A) + ε/2 è µ (E2) > µ∗(A)− ε/2,

è ñëåäîâàòåëíî µ (E1)− µ (E2) < ε.

Íåêà äàäåì íÿêàêâî îïèñàíèå íà èçìåðèìèòå ìíîæåñòâà â ðàâíè-
íàòà è îïåðàöèèòå, êîèòî ìîãàò äà ñå èçâúðøâàò ñ òÿõ.

Äåôèíèöèÿ. Ìíîæåñòâîòî ñå íàðè÷à ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåà-
íî � Æîðäàí, àêî µ∗(A) = 0 (îò òóê, ðàçáèðà ñå, ñëåäâà, ÷å òî å è
èçìåðèìî).

Ëåìà 3. Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî å
ïðåíåáðåæèìî. Îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ïðåíåáðåæèìè ìíîæåñòâà
ñúùî å ïðåíåáðåæèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî òâúðäåíèå å î÷åâèäíî. Çà âòîðîòî, äîñ-
òàòú÷íî å äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà ñëó÷àÿ íà äâå ìíîæåñòâà.

Íàèñòèíà, íåêà µ∗ (A1) = µ∗ (A2) = 0. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε >
0. Òîãàâà ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà µ∗ ìîæåì äà íàìåðèì åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà E1, E2, òàêà ÷å µ (E1) , µ (E2) < ε/2, A1 ⊂ E1, A2 ⊂ E2.
Ìíîæåñòâîòî E = E1 ∪E2 å ñúùî åëåìåíòàðíî, ïðè êîåòî A1 ∪A2 ⊂ E,
è µ(E) < ε, ò.å. µ∗ (A1 ∪ A2) = 0 .
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Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
èçìåðèìîñò íà ìíîæåñòâî. Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî êîíòóð
íà ìíîæåñòâî, âúâåäåíî â �1.2.

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé çà èçìåðèìîñò). Åäíî îãðàíè÷åíî ìíî-
æåñòâî A å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåãîâèÿò êîíòóð
bA å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, ò.å. µ∗(A) =
µ∗(A) = µ(A). Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε > 0. Îò äåôèíèöèÿòà íà ãîðíà
è äîëíà ìÿðêà ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî E1

òàêîâà, ÷å A ⊂ Eo
1 è µ (E1) < µ(A) + ε/2, è íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî

E2 òàêîâà, ÷å E2 ⊂ Ao è µ (E2) > µ(A) − ε/2. Î÷åâèäíî E2 ⊂ E1. Äà
îçíà÷èì E = E1\E2; òîãàâà µ(E) = µ (E1)−µ (E2) < ε è êîíòóðúò bA íà
ìíîæåñòâîòî A ñå ñúäúðæà â E, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å bA å ïðåíåáðåæè-
ìî ìíîæåñòâî. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà è îáðàòíîòî òâúðäåíèå,
÷èåòî äîêàçàòåëñòâî ùå ïðîïóñíåì.

Ñëåäñòâèå. Îáåäèíåíèåòî, ñå÷åíèåòî è ðàçëèêàòà íà äâå èçìå-
ðèìè ìíîæåñòâà å ñúùî èçìåðèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A è B äà ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà, è íåêà
ìíîæåñòâîòî C äà å ðàâíî èëè íà òÿõíîòî îáåäèíåíèå A ∪ B, èëè íà
òÿõíîòî ñå÷åíèå A ∩B, èëè íà ðàçëèêàòà B \ A. Âúâ âñåêè îò òåçè òðè
ñëó÷àÿ èìàìå

bC ⊂ bA ∪ bB

(äîêàæåòå!). Òúé êàòî bA è bB ñà ïðåíåáðåæèìè, òî îò íàïðàâåíàòà ïî-
ãîðå çàáåëåæêà ñëåäâà, ÷å è bC å ïðåíåáðåæèìî, ò.å. ìíîæåñòâîòî C å
èçìåðèìî.

Ùå íàïîìíèì åäèí íà÷èí íà àíàëèòè÷íî îïèñàíèå íà ôèãóðèòå â
ðàâíèíàòà (âèæ I, �4.5):

Äåôèíèöèÿ. Íåêà â èíòåðâàëà [a, b] ñà çàäàäåíè íåïðåêúñíàòè-
òå ôóíêöèè g(x) è f(x), êàòî íàâñÿêúäå å èçïúëíåíî g(x) ≤ f(x). Òîãà-
âà êðèâîëèíååí òðàïåö, îïðåäåëåí îò ôóíêöèèòå g è f , íàðè÷àìå ôè-

ãóðàòà D, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈ R2, óäîâëåòâîðÿâàùè
íåðàâåíñòâàòà

a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x) .
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fHxL

gHxL
4

1

2

3

a b

Êðèâîëèíååí òðàïåö

Âñè÷êè ôèãóðè, ñðåùàíè â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ, ìîãàò äà áú-
äàò ïðåäñòàâåíè èëè êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö, èëè êàòî îáåäèíåíèå íà
êðàåí áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïöè.

Ïðèìåð. Íåêà DR äà å çàòâîðåí êðúã ñ öåíòúð â íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ R. Î÷åâèäíî òî÷êàòà (x, y) ïðèíàäëåæè íà DR

òî÷íî òîãàâà, êîãàòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
√
x2 + y2 ≤ R. Äà ðå-

øèì òîâà íåðàâåíñòâî îòíîñíî y; ïîëó÷àâàìå, ÷å |y| ≤
√
R2 − x2. Îòòóê

ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâîòî DR ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñ íåðàâåíñòâàòà

−R ≤ x ≤ R , −
√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2

è ñëåäîâàòåëíî å êðèâîëèíååí òðàïåö.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å êàòåãîðèÿòà íà èçìåðèìèòå ìíî-
æåñòâà å äîñòàòú÷íî øèðîêà è îáõâàùà ïî÷òè âñè÷êè ìíîæåñòâà, ñðå-
ùàíè â àíàëèçà.

Òåîðåìà 2. Âñåêè êðèâîëèíååí òðàïåö å èçìåðèìî ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ Γ êîíòóðà íà îáëàñòòà D. Î÷å-

âèäíî Γ ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè ÷àñòè, êîèòî ùå îçíà÷èì ñ Γ1, Γ2, Γ3, Γ4,
êúäåòî:

Γ1 å ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà [a, b].
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a bx1 x2 x3

Èçìåðèìîñò íà ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ (ëåìà 4)

Γ2 å âåðòèêàëíàòà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êàòà (b, f(b)) ñ (b, g(b)).

Γ3 å ãðàôèêàòà íà g(x) â èíòåðâàëà [a, b].

Γ4 å âåðòèêàëíàòà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êàòà (a, f(a)) ñ (a, g(a)).

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå, ÷å îòñå÷êèòå Γ2 è Γ4 ñà ïðåíåáðå-
æèìè ìíîæåñòâà. Òîãàâà òåîðåìàòà ñëåäâà îò êðèòåðèÿ çà èçìåðèìîñò
è îò ñëåäíàòà ëåìà, ïðèëîæåíà çà g(x) è f(x):

Ëåìà 4. Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b],
íåéíàòà ãðàôèêà

Γf = {(x, y) : x ∈ [a, b] , y = f(x)}

å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [a, b] íà ïî-
äèíòåðâàëè ñ ïîìîùòà íà äåëÿùèòå òî÷êè a = x0 < . . . < xn = b,
è íåêà mi è Mi äà îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà
ñòîéíîñò íà f(x) â èíòåðâàëà [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Ôóíêöèÿòà f(x) å
íåïðåêúñíàòà â êîìïàêòíèÿ èíòåðâàë [a, b] è ñëåäîâàòåëíî ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà â íåãî. Òîãàâà çà âñÿêî äàäåíî ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì
ðàçáèâàíå òàêîâà, ÷å Mi −mi < ε çà âñÿêî i îò 1 äî n. Äà îçíà÷èì ñ ∆i
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ïðàâîúãúëíèêà

∆i = [xi−1, xi]× [mi,Mi] , i = 1, . . . n.

Íåêà ïîëîæèì E = ∪ni=1∆i. Î÷åâèäíî Γf ⊂ E. Îò äðóãà ñòðàíà

µ(E) =
n∑
i=1

µ (∆i) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) (Mi −mi) < ε
n∑
i=1

(xi − xi−1) = ε(b− a)

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî êîëêîòî ñè èñêàìå ìàëêî. Ñ òîâà ëåìà 4, à ñ
íåÿ è òåîðåìà 2, ñà äîêàçàíè.

Àäèòèâíîñò íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî � Æîðäàí. Ùå
äîêàæåì îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ìÿðêàòà:

Òåîðåìà 3. Íåêà A è B ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà ñ íåïðåñè÷àùè
ñå âúòðåøíîñòè è íåêà C = A ∪B. Òîãàâà

µ(C) = µ (A) + µ (B) .

Ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâèì ñèòóàöèÿòà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ñ ïî-
ìîùòà íà íÿêàêâà êðèâà ëèíèÿ èëè äðóãî ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî
èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî C å ðàçäåëåíî íà äâå ÷àñòè; ùå ïîêàæåì, ÷å
ïðè òîâà îáùàòà ìÿðêà ñå çàïàçâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà èçáåðåì åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà E1 è E2 òà-
êèâà, ÷å A ⊂ E1, E2 ⊂ Ao è µ (E1) < µ(A) + ε/2, µ (E2) > µ(A) − ε/2.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæåì äà íàìåðèì åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà F1 è F2

òàêèâà, ÷å B ⊂ F1, F2 ⊂ Bo è µ (F1) < µ(B) + ε/2, µ (F2) > µ(B) − ε/2.
Òîãàâà C ⊂ E1 ∪ F1 è ñëåäîâàòåëíî

µ(C) ≤ µ (E1) + µ (F1) < µ (A) + µ (B) + ε,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å µ(C) ≤ µ (A) + µ (B).
Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî äà îòáåëåæèì, ÷å E2

è F2 íå ñå ïðåñè÷àò (òóê èçïîëçâàìå, ÷å Ao ∩ Bo = Ø) è ñëåäîâàòåëíî
µ (E2 ∪ F2) = µ (E2) + µ (F2). Òúé êàòî E2 ∪ F2 ⊂ C, òî

µ(C) ≥ µ (E2) + µ (F2) > µ (A) + µ (B)− ε.
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Òúé êàòî ε å ïðîèçâîëíî, îòòóê ñëåäâà òåîðåìàòà.
×ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ñúáèðàåìèòå ëåñíî ñå äîêàçâà ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå. Àêî A1, . . . , Ak ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà, êàòî
Aoi ∩ Aoj = Ø ïðè i 6= j, òî

µ (A1 ∪ . . . ∪ Ak) =
k∑
i=1

µ (Ai) .

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî. Äîêàæåòå ÷ðåç ðèñóí-
êè, ÷å îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è ðàçëèêà íà åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà ñà ñúùî
åëåìåíòàðíè. Äåôèíèðàéòå ìÿðêà íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî.

2. Äåôèíèðàéòå ãîðíà è äîëíà ìÿðêà íà îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî. Êîè
îãðàíè÷åíè ìíîæåñòâà ñà èçìåðèìè?

3. Äîêàæåòå, ÷å åäíî ìíîæåñòâî å èçìåðèìî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ãîðíà-
òà ìÿðêà íà êîíòóðà ìó å íóëà. Äîêàæåòå êàòî ñëåäñòâèå, ÷å îáåäèíåíèå,
ñå÷åíèå, è ðàçëèêà íà èçìåðèìè ìíîæåñòâà å ñúùî èçìåðèìî.

4. Êîãà åäíî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí òðà-
ïåö? Äàéòå ïðèìåðè. Íàðèñóâàéòå ìíîæåñòâî, êîåòî íå ìîæå äà ñå ïðåä-
ñòàâè êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö, íî ìîæå äà áúäå ðàçðÿçàíî íà êðàåí
áðîé òàêèâà. Äîêàæåòå, ÷å âñåêè êðèâîëèíååí òðàïåö å èçìåðèìî ìíî-
æåñòâî.

5.Ôîðìóëèðàéòå è äîêàæåòå àäèòèâíîñòòà íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî �Æîð-
äàí.
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2.2 Äåôèíèöèÿ íà ìíîãîìåðíèÿ èíòåãðàë

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà äâîåí èíòåãðàë (êîÿòî
ëåñíî ñå ïðåõâúðëÿ è çà èíòåãðàë âúðõó ïðîñòðàíñòâî ñ ïî-âèñîêà îò
äâå ðàçìåðíîñò). Ùå íàïîìíèì, ÷å â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé èìàìå äâå åê-
âèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë - äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí
è äåôèíèöèÿ íà Äàðáó. Çà äâîéíèÿ èíòåãðàë íèå òóê ùå äàäåì ñàìî äå-
ôèíèöèÿòà íà Ðèìàí. Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé ñå íàëàãà äà ñå ðàçãëåäàò
äâå äåôèíèöèè íà Ðèìàí � îáùà è ñïåöèàëíà. (Ñìèñúëúò íà òåçè äóìè
ùå áúäå îáÿñíåí ïî-äîëó.)

Ñïåöèàëíà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Íåêà
f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èçìåðèìî (è ñëåäîâàòåëíî îãðàíè÷åíî)
ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà. Ùå çàïî÷íåì ñ ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî
äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å ïðàâîúãúëíèê.

Äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðàâîúãúëíèê: äåôèíèöèÿ íà Ðè-
ìàí. Íåêà f(x, y) å äåôèíèðàíà â ïðàâîúãúëíèêà ∆ = [a, b] × [c, d]. Äà
èçáåðåì äåëÿùè òî÷êè x0, . . . , xn, y0, . . . , ym òàêèâà, ÷å a = x0 < x1 <
. . . < xn = b, c = y0 < y1 < . . . < ym = d. Ùå îçíà÷èì ñ ∆ij ïðàâîúãúë-
íèêà ∆ij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj]; òîãàâà

∆ = ∪ni=1 ∪mj=1 ∆ij.

Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Pij = (ξij, ηij) ∈ ∆ij; òîâà îçíà÷àâà, ÷å ξij ∈
[xi−1, xi], ηij ∈ [yj−1, yj].

Ñúâîêóïíîñòòà îò âñè÷êè äåëÿùè è ìåæäèííè òî÷êè ùå íàðè÷àìå
ðàçáèâàíå íà ∆. Çà âñÿêî òàêîâà ðàçáèâàíå τ ùå îçíà÷àâàìå ñ Rτ (f) (èëè
ïðîñòî Rτ ) ñúîâåòíàòà ðèìàíîâà ñóìà:

Rτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

f (ξij, ηij) (xi − xi−1) (yj − yj−1) =
n∑
i=1

m∑
j=1

f (Pij)µ (∆ij) .

Ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî τ êàòî ìàêñèìó-
ìà íà äèàãîíàëèòå íà ïðàâîúãúëíèöèòå ∆ij, âëèçàùè â òîâà ðàçáèâàíå:

diam τ = max
i=1,...,n,j=1,...,m

√
(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2.
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P11 P12

P21 P22

a bx1 x2 x3

c

d

y1

y2

y3

Ðàçáèâàíå íà ïðàâîúãúëíèêà ∆ = [a, b]× [c, d]

(Ùå îòáåëåæèì, ÷å äèàìåòúðúò íå çàâèñè îò èçáîðà íà ìåæäèí-
íèòå òî÷êè, à ñàìî îò äåëÿùèòå.)

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å äâîéíèÿò èíòåãðàë îò f(x, y) ïî ïðà-
âîúãúëíèêà ∆ å ðàâåí íà ÷èñëîòî I(f), àêî

I(f) = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å èçèñêâàíåòî "diam τ → 0" å ðàâ-
íîñèëíî ñ òîâà, ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà íà ïîäèíòåðâàëèòå [xi−1, xi],
[yj−1, yj], i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m ñúùî äà êëîíè êúì íóëà.
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Äâîéíèÿò èíòåãðàë ñå îçíà÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I(f) =
∫∫

∆

f(x, y) dxdy.

Ùå îïèøåì ïî-ïîäðîáíî ïîíÿòèåòî çà ãðàíèöà, èçïîëçâàíî â ãîð-
íàòà äåôèíèöèÿ:

Ðàâåíñòâîòî I(f) = limdiam τ→0
Rτ (f) îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0

ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ , çà êîåòî diam τ < δ,
äà èìàìå |I(f)−Rτ (f)| < ε.

Ðàçáèðà ñå, òàçè ãðàíèöà íå å äëúæíà äà ñúùåñòâóâà; àêî òÿ ñúùåñòâó-
âà, ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí â ∆.

Äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðîèçâîëíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî.
Íåêà f(x, y) å äåôèíèðàíà çà (x, y) ∈ D, êúäåòî D å èçìåðèìî ïîäìíî-
æåñòâî íà ðàâíèíàòà. Òúé êàòî D å è îãðàíè÷åíî, ìîæåì äà èçáåðåì
ïðàâîúãúëíèê ∆, ñúäúðæàù D. Äà îçíà÷èì ñ f̃(x, y) èëè f̃(P ), ïðîäúë-
æåíèåòî íà ôóíêöèÿòà f ñ íóëåâè ñòîéíîñòè âúðõó öÿëîòî ∆:

f̃(P ) =

{
f(P ), P ∈ D

0, P ∈ ∆ \D

Äåôèíèöèÿ.Ùå äåôèíèðàìå äâîéíèÿ èíòåãðàë îò f(x, y) âúðõó
D êàòî ðàâåí íà äâîéíèÿ èíòåãðàë îò f̃(x, y) âúðõó ∆, îïðåäåëåí â
ïðåäíèÿ àáçàö: ∫∫

D

f(x, y) dxdy
def
=

∫∫
∆

f̃(x, y) dxdy.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà íå çàâèñè îò èçáîðà íà ïðà-

âîúãúëíèêà ∆.
Ïî òîçè íà÷èí äåôèíèöèÿòà íà Ðèìàí ñå ïðåíàñÿ êúì ñëó÷àÿ

íà ïðîèçâîëíî èçìåðèìî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî; ùå ÿ íàðè÷àìå
ñïåöèàëíà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí.

Îáùà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Ùå äàäåì
åäíà ïî-îáùà äåôèíèöèÿ íà ðàçáèâàíå.
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Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà, è íåêà Di, i = 1, . . . , n,
ñà èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà íà D, òàêèâà, ÷å

D = ∪ni=1Di è Do
i ∩Do

j = Ø çà i 6= j.

Ùå êàçâàìå, ÷å â òîçè ñëó÷àé èìàìå èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà D. Ùå
íàðå÷åì ðàçáèâàíåòî ñïåöèàëíî, àêî òî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ðàçðÿçâàíå ïî
õîðèçîíòàëíè è âåðòèêàëíè ëèíèè, êàêòî áåøå íàïðàâåíî â ïðåäèøíèòå
òî÷êè íà òîçè ïàðàãðàô.

Âñúùíîñò, ðàçëèêàòà ìåæäó îáùèòå è ñïåöèàëíè äåôèíèöèÿ ñå
ñúñòîè â òîâà, äàëè ñå èçïîëçâàò ïðîèçâîëíè ðàçáèâàíèÿ íà äåôèíèöè-
îííàòà îáëàñò, èëè ñàìî ñïåöèàëíè.

Îáùà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí. Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â
ðàâíèíàòà, è f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â D. Íåêà τ : D = ∪ni=1Di

å ðàçáèâàíå íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D. Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà
Pi ∈ Di, i = 1, . . . , n.

Ïîä ðèìàíîâà ñóìà, ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ è òî÷êèòå
{Pi}, ðàçáèðàìå èçðàçà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Pi)µ (Di) .

Íóæäàåì ñå îò îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî äèàìåòúð íà ðàçáèâàíå-
òî. Ùå íàïîìíèì, ÷å àêî A å îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà,
íåãîâèÿò äèàìåòúð å ìàêñèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå* ìåæäó äâå íåãîâè òî÷-
êè.

diam A = sup
P,Q∈A

ρ(P,Q).

Àêî τ å ãîðíîòî ðàçáèâàíå, äåôèíèðàìå

diam τ = max
i=1,...,n

(diam Di) .

*Òàêà, äèàìåòúðúò íà ïðàâîúãúëíèê å ðàâåí íà íåãîâèÿ äèàãîíàë, à äèàìåòúðúò
íà êðúã å ðàâåí íà íåãîâèÿ äèàìåòúð.
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà ñïåöèàëíè ðàçáèâàíèÿ òàçè äåôèíèöèÿ ñúâïà-
äà ñ äàäåíàòà ïî-ãîðå. Ñåãà ìîæåì äà âúçïðîèçâåäåì äåôèíèöèÿòà íà
Ðèìàí. Îòíîâî äåôèíèðàìå

I(f) = lim
diam τ→0

Rτ (f),

êàòî òóê ñå ðàçãëåæäàò ïðîèçâîëíè èçìåðèìè ðàçáèâàíèÿ íà D.

Åêâèâàëåíòíîñò íà äâåòå äåôèíèöèè. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî
åäíà ôóíêöèÿ å èíòåãðóåìà ïî îáùàòà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí, òÿ å èíòåã-
ðóåìà è îòíîñíî ñïåöèàëíàòà. Íàèñòèíà, àêî ãðàíèöàòà â îïðåäåëåíèåòî
íà èíòåãðàëà ñúùåñòâóâà çà îáùè ðàçáèâàíèÿ, òî òÿ ùå ñúùåñòâóâà (è
ùå áúäå ñúùàòà), àêî ñå îãðàíè÷èì ñàìî ñúñ ñïåöèàëíèòå ðàçáèâàíèÿ.
Îáðàòíîòî òâúðäåíèå ñå äîêàçâà ìàëêî ïî-ñëîæíî è íèå íÿìà äà ãî
äîêàçâàìå òóê. Â êðàéíà ñìåòêà, îáùàòà è ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ íà
Ðèìàí ñà åêâèâàëåíòíè, è âúâ âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé íèå èìàìå ñâî-
áîäàòà äà èçïîëçâàìå òàçè îò òÿõ, êîÿòî å ïî-óäîáíà çà ñëó÷àÿ.

Êëàñîâå èíòåãðóåìè ôóíêöèè. Ðàçáèðà ñå, äàäåíàòà ïî-ãîðå
äåôèíèöèÿ ùå èìà ñìèñúë, àêî òÿ å ïðèëîæèìà çà äîñòàòú÷íî ìíîãî
ôóíêöèè. Ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ (äàâàìå ãè áåç äîêàçàòåëñòâî) ïîêàç-
âàò, ÷å ïîâå÷åòî ôóíêöèè, êîèòî ñå èçïîëçâàò â àíàëèçà, ñà èíòåãðóåìè,
ò.å. ãðàíèöàòà íà ðèìàíîâèòå ñóìè íàèñòèíà ñúùåñòâóâà.

Òâúðäåíèå 1. Àêî ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà âúðõó çàò-
âîðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî D, òÿ å èíòåãðóåìà âúðõó íåãî.

Â íÿêîè ñëó÷àè èçèñêâàíåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íàâñÿêúäå å ïðåêà-
ëåíî ñèëíî è íå îáõâàùà íÿêîè âàæíè ñëó÷àè êàòî íàïðèìåð ñòúïàëî-
âèäíèòå ôóíêöèè. Îêàçâà ñå, ÷å å äîñòàòú÷íî äà ñå ïîèñêà ôóíêöèÿòà
äà å îãðàíè÷åíà è íåïðåêúñíàòà "ïî÷òè íàâñÿêúäå", ò.å. ìíîæåñòâîòî
íà íåéíèòå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå äà å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí.
Òàêà ôóíêöèÿòà ìîæå äà èìà ïðåêúñâàíå âúðõó òî÷êè, ëèíèè è ò.í.

Òâúðäåíèå 2. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) å äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà
âúðõó èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâà
ïðåíåáðåæèìî ïîäìíîæåñòâî A íà D, òàêà ÷å f(x, y) å íåïðåêúñíàòà
âúâ âñè÷êè òî÷êè íà D \ A. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà âúðõó D.

Òðîåí èíòåãðàë. Ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïî-ãîðå, ìîæå äà ñå
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îïðåäåëè ïîíÿòèåòî òðîåí èíòåãðàë, ò.å. èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ f(x, y, z)

íà òðè ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà âúðõó èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà R3.
Òúé êàòî äåôèíèöèÿòà íà òðîåí èíòåãðàë ïî ñúùåñòâî ïîâòàðÿ òàçè íà
äâîåí, íèå ùå ÿ äàäåì íàêðàòêî.

Íåêà f(x, y, z) å äåôèíèðàíà çà x ∈ [a, b], y ∈ [c, d], z ∈ [e, f ]. Ñ
äðóãè äóìè, íåêà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà f äà å ïðàâîúãúëíèÿò
ïàðàëåëåïèïåä

∆ = [a, b]× [c, d]× [e, f ] ⊂ R3.

Îòíîâî ùå âúâåäåì äåëÿùè òî÷êè x0, . . . , xn, y0, . . . , ym, z0, . . . , zp, òàêà
÷å a = x0 < x1 < . . . < xn = b, c = y0 < y1 < . . . < ym = d, e =
z0 < z1 < . . . < zp = f . Òàêà ïîëó÷àâàìå ðàçáèâàíåòî íà ïðàâîúãúëíèÿ
ïàðàëåëåïèïåä ∆ íà ïî-ìàëêè ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè:

∆ = ∪ni=1 ∪mj=1 ∪
p
k=1∆ijk,

êúäåòî ∆ijk = [xi−1, xi]× [yj−1, yj]× [zk−1, zk]. Èçáèðàìå ïî åäíà òî÷êà

Pijk = (ξijk, ηijk, τijk) ∈ ∆ijk

è îïðåäåëÿìå ðèìàíîâàòà ñóìà

Rτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

p∑
k=1

f (Pijk)µ (∆ijk) =

=
n∑
i=1

m∑
j=1

p∑
k=1

f (ξijk, ηijk, τijk) (xi − xi−1) (yj − yj−1) (zk − zk−1) .

È òóê îïðåäåëÿìå äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî ñ ôîðìóëàòà

diam τ = max
i=1,...,n,j=1,...,m,k=1,...,p

√
(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2 + (zk − zk−1)2,

è îïðåäåëÿìå òðîéíèÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f(x, y, z) âúðõó ∆ ñ ôîð-
ìóëàòà ∫∫∫

∆

f(x, y, z) dx dy dz = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Â îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ôóíêöèÿòà f(x, y, z) å äåôèíèðàíà â èç-
ìåðèìîòî ìíîæåñòâî V ⊂ R3, èçáèðàìå ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä
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∆ ⊂ R3, ñúäúðæàù V . Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà f̃(x, y, z), ðàâíà íà
f(x, y, z) âúðõó V è íà íóëà âúðõó ∆ \ V , è ïîëàãàìå∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz =
∫∫∫

∆

f̃(x, y, z) dx dy dz.

Îáùàòà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí, êàêòî è òâúðäåíèÿòà 1 è 2 çà èí-
òåãðóåìîñò, ñå ïðåíàñÿò äîñëîâíî çà òðîéíèÿ èíòåãðàë, è íèå íÿìà äà
ãè ïîâòàðÿìå.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1.

Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ðàçáèâàíå (äåëÿùè òî÷êè ïî x è ïî y, ìåæ-
äèííè òî÷êè), êîãàòî äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å ïðàâîúãúëíèê. Êàê-
âî å äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî?

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå íà äâîåí èíòåãðàë êàòî ãðàíèöà íà ðèìàíîâèòå
ñóìè. Íàïèøåòå ïîäðîáíàòà äåôèíèöèÿ (ñ ε è δ).

3. Äàéòå îáùà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Ïî êàêâî ñå ðàçëè÷àâàò
îáùàòà è ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ?

4. Êîãà åäíà ôóíêöèÿ å èíòåãðóåìà? Ïîñî÷åòå äâà âàæíè êëàñà îò èí-
òåãðóåìè ôóíêöèè.

5. Ïî êàêâî ñå ðàçëè÷àâà äåôèíèöèÿòà íà òðîéíèÿ èíòåãðàë îò òàçè íà
äâîéíèÿ?
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2.3 Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìíîãîìåðíèÿ èí-

òåãðàë

Òóê ùå èçáðîèì è äîêàæåì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâîéíèÿ èíòåãðàë.
Òå íå ñå ðàçëè÷àâàò îñîáåíî îò ñâîéñòâàòà íà åäíîìåðíèÿ ðèìàíîâ èí-
òåãðàë, èçó÷åíè â ïúðâàòà ÷àñò. Â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô íèå âúâåäîõìå
íÿêîëêî åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà èíòåãðàëà, è ïðè äîêàçàòåëñòâî-
òî íà âñÿêî ñâîéñòâî ùå èçïîëçâàìå òàçè îò òÿõ, êîÿòî å íàé-óäîáíà çà
ñëó÷àÿ. Èíòåãðàëà îò f(x, y) âúðõó D ùå îçíà÷àâàìå ñ

∫∫
D f(x, y) dxdy

èëè ïðîñòî ñ I(f).

Ñâîéñòâàòà íà òðîéíèÿ èíòåãðàë äîñëîâíî ñúâïàäàò ñ òåçè íà
äâîéíèÿ, è íèå íÿìà äà ãè îòáåëÿçâàìå îòäåëíî.

Ñâîéñòâî 1. Ëèíåéíîñò è õîìîãåííîñò. Àêî ôóíêöèèòå f(x, y)
è g(x, y) ñà èíòåãðóåìè âúðõó D, òî è f(x, y) + g(x, y), λf(x, y) ñà ñúùî
èíòåãðóåìè, è∫∫

D
(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫∫
D
f(x, y)dxdy +

∫∫
D
f(x, y)dxdy,

∫∫
D
λf(x, y)dxdy = λ

∫∫
D
f(x, y) dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà íà Ðèìàí (áåç çíà-
÷åíèå - îáùà èëè ñïåöèàëíà). Íåêà τ : D = ∪ni=1Di å êàêâî äà å ðàçáèâàíå
íà D è Pi ∈ Di. Èìàìå

Rτ (f+g) =
n∑
i=1

(f (Pi) + g (Pi))µ (Di) = Rτ (f)+Rτ (g), Rτ (λf) = λRτ (f),

îòêúäåòî ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå èñêàíèòå
ðàâåíñòâà.

Ñâîéñòâî 2. Ïîçèòèâíîñò. Àêî f(x, y) ≥ 0 íàâñÿêúäå âúðõó D,
òî è I(f) ≥ 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ ùå èìàìå
Rτ (f) ≥ 0, îòêúäåòî ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå I(f) ≥ 0.

Ïîçèòèâíîñòòà íà èíòåãðàëà àâòîìàòè÷íî âëå÷å ñëåä ñåáå ñè îùå
íÿêîëêî ñâîéñòâà.
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Ñâîéñòâî 3. Ìîíîòîííîñò. Àêî f(x, y) ≥ g(x, y) íàâñÿêúäå âúð-
õó D, òî I(f) ≥ I(g) (ñ äðóãè äóìè, íåðàâåíñòâàòà ìîãàò äà ñå èíòåãðè-
ðàò).

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî f(x, y) − g(x, y) ≥ 0, òî ïî ñâîéñòâî 2
èìàìå I(f − g) ≥ 0, îòêúäåòî ïî ñâîéñòâî 1 ïîëó÷àâàìå I(f)− I(g) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 4. Àêî ôóíêöèÿòà f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D, òî
íåéíèÿò ìîäóë |f(x, y)| å ñúùî èíòåãðóåì, è |I(f)| ≤ I (|f |) .

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ïðèåìåì áåç äîêàçàòåëñòâî, ÷å |f(x, y)| å èí-
òåãðóåìà. Ùå äîêàæåì èñêàíîòî íåðàâåíñòâî. Íàèñòèíà, íàâñÿêúäå å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

− |f(x, y)| ≤ f(x, y) ≤ |f(x, y)| ,

îòêúäåòî ïî ñâîéñòâî 3 ñëåäâà, ÷å

−I (|f |) ≤ I (f) ≤ I (|f |) .

Ñëåäîâàòåëíî

|I(f)| = max (I(f),−I(f)) ≤ I (|f |) .

Ñâîéñòâî 5. (Âðúçêà ìåæäó èíòåãðàëà è ìÿðêàòà.) Çà âñÿêî
èçìåðèìî ìíîæåñòâî D èìàìå:∫∫

D
1 dxdy = µ(D).

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî çà ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå
τ : D = ∪ni=1Di å â ñèëà Rτ (1) =

∑n
i=1 µ (Di) = µ(D).

Ñâîéñòâî 6. (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè.) Íåêà D å çàò-
âîðåíî, èçìåðèìî è ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî (âèæ �1.3 çà äåôèíè-
öèÿ íà ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî), è f(x, y) å íåïðåêúñíàòà âúðõó
D. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà P0 ∈ D òàêàâà, ÷å∫∫

D
f(x, y) dxdy = f (P0)µ(D).
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ m è M ñúîòâåòíî òî÷íàòà äîë-
íà è ãîðíà ãðàíèöà íà ñòîéíîñòèòå íà f(x, y) âúðõó D. Ñïîðåä òåî-
ðåìèòå íà Âàéåðùðàñ (òåîðåìè 7 è 8 íà �1.3) òåçè ãðàíèöè ñå äîñòè-
ãàò, ò.å. ñúùåñòâóâàò òî÷êè Pmin, Pmax ∈ D òàêèâà, ÷å f (Pmin) = m,
f (Pmax) = M . Èíòåãðèðàéêè íåðàâåíñòâàòà m ≤ f(x, y) ≤ M , ïîëó÷à-
âàìå mµ(D) ≤

∫∫
D f(x, y)dxdy ≤Mµ(D), (âèæ ñâîéñòâî 5), îòêúäåòî

f (Pmin) = m ≤ 1

µ(D)

∫∫
D
f(x, y) dxdy ≤M = f (Pmax) .

Ïî òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè (òåîðåìà 11 íà �1.3) âñÿêî ÷èñ-
ëî, íàìèðàùî ñå ìåæäó äâå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà, å ñúùî ñòîéíîñò
íà ôóíêöèÿòà, îòêúäåòî ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà òî÷êà P0 ∈ D òàêà-
âà, ÷å f (P0) = 1

µ(D)

∫∫
D f(x, y)dxdy.

Çàáåëåæêà. ×èñëîòî f (P0) = 1
µ(D)

∫∫
D f(x, y)dxdy ñå íàðè÷à

ñðåäíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó D.
Ñâîéñòâî 7. (Àäèòèâíîñò ïî ìíîæåñòâî). Íåêà D = D′∪D′′ å

ðàçáèâàíå íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D íà äâå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà
D′ è D′′ ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè, è f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíè-
ðàíà âúðõó D. Òîãàâà

1/ f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D òî÷íî òîãàâà, êîãàòî òÿ å èíòåã-
ðóåìà âúðõó D′ è D′′, è

2/ ∫∫
D
f(x, y) dxdy =

∫∫
D′
f(x, y) dxdy +

∫∫
D′′
f(x, y) dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. È òóê ùå ïðîïóñíåì äîêàçàòåëñòâîòî íà èíòåã-
ðóåìîñòòà îò ò. 1/ Ùå äîêàæåì òî÷êà 2/, êàòî èçïîëçâàìå îáùàòà äå-
ôèíèöèÿ íà Ðèìàí. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å èçâåñòíî, ÷å f å èíòåãðó-
åìà âúðõó D, D′ è D′′. Íåêà τ ′ : D1 = ∪ni=1D

′
i å ðàçáèâàíå íà D′, è

τ ′′ : D′′ = ∪mj=1D
′′
i å ðàçáèâàíå íà D

′′. Åëåìåíòèòå íà òåçè äâå ðàçáèâà-
íèÿ îáðàçóâàò ðàçáèâàíå íà D:

τ : D = (∪ni=1D
′
i) ∪

(
∪mj=1D

′′
j

)
.

Äà èçáåðåì è ìåæäèííèòå òî÷êè P ′i ∈ D′i, P ′′j ∈ D′′j . Òîãàâà ÷ðåç ãðàíè-
÷åí ïðåõîä â ðàâåíñòâîòî

Rτ (f) = Rτ ′(f) +Rτ ′′(f)
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ïðè diam τ ′ è diam τ ′′ êëîíÿùè êúì íóëà (òîãàâà î÷åâèäíî è diam τ êëî-
íè êúì íóëà), ïîëó÷àâàìå ïî äåôèíèöèÿòà íà Ðèìàí ðàâåíñòâîòî 2/.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Èçáðîéòå îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâîéíèÿ èíòåãðàë.
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2.4 Ïðåñìÿòàíå íà ìíîãîìåðíèòå èíòåãðàëè

Ïðåñìÿòàíå íà äâîéíèÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â
ïðàâîúãúëíèê. Îñíîâíèÿò íà÷èí çà ïðåñìÿòàíå íà äâîéíèòå èíòåãðà-
ëè å ñâåæäàíåòî èì êúì ïîâòîðíè, ò.å. èíòåãðèðàíå ïúðâî ïî åäíàòà, è
ñëåä òîâà ïî âòîðàòà ïðîìåíëèâà.

Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ, èíòåãðóåìà âúðõó ïðàâîúãúëíèêà ∆ =
[a, b]× [c, d]. Òîãàâà èìàìå

Òåîðåìà 1.

∫∫
∆

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx.

Çàáåëåæêà. Èíòåãðèðàíèÿòà ïî x è y ìîãàò äà áúäàò ðàçìåíåíè;
âÿðíî å è ðàâåíñòâîòî

∫∫
∆

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy.
Äîêàçàòåëñòâî.Ìàêàð ÷å òåîðåìàòà å âÿðíà â îáùèÿ ñëó÷àé, òóê

ùå ÿ äîêàæåì çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x, y). Äà îçíà÷èì

F (x) =

d∫
c

f(x, y) dy.

Òðÿáâà äà ñå äîêàæå, ÷å

b∫
a

F (x) dx =
∫∫

∆

f(x, y) dxdy.

Íåêà, êàêòî â �2, èçáåðåì ðàçáèâàíå τ , îïðåäåëåíî îò äåëÿùèòå
òî÷êè x0, . . . , xn, y0, . . . , ym.. Äà îçíà÷èì ñ mij è Mij ñúîòâåòíî íàé-
ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) â ïðàâîúãúëíèêà
∆ij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj]. Ïî âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ (òåîðåìà 8



2.4. ÏÐÅÑÌßÒÀÍÅ ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈÒÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ 129

îò �1.3) òåçè äâå ÷èñëà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñòîéíîñòè íà f(x, y)
â ïîäõîäÿùè òî÷êè îò ∆ij.

Äà ôèêñèðàìå ïî åäíà òî÷êà ξi âúâ âñåêè îò èíòåðâàëèòå [xi−1, xi].
Òúé êàòî çà âñÿêî y ∈ [yj−1, yj] å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

mij ≤ f(ξi, y) ≤Mij,

òî, èíòåãðèðàéêè ïî y, ïîëó÷àâàìå, ÷å

mij (yj − yj−1) ≤
yj∫

yj−1

f(x, y) dy ≤Mij (yj − yj−1) .

Òúé êàòî

F (ξi) =

d∫
c

f(ξi, y) dy =
m∑
j=1

yj∫
yj−1

f(ξi, y) dy,

òî
m∑
j=1

mij (yj − yj−1) ≤ F (ξi) ≤
m∑
j=1

Mij (yj − yj−1) .

Äà óìíîæèì òîâà íåðàâåíñòâî ñ (xi − xi−1); ïîëó÷àâàìå, ÷å

n∑
i=1

m∑
j=1

mij (yj − yj−1) (xi − xi−1) ≤

≤
n∑
i=1

F (ξi) (xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

m∑
j=1

Mij (yj − yj−1) (xi − xi−1) .

Äà íàêàðàìå ñåãà äèàìåòúðà íà ðàçáèâàíåòî τ äà êëîíè êúì
íóëà. Âëÿâî è âäÿñíî â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî èìà èçðàçè, êîèòî ìî-
ãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ðèìàíîâè ñóìè çà äâîéíèÿ èíòåãðàë∫∫
∆
f(x, y) dxdy, è ñëåäîâàòåëíî êëîíÿò êúì òîçè èíòåãðàë*. Èçðàçúò â

ñðåäàòà
∑n
i=1 F (ξi) (xi − xi−1) ïðåäñòàâëÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà èíòåãðàëà

*Òóê íèå èçïîëçâàìå íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x, y), íî âñúùíîñò òîâà
òâúðäåíèå å âÿðíî çà ïðîèçâîëíà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ è ñå íàðè÷à Òåîðåìà íà Äàðáó.
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b∫
a
F (x) dx è êëîíè êúì òîçè èíòåãðàë. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå

íåðàâåíñòâàòà

∫∫
∆

f(x, y) dxdy ≤
b∫
a

F (x) dx ≤
∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà
Ïî-èíòåðåñåí å ñëó÷àÿò, êîãàòî ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà âúðõó

ìíîæåñòâî ñ ïî-ñëîæíà ôîðìà. Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà, àêî äåôèíè-
öèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö D, ñúñòîÿù ñå
îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî x ∈ [a, b] è ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x).
Òóê ϕ(x) è ψ(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [a, b] òàêèâà, ÷å
ϕ(x) ≤ ψ(x) çà âñÿêî x. Â �1 äîêàçàõìå, ÷å âñåêè êðèâîëèíååí òðàïåö
å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà R2. Íåêà f(x, y) å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â D.

Òåîðåìà 2.

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy

 dx.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñïîðåä ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èí-
òåãðàë òðÿáâà äà èçáåðåì ïðàâîúãúëíèê ∆ = [a, b] × [c, d], êîéòî äà
ñúäúðæà D. (Òîâà å èçïúëíåíî, àêî c ≤ minϕ(x) è d ≥ maxψ(x)). Íåêà
f̃(x, y) äà îçíà÷àâà ïðîäúëæåíèåòî íà f(x, y) âúðõó öÿëîòî ∆, ðàâíî íà
íóëà âúðõó ∆ \D. Ïî äåôèíèöèÿ èìàìå∫∫

D

f(x, y) dxdy =
∫∫

∆

f̃(x, y) dxdy =

=

b∫
a

 d∫
c

f̃(x, y) dy

 dx =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy

 dx,
òúé êàòî ïðè âñÿêî x ôóíêöèÿòà f̃(x, y) å ðàâíà íà íóëà â èíòåðâàëèòå
[c, ϕ(x)] è [ψ(x), d].
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Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ëèöåòî íà êðúãà DR ñ öåíòúð â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ R. Î÷åâèäíî DR ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè
(x, y) ∈ R2, çà êîèòî

√
x2 + y2 ≤ R. Ðåøàâàéêè òîâà íåðàâåíñòâî îòíîñíî

y, ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî íà DR êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö:

DR =
{

(x, y) : −R ≤ x ≤ R,−
√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2

}
.

Ïî ñâîéñòâî 5 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô ìÿðêàòà íà äàäåíî ìíîæåñòâî å ðàâ-
íà íà èíòåãðàëà îò êîíñòàíòàòà åäèíèöà ïî íåãî. Èçïîëçâàéêè ãîðíàòà
ôîðìóëà, ïîëó÷àâàìå:

µ (DR) =
∫ ∫
DR

1 dxdy =

R∫
−R

(∫ √R2−x2

−
√
R2−x2

dy

)
dx = 2

R∫
−R

√
R2 − x2 dx.

Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ñå ðåøàâà ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà x = Rsin t, îòêúäå-
òî

µ (DR) = 2R2

π/2∫
−π/2

cos 2t dt = R2

π/2∫
−π/2

(1 + cos 2t) dt = πR2.

Ïðåñìÿòàíå íà òðîéíèòå èíòåãðàëè.Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y, z)
å äåôèíèðàíà è èíòåãðóåìà âúðõó ïðàâîúãúëíèÿ ïàðàëåëåïèïåä ∆ =
[a, b]× [c, d]× [e, f ]. Òîãàâà òðîéíèÿò èíòåãðàë îò f(x, y, z) âúðõó ∆ ìîæå
äà ñå ïðåñìåòíå, àíàëîãè÷íî íà òåîðåìà 1, ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî èíòåã-
ðèðàíå ïî òðèòå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 3.

∫∫∫
∆
f(x, y, z) dxdydz =

∫ b

a

 d∫
c

(∫ f

e
f(x, y, z) dz

)
dy

 dx.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà òâúðäåíèå å íàïúëíî àíàëîãè÷íî íà äî-

êàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 1.

Çà äà ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå òðîéíè èíòåãðàëè âúðõó ïî-ñëîæíè
ôèãóðè, òðÿáâà äà âúâåäåì òðèìåðåí àíàëîã íà ïîíÿòèåòî êðèâîëèíååí
òðàïåö:
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà å äàäåíî èçìåðèìîòî è çàòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî D â ðàâíèíàòà Oxy, è íåêà ϕ(x, y), ψ(x, y) ñà äâå ôóíêöèè, äå-
ôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè âúðõó D, çà êîèòî âúâ âñÿêà òî÷êà (x, y) å
èçïúëíåíî ϕ(x, y) ≤ ψ(x, y). Òîãàâà ïîä êðèâîëèíååí öèëèíäúð ñ îñíî-

âà D, çàäàäåí ÷ðåç ôóíêöèèòå ϕ è ψ, ùå ðàçáèðàìå òÿëîòî V ⊂ R3,
îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D,ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} .

Êàêòî è çà êðèâîëèíååí òðàïåö (âèæ òåîðåìà 2 îò �1), ìîæå äà ñå
äîêàæå

Ëåìà 4. Ìíîæåñòâîòî V å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà R3.
Íåêà f(x, y, z) å ôóíêöèÿ, èíòåãðóåìà âúðõó V . Òðèìåðíèÿò àíà-

ëîã íà òåîðåìà 3 å:

Òåîðåìà 5.

∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =
∫∫
D

 ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ∆ = [a, b] × [c, d] å ïðàâîúãúëíèê â ðàâíè-
íàòà Oxy, ñúäúðæàù ìíîæåñòâîòî D, è íåêà êîíñòàíòèòå e, f ñà èç-
áðàíè êàêòî â ïðåäíàòà ëåìà. Òîãàâà ïðàâîúãúëíèÿò ïàðàëåëåïèïåä
∆̃ = ∆ × [e, f ] ñúäúðæà òÿëîòî V . Íåêà f̃(x, y, z) å ïðîäúëæåíèåòî íà
f(x, y, z) âúðõó öÿëîòî ∆̃ ñ íóëåâè ñòîéíîñòè èçâúí V . Òîãàâà èìàìå∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz =
∫∫∫

∆̃

f̃(x, y, z) dxdydz =

=
∫∫

∆

 f∫
e

f̃(x, y, z) dz

 dxdy =
∫∫
D

 ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy.
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Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì îáåìà íà êúëáîòî BR ñ öåíòúð â íà÷à-
ëîòî íà êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ R. Î÷åâèäíî BR ñå ñúñòîè îò âñè÷êè
òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, çà êîèòî

√
x2 + y2 + z2 ≤ R. Ðåøàâàéêè òîâà íåðà-

âåíñòâî îòíîñíî z, ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî íà BR êàòî êðèâîëèíååí
öèëèíäúð:

BR =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ DR,−
√
R2 − x2 − y2 ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2

}
,

êúäåòî DR, êàêòî è ïî-ãîðå, îçíà÷àâà êðúã â ðàâíèíàòà (x, y) ñ öåíòúð
â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Ïî ôîðìóëàòà îò ãîðíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå

µ (BR) =
∫∫ ∫
BR

1 dxdydz = 2
∫ ∫
DR

√
R2 − x2 − y2 dxdy =

= 2

R∫
−R


√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2 dy

 dx.
Â ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë äà îçíà÷èì âðåìåííî a =

√
R2 − x2; êàêòî

âèäÿõìå ìàëêî ïî-ãîðå, èçïîëçâàéêè ñóáñòèòóöèÿòà x = asin t, ïîëó÷à-
âàìå, ÷å

∫ a
−a
√
a2 − y2 dy = πa2/2 è ñëåäîâàòåëíî

µ (BR) = π

R∫
−R

(
R2 − x2

)
dx =

4

3
πR3.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Êàê ñå ïðåñìÿòà äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðàâîúãúëíèê?

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïðèìåðè íà êðèâîëèíååí òðàïåö â ðàâíèíàòà.
3. Êàê ñå ïðåñìÿòà äâîåí èíòåãðàë âúðõó êðèâîëèíååí òðàïåö?

4. Ïðåñìåòíåòå
∫∫
DR

x2 dxdy, êúäåòî ñ DR ñìå îçíà÷èëè êðúã â ðàâíèíàòà

ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïðèìåðè íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð â òðèìåð-
íîòî ïðîñòðàíñòâî.

6. Êàê ñå ïðåñìÿòà äâîåí èíòåãðàë âúðõó êðèâîëèíååí öèëèíäúð?
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2.5 Ïîëÿðíè è ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè

Ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R2. Ùå ïðèïîìíèì ïîíÿòè-
åòî ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå, ïîçíàòî îò ÷àñò I. Íåêà D =
{(ρ, θ) : ρ > 0, 0 ≤ θ < 2π} ⊂ R2. Ùå îïðåäåëèì èçîáðàæåíèåòî îò D
â R2\ {(0, 0)} , íàðå÷åíî ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå , ñ ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, êúäåòî ρ > 0, 0 ≤ θ < 2π.

Ëåñíî ñå ñìÿòà, ÷å

D(x, y)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣∣ x′ρ x′θ
y′ρ y′θ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θsin θ ρ cos θ

∣∣∣∣∣ =

= ρ
(
cos 2θ + sin 2θ

)
= ρ > 0.

Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè å ÿñåí: çà äàäåíà
òî÷êà P â ðàâíèíàòà ñ ρ îçíà÷àâàìå ðàçñòîÿíèåòî

∣∣∣∣∣∣ ~OP ∣∣∣∣∣∣ îò òî÷êàòà äî
íà÷àëîòî O íà êîîðäèíàòèòå, à ñ θ � ïîëÿðíèÿò úãúë íà òî÷êàòà, ò.å.
úãúëà ìåæäó îòñå÷êàòà ~OP è àáñöèñíàòà îñ. Î÷åâèäíî êîîðäèíàòèòå
x, y íà òî÷êàòà P ñå èçðàçÿâàò ñ ãîðíèòå ôîðìóëè (âèæ ÷åðòåæà).

P

Θ

Ρ

x

y

Ïîëÿðíè êîîðäèíàòè â ðàâíèíàòà

Îòòóê ñå âèæäà çàùî å íàëîæåíî îãðàíè÷åíèåòî 0 ≤ θ < 2π; â
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ïðîòèâåí ñëó÷àé ïîëÿðíèÿò úãúë íå å îïðåäåëåí åäíîçíà÷íî. Òàêà, àêî
òî÷êàòà P å íà àáñöèñíàòà îñ, çà íåèí ïîëÿðåí úãúë ìîæå äà ñå âçåìå
âñåêè îò úãëèòå 0, ±2π, ±4π è ò.í.

Ïî-íàãëåäíà ïðåäñòàâà çà ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå ìî-
æåì äà ïîëó÷èì, àêî ðàçãëåäàìå íåéíèòå êîîðäèíàòíè ëèíèè, ò.å. ëèíè-
èòå, ïîëó÷åíè ïðè ôèêñèðàíå íà åäíà îò êîîðäèíàòèòå ρ, θ, è ïðîìåíÿíå
íà äðóãàòà êîîðäèíàòà. Òàêà, ïðè ïîëàãàíå ρ = R è ïðîìÿíà íà θ ïîëó-
÷àâàìå ôàìèëèÿ îò êîíöåíòðè÷íè îêðúæíîñòè ñ öåíòúð â íà÷àëîòî; ïðè
ôèêñèðàíå íà θ ñå ïîëó÷àâàò ëú÷è, çàïî÷âàùè â íà÷àëîòî è ñêëþ÷âàùè
ñúîòâåòíèÿò úãúë ñ àáñöèñíàòà îñ (âèæ ÷åðòåæà).

Êîîðäèíàòíè ëèíèè íà ïîëÿðíàòà ñìÿíà

Ôîðìóëèòå çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå ìîãàò äà áúäàò ïîñî÷åíè â
ÿâåí âèä: î÷åâèäíî èìàìå

ρ =
√
x2 + y2.

Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà θ ïî x è y å ìàëêî ïî-ñëîæíî; â îòâîðåíèÿ ïúðâè
êâàäðàíò å âÿðíà ôîðìóëàòà

θ = arctg
y

x
.

Ïðåäëàãàìå íà ÷èòàòåëÿ ñàìîñòîÿòåëíî äà íàìåðè ôîðìóëèòå çà äðó-
ãèòå êâàäðàíòè.
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P

P1

j

Θ

Ρ

Ρ1

x

y

0

z

Ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî

Ñôåðè÷íà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R3. Ùå çàïî÷íåì ñ åäíà
ïî-ïðîñòà ñìÿíà â R3: òÿ ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òðîéêà (ρ, θ, z) òî÷êàòà
(x, y, z) ∈ R3 ïî ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z.

Ñ äðóãè äóìè, ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ñå ïðàâè ñàìî â ðàâíèíàòà
(x, y). Î÷åâèäíî èìàìå

D(x, y, z)

D(ρ, θ, z)
=
D(x, y)

D(ρ, θ)
= ρ.

Òàçè ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R3 ñå íàðè÷à öèëèíäðè÷íà.
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Ùå îïèøåì ïî-ñëîæíàòà ñôåðè÷íà ñìÿíà. Íåêà P = (x, y, z) å

ïðîèçâîëíà òî÷êà îò R3. Íåéíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó ðàâíèíàòà (Oxy) å
P1 = (x, y). Íåêà ρ =

√
x2 + y2 + z2 è ρ1 =

√
x2 + y2 ñà ðàçñòîÿíèÿòà

íà òî÷êèòå P è P1 äî íà÷àëîòî. Ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â
ðàâíèíàòà (Oxy) èìà âèäà

x = ρ1 cos θ, y = ρ1 sin θ.

Äà îçíà÷èì ñ ϕ úãúëà ìåæäó îñòà z è ðàäèóñ-âåêòîðà ~P íà òî÷-
êàòà P . Î÷åâèäíî ϕ âçåìà ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è π. Â ïðàâîúãúëíèÿ
òðèúãúëíèê OP1P ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

ρ1 = ρ sinϕ, z = ρ cosϕ.

Îáåäèíÿâàéêè òàêà íàïèñàíèòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå ôîðìóëè, èçðà-
çÿâàùè äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè (x, y, z) ÷ðåç ρ, θ, ϕ:

x = ρ cos θ sinϕ,
y = ρ sin θ sinϕ,
z = ρ cosϕ, ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π].

Êîîðäèíàòèòå (ρ, θ, ϕ) ñå íàðè÷àò ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â R3. Ùå
ïðåñìåòíåì ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñúîòâåòíàòà ñìÿíà íà
ïðîìåíëèâèòå: òîâà ìîæå äà áúäå èçâúðøåíî äèðåêòíî, íî ïî-ëåñíî å
äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî íà ñôåðè÷íàòà ñìÿíà êàòî ïðîèçâåäåíèå
íà äâå öèëèíäðè÷íè ñìåíè:

D (x, y, z)

D (ρ, θ, ϕ)
=

D (x, y, z)

D (ρ1, θ, z)
.
D (ρ1, θ, z)

D (ρ, θ, ϕ)
=

=
D (x, y)

D (ρ1, θ)
.
D (ρ1, z)

D (ρ, ϕ)
= ρ1ρ = ρ2 sinϕ.

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å ñôåðè÷íàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå å ðåãóëÿð-
íà ïðè ρ > 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ (0, π).

Çà äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè, ùå îïèøåì
ëèíèèòå, ïîëó÷åíè ïðè ôèêñèðàíå íà íÿêîè îò òÿõ è ïðîìÿíà íà äðóãè.
Äà ôèêñèðàìå ρ = R; òîãàâà ïðè ïðîìÿíà íà θ è ϕ òî÷êàòà ñ êîîðäèíà-
òè (ρ, θ, ϕ) îïèñâà ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ
R. Ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâèì òàçè ñôåðà êàòî çåìíîòî êúëáî; ïðè òîâà
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Êîîðäèíàòíè ëèíèè âúðõó ñôåðàòà

òî÷êèòå (0, 0, R) è (0, 0,−R) îòãîâàðÿò ñúîòâåòíî íà Ñåâåðíèÿ è Þæíèÿ
ïîëþñ. Äà ôèêñèðàìå ϕ ∈ (0, π) è äà ìåíèì θ; òîâà îòãîâàðÿ íà âúðòåíå
íà òî÷êàòà îêîëî îñòà z. Òàêà ïîëó÷åíèòå ëèíèè â ãåîãðàôèÿòà ñå íà-
ðè÷àò ïàðàëåëè. Ïðè ϕ = 0 è ϕ = π òå ñå èçðàæäàò â òî÷êè � ñúîòâåòíî
Ñåâåðíèÿò è Þæíèÿò ïîëþñ íà ñôåðàòà. Îáðàòíî, àêî ôèêñèðàìå θ è
ìåíèì ϕ ìåæäó 0 è π, ïîëó÷àâàìå ïîëóîêðúæíîñò, ñâúðçâàùà ñåâåðíèÿ
è þæíèÿ ïîëþñ � ò.å. ìåðèäèàí âúðõó ñôåðàòà. Ñ äðóãè äóìè, êîîð-
äèíàòàòà ϕ îòãîâàðÿ íà ãåîãðàôñêàòà øèðèíà, à êîîðäèíàòàòà θ � íà
ãåîãðàôñêàòà äúëæèíà*.

*Ðàçëè÷èåòî ìåæäó êîîðäèíàòèòå, èçïîëçâàíè â ìàòåìàòèêàòà è â ãåîãðàôèÿòà,
å âúïðîñ íà êîíâåíöèÿ; òàêà, â ãåîãðàôèÿòà äúëæèíàòà ñå ìåíè ìåæäó 180o çàïàäíà
äúëæèíà è 180o èçòî÷íà äúëæèíà, ò.å. ìåæäó −π è π, à øèðèíàòà - ìåæäó 90o

ñåâåðíà è 90o þæíà øèðèíà, ò.å. ìåæäó −π/2 è π/2.
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Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà

1. Íàïèøåòå äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè íà òî÷êà ñ ïîëÿðíè êîîðäèíàòè
(ρ, θ). Îïðåäåëåòå ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè íà òî÷êàòà

(
−1,
√

3
)
.

2. Äàéòå ôîðìóëà çà ρ êàòî ôóíêöèÿ íà x è y. Íàïèøåòå àíàëîãè÷-
íà ôîðìóëà çà θ â ïúðâè, âòîðè è ò.í. êâàäðàíòè. Îáÿñíåòå çàùî íå
ñúùåñòâóâà òàêàâà ôîðìóëà â öÿëàòà ðàâíèíà.

3. Íàïèøåòå ôîðìóëèòå çà èçðàçÿâàíå íà äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè
÷ðåç ñôåðè÷íèòå â R3. Íàìåðåòå ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè íà òî÷êàòà(√

2,
√

2,
√

3
)
.

4. Íàïèøåòå ôîðìóëè çà ρ è çà ϕ êàòî ôóíêöèè íà x, y è z. (Óïúòâàíå:
âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé èçïîëçâàéòå èçðàçà çà z â ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè.)

5. Ïðåñìåòíåòå ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè íà ïîëÿðíàòà è íà ñôå-
ðè÷íàòà ñìÿíà.

6. Îïèøåòå êîîðäèíàòíèòå ëèíèè íà ñôåðè÷íàòà ñìÿíà â ïðîñòðàíñò-
âîòî. Ïî-òî÷íî. îïèøåòå êàêâè êðèâè ëèíèè â ïðîñòðàíñòâîòî ñå ïîëó-
÷àâàò, àêî

à/ Ôèêñèðàìå ϕ è θ, à ïðîìåíÿìå ρ.
á/ Ôèêñèðàìå ρ è ϕ, à ïðîìåíÿìå θ.
â/ Ôèêñèðàìå ρ è θ, à ïðîìåíÿìå ϕ.
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2.6 Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â ìíîãîìåðíèòå

èíòåãðàëè

Êàòî íà÷àëî ùå ñè ïðèïîìíèì ñúîòâåòíàòà òåîðåìà â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé. Íåêà f(x) å äåôèíèðàíà è èíòåãðóåìà çà x ∈ [a, b], è íåêà ϕ(t) å åä-
íîêðàòíî ãëàäêà â èíòåðâàëà [α, β] (èëè [β, α]), êàòî ϕ(α) = a, ϕ(β) = b.
Òîãàâà ∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Íåêà ñå îïèòàìå äà îñìèñëèì òàçè ôîðìóëà â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé
íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ϕ(t). Íåêà α = t0 < . . . < tn = β å ðàçáèâà-
íå íà [α, β], è íåêà òî÷êèòå xi = ϕ(ti) äà äàâàò ñúîòâåòíîòî ðàçáèâà-
íå íà èíòåðâàëà [a, b]. Ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå
xi − xi−1 = ϕ′(ηi) çà ïîäõîäÿùî ηi ∈ (ti−1, ti). Äà ïîëîæèì ξi = ϕ (ηi).
Êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ïîëó÷àâàìå

n∑
i=0

f (ξi) (xi − xi−1) =
n∑
i=0

f (ϕ(ηi)) (ϕ(ti)− ϕ(ti−1)) =

=
n∑
i=0

f (ϕ(ηi))ϕ
′(ηi) (ti − ti−1) .

Ëÿâàòà ñóìà êëîíè êúì ëåâèÿ èíòåãðàë âúâ ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå, à äÿñíàòà ñóìà - êúì äåñíèÿ èíòåãðàë. Òàêà íèå ïîëó÷àâàìå
äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà.

Ìàêàð è ïî-ñëîæíî îò ñòàíäàðòíîòî, òîâà äîêàçàòåëñòâî èìà ïðå-
èìóùåñòâîòî, ÷å íè ïîêàçâà îòêúäå ñå âçåìà äîïúëíèòåëíèÿò ìíîæèòåë
ϕ′(t) â èíòåãðàëà îòäÿñíî; òîçè ìíîæèòåë ïîêàçâà êîëêî ïúòè äúëæè-
íàòà íà ñúîòâåòíèÿ ïîäèíòåðâàë ñå ðàçòÿãà (èëè ñâèâà) ñëåä ïðèëàãàíå
íà ôóíêöèÿòà ϕ(t). Åñòåñòâåíî å äà ñå çàäàäå ñúùèÿ âúïðîñ, êîãàòî
âìåñòî ôóíêöèÿòà ϕ(t) èìàìå ïðåîáðàçîâàíèå îò Rn â Rn, çàäàäåíî ñ
n ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè; îêàçâà ñå, ÷å â òîçè ñëó÷àé ñúîòâåòíèÿò
"êîåôèöèåíò íà ðàçòÿãàíå íà îáåìà" ñå îïðåäåëÿ îò ôóíêöèîíàëíàòà
äåòåðìèíàíòà (èëè ÿêîáèàíà) íà ñúîòâåòíîòî èçîáðàæåíèå (âèæ �1.4).
Çà îïðîñòÿâàíå ùå ðàçãëåæäàìå ïðåîáðàçîâàíèÿ îò R2 â R2.

Îòíà÷àëî ùå ïðèïîìíèì îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ. Íåêà D å èçìåðèìî
è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà R2 ñ êîîðäèíàòè (u, v),è Φ(u, v) : D → R2
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å èçîáðàæåíèåòî, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå

x = x(u, v), y = y(u, v),

èëè, íàïèñàíî âúâ âåêòîðíà ôîðìà,

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) .

Ùå êàçâàìå, ÷å Φ å åäíîêðàòíî ãëàäêî, àêî ôóíêöèèòå x = x(u, v),
y = y(u, v) ñà äèôåðåíöèðóåìè â D è ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè ïúðâè
ïðîèçâîäíè. Äà ñè ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèÿòà îò �1.4: ïîä ôóíêöèîíàë-
íà äåòåðìèíàíòà, èëè ÿêîáèàí, íà Φ(u, v) ùå ðàçáèðàìå ôóíêöèÿòà

JΦ(u, v) =
D (x, y)

D (u, v)
(u, v) =

∣∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣∣ .
Èçîáðàæåíèåòî Φ(u, v) ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíî, àêî JΦ(u, v) 6= 0 çà

âñÿêà òî÷êà (u, v) ∈ D.
Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíàòà òåîðåìà íà òîçè ïàðàãðàô.

Òåîðåìà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â äâîéíèòå èíòåãðàëè.
Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, Φ(u, v) : D → R2 å ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå, íåêà
E = Φ(D) è f(x, y) å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó E. Òîãàâà å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî∫∫

E
f(x, y) dxdy =

∫∫
D
f(x(u, v), y(u, v)) |JΦ(u, v))| dudv.

Çàáåëåæêà. ×èòàòåëÿò ìîæå áè çàáåëÿçâà, ÷å ìíîãîìåðíàòà ôîð-
ìóëà ñå ðàçëè÷àâà îò åäíîìåðíàòà. Íàèñòèíà, â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ôóí-
êöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà ñúâïàäà ñ ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà, íî
â èçâåñòíàòà íè ôîðìóëà òÿ íå å ïîä çíàêà íà ìîäóëà. Ðàçëèêàòà íå å
ñëó÷àéíà. Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ìîäóëúò ìîæå äà áúäå èçáåãíàò, òúé
êàòî òàì å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî îðèåíòèðàí èíòåãðàë, èëè èíòåãðàë ñ
ðàçìåíåíè ãðàíèöè (âèæ Êîíâåíöèÿòà îò �4.2 íà ÷àñò 1). Â ìíîãîìåð-
íèÿ ñëó÷àé òîâà ñúùî ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî, íî èçèñêâà ïî-ñåðèîçíè
ñðåäñòâà.

Îñíîâíèÿò ìîìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å â ñëåäíîòî
òâúðäåíèå:
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Îñíîâíà ëåìà. Àêî (u0, v0) å òî÷êà îò D è U å äîñòàòú÷íî
ìàëêà íåéíà îêîëíîñò, òî îòíîøåíèåòî íà ëèöàòà íà Φ(U) è U å
áëèçêî äî |JΦ (u0, v0)|. Ùå çàïèñâàìå òîâà âúâ âèäà

µ (Φ(U))

µ (U)
≈ |JΦ (u0, v0)| .

Ïî-òî÷íî ëåìàòà ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà: àêî Un å åäíà ðåäèöà
îò îêîëíîñòè íà (u0, v0), ñâèâàùà ñå êúì òàçè òî÷êà, òî îòíîøåíèåòî
µ (Φ(Un))

µ (Un)
êëîíè êúì |JΦ (u0, v0)|.

Òóê íÿìà äà äîêàçâàìå îñíîâíàòà ëåìà, íî ùå ñå îïèòàìå äà ÿ îíàã-
ëåäèì è äà ïîêàæåì çàùî èìåííî ÿêîáèàíà äàâà îòíîøåíèåòî ìåæäó
îáåìèòå. Òðúãâàìå îò åëåìåíòàðíàòà ôîðìóëà çà ëèöå íà óñïîðåäíèê,
ïîðîäåí îò äâà âåêòîðà. Íåêà ~a = (a1, a2) è ~b = (b1, b2) ñà äâà âåêòîðà
â ðàâíèíàòà; òîãàâà ëèöåòî S íà óñïîðåäíèêà, ïîñòðîåí âúðõó òÿõ, å
ðàâíî íà

S =
∣∣∣~a×~b∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

(Òóê è ïî-äîëó äâåòå ÷åðòè îòëÿâî è îòäÿñíî îçíà÷àâàò ìîäóëà íà äå-
òåðìèíàíòàòà.)

Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, Φ å èçîáðàæåíèåòî, ñúïîñòàâÿùî íà òî÷êàòà ñ
êîîðäèíàòè (u, v) òî÷êàòà (x, y), çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà x = x(u, v), y =
y(u, v). Íåêà ∆ å ïðàâîúãúëíèê ñ âúðõîâå A = (u0, v0), B = (u0 + h, v0),
C = (u0 + h, v0 + k), D = (u0, v0 + k), µ(∆) = hk. Äà îçíà÷èì òåõíèòå
îáðàçè ÷ðåç Φ ñ A1 = Φ(A), B1 = Φ(B) è ò.í. Òîãàâà î÷åâèäíî ôèãóðàòà

Φ(∆) å áëèçêà äî óñïîðåäíèêà, ïîñòðîåí âúðõó âåêòîðèòå ~A1B1, ~A1D1

(âèæ ÷åðòåæà). Ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå

~A1B1 = (x(u0 + h, v0)− x(u0, v0), y(u0 + h, v0)− y(u0, v0)) =

= h (x′u(u0 + θ1h, v0), y′u(u0 + θ2h, v0))

è àíàëîãè÷íî
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A B

CD

A1

D1

C1

B1

D
FHDL

u0 u0+h

v0

v0+k

Îáðàç íà ïðàâîúãúëíèêà ∆ ÷ðåç èçîáðàæåíèåòî Φ

~A1D1 = (x(u0, v0 + k)− x(u0, v0), y(u0, v0 + k)− y(u0, v0)) =

= k (x′v(u0, v0 + θ3k), y′v(u0, v0 + θ4k)) ,

êúäåòî θ1,...,θ4 ñà ìåæäó íóëà è åäíî. Ñ äðóãè äóìè, ó÷àñòâàùèòå â
ãîðíàòà ôîðìóëà ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå x′u è ò.í. ñà áëèçêè äî ñòîé-
íîñòèòå èì â òî÷êàòà (u0, v0).

Îòòóê ïðè ìàëêè h è k ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíàòà ôîðìóëà

µ(Φ(∆)) ≈
∣∣∣ ~A1B1 × ~A1D1

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ x′u(u0, v0) y′u(u0, v0)
x′v(u0, v0) y′v(u0, v0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ hk,

îòêúäåòî

µ(Φ(∆))

µ(∆)
≈
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ x′u(u0, v0) y′u(u0, v0)
x′v(u0, v0) y′v(u0, v0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)
(u0, v0)

∣∣∣∣∣ .
Òîâà ðàçñúæäåíèå, ðàçáèðà ñå, íå ìîæå äà ñëóæè çà äîêàçàòåëñòâî

íà ëåìàòà, íî äîíÿêúäå îáÿñíÿâà íåéíîòî ñúäúðæàíèå.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà êàòî ñëåäñòâèå îò îñíîâíàòà
ëåìà.Ùå ïîêàæåì, áåç äà ïðåòåíäèðàìå çà ñòðîãîñò, êàê îò îñíîâíàòà
ëåìà ñëåäâà ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå. Ùå èçïîëçâàìå îá-
ùàòà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Íåêà τ : D = ∪ki=1Di å ïðîèçâîë-
íî èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà D, è íåêà Ei = Φ (Di); òîãàâà τ̃ : E = ∪ki=1Ei
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å èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà E = Φ (D). Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Di,
è íåêà Pi = Φ (Qi) ∈ Ei. Äà îáðàçóâàìå ðèìàíîâàòà ñóìà

Rτ̃ =
k∑
i=1

f (Pi)µ (Ei) .

Îò äðóãà ñòðàíà, îò îñíîâíàòà ëåìà ñëåäâà, ÷å µ (Ei) å áëèçî äî
|JΦ (Qi)| .µ (Ei). Îòòóê, çàìåñòâàéêè, ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíàòà ôîð-
ìóëà

Rτ̃ ≈
k∑
i=1

f (Φ (Qi)) |JΦ (Qi)|µ (Di) .

Äÿñíàòà ñòðàíà îáà÷å ïðåäñòàâëÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà äâîéíèÿ èíòåãðàë

∫∫
D
f(x(u, v), y(u, v)) |JΦ(u, v))| dudv.

Ïðè diam τ → 0 î÷åâèäíî è diam τ̃ → 0. Òîãàâà ðèìàíîâàòà ñóìà
îòëÿâî êëîíè êúì äâîéíèÿ èíòåãðàë

∫∫
E f(x, y) dxdy, à ðèìàíîâàòà ñóìà

îòäÿñíî � êúì èíòåãðàëà
∫∫
D f(x(u, v), y(u, v)) |JΦ(u, v))| dudv, îòêúäåòî

ñëåäâà ðàâåíñòâîòî íà òåçè äâà èíòåãðàëà.

Àíàëîãè÷íî èçãëåæäà è ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â
òðîéíèòå èíòåãðàëè. Íåêà

Φ(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

å åäíîêðàòíî ãëàäêî èçîáðàæåíèå, äåôèíèðàíî çà (u, v, w) ∈ D ⊂ R3, è
íåêà E = Φ(D). Ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà òîâà èçîáðàæåíèå ñå
äàâà ñ ôîðìóëàòà

JΦ(u, v, w) =
D (x, y, z)

D (u, v, w)
(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Òåîðåìà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â òðîéíèòå èíòåãðàëè.
Íåêà f(x, y, z) å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâîòî
E. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫∫∫

E
f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D
f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |JΦ(u, v, w))| dudvdw.

Ãåîìåòðè÷íî, òàçè ôîðìóëà ñå áàçèðà íà ôîðìóëàòà çà îáåì íà
ïàðàëåëåïèïåä, ïîðîäåí îò äàäåíè òðè âåêòîðà â R3 (îïèòàéòå ñå äà
äàäåòå îáÿñíåíèå, àíàëîãè÷íî íà äàäåíîòî ïî-ãîðå â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé).

Ïðèìåðè: ïîëÿðíà è ñôåðè÷íà ñìÿíà. Êàòî êîíêðåòíè è âàæ-
íè ïðèìåðè ùå ðàçãëåäàìå ïîëÿðíàòà ñìÿíà â R2 è ñôåðè÷íàòà ñìÿ-
íà â R3, âúâåäåíè â �1.9. Íåêà D å ïðàâîúãúëíèê â ðàâíèíàòà (ρ, θ):
D = [ρ, ρ + ∆ρ] × [θ, θ + ∆θ], è Φ å ïîëÿðíîòî ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàäå-
íî ñ ôîðìóëèòå x = ρcos θ, y = ρsin θ. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî E = Φ(D)
ïðåäñòàâëÿâà ñåêòîð ñ úãúë ∆θ, èçðÿçàí îò êðúãîâ ïðúñòåí, íàìèðàù
ñå ìåæäó äâå îêðúæíîñòè ñ öåíòúð íà÷àëîòî è ðàäèóñè ñúîòâåòíî ρ è
ρ+ ∆ρ. Åëåìåíòàðíàòà ôîðìóëà çà ëèöå íà òàêàâà ôèãóðà (òÿ å àíàëî-
ãè÷íà íà ôîðìóëàòà çà ëèöå íà òðàïåö) íè äàâà

µ(E) = ∆ρ

(
ρ.∆θ + (ρ+ ∆ρ)∆θ

2

)
= ∆ρ.∆θ

(
ρ+

∆ρ

2

)
,

îòêúäåòî

lim
∆ρ,∆θ→0

µ(E)

µ(D)
= lim

∆ρ→0

(
ρ+

∆ρ

2

)
= ρ,

êîåòî ñúâïàäà ñ ïðåñìåòíàòàòà â �1.9 ñòîéíîñò íà D(x,y)
D(ρ,θ)

.
Àíàëîãè÷íî å ïîëîæåíèåòî â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà å äà-

äåíà ñôåðà ñ ðàäèóñ ρ, è F äà å ñôåðè÷íèÿò ïðàâîúãúëíèê, çàòâîðåí
ìåæäó ìåðèäèàíèòå ñ "ãåîãðàôñêà äúëæèíà" ñúîòâåòíî θ è θ + ∆θ, è
ïàðàëåëèòå ñ "ãåîãðàôñêà øèðèíà" ñúîòâåòíî ϕ è ϕ + ∆ϕ. Òúé êàòî
ïàðàëåëèòå è ìåðèäèàíèòå ñå ïðåñè÷àò ïîä ïðàâè úãëè, òî ëèöåòî íà
F å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíèòå íà äâåòå
ìó ñòðàíè, êîèòî ñà äúãè îò îêðúæíîñòè. Çíàåì, ÷å âñè÷êè ìåðèäèàíè
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ñà îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ, ðàâåí íà ðàäèóñà íà ñôåðàòà ρ, à ïàðàëåëúò,
îòãîâàðÿù íà "ãåîãðàôñêà øèðèíà" ϕ, å îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ ρ.sinϕ.
Îòòóê ïîëó÷àâàìå

µ(F ) ≈ (ρ.∆θ) (ρ.sinϕ.∆ϕ) = ρ2sinϕ.∆θ.∆ϕ.

Àêî E å "ñòúëá÷å" íàä F ñ âèñî÷èíà ∆ρ, òî µ(E) = ∆ρ.µ(F ). Àêî
îçíà÷èì ñ D ïðàâîúãúëíèÿ ïàðàëåëåïèïåä D = [ρ, ρ + ∆ρ] × [θ, θ +
∆θ]× [ϕ, ϕ+ ∆ϕ], a Φ å ñôåðè÷íîòî ïðåîáðàçîâàíèå, òî Φ(D) ñúâïàäà ñ
ìíîæåñòâîòî E è ïîëó÷àâàìå

lim
∆ρ,∆θ,∆ϕ→0

µ(E)

µ(D)
= ρ2sinϕ,

êîåòî îòíîâî ñúâïàäà ñ èçâåñòíàòà îò �1.9 ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà
D(x,y,z)
D(ρ,θ,ϕ)

.

Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà êðúãà è îáåìà íà òðèìåðíîòî êúëáî, êàòî
èçïîëçâàòå ñúîòâåòíî ïîëÿðíà è ñôåðè÷íà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â
ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè.

2. Íåêà Φ å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå íà ðàâíèíàòà â ñåáå ñè, çàäàäåíî ñ
ôîðìóëèòå

x = au+ bv, y = cu+ dv.

Íàìåðåòå ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà òàêîâà èçîáðàæåíèå. Äîêà-

æåòå, ÷å îòíîøåíèåòî
µ (Φ(U))

µ (U)
å êîíñòàíòà (ò.å. å åäíî è ñúùî çà âñè÷êè

èçìåðèìè ìíîæåñòâà U).
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2.7 Ïðèëîæåíèÿ íà ìíîãîìåðíèòå èíòåãðà-

ëè

Êàòî ïúðâî ïðèëîæåíèå ùå äàäåì âå÷å äîêàçàíèòå â �4 ôîðìóëè çà ëèöå
íà êðèâîëèíååí òðàïåö è îáåì íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð. Êàòî íåïîñ-
ðåäñòâåíè ñëåäñòâèÿ îò òåîðåìè 2 è 5 îò òîçè ïàðàãðàô ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 1. Íåêà D å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö, ñúñòîÿù ñå îò
âñè÷êè òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî x ∈ [a, b] è ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x).
Òîãàâà

µ(D) =

b∫
a

(ψ(x)− ϕ(x)) dydx.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî ñâîéñòâî 5 îò �3 è îò òåîðåìà 2 îò �4 ïîëó-
÷àâàìå:

µ(D) =
∫∫

D
1 dxdy =

b∫
a

(ψ(x)− ϕ(x)) dydx.

Àíàëîãè÷íà ôîðìóëà èìàìå çà îáåì íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð:

Òåîðåìà 2. Íåêà òÿëîòî V ⊂ R3, å êðèâîëèíååí öèëèíäúð, îïðå-
äåëåí ñ óñëîâèÿòà

V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D,ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} .

Òîãàâà

µ(V ) =
∫∫∫

V

1 dxdydz =
∫∫
D

(ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy.

Ïîíÿêîãà å óäîáíî ôîðìóëàòà çà îáåì íà òÿëî äà ñå èçðàçè ïî
ìàëêî ïî-ðàçëè÷åí íà÷èí. Íåêà V ∈ R3 å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, è íåêà
ïðîåêöèÿòà íà V âúðõó îñòà x äà ñúâïàäà ñ èíòåðâàëà [a, b]. Çà âñÿêî
x ∈ [a, b] äà îçíà÷èì ñ Lx ðàâíèíàòà, óñïîðåäíà íà ðàâíèíàòà Oxy è ìè-
íàâàùà ïðåç òî÷êàòà (x, 0, 0) (Lx ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè â R3, ÷èÿòî
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ïúðâà êîîðäèíàòà å ðàâíà íà x). Íåêà QV (x) = µ (V ∩ Lx) äà å äâó-
ìåðíàòà ìÿðêà íà Ïåàíî�Æîðäàí íà ìíîæåñòâîòî V ∩Lx, ðàçãëåæäàíî
êàòî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà Lx.

Òåîðåìà 3. (Ïðèíöèï íà Êàâàëèåðè.) Çà îáåìà íà V å â ñèëà
ôîðìóëàòà

µ(V ) =

b∫
a

QV (x) dx.

Çàáåëåæêà. Èòàëèàíñêèÿò ìàòåìàòèê îò XVII âåê Êàâàëèåðè å
ôîðìóëèðàë ïðèíöèïà ñè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Íåêà çà òåëàòà V1, V2 çíàåì,
÷å ïðè âñÿêî x ∈ [a, b] ñå÷åíèÿòà (V1 ∩ Lx) è (V2 ∩ Lx) èìàò åäíàêâè ëèöà;
òîãàâà îáåìèòå íà V1 è V2 ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 3. Äà èçáåðåì ïðàâîúãúëåí ïàðàëå-
ëåïèïåä ∆ = [a, b] × [c, d] × [e, f ], êîéòî äà ñúäúðæà V , è íåêà f̃(x, y)
äà îçíà÷àâà ôóíêöèÿòà, ðàâíà íà åäèíèöà âúðõó V è íà íóëà â ∆ \ V .
Òîãàâà

µ(V ) =
∫∫∫

∆

f̃(x, y) dxdydz =

b∫
a

 d∫
c

f∫
e

f̃(x, y) dydz

 dx =

b∫
a

QV (x) dx.

Îáåì íà ðîòàöèîííî òÿëî. Íåêà ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðè-
öàòåëíà çà x ∈ [a, b]. Äà çàâúðòèì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà íà ïúëåí
îáîðîò îêîëî îñòà x; òîãàâà òÿëîòî Vϕ, îãðàíè÷àâàíî îò ïîëó÷åíàòà ïî-
âúðõíèíà, ñå íàðè÷à ðîòàöèîííî òÿëî, îïðåäåëåíî îò ϕ(x). Òÿëîòî Vϕ
ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè P = (x, y, z) òàêèâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò P äî
îñòà x íå íàäìèíàâà ϕ(x). Ïî-òî÷íî,

Vϕ =
{

(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ ϕ2(x)
}
.

Îò ãîðíîòî îïèñàíèå ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñå÷åíèåòî
Vφ∩Lx ïðåäñòàâëÿâà îêðúæíîñò ñ öåíòúð íà÷àëîòî è ðàäèóñ ϕ(x). Îòòóê
QVϕ(x) = πϕ2(x), è îò ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè ïîëó÷àâàìå
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fHxL

xa b

xa
by

z

Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ è ðîòàöèîííî òÿëî, ïîðîäåíî îò íåÿ

Òåîðåìà 4. (Ôîðìóëà çà îáåìà íà ðîòàöèîííî òÿëî). Îáå-
ìúò íà ðîòàöèîííîòî òÿëî Vϕ, îïðåäåëåíî îò ôóíêöèÿòà ϕ(x), ñå
äàâà îò ôîðìóëàòà

µ (Vϕ) = π

b∫
a

ϕ2(x) dx.

Òàçè ôîðìóëà ìîæå äà áúäå ëåêî îáîáùåíà: íåêà D å êðèâîëèíåé-
íèÿò òðàïåö, îïðåäåëåí ñ íåðàâåíñòâàòà x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x), è
íåêà VD å ðîòàöèîííîòî òÿëî, ïîëó÷åíî ÷ðåç âúðòåíå íà D îêîëî îñòà
x. Òîãàâà VD = Vψ \ Vϕ, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå 5. Îáåìúò íà VD ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

µ (VD) = π

b∫
a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.

Ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà. Â òàçè òî÷êà ùå ñå çàíèìàâàìå ñ
ò.í. ìàòåðèàëíè òåëà, ò.å äâóìåðíè èëè òðèìåðíè ìíîæåñòâà, â êîèòî
å äàäåíà ôóíêöèÿ íà ïëúòíîñòòà ρ(P ) ≥ 0. Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà

ïëúòíîñòòà å îòíîøåíèåòî íà ìàñàòà êúì îáåìà, ò.å. èìàìå m(U)
µ(U)

≈ ρ(P ),
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êúäåòî U å äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà P , à m(U) îçíà÷àâà
ìàñàòà íà U . Ðàçáèðà ñå, àêî ρ(P ) ≡ 1, òî ìàñàòà ñúâïàäà ñ îáåìà.

Ìàñà. Íåêà D ⊂ R2 å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, âúðõó êîåòî å çàäà-
äåíà ïëúòíîñò ρ(x, y) ≥ 0. Äà âçåìåì ðàçáèâàíå D = ∪ni=1Di, è òî÷êè
Pi ∈ Di. Â ïúðâî ïðèáëèæåíèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïëúòíîñòòà íàâ-
ñÿêúäå â Di å ðàâíà íà ρ(Pi), îòêúäåòî

m(D) =
n∑
i=1

m(Di) ≈
n∑
i=1

ρ(Pi)µ(Di).

Êàòî íàìàëÿâàìå äèàìåòúðà íà ðàçáèâàíåòî, òàçè ôîðìóëà ñòàâà âñå
ïî-òî÷íà, è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

m(D) =
∫∫
D

ρ(x, y) dxdy.

Ôîðìóëàòà çà ìàñà íà òðèìåðíî òÿëî å ñúùàòà, ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà,
÷å ñå èçïîëçâà òðèìåðåí èíòåãðàë âìåñòî äâóìåðåí.

Öåíòúð íà òåæåñòòà.Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî öåíòúð íà òåæåñòòà
íà êðàéíà ñèñòåìà îò ìàòåðèàëíè òî÷êè. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå
P1, . . . , Pn (â R2 èëè R3), ñ ìàñè ñúîòâåòíî m1, . . . ,mn. Ïîä öåíòúð íà
òåæåñòòà íà òàçè ñèñòåìà ðàçáèðàìå òî÷êàòà

~P∗ =

∑n
i=1mi

~Pi∑n
i=1 mi

.

Íà îñíîâàòà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ùå èçâåäåì ôîðìóëà çà öåíòúð
íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ôèãóðà è ìàòåðèàëíî òÿëî. Íåêà D ⊂ R2

å ìàòåðèàëíà ôèãóðà, ò.å. èçìåðèìî ìíîæåñòâî ñúñ çàäàäåíà ïëúòíîñò.
Íåêà èìàìå ðàçáèâàíå D = ∪ni=1Di è òî÷êè Pi = (xi, yi) ∈ Di. Çà èçâåæ-
äàíå íà ïðèáëèæåíàòà ôîðìóëà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìàñàòà íà âñÿêî
îò ïàð÷åòàòà Di å ñúñðåäîòî÷åíà â òî÷êàòà Pi, ò.å.

P∗ ≈
1∑n

i=1m(Di)

(
n∑
i=1

ρ(Pi)µ(Di). ~Pi

)
,

èëè, àêî (x∗, y∗) ñà êîîðäèíàòèòå íà P∗,
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x∗ ≈
1∑n

i=1 m(Di)

(
n∑
i=1

xiρ(xi, yi)µ(Di)

)
,

y∗ ≈
1∑n

i=1 m(Di)

(
n∑
i=1

yiρ(xi, yi)µ(Di)

)
.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå

x∗ =
1

m(D)

∫∫
D

xρ(x, y) dxdy , y∗ =
1

m(D)

∫∫
D

yρ(x, y) dxdy.

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà íàïèøå ñúîòâåòíèòå ôîðìóëè çà òðèìåðíî ìà-
òåðèàëíî òÿëî.

Öåíòúð íà òåæåñòòà íà åäíîðîäåí êðèâîëèíååí òðàïåö è
öèëèíäúð. Íåêà D = {x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} å êðèâîëèíååí òðà-
ïåö è íåêà ρ(x, y) ≡ 1. Òîãàâà ãîðíèòå ôîðìóëè äàâàò

x∗ =
1

µ(D)

∫ b

a
x

(∫ ψ(x)

ϕ(x)
dy

)
dx =

1

µ(D)

∫ b

a
x (ψ(x)− ϕ(x)) dx,

y∗ =
1

µ(D)

∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)
y dy

)
dx =

1

2µ(D)

∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.

Àíàëîãè÷íî, çà åäíîðîäíèÿ êðèâîëèíååí öèëèíäúð
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V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D,ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}

ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

x∗ =
1

µ(V )

∫∫
D

x (ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy,

y∗ =
1

µ(V )

∫∫
D

y (ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy,

z∗ =
1

2µ(V )

∫∫
D

(
ψ2(x, y)− ϕ2(x, y)

)
dxdy.

Ïðèìåð.Ùå íàìåðèì öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ãîðíîòî ïîëóêúëáî
íà êúëáî ñ ðàäèóñ R, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî

B+
R =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ DR, 0 ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2

}
,

êúäåòî ñ DR ñìå îçíà÷èëè êðúãà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Èí-
òåðåñóâà íè ñàìî z-êîîðäèíàòàòà (çàùî?):

z∗ =
3

4πR3

∫ ∫
DR

(
R2 − x2 − y2

)
dxdy =

3

4πR3

∫ 2π

0
dθ
∫ R

0

(
R2 − ρ2

)
ρ dρ =

3

8
R,

ò.å. âèñî÷èíàòà íà öåíòúðà íà òåæåñòòà å 37,5 ïðîöåíòà îò ðàäèóñà.

Òåîðåìà íà Ãóëäèí. Íåêà VD å òÿëîòî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíå íà
êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö D = {x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} îêîëî îñòà x.
Äà ñðàâíèì ôîðìóëàòà çà îáåìà íà VD:

µ (VD) = π
∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx

ñ ôîðìóëàòà çà y-êîîðäèíàòàòà íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà D:

y∗ =
1

2µ(D)

∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.



2.7. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈÒÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ 153

Îòòóê ïîëó÷àâàìå
µ (VD) = 2πy∗ . µ(D).

Ñ äðóãè äóìè, èçïúëíåíà å

Òåîðåìà 6. (Âòîðà òåîðåìà íà Ãóëäèí*.) Îáåìúò íà ðîòà-
öèîííîòî òÿëî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíåòî íà ôèãóðàòà D, å ðàâåí íà
ëèöåòî íà òàçè ôèãóðà, óìíîæåíà ïî äúëæèíàòà íà îêðúæíîñòòà,
îïèñàíà îò öåíòúðà íà òåæåñòòà ïðè âúðòåíåòî.

Ïðèìåð. Íåêà 0 < r < R. Äà îçíà÷èì ñ D êðúãà ñ ðàäèóñ r
è öåíòúð â òî÷êàòà (0, R). Ôèãóðàòà T , ïîëó÷åíà îò âúðòåíåòî íà D
îêîëî àáñöèñíàòà îñ, ñå íàðè÷à òîð. Î÷åâèäíî öåíòúðúò íà òåæåñòòà íà
åäèí êðúã ñúâïàäà ñ íåãîâèÿ öåíòúð, è ñëåäîâàòåëíî çà îáåìà íà òîðà
T ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

µ(T ) = 2πR.πr2 = 2π2Rr2.

Ëèöå íà ïîâúðõíîñò, ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà íà ôóí-
êöèÿ. Íåêà f(x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè,
äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà èçìåðèìîòî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî D. Íåêà
Gf ⊂ R3 å ãðàôèêàòà íà òàçè ôóíêöèÿ:

Gf = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, z = f(x, y)} .

Ùå ïðèïîìíèì ïîíÿòèåòî äîïèðàòåëíà ðàâíèíà (èëè äîïèðàòåëíî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî) êúì Gf â òî÷êàòà P0 = (x0, y0, f(x0, y0)) ∈ Gf .

Äà ôèêñèðàìå y0; Ïîëó÷àâàìå êðèâàòà, îáðàçóâàíà îò âñè÷êè
òî÷êè îò âèäà P1(x) = (x, y0, f(x, y0)), ëåæàùà âúðõó Gf . Ùå îçíà-
÷èì ñ l1 íåéíèÿ äîïèðàòåëåí âåêòîð â òî÷êàòà x0: l1 = P ′1(x0) =
(1, 0, f ′x(x0, y0)). Àíàëîãè÷íî, àêî ôèêñèðàìå x0, ïîëó÷àâàìå êðèâàòà
P2(y) = (x0, y, f(x0, y)) ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð â y0, ðàâåí íà l2 = P ′2(y0) =
(0, 1, f ′y(x0, y0)). Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè λl1 + µl2
íà âåêòîðèòå l1 è l2 ïðåäñòàâëÿâà äâóìåðíî âåêòîðíî ïîäïðîñòðàíñòâî

*Ïúðâàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí çâó÷è àíàëîãè÷íî, íî ñå îòíàñÿ äî ïîâúðõíèíàòà
íà ðîòàöèîííîòî òÿëî è ùå áúäå ðàçãëåäàíà ïî-íàòàòúê. Òåçè äâå òåîðåìè íîñÿò
èìåòî íà Ïàóë Ãóëäèí, øâåéöàðñêè éåçóèò, ðàáîòèë â íà÷àëîòî íà 17 â. Òå ñà áèëè
èçâåñòíè îáà÷å è íà àëåêñàíäðèéñêèÿ ìàòåìàòèê Ïàï, IV â. í.å. (ïîñëåäíèÿò âåëèê
ìàòåìàòèê íà Aíòè÷íîñòòà).
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Òîð â R3

íà R3, êîåòî ñå íàðè÷à äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì Gf â ò. P0 è ñå áåëåæè
ñ TP0(Gf ).

Ùå íè áúäå íåîáõîäèì è åäèíñòâåíèÿò (ñ òî÷íîñò äî óìíîæåíèå
ñ êîíñòàíòà) âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðåí íà TP0(Gf ). Òàêúâ âåêòîð ñå íà-
ðè÷à íîðìàëåí âåêòîð êúì Gf â òî÷êàòà P0. Èìà åäèí ëåñåí íà÷èí äà
íàìåðèì òàêúâ âåêòîð: òîâà å âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå l1
è l2. Îçíà÷àâàìå

~N(P0) = l1 × l2 =

∣∣∣∣∣∣∣
~x ~y ~z
1 0 f ′x(x0, y0)
0 1 f ′y(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
−f ′x(x0, y0),−f ′y(x0, y0), 1

)
.

Äà ñè ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà çà ïðîìÿíà íà ëèöåòî ïðè ïðîåê-
òèðàíå, èçâåñòíà íè îò åëåìåíòàðíàòà ìàòåìàòèêà. Íåêà α è β ñà äâå
ðàâíèíè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, íåêà Πβ äà îçíà÷àâà îðòîãîíàëíà-
òà ïðîåêöèÿ íà R3 âúðõó β, è íåêà G å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà α (â
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ñìèñúë íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî�Æîðäàí âúðõó α). Òîãàâà

µ(Πβ(G))

µ(G)
= cos 6 (α, β).

Íàèñòèíà, òîâà òâúðäåíèå ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà çà ïðàâîúãúëíèöè,
åäíàòà ñòðàíà íà êîèòî å óñïîðåäíà íà ïðåñå÷íèöàòà íà ðàâíèíèòå α è
β; ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà îáåäèíåíèå íà òàêèâà ïðàâîú-
ãúëíèöè (ò.å. çà åëåìåíòàðíèòå ìíîæåñòâà) è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä òî

ñå ïîëó÷àâà çà âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî. Ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî ~Nα,
~Nβ ñà íîðìàëíèòå âåêòîðè ñúîòâåòíî êúì α è β, òî úãúëúò ìåæäó òÿõ
6 (α, β) å ðàâåí íà úãúëà ìåæäó òåõíèòå íîðìàëè 6

(
~Nα, ~Nβ

)
.

Âå÷å ìîæåì äà èçâåäåì ôîðìóëàòà çà ëèöåòî íà Gf . Íåêà τ : D =
∪ni=1Di å ðàçáèâàíå íà D, è íåêà Qi = (xi, yi) ∈ Di, Pi = (Qi, f(Qi) ∈ Gf .
Íåêà Gi å ÷àñòòà îò Gf , ëåæàùà íàä Di. Íåêà TPi

å äîïèðàòåëíàòà ðàâ-
íèíà êúì Gf â òî÷êàòà Pi. Ùå ñìÿòàìå, ÷å ëèöåòî íà Gi å ïðèáëèçè-
òåëíî ðàâíî íà ëèöåòî íà ñúîòâåòíàòà ÷àñò îò TPi

; òîãàâà, àêî ïîëîæèì
TPi

= α è 0xy = β, ïî ôîðìóëàòà çà ïðîåêöèÿòà

µ(Di)

µ(Gi)
≈ cos 6 (TPi

, 0xy) = cos 6
(
~N(Pi), ~z

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè çíàåì, ÷å

cos 6 (~a,~b) =
〈~a,~b〉
|~a||~a| . Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

〈
~N(Pi), ~z

〉
= 1. Îòòóê ïðåñìÿòàìå,

÷å

cos 6
(
~N(Pi), ~z

)
=

1∣∣∣ ~N(Pi)
∣∣∣ =

1√
1 + f ′x(Pi)

2 + f ′y(Pi)
2

è ñëåäîâàòåëíî

µ(Gi) ≈
√

1 + f ′x(Pi)
2 + f ′y(Pi)

2 µ(Di).

Îòòóê

µ(G) =
n∑
i=1

µ(Gi) ≈
n∑
i=1

√
1 + f ′x(Pi)

2 + f ′y(Pi)
2 µ(Di).

×ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå èñêàíàòà ôîð-
ìóëà:
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Òåîðåìà 7. Ëèöåòî íà ãðàôèêàòà Gf íà ôóíêöèÿòà f(x, y) å
ðàâíî íà

µ(Gf ) =
∫∫
D

√
1 + f ′x(x, y)2 + f ′y(x, y)2 dxdy.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèÿò ïî-ãîðå èçâîä íà ôîðìóëàòà ñå áàçèðà íà
èíòóèòèâíè ñúîáðàæåíèÿ; òî÷íàòà äåôèíèöèÿ íà ëèöå íà ïîâúðõíîñò,
è èçâîä íà ôîðìóëàòà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé îò ìíîãî ïî-îáùà ôîðìóëà,
ùå áúäàò äàäåíè â ñëåäâàùàòà ÷àñò.

Ëèöå íà ðîòàöèîííà ïîâúðõíîñò. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ðîòà-
öèîííîòî òÿëî Vϕ å ïîðîäåíî îò âúðòåíåòî íà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà â
èíòåðâàëà [a, b] ôóíêöèÿ ϕ(x) ≥ 0. Íåêà ñ Sϕ îçíà÷èì îãðàíè÷àâàùàòà
Vϕ ïîâúðõíîñò, ïîðîäåíà îò âúðòåíåòî íà ãðàôèêàòà íà ϕ(x):

Sϕ =
{

(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 = ϕ2(x)
}
.

Íåêà îçíà÷èì ñ S+
ϕ ãîðíàòà ïîëîâèíà íà Sϕ, ò.å. ÷àñòòà, â êîÿòî

z ≥ 0. Òîãàâà S+
ϕ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà

z = f(x, y) =
√
ϕ2(x)− y2,

îïðåäåëåíà â êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b,−ϕ(x) ≤ y ≤ ϕ(x)} .

Èìàìå

f ′x(x, y) =
ϕ′(x)ϕ(x)√
ϕ2(x)− y2

, f ′y(x, y) =
y√

ϕ2(x)− y2
,

√
1 + (f ′x)

2 +
(
f ′y
)2

=

√
ϕ2(x) (1 + ϕ′(x)2)√

ϕ2(x)− y2
.

Ïî ôîðìóëàòà çà ëèöå íà ãðàôèêàòà ïîëó÷àâàìå

µ(Sϕ) = 2µ(S+
ϕ ) = 2

∫ b

a

√
ϕ2(x) (1 + ϕ′(x)2)

∫ ϕ(x)

−ϕ(x)

dy√
ϕ2(x)− y2

 dx.
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Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà (÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà y = c sin t), ÷å
c∫
−c

dy√
c2−y2

= π

íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòòà íà c > 0, è ñëåäîâàòåëíî

µ(Sϕ) = 2π
∫ b

a
ϕ(x)

√
1 + ϕ′(x)2 dx.

Ïðèìåð. Ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ñôåðà SR ñ ðàäèóñ R. Â òîçè
ñëó÷àé ϕ(x) =

√
R2 − x2, x ∈ [−R,R]. Èìàìå

√
1 + ϕ′(x)2 =

R√
R2 − x2

è ñëåäîâàòåëíî

µ (SR) = 2π
∫ R

−R
R dx = 4πR2.

Ïúðâà òåîðåìà íà Ãóëäèí. Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â
ðàâíèíàòà Oxy, îãðàíè÷åíî îò ÷àñòè÷íî ãëàäêàòà êðèâà Γ. Íåêà SΓ å
ïîâúðõíèíàòà, ïîðîäåíà îò âúðòåíåòî íà Γ îêîëî îñòà x. Ïúðâàòà òåî-
ðåìà íà Ãóëäèí ãëàñè, ÷å

µ (SΓ) = 2πy∗(Γ).l(Γ),

êúäåòî l(Γ)å äúëæèíàòà íà êðèâàòà Γ, à y∗(Γ) å y-êîîðäèíàòàòà íà öåí-
òúðà íà òåæåñòòà íà Γ, ðàçãëåäàíà êàòî åäíîðîäíà ìàòåðèàëíà êðèâà.
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Âúïðîñè çà ñàìîïðîâåðêà
1. Äàéòå ôîðìóëèòå çà ëèöå íà êðèâîëèíååí òðàïåö è îáåì íà êðèâî-
ëèíååí öèëèíäúð.

2. Ôîðìóëèðàéòå ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè çà îáåì íà òÿëî.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå íà ðîòàöèîííî òÿëî. Ïðåñìåòíåòå îáåìà ìó ÷ðåç
ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè.

4. Äàéòå ôîðìóëèòå çà ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ôè-
ãóðà (â R2) è ìàòåðèàëíî òÿëî (â R3).

5. Íàìåðåòå êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà õîìîãåíåí êðè-
âîëèíååí òðàïåö è íà õîìîãåíåí êðèâîëèíååí öèëèíäúð. (Òóê äóìàòà
"õîìîãåíåí" îçíà÷àâà, ÷å ïëúòíîñòòà íàâñÿêúäå å ðàâíà íà åäèíèöà.)

6. Äàéòå ôîðìóëà çà ëèöåòî íà ïîâúðõíîñò, ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà
íà ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y).

7. Äàéòå ôîðìóëà çà ëèöåòî íà îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà ðîòàöèîííî
òÿëî.

7. Íåêà å äàäåí ïðåñå÷åí êîíóñ ñ ðàäèóñ íà åäíàòà îñíîâà R, íà äðó-

ãàòà r, ñ âèñî÷èíà h è îáðàçóâàùà l =
√
h2 + (R− r)2. Ïðåäñòàâåòå ãî

êàòî ðîòàöèîííî òÿëî è íàìåðåòå íåãîâèÿ îáåì è ëèöåòî íà îêîëíàòà
ìó ïîâúðõíèíà.
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