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ДИФЕРЕНЦИАЛНО СМЯТАНЕ 
 

ЧИСЛОВИ РЕДИЦИ. 
 
O. Казваме, че е зададена една числова редица, ако на всяко цяло положително число n 
е съпоставено едно число аn.  

a1, a2, …, an 
an – наричаме общ член на редицата. 
О. Числото а наричаме граница на редицата  { an }, ако за всяко положително число ε , 
същесрвува такъв номер N , че при  n > N да е изпълнено na a ε− < . 
Означаваме:  . lim nn

a a
→∞

=

Теорeми за граници на редици: 

T1 ;   T2  lim( )n nn
a b

→∞
± = lim limnn n

a
→∞ →∞

± nb lim( . )n nn
a b

→∞
= lim .limnn n

a
→∞ →∞ nb ;   T3   lim( )n

n
n

a
b→∞

=
lim

lim
nn

nn

a

b
→∞

→∞

. 

Основни граници:  1 1lim 0; lim 1
n

n n
e

n n→∞ →∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= . 

ЗАДАЧИ 

1. 

2
2 2 2

2
2

22

1 1 1 11 lim1 lim lim1lim lim 1222 lim1 lim1

n n n

n n

n n

n
n n n n n n

n n
nn

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠= =
− ⎛ ⎞ −−⎜ ⎟

⎝ ⎠

= . 

2. 
2

21 1 1 1 1lim 1 lim 1 1 lim 1 lim 1 .
n n n n n

n n n n
e e e

n n n n n→∞ →∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + = + + = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
3. Първото и второто число в редица са равни на 1, а всяко следващо се получава 

като сума от предходните две. Кое число стои на 5 място? 
а)  2;                       б)   3;                       в)  5;                  г) 8.                       Отг. б) 

4. Кое число трябва да се постави вместо знака “*” в редицата? 
7, 17, 37, *, 157 

а) 110;                    б) 77;                     в) 33;                 г) 47.                     Отг. б) 
5. Да се напишат първите няколко члена на числовата редица зададена чрез: 

а) аn = 3,   an = 2an-1 + 3;                                   Отг. 3, 9, 21, 45, ... 
б) аn = 10,   an =  2n - an-1.                                Отг.10, -6, 14, 2, ... 

6. Да се намерят границите на редиците с общ член: 

а) 5
4n

nа
n
+

=
+

;      б) 3 2
3n

nа
n
+

=
−

;      в)   1
2 1n
nа
n
+

=
−

;      г)  5 1
2 4n

nа
n
+

=
+

. 

Отг. а) 1;                       б)   3;                       в) 0,5;                  г) 2,5. 
7. Да се намерят границите: 

а) 1lim 1
n

n n→∞

⎛ −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ;        б) 2

1lim 1
n

n n→∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;        в)   
51lim 1

n

n n→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отг. а) ;                       б)   1;                       в) .                 1e− 5e
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ФУНКЦИЯ НА ЕДНА ПРОМЕНЛИВА 
ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЯ  

 
О. Казваме, че е зададена една функция, ако на всеки елемент х от едно множество D е 
съпоставен елемент у от множество N. 
Означаваме: y = f(x). 
D наричаме дефиниционно множество; x - аргумент; y - функция; N – множество от 
функционални стойности. 
Нека f(x) е функция, дефинирана в D.  f(x) е четна  в D , ако    f(x) = f(-x);    f(x) е нечетна  
в D , ако    f(-x) = - f(x);; 
O. Числото а се нарича граница на функцията y = f(x) за 0x x→ , ако за всяко 
положително число ε , съществува положително число δ  , такова че за всяко 

0,x D x x∈ ≠    , за което 0x x δ− <   е изпълнено ( )f x a ε− <  . 
Означаваме:  

0

lim ( )
x x

f x a
→

= . 

Теорeми за граници на функции: 
T1 

0

lim( ( ) ( ))
x x

f x g x
→

± =
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g
→ →

± x ;   T2  
0

lim( ( ). ( ))
x x

f x g x
→

=
0 0

lim ( ). lim ( )
x x x x

f x g
→ →

x ;   

T3   
0

( )lim( )
( )x x

f x
g x→

= 0

0

lim ( )

lim ( )
x x

x x

f x

g x
→

→

. 

Лява и дясна граница:             
0

0

lim ( )
x x
x x

f x a
→
<

= ;               
0

0

lim ( )
x x
x x

f x a
→
>

=  

 
Основни граници: 

0 0
0 0

0

1 1 1lim 0; lim ; lim ;

1 sinlim 1 ; lim 1.

x x x
x x

x

x x

x x x

xe
x x

→∞ → →
> <

→∞ →

= = +∞ = −

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞

 

 
 

ЗАДАЧИ: 
Да се определят дефиниционните множества на функциите: 
1. y = 2x4 + 3x2 + 5x – 1;   2. y = (x – 2)3 + 5; 

3. 2

3
6 5
xy

x x
=

+ +
;    4. 

2

4 23 2
xy

x x
=

+ +
; 

5. 2 8 15y x x= − + ;    6. 24y x= − ; 

7. ;    8. ln( 1)y x= −
ln 1

xy
x

=
−

; 

9. ;    10. arcsin( 3)y x= − 3 2(2 1)y arctg x x= − + . 
Отг.     1. ;               2. ( , ; ( ,−∞ ∞) )

)

−∞ ∞
3. Решение: x2 + 6x + 5 ≠ 0 → х ≠ -5; х ≠ -1. ДМ е (-∞, -5)∪ (-1,  ∞); 

 4. ( , ;  5. (-∞, 3)∪ (5,  ∞); −∞ ∞
 6. Решение: 4 - x2 ≥ 0→ х ∈  (-2, 2); 
 7. Решение: x – 1 > 0 ; x > 1. ДМ е (1,  ∞);       
 8. Решение: . ln 1 0 0 0 (0, ) ( , )x x x e x x e e− ≠ ∪ > ⇔ ≠ ∪ > ⇔ ∈ ∪ ∞
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 9. Решение: -1 ≤ x – 3 ≤ 1; х ∈   [-4, -2];   10. ( , )−∞ ∞ . 
 
 Да се намерят стойностите на функцията y = f(x) за дадените стойности на 
променливата: 
 11. y = x4 – 2x3 + x + 4  за  х = 1 и х = -2; 
 12. 23 2 1y x x= + −   за  х = 1/3 и х = - 1/2; 

 13. 4ln
2 1
xy
x
+

=
−

   за  х = 1 и х = 0;  

 14.  за  х = -3 и х = 2; 
2 4xy e −=

 15. y = arctg(x2 – 2x + 1)   за  х = 1 и х = 0. 
Отг.    11. Решение: f(1) = 14 – 2.13 + 1 + 4 = 4;    f(-2) = (-2)4 – 2. (-2)3 + (-2) + 4 = 34; 

12. 0; не е дефинирана при х = -1/2;          13. ln5; не е дефинирана при х = 0; 
14. e5;  e0=1;  15. 0; п/4.  
 
Да се изследва четността на функциите: 

16. f(x) = 2x4 + 3x2  – 1; 17. 
2

4 2( )
3 2
xf x

x x
=

+ +
; 18. 2

3 1( )
2
xf x
x
−

= . 

Отг.    16. Решение: f(-x) = 2(-x)4 + 3(-x)2  – 1 =  2x4 + 3x2  – 1 = f(x) ; четна 
 17.четна;    18. нечетна. 

 
Да се намерят границите: 
 

18. 
4 2 3 3 3

20 0 0

2 3 0 ( 2 3) 2 3 0 2.0 3lim lim lim
4 0 ( 4) 4 0 4x x x

x x x x x x x x
x x x x x→ → →

+ + + + + + + +⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
3
4

=
+

. 

19. 
2

22 2 2

3 2 0 ( 2)( 1) 1 1lim lim lim
12 20 0 ( 2)( 10) 10 8x x x

x x x x x
x x x x x→ → →

− + − − −⎛ ⎞ = =⎜ ⎟− + − − −⎝ ⎠
= − . 

 

20. 

2 2 2

25 5 5

5 5

25 0 25 2 1 ( 25).(2 1)lim lim . lim
02 1 2 1 2 1 4 ( 1)

( 5).( 5).(2 1)lim lim( 5).(2 1) 40
5

x x x

x x

x x x x
x x x x

x x x x x

x

x

→ → →

→ →

− − + − − +⎛ ⎞ = =⎜ ⎟− − − − + − − −⎝ ⎠

− + + −
= + + − = −

−

−
=

. 

 

21. 
0 0

1 1lim lim 1sinsin 1x x

x
xx

x
→ →

= = = . 

22. 
0 0

sin 1 1lim lim . 1. 1
cos 1x x

tgx x
x x x→ →

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= . 

23. 1 1lim 1 lim 1
aax x

a

x x
e

x x→∞ →∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

24. 
4

4

lim
4x

x

x
x→

>

= +∞
−

    25. 
1

1

1lim lim
1 2x z

x

arctg arctgz
x

π
→ →−∞
<

= = −
−

. 
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26. 
2

24

5 4lim
7 6x

x x
x x→

− +
− +

;  27. 
4 3

40
lim

2x 3

x x
x x→

+
−

;  28. 
2

2

1lim
2 1x

x
x→∞

−
+

; 

29. 
0

1 1lim
x

x x
x→

+ − − ; 30. 1lim
x

x

x
x→∞

+⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ;  31. 

0

sin 5lim
3x

x
x→

; 

32. 22
2

2lim
4x

x

x
x→

>

+
−

;   33. 
1

1

1lim
1x

x

arctg
x→

>
−

;  34. 1lim
3x x→∞ +

. 

 
 

Отговори: 26. 0;   27. 1
2

− ;   28. 1
2

;   29.  1;   30. e;   31. 5
3

;  32. ∞;   33. 
2
π ;   34. 0. 

 
 

ТЕСТ 
 Намерете: 
 

1.     
2

2

2lim
2x

x x
x→

−
−

.         а) 0;          б) 1;             в) 2;            г) 3. 

2.    
2

1
lim

1x

x x
x→

−
−

.             а) 0;          б) 1;             в) 2;            г) 3. 

3.     
2

0

sinlim
1 cosx

x
x→ −

.         а) 8;          б) 1;             в) 2;            г) 4. 

4.     
2

2

coslim
1 sinx

x
xπ

→ −
.         а) 8;          б) 1;             в) 2;            г) 4. 

5.     
2

30

5 2lim
7x

x x
x x→

−
−

.       а) 0;         б) 1;          в) 2;            г) 3. 

6.     
2

30

3lim
8x

x x
x x→

−
−

.         а) 0;         б) 1;          в) 2;            г) 3. 

7.    
3

2

8lim
2x

x
x→−

+
+

.           а) 12;        б) 1;         в) 3;             г) 4. 

8.     
2

21

4lim
1x

5x x
x→

+ −
−

.   а) 3;          б) 1;          в) 4;            г) 6. 

 
 
Отг. 1в;  2б;  3в;  4в;  5в;  6б;  7г;  8а. 
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НЕПРЕКЪСНАТОСТ  НА  ФУНКЦИЯ 
 
О. Функцията f(x) е непрекъсната  в точката х0, ако удовлетворява условията: 

 f(x) e дефинирана за х = х0; 
 

0

lim ( )
x x

f x
→

 cъществува,    т.е.
0 0

0 0

lim ( ) lim ( );
x x x x
x x x x

f x f x
→ →
< >

=  

 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . 

 
ЗАДАЧИ: 
Изследвайте за непрекъснатост и намерете точките на прекъсване  на функциите: 

 1. 

22 1
1( ) 1 1;

1 .

x при x

f x при x
x
x при x

⎧ −∞ < < −
⎪
⎪= − <⎨
⎪

< < ∞⎪⎩

;

<  

Решение: Функцията не е дефинирана при х = 0. Следователно в тази точка тя е 
прекъсната. Да изследваме характера на прекъснатостта в тази точка. 

0 0
0 0

1 1lim ; lim ;
x x
x x

x x→ →
> <

= +∞ = −∞  

Точки на прекъсване в случая, могат да се окажат и тези, в които се сменя израза, чрез 
който функцията се представя, а именно точките х = -1 и х = 1.  
 При х = -1 имаме 

 2

1 1 1 1
1 1 1 1

1lim ( ) lim 1; lim ( ) lim 2 2;
x x x x
x x x x

f x f x x
x→− →− →− →−

>− >− <− <−

= = − = =  

Лявата и дясната граници съшествуват, хо хе са равни и следователно х = -1 е точка на 
прекъсване. 
 При х = 1 имаме 

 
1 1 1 1

1 1 1 1

1lim ( ) lim 1; lim ( ) lim 1; (1) 1.
x x x x
x x x x

f x x f x f
x→ → → →

> > < <

= = = = =  

Функцията f(x) удовлетворява и трите условия за непрекъснатост при х = 1 , 
следователно е непрекъсната в тази точка. 
 

2. 1
2

y
x

=
−

;     3. 
21 2;

( ) 2
2.

x при x
f x

x при x

⎧− ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

 4.  
2

2 1 0
( )

0.
x при x

f x
x при x

+ ≥⎧
= ⎨

<⎩

;

 
Отговори: 
2. х = 2 – точка на прекъсване; 

2 2
2 2

lim ; lim ;
x x
x x

y y
→ →
< >

= −∞ = +∞  

3. х = 2 – точка на прекъсване; 
2 2

2 2

lim 2; lim 2;
x x
x x

y y
→ →
< >

= − = +  

4. х = 0 – точка на прекъсване; 
0 0

0 0

lim 0; lim 1;
x x
x x

y y
→ →
< >

= =  
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ПРОИЗВОДНА  И  ДИФЕРЕНЦИАЛ  НА  ФУНКЦИЯ 
 
Таблица на производните 
 
 

Елементарни функции Сложни функции 
1.  0c′ =  

2. 

1

2
2

( ) ; 1

1 1 ; ( ) 2 ; ( )
2

x x x

x x x
x x

1
x

α αα −′ ′= =

′⎛ ⎞ ′= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1

2
2

( ) ;

1 1 1; ( ) 2 ; ( )
2

u u u

u u uu u u
u u u

α αα −′ ′′=

′⎛ ⎞ ′ ′ ′= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

′

3. ( ) ln ;x x xa a a e ′′ = = xe u ( ) ln . ;u u u ua a a u e e′′ ′ ′= =  

4. 1(ln )x
x

′ =  1(ln )u u
u

′ ′=  

5. (sin ) cosx x′ =  (sin ) cos .u u u′ ′=  
6.  ( s ) sinco x x′ = − ( s ) sin .co u u u′ ′= −  

7. 2

1( )
cos

tgx
x

′ =  2

1( )
cos

tgu u
u

′ ′=  

8. 2

1( )
sin

cotgx
x

′ = −  2

1(cot )
sin

gu u
u

′ ′= −  

9. 
2

1(arcsin )
1

x
x

′ =
−

 
2

1(arcsin )
1

u u
u

′ ′=
−

 

10. 
2

1(arccos )
1

x
x

′ = −
−

 
2

1(arccos )
1

u u
u

′ ′= −
−

 

11. 2

1(arc )
1

tgx
x

′ =
+

 2

1(arc )
1

tgu u
u

′ ′=
+

 

12. 2

1(arc )
1

cotgx
x

′ = −
+

 2

1(arccot )
1

gu u
u

′ ′= −
+

 

 
Правила за диференциране: 
 
1. ; ( )u v u v′ ′± = ± ′
2. ; ( ) ; ( ) . ,uv u v uv cu c u c conct′ ′ ′ ′ ′= + = =

3. 2 2; ; ,u u v uv u u c cv c const
v v c c v v

′ ′ ′′ ′ ′ ′−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.=  

 
Диференциал dy  на функцията  y = f(x)  
 

( ).dy f x dx′=  
 
Геометричен смисъл на производната:  Нека f(x) е дефинирана в D. 0( )f x′ = k  за  

0x x D= ∈ , където ,k tgα α= - ъгълът между допирателната на графиката  в точката 
М(х0,у0) и положителната посока на оста Ох. 
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ЗАДАЧИ 
 
Да се намерят първите производни на функциите. 

1.  . 3 2 3 2 22 3; ( ) ( ) (2 ) (3) 3 2y x x x y x x x x x′ ′ ′ ′ ′= + + + = + + + = + + 2

2. 2 2

2

22arcsin ; ( ) (2arcsin ) 2 .
1

y x x y x x x
x

′ ′ ′= − = − = −
−

 

3. 1.ln ; ( ) .ln .(ln ) 1.ln . ln 1y x x y x x x x x x x
x

′ ′ ′= = + = + = + . 

4. 

2

2 2 2
2

(1 ) ;
1(1 ) (1 )( ) 2 . (1 ). 2 . 1.

1

y x arctgx

y x arctgx x arctgx x arctgx x x arctgx
x

= +

′ ′ ′= + + + = + + = +
+

 

5. 
2 2 2

2 ;
3

( 2) ( 3) ( 2)( 3) 1.( 3) ( 2).1 3 2 5 .
( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

xy
x

x x x x x x x xy
x x x

−
=

+
′ ′− + − − + + − − + − +′ = = =

+ + + 2x
=

+

 

6. 

2 2

, 0;

( ) . .( ) . ( 1) .

x

x x x x x

ey x
x
e x e x e x e e xy 2x x x

= ≠

′ ′− −′ = = =
−

3;

 

7.       Отг. 4 xy e= − 4 .xy e′ =         8. 2( 2 2) ;xy x x e= − +       Отг. 2 .xy x e′ =  

9.   
2

;
ln
xy

x
=       Отг. 2

(2 ln 1) .
ln

x xy
x
−′ =                 10. 1 ;

sin
y

x
=       Отг. 2

cos .
sin

xy
x

−′ =  

 
Да се намерят първите производни на сложните функции. 

11. 3 3 3
3 3

1 1 1 1 1.ln ; .(ln ) . ( ) 3 .
3 3 3 3

y x y x x x2 1
x x x

′ ′ ′= = = = =  

12. 2 2

2 2

1 11 ; (1 ) ( 2 )
2 1 2 1 1 2

.xy x y x x
x x x

−′ ′= − = − = − =
− − −

5

2 3.x −

x

 

13.  6 6 1(2 5) ; 6(2 5) (2 5) 12(2 5) .y x y x x x−′ ′= − = − − = −

14.  
2 23 3 2; .( 3) 2x xy e y e x xe− −′ ′= = − =

15. sin 3 ; cos3 .(3 ) 3cos3 .y x y x x′ ′= = =  

16.       Отг.            17. ln sin 3;y x= − gxcot .y′ = 3cos ;y
x

=       Отг. 2
3 3sin .y
x x

′ =  

18. ;xy e−=      Отг. .xy e−′ = −            19. (sin 3 3cos3 );xy e x= − x  Отг. 10 .sin 3 .xy e x′ =  

20. 21 ln cos ; ?
2 4

y tg x x y π⎛ ⎞′= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=   Отг. 3 ; 1
4

y tg x y π⎛ ⎞′ ′ .= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

21. 2

cos 1 ln
2sin 2 2

x xy
x

= − + tg ;   Отг. 3

1
sin

y
x

′ = . 

Да се намери ъгловият коефициент на допирателната към графиката на функцията  
у = f(x)  в точка х0. 

22. ;   23. 0( 9). ,xy x e x= − = 0 2
0ln( 2 3), 4y x x x= + − = − ; 

24 2
01 ,y x x= − = 0 3;    25. . 2

03 4 2, 2 /y x x x= − + =

9 



 Отг. 22. -8;          23. -6/5;             24. 0;                     25. 0. 
 
Да се намерят  производните от по-висок ред  на функциите: 

 
4 2

4 2 3 3 2 2

26. 2 1; ?
( 2 1) 4 4 ; (4 4 ) 12 4; (12 4) 24
y x x y

y x x x x y x x x y x

′′′= + + =

′ ′ ′′ ′ ′′′ ′= + + = + = + = + = + = .x

x

=

 

 
2

2

27. cos ; (0) ?
(cos ) 2.cos .sin sin 2 ; ( sin 2 ) cos2 .(2 ) 2cos2 ;

(0) 2.cos0 2.

y x y
y x x x x y x x x
y

′′= =

′ ′ ′′ ′ ′= = − = − = − = − = −
′′ = − = −

 

 

28.  Отг. ln ; ?y x y′′= 2

1 .y
x

′′ = −  29. 4 (5)2 ; ?y x x y= − =    Отг. (5) 0.y =   

30.  Отг.  31. . ; ?xy x e y′′′= = ( 3).xy e x′′′ = +
1 ; ?

1
y y

x
′′= =

+
 Отг. 3

2 .
( 1)

y
x

′′ =
+

 

Да се намерят  диференциалите на функциите: 
 
      32. 2 3 ; 2 3; (2 3) .y x x y x dy x d′= + = + = + x

2 ) .
 

33. 3 3 2 3; 3 ; ( 3xy x e y x x dy x x dx′= = + = +  

34. sin ;y = x        Отг. cos .
2 sin

xdxdy
x

=   35. 2;y arctgx=  Отг. 4

2 .
1

xdxdy
x

=
+

 

 
ТЕСТ 

1. Първата производна на функцията 2

2

4 x
xy
−

= е равна на: 

а) 2

2

4 x
xy
−

= ;         б) 22 )4(
8

x
xy

−
= ;      в)  

1
12

−
+

=
x

xy ;    г) 2

2

)1(
12

−
−−

=
x

xxy . 

2. Първата производна на функцията 
1
12

−
+

=
x

xy е равна на: 

а) 2

2

4 x
xy
−

= ;         б) 22 )4(
8

x
xy

−
= ;      в)  

1
12

−
+

=
x

xy ;    г) 2

2

)1(
12

−
−−

=
x

xxy . 

3. Втората производна на функцията xy 5cos= е равна на: 
а) ;                 б)  ;          в)         г) . x5sin x5cos25− x5sin25 xsin5

4. Втората производна на функцията sin 5y х x= − е равна на: 
а) ;                 б)  ;          в)         г) . x5sin x5cos25− x5sin25 xsin5

5. Стойността на производната на функцията  sin 2y = x   в точката 
2

2
x π
=   е 

равна на:          а) ;4
π

−                 б) ;2
π

−                   в)  ;1
π

−                    г) .1
π

 

 
 
Отговори:  1б;  2г;  3б;  4в;  5в. 

 
 

10 



ПРИЛОЖЕНИЕ  НА  ПРОИЗВОДНИТЕ 
 

ПРАВИЛО  НА  ЛОПИТАЛ 
 
Т. (Лопитал) Ако функциите f(x) и g(x) са диференцируеми  в околност D на точката а и  

lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
→ →

= =  (или ), а границата  ∞ ( )lim
( )x a

f x
g x→

′
′

 съществува, то 

( ) ( )lim lim , ( ) 0, .
( ) ( )x a x a

f x f x g x x D
g x g x→ →

′
′= ≠

′
∀ ∈  

 
Да се намерят границите: 
 

1. 
1

1lim
lnx

x
x→

− . 

Решение: Имаме 1-1 = 0  и  ln1 = 0 т.е. неопределеност от вида 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  Прилагаме 

теоремата на Лопитал и получаваме 

1 1 1 1

1 (1 ) 1lim lim lim lim( ) 1.1ln (ln )x x x x

x x x
x x

x
→ → → →

′− − −
= = = −

′
= −  

2. 
0

2lim ;
sin

x x

x

е e x
x x

−

→

− −
−

 

Решение: Имаме  неопределеност от вида 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Прилагаме теоремата на Лопитал 

трикратно. 

0 0 0 0

2 2lim lim lim lim 2.
sin 1 cos sin s

x x x x x x x x

x x x x

е e x е e е e е e
x x x x co x

− − −

→ → → →

− − + − − +
= = =

− −

−

=  

3. 
0

1lim ;
sin

x

x

е
x→

−    4. 
2

20
lim ;
x

x
tg x→

   5. 
0

2 sin 2lim ;
cosx

x x
x x x→

−
−

 

6. 
0

1lim ;
x

x

е
x→

−    7. 
1

1lim ;
ln(2 )x

x
x→

−
−

   8. lnlim ;
3x

x
x→∞ +

 

Решение: Имаме неопределеност от вида ∞⎛ ⎞
⎜ ⎟∞⎝ ⎠

, прилагаме теоремата на Лопитал и 

получаваме  

1
ln (ln ) 1lim lim lim lim 0.

3 ( 3) 1x x x x

x x x
x x x→∞ →∞ →∞ →∞

′
= = =

′+ +
=  

9. 1 lnlim ;
x

x
x→∞

−    10. 
2 5 1lim ;

lnx

x x
x→∞

+ −   11. 
2 1lim ;
ln

x

x

e
x→∞

−  

12. 
3

2

3 1lim ;
sin

x

x

e x
x→∞

− −   13. ln( 1)lim ;
ln( )xx

x
e e→∞

−
−

  14. lim ;
lnx

x
x→∞

 

Отг.  3. 1;  4. 1;  5. 1 ;
8

  6. -1;  7. -1;  9. 0; 

    10. ∞ ;  11. ∞ ;  12. 9 ;
2

  13. 1;  14. ∞  
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АСИМПТОТИ 
 
 

Наклонени: y = kx + n ,  ( )lim
x

f xk
x→±∞

= ,  lim ( ( ) )
x

n f x
→±∞

kx= − . 

Частен случай: При k = 0 получаваме хоризонтална асимптота: y = n. 
 Вертикални: х = а , ако   

0
lim ( )

x a
f x

→ −
= ±∞         или      

0
lim ( )

x a
f x

→ +
= ±∞

 

1. Намерете асимптотите на функцията  
3

2 1
xy

x
=

−
. 

 
Решение: При х = 1 и х = -1 функцията не е дефинирана. Проверяваме дали правите 
х = 1 и х = -1 са вертикални асимптоти.     

3 3

1 0 1 0 1 0

1 1 1lim ( ) lim . lim .( )
( 1)( 1) 1 1 1 2x x x

xf x
x x x→ − → − → −

= = = −
− + + −

∞ = −∞ . 

3 3

1 0 1 0 1 0

( 1) 1 1lim ( ) lim . lim .( )
( 1)( 1) 1 1 1 2x x x

xf x
x x x→− + →− + →− +

−
= = = +

− + − − +
∞ = +∞ . 

Следователно правите х = 1 и х = -1 са вертикални асимптоти.     
3

2
( )lim lim 1

( 1)x x

f x xk
x x x→±∞ →±∞

= =
−

= . 

3

2 2lim ( ( ) ) lim 1. lim 0
1 1x x x

x xn f x kx x
x x→±∞ →±∞ →±∞

⎡ ⎤
= − = − =⎢ ⎥− −⎣ ⎦

=

2

. 

Следователно правата   у =  х   е наклонена асимптота. 
 
 
Да се определят асимптотите на функцията     y = f(x): 
 

2. 3 3y x x= − + ;   3.  2
7

xy
x
+

=
−

;   4.  
2

2

3 2
1

xy
x

+
=

+
; 

 

5. . xy x e= ;   6.  2

1
1

y
x

=
−

;   7.  2

1y x
x

= + . 

 
 
Отговори: 
 
2.  няма асимптоти;   3.  х = 7,  у = 1 ;  4.  у = 3 ; 
 
5.  у = 0 (при x → −∞ );  6.  x = 1,  x = -1 ;  7.  x = 0,  y = x . 
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ФОРМУЛИ  НА  ТЕЙЛОР  И  МАКЛОРЕН 
 

Формула на Тейлор за разлагане на функцията  f(x) в точката х0
( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! !

n
n

n
f x f x f xf x f x x x x x x x R

n
′ ′′

= + − + − + + − + , 

където Rn  наричаме остатъчен член  и може да се запише по различен начин. Записът 
( 1)

1
0

( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f xR x

n

+

x += −
+

, където х е между х и 0х се нарича форма на Лагранж. 

При 0х = 0  се получава формулата  на Маклорен за разлагане на функцията  f(x) в 
точката 0. 

( )
2(0) (0) (0)( ) (0) ...

1! 2! !

n
n

n
f f ff x f x x x R

n
′ ′′

= + + + + + ; 
( 1)

1( )
( 1)!

n
n

n
f xR x

n

+
+=

+
, (0; )х x∈  

ЗАДАЧИ: 
Да се разложат по формулата на Маклорен следните функции: 
 1. xy e= ; 
Решение: Намираме производните на разглежданата функция и изчисляваме 
стойностите им в точката х = 0. Тъй като ( )... n xy y y y e′ ′′= = = = = , то  

. По формулата на Маклорен получаваме 
разлагането: 

( ) 0(0) (0) (0) ... (0) 1ny y y y e′ ′′= = = = = =

2 3

11 ... ( )
1! 2! 3! !

n
x

n
x x x xe R

n += + + + + + + x , където 
1

1( ) . , (0 1).
( 1)!

n
x

n
xR x e

n
θ θ

+

+ = < <
+

 

Във всеки интервал [-r,r] (r>0) поради x reθ e<  получаваме следната оценка за 
остатъчния член 

1 1

1 1( ) . ; 0, .
( 1)! ( 1)!

n n
x

n n

x rR x e R при n
n n

θ
+ +

+ += < →
+ +

→∞  

Ако х = 1, то можем да пресметнем приблизително числото е с предварително избрана 
точност. При n = 4 имаме: 

1 1 1 1 1 1 11 1 1
1! 2! 3! 4! 2 6 24

e ≈ + + + + = + + + + ≈ 2,70 . 

Грешката, която допускаме при това приблизително пресмятане се определя от 

остатъчния член 5
3 0,025.

5! 120 120
e eR
θ

= < < =  

2. ;    3. siny = x cosy x= . 

Отговори:      2.
13 5 7

2sin ... ( 1) . ...
3! 5! 7! !

n nx x x xx x
n

−

= − + − + + − +     

3.
2 4 6

2cos 1 ... ( 1) . ...
2! 4! 6! !

n nx x x xx
n

= − + − + + − +  

Да се напишат първите 5 члена от разлагането на функцията y = f(x) по формулата на 
Теилор в точката х0 = -1. 
 4.    5. 4 32 4y x x x= + − − ; 5y x= ; 
Отговори:       4.  4 3( 1) 2( 1) ( 1) 4y x x x= + − + + + − ;

5. 4 3 221 6 2 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1
625 125 25 5

y x x x x= + + + + + + + ;−  
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УСЛОВИЯ ЗА МОНОТОННОСТ 
на диференцируеми функции 

 
Нека  функцията y = f(x) е дефинирана и диференцируема в интервала (а; b). 

Ако  , то функцията е монотонно растяща в (а; b). 0y′ >
Ако  , то функцията е монотонно намаляваща в (а; b). 0y′ <

 
ЗАДАЧИ 
Намерете интервалите, в които следните функции монотонно растат или намаляват: 

1. 3 22 3 12 1y x x x= + − + ; 
Решение: Функцията е дефинирана в ( , )−∞ ∞ . Намираме производната  

. Решаваме квадратните неравенства 26 6 1y x x′ = + − 2 0y′ > и . Квадратното 
уравнение има корени 1 и -2. Следователно функцията монотонно 
расте, когато и монотонно намалява когато

0y′ <
26 6 12x x+ − = 0

)( , 2) (1,x∈ −∞ − ∪ ∞ ( 2,1)x∈ − . 
2. 2ln(4 )y x= − ; 

Решение: Функцията е дефинирана, когато 24 x 0− > ,т.е. в интервала (-2, 2). Намираме 
производната 

2

2 2 .
4 (2 )(2

x xy
)x x x

′ = − = −
− − +

 

Разглеждаме стойностите на х само от дефиниционната област (-2, 2) на функцията. 
Когато -2 < х < 0,  и следователно функцията монотонно расте в интервала (-2,0), 
а когато 0 < х < 2, то  - функцията монотонно намалява в интервала (0,2). 

0y′ >
0y′ <

 
3. 2 2y x= − x ;   4. 3 3y x= + ;   5. xy x e= − ; 

6.   2ln( 2y x x a= + + ;   7. 
xey

x
= ;   8. 2. xy x e−=  ; 

9.   
2 1xy
x
−

= ;   10. 
2

2

1
( 1)
xy
x
+

=
−

;  11. 
ln

xy
x

= ; 

12. . cosy x x= +
 
Отговори: 
 
3.  расте в (1, ), намалява в (-∞ ∞ , 1);  4.  расте в (- ∞ , ∞ ); 
5.  расте в (- , 0), намалява в (0, ∞ ∞ );  6. расте в (- ∞ , ∞ ); 
7.  расте в (1, ), намалява в (-∞ ∞ , 0) (0,1);  ∪
8. расте в (0, 2), намалява в (- , 0) (2, ∞ ∪ ∞ );  
9. расте в (- , 0)  (0, ); ∞ ∪ ∞
10. расте в  (-1, 1), намалява в (-∞ , -1) (1, ∪ ∞ );  
11.  расте в (е, ∞ ), намалява в (0, 1) (1, е);  ∪
12.  расте (- ∞ , ∞ ); 
 Упътване: 1 siny x′ = −  
Функцията   у = sinx    приема стойности принадлежащи на интервала [-1, 1].  
Следователно  1 s за всяко х. in 0x− ≤
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ЕКСТРЕМУМИ 
на диференцируеми функции 

 
Необходими условия за съществуване на локален екстремум: Ако функцията y = f(x)  в 
точката х = 0x   има локален екстремум, то производната на функцията в тази точка е 
равна на нула. 

0x  наричаме критична точка; 0 ( , )x a b D∈ ∈  
Достаъчни условия за екстремум: 
Ако и  при  х < 0( ) 0f x′ = ( ) 0f x′ < 0x , а ( ) 0f x′ >  при  х  > 0x , то функцията има min 
(или ако  и ). 0( ) 0f x′ = 0( ) 0f x′′ >
Ако и  при  х < 0( ) 0f x′ = ( ) 0f x′ > 0x , а ( ) 0f x′ <  при  х  > 0x , то функцията има max 
(или ако  и ). 0( ) 0f x′ = 0( ) 0f x′′ <
 
ЗАДАЧИ: 

 
Да се определят локалните екстремумите на функциите: 
1. ; y arctgx=
Решение: Функцията е дефинирана и нерекъсната в интервала (- ∞ , ). Първата 

производна  

∞

2

1
1

y
x

′ =
+

  не се анулира и 0y′ >  за всяко х от интервала  (- ∞ , ∞ ). 

Следователно функцията няма екстремум и е монотонно растяща в (- , ). ∞ ∞
2. ; 3 23 24 2y x x x= − − + + 0

4
Решение: Функцията е дефинирана и нерекъсната в интервала (- ∞ , ). Първата 

производна е , която се анулира при х = 2 и х = -4. Намираме втората 
производна . 

∞
23 6 2y x x′ = − − +

6 6y x′′ = − −
За х = 2, имаме (2) 6.2 6 18 0 maxy′′ = − − = − < → .  3 2

max 2 3.2 24.2 20 48.y = − − + + =
За х = -4, имаме 

( 4) 6.( 4) 6 18 0 miny′′ − = − − − = > → . 3 2
min ( 4) 3.( 4) 24.( 4) 20 60.y = − − − − + − + = −  

3. 
2

2

3
3

x xy
x
−

=
+

; 

Решение: Функцията е дефинирана и нерекъсната в интервала (- , ). Първата 

производна  e 

∞ ∞
2

2 2

3 6
( 3)
x xy

x
+ −′ =
+

9 0, която се анулира когато 23 6 9x x+ − = ,  т.е. за   х = 1   и 

х = -3. в интервала (-3,1) т.е. функцията намалява и 0y′ < 0y′ > в интервалите (- ∞ , -3) 
и (1, ), т.е. функцията расте. Следователно екстремумите са  и 

. 
∞ max ( 3) 1,5y − =

min (1) 0,5y = −

 4. 
1

2. xy x e= ; 
 Упътване: . Експоненциалната функция е навсякъде положителна и 

знакът на производната 

:D x ≠ 0
1

.(2 1)xy e x′ = − се определя само от линейната функция. 

Отг. 
2

max
1( )
2 4

еy = . 

 5. 21y x= − ; 
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 Упътване: 
2

: [ 1,1],
1

xD x y
x

−′∈ − =
−

,   отг. max (0) 1y = . 

 6. 3 23 6 7y x x x= − + + ;  7.  1y x
x

= + ;   8.  
4

2

1xy
x
+

= ; 

 9. xy x e= − ;    10.  
ln

xy
x

= ;   11. 22y x x= − . 

 Отговори: 
6. няма екстремум;   7. max ( 1) 0y − = , min (1) 2y = ;  8. ; min ( 1) 2y ± =
9. ;  10. max (0) 1y = − min ( )y е е= ; 11. max (1) 1y = , min ( 1) 1y − = − . 
 
Намерете абсолютните екстремуми в указаните интервали на следните функции: 
Когато интервалът е затворен ( крайните точки принадлежат на интервала) и се 

търси абсолютен екстремум, намерените по горните правила локални екстремуми се 
сравняват със стойностите в краищата на интервала. 

12.  3 22 3 36 7, [ 3,6]y x x x х= − − − ∈ −
 Решение: , която се анулира при х = - 2 и х = 3. Намираме 

втората производна . За х = - 2, имаме 

26 6 3y x x′ = − − 6
12 6y x′′ = − ( 2) 12.( 2) 6 30 0 maxy′′ − = − − = − < → . 

          За х = 3,     имаме       max ( 2) 36.y − = (3) 12.3 6 30 0 miny′′ = − = > → .     min (3) 89.y = −
Стойностите в краищата на дадения интервал са ( 3) 19y − = и . Така най-
малката стойност на функцията е 

(6) 100y =

min (3) 89y = − , а най-голямата е в края на 
интервала . (6) 100y =

 13. ;  14. 4 28 3, [ 1,2y x x х= − + ∈ − ] 2 , [0,4y x х х= − ∈ ]  
 15.  2ln , [1, ]y x x x e= − ∈

 Отговори:  13. , (2) 13y = − (0) 3y = ; 14. (1) 1y = − , (0) (4) 0y у= = . 
15. , . (1) 1y = (2) 2 2ln 2y = −
 
 Изследвайте за монотонност и локални екстремуми функциите: 
 
 16. ;    17. 3 3y x x= − + 4 132 3 12y x x x= + = + ; 

 18. 
2 2 1

1
x xy

x
+ +

=
−

;    19. 
2 3

2
xy
x
−

=
−

; 

 20. 
2

2
xy

x
−

=
+

;     21. 2 1
1

xy
x
−

=
+

; 

 22. 
3

xey
x

=
−

;     23. 2. xy x e−= . 

 Отговори: 
  
16. мотонно расте; ( , 1) (1,x∈ −∞ − ∪ +∞) ( 1,1)x∈ −  мотонно намалява;  ; 

;  
max ( 1) 6y − =

min (1) 2y =
17. мотонно расте; ( , 2) (1,x∈ −∞ − ∪ +∞) ( 2,1)x∈ −  мотонно намалява;  ; 

;  
max ( 2) 21y − =

min (1) 6y = −
18. мотонно расте;  
мотонно намалява;  ; 

: ( ,1) (1, ); ( , 1) (3,D x x∈ −∞ ∪ +∞ ∈ −∞ − ∪ +∞) ( 1,1) (1,3)x∈ − ∪

max ( 1) 0y − = min (3) 8y = ;  
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19. мотонно расте;  
мотонно намалява;  ; 

: ( ,2) (2, ); ( ,1) (3,D x x∈ −∞ ∪ +∞ ∈ −∞ ∪ +∞) (1,2) (2,3)x∈ ∪

max (1) 2y = min (3) 6y = ; 
20. мотонно расте;  
мотонно намалява;  ; 

: ( , 2) ( 2, ); ( 4, 2) ( 2,0)D x x∈ −∞ − ∪ − +∞ ∈ − − ∪ − ( , 4) (0,x∈ −∞ − ∪ +∞)

max (0) 0y = min ( 4) 8y − = ; 
21.  за : ( , 1) ( 1, ),D x y′∈ −∞ − ∪ − +∞ > 0 x D∈ , мотонно растяща в дефиниционната си 
област, няма екстремуми. 
22. мотонно расте; : ( ,3) (3, ); (4,D x x∈ −∞ ∪ +∞ ∈ +∞) )( ,3) (3,4x∈ −∞ ∪  мотонно 
намалява;  4

min (4)y e= ; 
23. мотонно расте; : ( , ); (0,2D x x∈ −∞ ∞ ∈ ) )( ,0) (2,x∈ −∞ ∪ +∞  мотонно намалява;  

max 2
4(2)y
e

= ; min (0) 1y = . 

 
 
 Т Е С Т  

1.  Произведението от  екстремумите на  функцията 
x

xy 162 +
=   е:     

   а)              б) ;4− ;64−           в) ;8−               г) .36−  
2.  Най-малката стойност на функцията  в интервала  е: 11232)( 23 +−−= xxxxf ]3;2[−

   а)  -23;             б) -19;            в) -2;                г) -1. 
3.  Най-голямата стойност на функцията 4 2( ) 8 9f x x x= − −  в интервала [0  е: ;3]

   а)  -23;            б) -19;             в) -2;                г) 0. 

4.  Да се определят стойностите на реалния параметър m, за които функцията 
1
x my

x
+

=
−

 

е растяща в дефиниционната си област. 
  а)  m > -1;      б) m > 1;          в) m > -2;        г) m < 0. 

5.  За функцията xxxf 2cos2sin2)( −=   стойността на ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π′

4
f  е:      

  а) ;2              б) ;22          в) ;22 +          г) .24 +  

 6.  Ако  да се пресметне xxf 2cos)( = .
12
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π′f   

       а) ;
2
1      б) 

2
2  ;      в) ;

2
1

−         г) .
2
2

−  

7.   Ако   то решенията на неравенството ,242)( 23 +−+= xxxxf ( ) ( ) 2 0f x f x x′ ′′− − − <  са: 
а)            б)           в) );1 ;2(− );3 ;2(− );2 ;1(−            г) ).3 ;1(−  

 
 
 
Отговори: 1б;  2б; 3г; 4a;  5г;  6в;  7в. 
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ИЗПЪКНАЛОСТ,   ВДЛЪБНАТОСТ  И ИНФЛЕКСНИ  ТОЧКИ 
на диференцируеми функции 

 
 

Условия за изпъкналост и вдлъбнатост - Ако за всяка точка на даден интервал (a,b) 
втората производна на функциата съществува и е отрицателна, т.е.  ,то 
функцията  е вдлъбната в този интервал и обратно,  и ако   за всяка 
точка от даден интервал (b,c), то функцията е изпъкнала  в интервала (b,c) и обратно. 

( ) 0f x′′ <
( )y f x= ( ) 0f x′′ >

Инфлексна точка - Точка М от графиката на функцията, в която изпъкналостта се сменя 
с вдлъбнатост или обратно се нарича инфлексна точка. 
 
ЗАДАЧИ: 
 
Намерете интервалите на изпъкналост и вдлъбнатост и инфлексните точки   на 
следните функции:  
 1. 3 3 3y x x= + + ; 
 Решение: D: (- , ). Намираме първата и втората производна: ∞ ∞

23 3, 6y x y′ ′ x′= + = . 
Намираме стойността на х , при която 0y′′ = , като положим 6х = 0 или х = 0.  
Ако , то ( ,0x∈ −∞ ) 0y′′ <  и следователно графиката на функцията е вдлъбната в този 
интервал. Ако , то  и следователно графиката на функцията е изпъкнала. 
В точката х = 0 втората производна сменя знака си и следователно М(0,0) е инфлексна 
точка. 

(0, )x∈ ∞ 0y′′ >

 2. 2( 1). xy x e= + ; 
 Решение: D: (- , ). Намираме първата и втората производна: ∞ ∞

2 2

2

2 . ( 1) ( 1) ,
2( 1). ( 1) ( 1)( 3)

x x x

x x x

y x e x e x e
y x e x e x x

′ = + + = +

′′ = + + + = + + e
. 

Намираме стойността на х,при която 0y′′ = , 0, ( 1)( 3)xe х х 0≠ ⇒ + + =  или х = -1 и х = -3. 
Ако , то  и следователно графиката на функцията е вдлъбната в този 
интервал. Ако , то 

( 3, 1)x∈ − − 0y′′ <
( , 3) ( 1,x∈ −∞ − ∪ − ∞) 0y′′ >  и следователно графиката на функцията е 

изпъкнала. При х = -1 и х = -3  втората производна сменя знака си и следователно 

1 3

10( 3, )M
e

−  и 2
2( 1, )M
e

−  са инфлексни точки. 

 3. ;    4. 4 26y x x= − + 5 3y x= ; 

 5. 2ln(1 )y x= + ;    6. 3

1
( 1)

y
x

=
+

. 

Отговори: 
3. -изпъкнала; (-1,1) – вдлъбната; М( , 1) (1,−∞ − ∪ ∞)

)
)

)

1(-1,0) и М2(1,0) – инфлексни точки. 
4. - изпъкнала;  (0 - вдлъбната; М(0,0) – инфлексна точка. ( ,0−∞ , )∞
5. -изпъкнала; (-1,1) – вдлъбната; М( , 1) (1,−∞ − ∪ ∞ 1(-1, ln2) и М2(1,ln2) – инфлексни 
точки. 
6. - вдлъбната; -изпъкнала; няма инфлексна точка,защото  х = -1 не е от 
дефиниционната област на функцията. 

( , 1−∞ − ( 1, )− ∞
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ИЗСЛЕДВАНЕ НА ФУНКЦИЯ 
 

Изследването на функцията у = f(x)  и построяване на графиката може да се направи по 
следния общ план: 

 Определя се дефиниционната област; 
 Определя се дали функцията е четна, нечетна и периодична; 
 Намират се границите на функцията, когато аргумента х клони към краищата 
на интервалите, в които функцията е дефинирана; 

 Намират се асимптотите; 
 Намират се интервалите на растене и намаляване на функцията и нейните 
екстремуми; 

 Намират се интервалите на изпъкналост, вдлъбнатост и инфлексните точки; 
 Систематизират се резултатите от изследването и се построява графиката на 
функцията. Могат да се използват готови софтуерни продукти за 
построяване на графиката, като МАТЕМАТИКА , MAPLE, DERIVE и др. 

 
ЗАДАЧИ 
1. ; 3 23 4y x x= − +
Решение: 

 Функцията е дефинирана и непрекъсната  (- ∞ , ∞ ).  
 Нито четна, нито нечетна. 
 Намираме границите на функцията в краищата на дефиниционния  

интервал.                   3 2lim ( 3 4)
x

x x
→±∞

− + = ±∞

 Няма асимптоти. 
 Намираме  23 6y x х′ = − .     

Решаваме квадратните неравенства 0y′ > и 0y′ < . Квадратното уравнение 
има корени 0 и 2. Следователно функцията расте, когато 

и намалява когато

23 6 3 ( 2)x x х х− = − = 0
)( ,0) (2,x∈ −∞ ∪ ∞ (0,2)x∈ . 

   Намираме втората производна              6 6y x′′ = − . 
За х = 0, имаме           .           (0) 6.0 6 6 0 maxy′′ = − = − < → 3 2

max 0 3.0 4 4y .= − + =  
За х = 2, имаме   .             (2) 6.(2) 6 6 0 miny′′ = − = > → 3 2

min (2) 3.(2) 4 0.y = − + =  
 Намираме стойността на х, при която 0y′′ = , като положим 6х-6 = 0, т.е. х = 1 

Ако , то ( ,1x∈ −∞ ) 0y′′ <  и следователно графиката на функцията е вдлъбната в този 
интервал. Ако , то  и следователно графиката на функцията е изпъкнала. 
В точката х = 1 втората производна сменя знака си и следователно М(1,2) е инфлексна 
точка. 

(1, )x∈ ∞ 0y′′ >

 Графиката на функцията е дадена на чертеж 1. 
 

2. 
2

2 2
xy
x

=
+

; 

Решение: 
 Функцията е дефинирана при 1х ≠ − , т.е. в интервалите  (- -1) и (-1, ). ∞ ∞
 Нито четна, нито нечетна. 
 Намираме границите на функцията в краищата на дефиниционните 
интервали 
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Черт. 1 
 

 
 
 Черт. 2 
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2 2

lim lim lim2 22 2 (2 ) 2
x x x

x x x
x x

x x
→±∞ →±∞ →±∞

= =
+ + +

= ±∞  

2 2

1 1
1 1

lim ; lim ;
2 2 2 2x x

x x

x x
x x→− →−

>− <−

= +∞ = −∞
+ +

 

 Намираме асимптотите:     х = -1 е вертикална асимптота. 
2( ) 1lim lim

(2 2) 2x x

f x xk
x x x→±∞ →±∞

= =
+

= . 

2 1 1lim ( ( ) ) lim [ ] lim
2 2 2 2 2 2x x x

x xn f x kx x
x x→±∞ →±∞ →±∞

−
= − = − = =

+ +
− . 

Правата 1
2 2

y x= −
1 е наклонена асимптота. 

 Намираме 
2

2

2 4
(2 2)

x xy
x
+′ =
+

. 

Решаваме квадратните неравенства    0y′ >     и    0y′ < .     0y′ = , когато 
, т.е. х = 0 и х = -2. Следователно функцията расте, когато 

и намалява когато

22 4 2 ( 2)x x х х+ = + = 0
)( , 2) (0,x∈ −∞ − ∪ ∞ ( 2,0)x∈ − . 

 Намираме втората производна              4

2 2
( 1)
хy
х
+′′ =
+

. 

За х = -2, имаме           4

2(0) 2 0 max
( 2 1)

y −′′ = = − < →
− +

.           
2

max
( 2) 2

2.( 2) 2
y −

= = −
− +

 

За х = 0, имаме   4

2(0) 2 0 min
(0 1)

y′′ = = > →
+

.             min
0 0.

0 2
y = =

+
 

 Намираме стойността на х, при която 0y′′ = , т.е. 2х + 2 = 0 или х = -1 
Ако , то  и следователно графиката на функцията е вдлъбната в този 
интервал. Ако , то 

( , 1x∈ −∞ − ) 0y′′ <
( 1, )x∈ − ∞ 0y′′ >  и следователно графиката на функцията е 

изпъкнала. х = -1 не принадлежи на дефиниционната област, следователно няма 
инфлексна точка. 

 Графиката на функцията е дадена на чертеж 2 
 
Да се изследват функциите и да се начертаят графиките им: 
  

 3. 
2

2

2
2 1
x xy

x
+

=
+

;  4. 31 3 4
4

y x x= − + + ;  5. 4 24 3y x x= − + − ; 

 

 6. 
1

. xy x e= ;   7. 21
xy
x

=
+

;   8. 2ln( 1)y x= + . 
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И Н Т Е Г Р А Л Н О   С М Я Т А Н Е 
 

НЕОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 
 

O. ( ) ( ) ( ) ( )∫ =⇔+= xfxFcxFdxxf '  

( )xf -подинтегрална функция;      ( )xF - примитивна функция 
 
Таблица на неопределените интеграли 
 
1.  0dx C=∫ 7. 2

1
cos

dx tgx C
x

= +∫  

2. 

1

2

2

, 1
1

1 ,
2

1 12 ,

xx dx C

xdx x C xdx C

dx x C dx C
x xx

α
α α

α

+

= + ≠ −
+

= + = +

= + = − +

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

1

 

 

8. 2

1
sin

dx ctgx C
x

=− +∫  

 

3. 1 lndx x C
x

= +∫  9. 
2 2

2

1 arcsin

1 arcsin
1

xdx C
aa x

dx x C
x

= +
−

= +
−

∫

∫
 

4. ln

x
x

x x

aa dx C
a

e dx e C

= +

= +

∫

∫
 10. 

2 2

2

1 1

1
1

xdx arctg C
a x a a

dx arctgx C
x

= +
+

= +
+

∫

∫
 

 
 
5. sin cosxdx x C= − +∫  11. 

2 2

2

1 1 ln
2

1 1 1ln
1 2 1

x adx C
x a a x a

xdx C
x x

−
= +

− +

−
= +

− +

∫

∫
 

 
 
6. cos sinxdx x C= +∫  12. 

2 2

2 2

2

2

1 ln

1 ln 1
1

dx x x a C
x a

dx x x C
x

= + ± +
±

= + ± +
±

∫

∫
 

 
Свойства: 
 
1.  ( ) ( ) , .af x dx a f x dx a const= =∫ ∫ 3. ( ) ( )df x f x C= +∫  

2. [ ]( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫  4. ( ) ( )f x dx f x′⎡ ⎤ =⎣ ⎦∫  
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НЕПОСРЕДСТВЕНО ИНТЕГРИРАНЕ    
 

ЗАДАЧИ 
 

1. ( ) ( ) ( )∫ ===⇔+= xfxxxFcxxdx 2''2 22  
 

2.
( )4 2 4 2 4 2

4 1 2 1 2
5 3 2

5 3 2 5 3 2 5 3 2

5. 3. 2.
4 1 2 1 2

x x x dx x dx x dx xdx x dx x dx xdx

x x x x x x C
+ +

− + = − + = − +

= − + = − + +
+ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =∫
    

3. ( ) 2 22 5 (2 5 ) 2 5x x dx x x dx x dx xdx− = − = − =∫∫ ∫ ∫ cxx
+−

2
5

3
2 23

    

4.          Отг.:  ( )∫ − dxx 223 cxxx ++−
5

29
5

3  

5.
3 3

2 2 2 2x
=

2 1 2 1 12x xdx dx xdx dx
x x x

⎛ ⎞+
= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ c

x
x +−

12       

6. ∫
++− dx

x
xxx

2

24 15103      Отг.: c
x

xxx +−+−
1ln5103

  

7. 
4 1

4
4 4 1

dx xx dx
x

− +
−= = =

− +∫ ∫ c
x

+− 33
1     

8. ∫ dxx5 4          Отг.:  cxx +5 4

9
5    

9. 

1 311 2 2
25 5 5. 5.1 31

2 2

x xxdx x dx
+

= = = = cx +3

3
10

+
∫ ∫   

10.

1 11 3
3

3 1 1
3

dx xx dx
x

− +
−

= = = cx +3 2

2
3

− +
∫ ∫    

11. ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ dx

x
x

3 2
3 14       Отг.:  cxx ++ 33 4 33  

12. ∫
−+ dx

x
xxxx 23

      Отг.: cxxx +++ 3
2

3

3
2

2
3  

13.       Отг.:(∫ − dxxx cos2.3 ) cx
x

+− sin
2ln

2.3  

14. ∫
− dx

x
xex 3          Отг.: cxe x +− ln3  

15. ∫
+ dx

x
xx

2

2

sin
1sin2         Отг.:  cxgx ++− 2cot

 

16. 2 2

1 12 2
1 1

x xe dx e dx dx
x x

⎛ ⎞+ = + = carctgxe x ++2  ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫
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17.
2 2 2 2

2 2 2 2 x
= ctgxcos sin cos 1 cos sin cos 1

cos cos cos os
x x x x x xdx dx

x x x c
⎛ ⎞− +

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ xx +++ cos  

18. ∫
− 225 x

dx        Отг.: cx
+

5
arcsin  

   

19. ∫ + 216 x
dx      Отг.: cxarctg +

44
1 ;Упътване: ( )2rr =  

20. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
dx

xx 9
6

9
3

22       Отг.: c
x
xxarctg +
+
−

−
3
3ln

3
 

  

21. ∫ + 22x
dx     Отг.: cxarctg +

22
1 ; Упътване: ( )2

2 2=  

22. ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

−
dx

xx 22 4
3

4
2       Отг.: cxxx

++++ 24ln3
2

arcsin2  

23. ∫ + 43 2x
dx       Отг.: cxarctg +

2
3

6
3  

  

 24.  ∫
+ 32x

dx          Отг.: cxx +++ 3ln 2  

25. ∫
− 43 2x

dx       Отг.: cxx +−+
3
4ln

3
1 2  

26. 
2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

=
+

carctgx x xdx dx dx dx
x x x x

+ − +
= = −

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ xx +−  

27. ∫ +
+ dx

x
x

4
3

2

2

          Отг.: cxarctgx +−
22

1  

   

28.  ∫ −
+ dx

x
x

4
5

2

2

          Отг.: c
x
xx +
+
−

+
2
2ln

4
9  

29. ( )∫ + 4
4

22 xx
dx         Отг.: cxarctg

x
+−−

22
11   

30. ∫ xx
dx

22 cossin
      Отг.: cgxtgx +− cot  ; Упътване:  xx 22 cossin1 +=

 
31. 

2 2 2
2

2 2 2 2 2

sin 1 cos 1 cos 1
cos cos cos cos cos

x x xtg xdx dx dx dx dx dx
x x x x x

⎛ ⎞−
= = = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

c

=

xtgx +−   ;  
 
32.           Отг.:  ∫ xdxg 2cot cxgx +−cot     
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Внасяне под знака на диференциала 

Ако    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),f x dx F x c f u du F u c u xϕ= + ⇒ = + =∫ ∫  
 
Внасяне на константа   

1)  ;  2) ( ) ., constbbxddx =+= ( ) constaaxd
a

dx == ,1 ; 3) ( ) constbabaxd
a

dx −+= ,,1  

ЗАДАЧИ 
   

1)  ( ) ( )10 106 6 ( 6) =x dx x d x+ = + +∫ ∫
( ) cx

+
+
11

6 11

∫ ∫

  ;   

( ) cx2)  ( ) ( )sin 3 sin 3 ( 3)x dx x d x+ = + + = ++ 3cos  −

3) 
( ) ( )2 2

( 8)
8 8

dx d x
x x

−
= =

− −∫ ∫ c
x

+
−

−
8

1    ;   

4) ∫ − dxx3 4        Отг.  ( ) cx +−3 44
4
3  

5) ∫ + 5x
dx        Отг.  cx ++ 5ln ;   

6) 
2 2 2 2 12 ( 2)+ =

2 2 2 2 2
x x xdx dx dx dx d x

x x x x x
+ − +⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ∫ cxx ++− 2ln2  

7) ∫ +
+ dx

x
x

3
32        Отг.  cxx ++− 3ln32  ;  

8) 1cos 4 cos 4 4
4

xdx xd x= =∫ ∫ cx +4sin
4
1  

9) ∫ x
dx

3sin 2        Отг. cxg +− 3cot
3
1 ; 

10)        Отг.∫ dxe x54 ce x +5

5
4 ; 

11)   Отг. ;  Упътване:  ∫ −+ dxee xx )2( 2 cee xx +− −2

2
2cos1sin 2 xx −

=  

12) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dxxx

3
sin3cos3      Отг. cxx ++

3
cos33sin  ;  

13) 
2 1 cos 2 1 1 1 1sin 1 cos 2 cos 2 2

2 2 2 2 4
xxdx dx dx xdx x xd x−

= = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ cxx +− 2sin
4
1

2
1  

14)   Отг.  ∫ xdx3cos2 cxx ++ 6sin
12
1

2
1  ;  Упътване:  

2
2cos1cos2 xx +

=  

15)       Отг.  ( )∫ + dxx 765 ( ) cx
+

+
40

65 8

 

16)        Отг.∫ + dxe x 23 ce x ++23

3
1  ;   
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17) 
( )∫ + 251 x

dx       Отг.  ( ) c
x
+

+
−

515
1  

   
 Внасяне на функция  под знака на диференциала – като интеграл   ( ) ( )xdfdxxf ='
 

2

2xdxdx = ;    ;   xx dedxe = ( ) xdxdxdx coscossin −=−= ; 

3

3
2 xddxx = ;   xddx

x
ln1

= ;     xdxdx sincos =

dtgxdx
x

=2cos
1  ;  )cot(

sin
1

2 gxddx
x

−=  ;  darctgxdx
x

=
+ 21
1  ;    

xddx
x

arcsin
1

1
2

=
−

 

 

18) 
2

2
2 2 2

1 1 1 ( 4)
4 4 2 2 4

xdx xd d x + =
x x x

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ( ) cx ++ 4ln
2
1 2    ;  

19) ∫ +
+ dx

x
x

9
13

2      Отг.  ( ) cxarctgx +++
33

19ln
2
3 2  

20) ∫ +14 2x
xdx       Отг. ( ) cx ++14ln

8
1 2 ; 

21)       Отг.∫ − dxxe x2

ce x +− − 2

2
1 ; 

22) ∫
− 216 x

xdx      Отг. cx +−− 216  

23) ∫
−

− dx
x

x
24

1      Отг. cxx +−−−
2

arcsin4 2  ;  

24)      Отг.∫ + dxex x 12 3

cex ++13

3
1  

25)      Отг.( )∫ + dxxx 12 43 ( ) cx ++
64 12

48
1  ;  

26) ( ) ( )∫ ++ dxxxx 13 253      Отг. ( ) cxx ++
63

6
1  

27) ∫ dx
xx
1cos1

2       Отг. c
x
+−

1sin ;  

28) ∫ ++
+ dx
xx

x
13

32
2       Отг. cxx +++ 13ln 2  

29) ∫ dx
x
e x

2

3

       Отг. cee x +−
3

3
1 ; 

 

30) 1 ( 1)
1 1

x
x

x x

e dx d e
e e

= + =
+ +∫ ∫ ( ) ce x ++1ln ; 
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31) ∫ +12 x

x

e
dxe       Отг. ( ) cearctg x + ;  

32) ∫ +12

2

x

x

e
dxe       Отг. ( ) ce x ++1ln

2
1 2  

33)      Отг.  ;  ∫ xdxe x cossin ce x +sin

34)      Отг. ∫ xdxx cossin5 cx
+

6
sin 6

  

35) ∫ dx
x
x

3sin
cos      Отг. c

xa
+− 2sin

1   ;  

36) ∫ +
dx

x
x
2sin1

cos      Отг.  cxarctg +)(sin

37)     Отг.( )∫ − xdxxx cossin2sin3 cxx
+− 2

4

sin
4

sin ; 

38) ∫ +
dx

x
xx

2sin1
cossin      Отг. cx ++ )sin1ln(

2
1 2  

 

39) cos 1cot sin
sin sin

xgxdx dx d x
x x

= = =∫ ∫ ∫ cx +sinln ; 

 

40) sin 1 ( )
cos cos

xtgxdx dx d cosx
x x

= = − =∫ ∫ ∫ cx +− cosln ; 

41)       Отг.∫ xdx3sin cxx ++−
3

coscos
3

 

42) ∫ dx
x

x3ln       Отг. cx
+

4
ln 4

;  

43) ∫
+ dx

x
xln1      Отг. cxx ++

2
lnln

2

; 

  

44) 1 1 1. ln =
ln ln ln
dx dx d x

x x x x x
= =∫ ∫ ∫ cx +lnln  

 

45) ∫ +
dx

x
xarctg

2

2

1
     Отг. cxarctg

+
3

3

;  

46) ∫ + tgxx
dx

1cos2
     Отг. ctgx ++12  

47) 
( )∫ + xx

dx
1

     Отг. cxarctg +2 ;  

48) ∫ −1

2

x
dxx       Отг. cxxx

+−++ 1ln
2

2

 

49) ∫ +12

4

x
dxx       Отг. carctgxxx

++−
3

3

;  

50) ( )∫ −1xx
dx       Отг. c

x
x

+
−1ln  
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51) ∫ + 3xx
dx       Отг. ( ) cxx ++− 1ln

2
1ln 2  

          
ИНТЕГРИРАНЕ  ПО  ЧАСТИ 

 
 Най-често се използват следните случаи: 

I. При интегриране на произведение на полином R(x)и тригонометрична 
функция sinx или cosx, или показателна функция, за и се полага R(x) . 

II. При интегриране на произведение от полином R(x) и обратни 
тригонометрични функции или lnx, за и се полага обратната 
тригонометрична функция или lnx. 

 
∫ ∫−= vduuvudv  

 

2

2 2

2

ln
arcsinsin
arccoscos. ( ) . ( )

1
cotcos

1
sin

x

x

a
xe

xx
xxI R x dx II R x dxarctgx

arc gxx
a x

x

α

α
α

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

       

1. 1ln .ln ln .ln . .lnxdx x x xd x x x x dx x x dx
x

= − = − = − =∫ cxxx +−ln∫ ∫ ∫   ;  

2. 
2

2 2

1 1.
1 1 2

xarctgxdx xarctgx xdarctgx xarctgx x dx xarctgx d
x x

= − = − = −
+ +∫ ∫ ∫ ∫ =  

( )2 2
2

1 1 1( 1) ln 1
2 1 2

xarctgx d x xarctgx x c
x

= − + = − +
+∫ +  ; 

3.          Отг. ∫ xdxarcsin cxxx +−+ 21arcsin ;  

4. .x x x xxe dx xde x e e dx= = − = cexe xx +−∫ ∫ ∫  ; 

5. .cos sin sin sin sinx xdx xd x x x xdx x x cosx c= = − = +∫ ∫ ∫ + ; 

6. sin ( cos ) cos cosx xdx xd x x x xdx= − = − + = cxxx∫ ∫ ∫ ++ cossin ;   

7. 1 1 1 1 1sin 2 ( cos 2 ) cos 2 cos 2 cos 2 cos 2 2
2 2 2 2 2

x xdx xd x x x xdx x x xd x= − = − + = − +∫ ∫ ∫ ∫ =

=. cxxx ++ 2sin
4
12cos

2
1 ; 

8. ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x x x x xx e dx x de x e e d x x e e dx x e e c− = − = − − − = − − = − − +∫ ∫ ∫ ∫ ; 

9.          Отг. ∫ dxxe x2 cex x +
− 2

4
12 ;  

10. ∫ dxxx
3

cos          Отг. cxxx ++
3

cos9
3

sin3  ; 
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11. ( 2)cosx xdx+∫      Отг. ( )2 sin cosx x x c+ + + ; 

12. ∫          Отг. − dxxe x ( )1+− − xec x  ;   

13.         Отг. ( )∫ + xdxx sin1 ( ) cxxx +++− sincos1 ; 

14. ( )∫ + dxex
x
212       Отг. ( ) cex

x

+− 264 ;   

15. 2 2

1 sin ( cos )
cos cos cos cos

x xdx xdx xdtgx xtgx tgxdx xtgx dx xtgx d x
x x x x

= = = + = − = − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1

=

 = cxxtgx ++ cosln  

16. ∫ dx
x

x
2sin

       Отг. cxgxx ++ sinlncot  ;  

17. 
3 3 3 3 3 3

2 21 1ln ln ln ln ln . ln
3 3 3 3 3 3 3
x x x x x xx xdx xd x d x x dx x x dx

x
= = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =  

=. cxxx +− 33

9
1ln

3
1 ; 

18. ∫          Отг. xdxx ln5 cxxx +− 66

36
1ln

6
1 ;  

19. 7 lnx xdx∫          Отг. 8 81 1ln
8 64

x x x− + c ;  

 

20. ( ) 1 1ln 1 .ln( 1) ln( 1) .ln( 1) . .ln( 1)
1 1

x 1x dx x x xd x x x x dx x x dx
x x

+ −
+ = + − + = + − = + − =

+ +∫ ∫ ∫ ∫
  ( ) ( )1 1.ln( 1) ( 1) 1 ln 1

1 1
xx x dx d x x x
x x
+

= + − + + = + + −
+ +∫ ∫ x c+ ; 

 

21.       Отг.( )∫ − dxxx 1ln ( ) cxxxx
+−−−

−
24

1ln
2

1 22

;  

22. ∫        Отг.xarctgxdx cxarctgxx
+−

+
22

12

; 

23. ∫       Отг. ;  xdxx cos2 cxxxx ++− cos2sin)2( 2

24. ∫     Отг. ; + xdxxx cos)4( 2 cxxxxx +++−+ cos)42(sin)24( 2

25. ∫     Отг.xdxx 4sin2 cxxxx
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 4sin

8
4cos

432
1 2

;  

 
26. 2 2 2 2 2 2 22 2 2x x x x x x x x x x xx e dx x de x e e dx x e xe dx x e xde x e xe e dx= = − = − = − = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

=  ( ) cexx x ++− 222 ; 
27. ∫    Отг.− dxexx x)2( 2 ( ) cexx x ++− 442 ; 

28. ∫    Отг.− dxex x22 )3( ceexex xxx ++−
− 222

2

4
1

22
3  

29.       Отг. ( )∫ + dxx 1ln 2 ( ) carctgxxxx ++−+ 221ln 2 ; 
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30. ∫ dx
x

arctgx
3        Отг. carctgx

xx
arctgx

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

1
2
1

2 ; 

 
 

ИНТЕГРИРАНЕ ЧРЕЗ СУБСТИТУЦИЯ 
 

    СУБСТИТУЦИИ 
 

S1. ( )2 2, ,R x a x dx−∫       полагаме sin , arcsin , cosxx a t t dx a td
a

= = = t ; 

S2. ( )2 2, ,R x a x dx+∫       полагаме 2, arc ,
cos

x ax atgt t tg dx dt
a t

= = = ; 

S3. ( )2 2, ,R x x a dx−∫       полагаме 2

cos, arcsin ,
sin sin

a ax t dx
t x

= = = −
a t

t

)

; 

S4. ( 2, ,R x ax bx c dx+ +∫       полагаме , ,
2 2
b bx t t x dx
a a

dt= − = + = ; 

S5. ( )sin ,cos ,R x x d∫ x       полагаме 
2

2 2

2 12 , , sin , cos
2 1 1
x t tx arctgt t tg x x

t t
−

= = = =
+ +

; 

S6. ( , ,n m ) ,R x x x dx∫       полагаме 1, ( , ,...), , .k kkx t k HOK n m t x dx k t dt−= = = = ; 

. 
ЗАДАЧИ 

1. ∫ ++ 1362 xx
dx   

Решение:   Прилагаме S4, пол. 6 3, 3,
2

x t t t x dx dt= − = − = + =   

2 2 2

1
6 13 ( 3) 6( 3) 13 4 2 2
dx dt dt tarctg

x x t t t
= = =

+ + − + − + +∫ ∫ ∫ = cxarctg +
+
2

3
2
1 ; 

2. ( )
∫ +−

−
54

14
2 xx

dxx     Отг. ( ) ( ) cxarctgxx +−++− 2754ln2 2  

3. ∫ +− 169 2 xx
dx     Отг. ( ) c

x
+

−
−

133
1 ;   

4. ∫ +− 722 xx
xdx      Отг. cxarctgxx +

−
++−

6
1

6
172ln

2
1 2  

5. ( )
( )( )∫ +−

−
32

13
xx

dxx      Отг. c
x
xxx +
+
−

−−+
3
2ln

2
16ln

2
3 2  

6. ( )
∫

+−

+

106
32

2 xx
dxx     Отг. cxxxxx ++−+−+− 1063ln31062 22  

7. ( )∫ +1xx
dx    

Решение:   Прилагаме S6,  пол. 2 , , 2.x t t x dx td= = = t ;               

( )
2 ( 1)2 2 2ln 1
( 1) 1 11

dx tdt dt d t t
t t t tx x

+
= = = =

+ + ++∫ ∫ ∫ ∫ + = ( ) cx ++1ln2  ;  
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8. ∫ + x
dx

1
   

Решение:   Прилагаме S6,  пол. 2 , , 2.x t t x dx td= = = t ;       
1 1 1 12 2 2 2 2 2ln 1

1 1 1 11
dx tdt t tdt dt dt t t

t t t tx
+ − +

= = = − = −
+ + + ++∫ ∫ ∫ ∫ ∫ + =   

=  ( ) cxx ++− 1ln22  

9. ∫ + x
dxx

1
   Упътване: ( )( )2 2 21 1, 1 1 1t t t t t= − + − = − +    

Отг. ( ) cxxx +++− 1ln22  
10. ∫ − dxxx 3  

Решение:   Прилагаме S6,  пол. 23, 3, 2t x x t dx td= − = + = t   
5 3

2 4 2 4 23 ( 3) .2 2 ( 3 ) 2 6 2. 6.
5 3
tx x dx t t tdt t t dt t dt t dt− = + = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫

t   =  

=  ( ) ( ) cxx +−+− 35 323
5
2 ; 

11. ∫ −+ 11 x
dx      Отг. ( ) cxx ++−−− 11ln212  

12. dx
x

x
∫ −

+
2

4        Отг. ( ) cxx +−+− 2122
3
2 3

;  

13. ∫ +12
3

x
xdx       Отг. ( ) cxx ++−+ 12

2
312

2
1 3

 

14. ( )∫ ++ dxxx 311       Отг. ( ) ( ) cxx ++++
35

31
27
431

45
2 ; 

15. ∫ + x
xdx

31
      Отг. ( ) cxx ++−+ 31

9
231

27
2 3

;  

16. ∫ −4 15
3
x
dx       Отг. ( ) cx +−4 315

5
4  

17. 
4

1
x dx

x +∫  

Решение:   Прилагаме S6,   4 34(2,4) 4, , , 4.k HOK x t t x dx t dt= = = = =  
4 444 , 2x t t x t t= = = = . 

4 4 2 24
3

2 2 2 2 2

( 1) 1 ( 1)( 1) 1.4 4 4 4 4
1 1 1 11

x t t t t tdx t dt dt dt dt dt
t t t t tx

− + − +
= = = = +

+ + + ++∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 1
=

+
 

= 3 34 4 44 44 4 4 4
3 3

t t arctgt c x x arctg x c− + + = − + + . 

18. ∫ + )1( 4 xx
dx      Упътване: пол.    Отг.4tx = cxx ++− 1ln44 44 ; 

19. ∫ + )(3

3

xxx
dxx     Упътване: пол.    Отг.6tx = cxx ++− 1ln6ln6 66 ; 
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20. ∫ + xx
dx

)1( 3
       Отг. cxarctxx +− 66 66  ;   

21. ( )
∫

−
3

261
x

dxx       Отг. cxxx ++− 3 26 5

2
3

5
12  

22. ∫
− xx

dxx
3 2

   Упътване:  ( )( )111 224 +−=− ttt     Отг. c
x
xxx +
+
−

−−−
1
1ln362

6

6
6  

23. dx
x

x
∫

−
2

21 3

     Отг. ( ) cxx +− 6 52
5
32 ; 

24. 
( )

dx
x
x

∫ −

−−

2
23 3 2

     Отг. ( ) cxxx +−−−− 6 22
7
626  

25. ∫
− 22 1 xx

dx      Отг. ( ) c
x

xcxg +
−

−=+−
21arcsincot ; 

26. dx
x

x
∫

−
2

29     Отг. cx
x

xcxxg +−
−

−=+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
arcsin9

3
arcsin

3
arcsincot

2

; 

27. ∫ − dxx 21    
Решение:   Прилагаме S1,  пол. sin , arcsin , cos ,x t t x dx tdt= = =  

2 2 2 1 cos 2 1 11 1 sin .cos cos cos 2
2 2 2

tx dx t tdt tdt dt dt tdt+
− = − = = = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =  

1 1 1 1cos 2 2 sin 2
2 4 2 4

t td t t= + = + +∫ t c = 

= ( ) cxxxcxx +−+=++ 21
2
1arcsin

2
1arcsin2sin

4
1arcsin

2
1  

28. ∫ − dxx 24   Отг. cxxxcxx
++−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2
arcsin24

2
1

2
arcsin2sin

2
arcsin2 2  

29. ∫
−

dx
x

x
216

       Отг. cx +−− 216 ; 

30. 
( )∫
+

321 x

dx        Отг. ( ) c
x

xcarctgx +
+

=+
1

sin
2

; 

31. ∫
− 23 xxx

dx      Упътване:          пол. 23sinx t=    

     Отг. ( ) c
x

xxcxg +
−

−=+−
23

3
2arcsincot

3
2 ; 

32. ∫
−12xx

dx    Упътване: пол. 1
sin

x
t

=   ,    Отг. c
x
+−

1arcsin ; 

33. ∫ ++ xx
dx

cossin1
   

Упътване : Пол  2

2

2 1
1cos;

1
2sin,2,

2 t
tx

t
txarctgtxtxtg

+
−

=
+

===    Отг. cxtg ++1
2

ln ;  
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34. ∫ + x
dx
cos2

       Отг. cxtg +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
23

1
3

2  

 
ОПРЕДЕЛЕН  ИНТЕГРАЛ 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −==
b

a

b

a
aFbFxFdxxf   ,     ( ) ( )xfxF ='    -   формула на  Нютон – Лайбниц 

  
 ЗАДАЧИ   

1. 
55 3 3 3

2

1 1

5 1
3 3 3
xx dx = = − =∫ 3

124  ;  

2. 
4 4

1
1

2 2 4 2 1dx x
x
= = − =∫ 2 ;   

3. ( )
22 2 2

2 2 0
0

0 0 0 0

10 10 10 10.2 10.0x x xe dx e dx dx e x e e+ = + = + = − + − =∫ ∫ ∫ 192 +e ; 

4. 
1

1
2 0

0

1 0 =
1

dx arctgx arctg arctg
x

= = −
+∫ 4

π  ;  

5. ∫ +
+4

2 2
1 dx

x
x  Отг.  ;   6. 4ln6ln2 +− ∫

− +

2

2
2

2

4x
dxx   Отг. 4−π ; 

7. ∫ +

1

0
2 12x

xdx  Отг. 
4
3ln     8. ∫ +

+2

0
2 4

3 dx
x
x    Отг. ( )

8
34ln8ln

2
1 π

+−  ; 

9. 
( )∫

+

1

0
22 1x

xdx  Отг. 
4
1  ;    10. ∫

−e

dx
x

x

1

ln1  Отг. 
2
1  

11. ∫
4

0

2cos

π

xdx    Отг. 
8

2+π    ;    12. ∫
4

0

2sin

π

xdx     Отг. 
8

2−π  ; 

13. ∫
3

0

2 sincos2

π

xdxx     Отг. 
12
7  ;    14.  ∫

+

1

0
21

dx
x

x  Отг. 12 −  ; 

 
ИНТЕГРИРАНЕ  ПО  ЧАСТИ  ПРИ  ОПРЕДЕЛЕНИ  ИНТЕГРАЛИ 

 

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

15. 
0 0

0 0 00

sin ( cos ) cos cos sinx xdx xd x x x cisxdx x x x
ππ π π

π π= − = − + =− +∫ ∫ ∫ =   

=  cos 0.cos 0 sin sin 0π π π− + + − =  π   ;   

16.     Отг. ∫ −
1

0

dxxe x

e
21−   ;   17.     Отг. ∫

π2

0

2sin xdxx π−   ; 
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18.       Отг. ∫ −−
1

0

)1( dxex x

e
1

−  ;  19.    Отг. ∫ −
3

2

2 dxxe x ( )64 75
4
1 −− − ee  ; 

20. 
22 2 2 22 2 2 2 2

2

1 1 1 11

2 1 1 1ln ln ln ln ln 2 ln1 .
2 2 2 2 2 2
x x xx xdx xd x d x x dx

x
= = − = − −∫ ∫ ∫ ∫ =  

= 
22

1

1 32ln 2 . 2 ln 2
2 2 4

x
− = − . 

21.    Отг. ;  22.   Отг. 1 ;  ∫
π

0

3 sin xdxx ππ 63 − ( )∫
−

+
1

0

1ln
e

dxx

23.    Отг. ; 24.    Отг. ; ( )∫ +
e

dxx
1

1ln e ( )∫ +
2

0

2 4ln2 dxxx 44ln48ln8 −−

25. 
2 2 2

2 2
0 0

0 0 0

cos sin .sin sin .sin 0.sin 0 cos
2 2

x xdx xd x x x xdx x

π π π
π ππ π

= = − = − + =∫ ∫ ∫  1
2
+

π  . 

 
ИНТЕГРИРАНЕ ЧРЕЗ СУБСТИТУЦИЯ ПРИ ОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 

 
Нека функцията f(x) е непрекъсната в интервала [a,b], а функцията ( )x tϕ= притежава 
следните свойства:  

 За всяко [ , ], ( ) [ , ];t x t a bα β ϕ∈ = ∈  
 ( ) , ( ) ;a bϕ α ϕ β= =  
 ( )tϕ има непрекъсната производна  в интервала [ , ],α β  

Тогава                                     ( ) ( ( )) ( )
b

a

f x dx f t t dt
β

α

ϕ ϕ′=∫ ∫ . 

 26. 
9

4 1
x dx

x −∫ . 

Решение:   Прилагаме S6,  пол. 2 , , 2.x t t x dx td= = = t ;     
Нови граници: 4 2; 9 3α β= = = = .   Тогава 
9 3 3 3 3 32 2 2 32

2
4 2 2 2 2 2

1 1 1 1.2 2 2 2 2 ( 2 2ln 1)
1 1 1 1 11

x t t t tdx tdt dt dt dt dt t t t
t t t t tx

− + −
= = = = + = + + −

− − − − −−∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

=  . 4ln7 +

27. 
( )∫ +

1

0 1 xx
dx   Отг. 

2
π    ;  28. ∫ +

9

0 1 x
dx    Отг.   ; 4ln26 −

29. ( )∫
+

4

1
2

1 x

dx     Отг. 
3
12ln23ln2 −− ; 30. dxx∫ −

6

2

2    Отг. 
3

16  ; 

31. dxxx∫ +
5

0

4   Отг. 
2
9 ;  32. dx

x
x

∫ +

5

0 31
   Отг.  ;   4

33. dx
x
x

∫ +

7

2 2
  Отг. 

3
26  ;  34. 

( )∫
+++

2

0
311 xx

dx   Отг. 
6
π ; 

34 



35. ∫ +−

2

0
2 22xx

xdx   Отг. 
2
π   ;  36. ∫ ++

1

0
2 169 xx

dx    Отг. 
4
1  ;  

 
ПРИЛОЖЕНИЕ НА ОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ ЗА 

ПРЕСМЯТАНЕ НА ЛИЦЕ НА РАВНИННА ФИГУРА 
      

      
 
 1)   за      2)  0)( ≥xf bxa ≤≤ 0)( ≤xf  за bxa ≤≤        3)  за 

 
)()( xgxf ≥

bxa ≤≤

                                                                   ( )∫=
b

a

dxxfS ( )∫−=
b

a

dxxfS ( )∫ −=
b

a

dxxgxfS )]([

 
 
 ЗАДАЧИ 

 

1.  S=?   Отг. 
2

2
y x
x y

⎧ =
⎨

+ =⎩

17
6

   

 
 
 
 
 
 

2. S=?   Отг. 
2y x

y x
⎧ =
⎨

=⎩

1
6

 

 
 
 
 
 
 
 

3. S=?   Отг. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

yx
xy

2
2

2

2

3
1 ;   
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 4. S=?    5.  S=?  ;  6.  S=?   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
==
+=

0
3,1

12

y
xx

xy

⎩
⎨
⎧

=
−=

0
22 2

y
xy

⎩
⎨
⎧

=
++−=

0
322

y
xxy

Отг. 
3

32 ;   Отг. 
3

32 ;    Отг. 
3

32 ; 
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