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Аксиоматика на теория на вероятностите

Алгебра на събитията

В теория на вероятностите първично понятие е елементарно събитие. Множеството от всички елементарни събития наричаме сигурно събитие и бележим с (.

Подмножествата на ( се наричат събития. Празното подмножество бележим с ( и наричаме невъзможно събитие.

Можем да си мислим, че елементарните събития са всевъзможните изходи от някакъв експеримент.

Ако елементарното събитие w ( ( се сбъдне и w ( A ( (, ще казваме че се е сбъднало събитието A. Тъй като за всяко w имаме w ( (, то ( се сбъдва при всеки експеримент. Тъй като за всяко w имаме w ( (, то събитието ( не може да се сбъдне при никой експеримент.

Със събитията можем да въведем обичайните операции за множества.

Казваме, че събитията A и B са равни и бележим A = B, ако те се състоят от едни и същи елементарни събития, т.е. за всяко w ( (, w ( A ( w ( B.

Нека A е събитие. Събитието 
[image: image1.wmf]A

 = { w ( ( |w ( A} наричаме допълнение на събитието A. Ясно е, че A се сбъдва ( 
[image: image2.wmf]A

 не се сбъдва. 

Очевидно е, че 
[image: image3.wmf]W

 = (, 
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 = (, 
[image: image5.wmf]A

 = A за всяко събитие A.

Нека A и B са събития. Събитието A ( B = { w ( ( | w ( A или w ( B} наричаме обединение на събитията A и B. Очевидно е, че 

A ( B се сбъдва ( сбъдва се поне едно от събитията A и B.

Нека A и B са събития. Събитието A ( B = { w ( ( | w ( A и w ( B} наричаме сечение на събитията A и B. Бележим още AB = A ( B.

Очевидно е, че A ( B се сбъдва ( сбъдват се A и B. Ако A ( B = (, казваме че събитията A и B са несъвместими.

Ако A и B са несъвместими събития записваме A + B = A ( B. В този случай говорим за сума на събитията A и B.

Означаваме A ( B, ако A = A ( B, т.е. ако w ( A ( w ( B. В такъв случай казваме, че събитието A влече събитието B. Очевидно, ако A се сбъдне, то B също се сбъдва. Ясно е, че ако A ( B и B ( A, то A = B.
Ако A и B са събития, събитието A\B = { w ( ( | w ( A и w ( B} = A (
[image: image6.wmf]B

 наричаме разлика на A и B. Ясно е, че A\B се сбъдва ( А се сбъдва, но не се сбъдва B. Ако B ( A, казваме че A\B е собствена разлика на A и B.

Означаваме A ( B = 
[image: image7.wmf]AB+AB

 = A\B + B\A - симетрична разлика на събитията A и B. Ясно е, че A ( B се сбъдва ( сбъдва се точно едно от събитията A и B.

Ще дефинираме операциите обединение и сечение върху множества от събития с произволна мощност. Нека { Ai|i ( I } е множество от събития.

Дефинираме 
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 = { w ( (|съществува i ( I, такова че w ( Ai}.

Дефинираме 
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Ако събитията Ai, i ( I са две по две несъвместими, 
записваме 
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При I = N = { 1, 2, …} записваме съответно 
[image: image12.wmf]¥

U

i

i=1

A

 (
[image: image13.wmf]¥

å

i

i=1

A

) и 
[image: image14.wmf]¥

I

i

i=1

A

.

Свойствата на обичайните операции с множества се запазват и при операциите със събития. Например, в сила са законите на Де Морган:
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. Ще припомним доказателството на първия закон: w (
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. Аналогично се показва втория закон.

Нека ( е фамилия от подмножества на (, т.е. ( е множество от събития.

Ще казваме, че ( e булова алгебра, ако са в сила следните свойства:

1. ( ( (;

2. ако A ( (, то 
[image: image23.wmf]A

 ( (;

3. ако A, B ( (, то A ( B ( (.

От равенствата ( = 
[image: image24.wmf]W

, A ( B = 
[image: image25.wmf]Ç

AB

, A\B = A (
[image: image26.wmf]B

, A ( B = 
[image: image27.wmf]AB+AB

 се вижда, че ( ( ( и ( е затворена относно операциите (, (, \.
Оттук е ясно, че ( е затворена относно операциите обединение и сечение  с краен брой събития. Не всяка булова алгебра, обаче, е затворена относно операциите обединение и сечение с безкраен брой събития.

Ще казваме, че буловата алгебра ( е булова (-алгебра, ако тя е затворена относно изброимите сечения и обединения, т.е.

Ai ( (, i = 1, 2, … ( 
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От законите на Де Морган лесно се вижда, че е достатъчно ( да е затворена относно една от двете операции.

За краткост буловите (-алгебри ще наричаме просто (-алгебри.

Двойката ((, (), където ( е булова алгебра от подмножества на ( се нарича измеримо пространство.
Пример: провеждаме експеримент с хвърляне на зар и определяме

( = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }. Елементарното събитие i ще се сбъдва точно когато от хвърлянето на зара се падне i. Нека A да е събитието да се падне четно число. Тогава A = { 2, 4, 6}. Очевидно 
[image: image30.wmf]A

 = { 1, 3, 5} е събитието да се падне нечетно число. Очевидно ( = { (, (, A, 
[image: image31.wmf]A

} е булова алгебра и

((, () e измеримо пространство. От този пример се вижда, че елементарните събития може да не са събития 

(ако отъждествим w ( ( и { w} ( ().

(-алгебрите притежават универсалните свойства на алгебричните структури. Например, ясно е че сечение на (-алгебри е 
(-алгебра. Нека ( е клас от подмножества на (. Означаваме със ( (() сечението на всички (-алгебри, които съдържат (. Такива (-алгебри съществуват - например (-алгебрата от всички подмножества на (.

Ясно е, че ( (() e минималната (-алгебра, която съдържа (. (-алгебрата 
( (() наричаме (-алгебра, породена от (. Същото важи и за буловите алгебри, но за тях няма да въвеждаме специално означение.

Пример: нека ( = R, ( = { [a, b) | a, b ( R, а < b}. Минималната (-алгебра

( (( ) наричаме (-алгебра на бореловите множества в R и 

я бележим с B1. Едноточковите множества са борелови, тъй като за всяко a ( R имаме { a} = 
[image: image32.wmf]¥
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. Оттук всеки отворен интервал 

(a, b) = [a, b)\{ a } е борелово множество. При това положение всяко отворено множество е борелово, тъй като може да се представи като изброима сума на отворени интервали ( всяко затворено множество е борелово като допълнение на отворено.

Ще обобщим посочената конструкция в Rn. Нека ( = Rn, 

( = { [x1, y1) x [x2, y2) x … x [xn, yn)|xi, yi ( R, xi < yi, i ( { 1, 2, …, n } }.

Минималната (-алгебра ( (( ) наричаме (-алгебра на бореловите множества в Rn и я бележим с Bn. Отворените и затворените множества 

в Rn са борелови.

Нека A1, A2, …, An, …е редица от събитията в (-алгебрата (.

Събитието
[image: image33.wmf]¥¥
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наричаме долна граница на редицата { An},

а събитието
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наричаме горна граница на редицата { An}.

Множеството
[image: image35.wmf]*
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се състои от всички елементарни събития, които принадлежат на всеки член на редицата { An} от определено място нататък. Действително, w (
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Множеството
[image: image38.wmf]*

A

се състои от всички елементарни събития, които принадлежат на безброй много членове на редицата { An}. Действително,

w (
[image: image39.wmf]*
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 ( за всяко n ( N, w (
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От последните разглеждания е очевидно, че 
[image: image41.wmf]*
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Още означаваме 
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Нека { An} е редица от събития. Ако 
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, казваме че редицата { An} е сходяща и има граница A =
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Означаваме A = 
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Редицата { An} наричаме монотонно намаляваща, ако за всяко n ( N имаме An ( An+1. Лесно се вижда, че в този случай имаме: 
[image: image54.wmf]*
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. Така всяка монотонно намаляваща редица е сходяща и има граница 

A = 
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. Означаваме An ↓ A.

Редицата { An} наричаме монотонно растяща, ако за всяко n ( N имаме An ( An+1. Лесно се вижда, че в този случай имаме: 
[image: image58.wmf]*
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Така всяка монотонно растяща редица е сходяща и има 
граница A = 
[image: image61.wmf]¥
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Вероятностно пространство
Нека ((, () e измеримо пространство. Вероятност P в измеримото пространство наричаме всяка реална функция, дефинирана върху събитията от (, която удоволетворява следните аксиоми:

1. за всяко A ( (, P (A) ( 0; (неотрицателност)

2. P (() = 1; (нормираност)

3. P (A + B) = P (A) + P (B), ако AB = (; (адитивност)

4. за всяка редица { An}, такава че Аn ↓ (, имаме 
[image: image62.wmf]®¥
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При това положение тройката ((, (, P) наричаме вероятностно пространство.

От аксиомите получаваме следните елементарни свойства:

1. P (() = 0 : P (( + () = P (() + P (();
2. ако A ( B, то P (A) ( P (B) (монотонност) : P (B) = P (A) + P (B\A);
3. за всяко A ( (, 0 ( P (A) ( 1 : A ( (;
4. P (
[image: image63.wmf]A

) = 1 – P (A) : 1 = P (() = P (A) + P (
[image: image64.wmf]A

);

5. P (A ( B) = P (A) + P (B) – P (AB) : P (A ( B) = P (A + B\AB);
6. ако A1, A2, …, An ( ( и Ai ( Aj = ( при i ( j, то P (
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 :
индукция по n с използване на адитивността;

7. за всеки A1, A2, …, An ( (, P (
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 : полагаме

Bk = 
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, k = 1, 2, …, n, очевидно Bi ( Bj = ( при i ( j и
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8. ако An ( (, n = 1, 2, … и An ↓ A ( (, то P (An) ( P (A) при n ( ( : 
нека Bn = An\A; тогава Bn ↓ ( ( P (Bn) ( 0 при n ( (;

в равенството P (Bn) = P (An) – P (A) извършваме граничен преход при n ( ( и получаваме P (An) ( P (A);

9. ако An ( (, n = 1, 2, … и An ↑ A ( (, то P (An) ( P (A) при n ( ( : 
нека Bn = A\An; тогава Bn ↓ ( ( P (Bn) ( 0 при n ( (;

в равенството P (Bn) = P (A) – P (An) извършваме граничен преход при n ( ( и получаваме P (An) ( P (A);

10. ако An ( (, n = 1, 2, …и 
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((-полуадитивност) : от свойство 7. с граничен преход 

(свойство 9.).
Аксиомите 3 и 4 могат да се заменят със следната аксиома:

3*. ако An ( (, n = 1, 2, …, AiAj = ( при i ( j и 
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По-точно, в сила е следният резултат:

Теорема: Системата аксиоми 1, 2, 3, 4 е еквивалентна на системата аксиоми 1, 2, 3*.

Доказателство: нека са в сила аксиомите 1, 2, 3, 4. Нека { An} е редица от събития, An ( (, AiAj = ( при i ( j и 
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P (Bn) ( P (B) при n ( (, т.е. 
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Обратно, нека са в сила аксиомите 1, 2, 3*. Аксиома 3 е очевидна, като положим A1 = A, A2 = B, A3 = (, A4 = (, …. Нека { An} е редица от събития,

An ( ( и Аn ↓ (. Ще покажем, че е в сила представянето An = 
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Нека w ( An. Тъй като 
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Нека k е най-малкото възможно такова число. Очевидно k > n и w ( Ak-1.

Тогава w ( Ak-1\Ak ( w ( 
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Тогава w ( Ak\Ak+1 за някое k ( n ( w ( Ak ( An.

Сега от аксиома 3* получаваме, че P (An) = 
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 ( 0 при n ( ( като остатък на сходящ ред. Така P (An) ( 0 при n ( ( и аксиома 4 е доказана.

В примера със заровете от по-горе вероятността P можем да определим по следния начин: P (() = 0, P (() = 1, P (A) = P (
[image: image94.wmf]A
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Ще разгледаме пример за реална функция, която удоволетворява всички изисквания за вероятност, освен непрекъснатостта в (.

Нека ( = (0, 
[image: image96.wmf]1
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], ( е множеството от крайни суми на интервали от вида

(a, b], 0 ( a ( b ( 
[image: image97.wmf]1
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Действително, ( ( (, ( ( (. Тривиално се проверява, че сечението на два интервала от посочения вид е празно или отново е интервал от посочения вид. Освен това сечение на две крайни суми от интервали се представя като крайна сума от сечения на интервали (поради дистрибутивността на сечението относно сумата). Така ( e затворена относно сечение. Допълнението на интервала (a, b] е сума на интервалите
(0, a] и (b, 
[image: image98.wmf]1
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]. Освен това по законите на Де Морган допълнението на сума от интервали се представя като сечение от допълнения на интервали. Вече показахме, че ( e затворена oтносно сечение ( 

( ( e затворена относно допълнение. И така ( e булова алгебра.

В измеримото пространство ((, () определяме вероятност P по следния начин: P ((a, b]) = b - a, ако a > 0, P ((a, b]) = 
[image: image99.wmf]1

2

 + b, ако a = 0, b ( 0 и продължаваме P адитивно върху събитията от (. Ясно е, че P (() = 1 и 
P е адитивна от самата дефиниция. Ще проверим, че P не е 
непрекъсната в (. Действително, да разгледаме редицата от интервали
In = (0, 
[image: image100.wmf]1

n

], n ( 2. Ясно е, че In ↓ (. Естествено, P (In) = 
[image: image101.wmf]1
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 + 
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 за всяко 
n ( 2 ( P (In) ( 
[image: image103.wmf]1

2

 при n ( (. Така In ↓ ( и P (In) не клони към 
0 при n ( (.
Ще формулираме една теорема без доказателство, която играе много важна роля в теория на вероятностите:

Теорема (Каратеодори): Всяка вероятност, дефинирана върху буловата алгебра ( може да се продължи по единствен начин върху ( (().

По-точно теоремата казва, че ако ((, (, P) е вероятностно пространство, където ( е булова алгебра, то може да се построи по единствен начин вероятностно пространство ((, ( ((), P(), така че P (A) = P( (A) 

за всяко A ( (. Така оттук нататък можем да считаме, че във всяко вероятностно пространство ((, (, P) имаме, че ( е (-алгебра.

Условна вероятност

Формули за умножение на вероятности, формула за пълната вероятност и формула на Бейс

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека B ( ( и P (B) > 0. За всяко A ( ( дефинираме

P (A|B) = 
[image: image104.wmf] (AB)

 (B)

P

P

 - условна вероятност на събитието A, при условие че се е сбъднало събитието B. Бележим още PB (A) = P (A|B).

Ясно е, че ако B ( C, то P (C|B) = 1. Също, ако B ( C = (, то P (C|B) = 0.

Да си мислим, че събитието B е фиксирано и P (B) > 0. Ще покажем, че условната вероятност притежава всички свойства на безусловната, 

т.е. че ((, (, PB) е вероятностно пространство.

Неотрицателност: за всяко A ( ( имаме PB (A) = 
[image: image105.wmf] (AB)

 (B)

P

P

 ( 0.

Нормираност: имаме PB (() = 
[image: image106.wmf] (B)

 (B)

P

P

W

 = 1.

Адитивност: нека A1, A2 ( ( и А1 ( А2 = (. Тогава A1B ( A2B = (.

Имаме PB (A1 + A2) = 
[image: image107.wmf]===
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= PB (A1) + PB (A2).

Непрекъснатост в (: нека An ↓ (. Тогава очевидно AnB ↓ (.

Имаме PB (An) = 
[image: image108.wmf]n
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 ( 0 при n ( (.

От определението за условна вероятност получаваме следната формула:

(A, B ( ( и P (B) > 0)  P (AB) = P (B).P (A|B) известна като формула за умножение на вероятности.

Удобно е при P (B) = 0 да въведем P (A|B) = P (A). Тогава теоремата за умножение на вероятности остава в сила, тъй като P (AB) = 0.

Ще изведем едно обобщение на формулата за умножение на вероятности в следната

Теорема: Нека A1, A2, …, An ( (. В сила е формулата 

P (A1A2…An) = P (A1).P (A2|A1).P (A3|A1A2). ….P (An|A1A2…An-1).

Доказателство: индукция по n.

База: при n = 1 P (A1) = P (A1).P (A2|A1), което е горната формула.

Предположение: нека P (A1A2…An) = P (A1).P (A2|A1).P (A3|A1A2). ….
.P (An|A1A2…An-1).

Стъпка: тогава P (A1A2…AnAn+1) = P (A1A2…An).P (An+1|A1A2…An) =

= P (A1).P (A2|A1).P (A3|A1A2). ….P (An|A1A2…An-1).P (An+1|A1A2…An).

Ясно е, че ако i1, i2, …, in е произволна пермутация на 1, 2, …, n, то е в сила: 
[image: image109.wmf]12n121n12n-1
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.

Така получаваме общо n! формули.

Казваме, че събитията H1, H2, …, Hn образуват пълна група в ( или крайно разделяне ( на (, ако Hi ( Hj = ( за всеки i ( j и

H1 + H2 + … + Hn = (. Прието е събитията от една пълна група да се наричат хипотези.

Теорема (формула за пълната вероятност): Нека { H1, H2, …, Hn } е пълна група, A ( (. В сила е следната формула: P (A) = 
[image: image110.wmf]å
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Доказателство: ще покажем равенството A = AH1 + AH2 + … + AHn.

Имаме A = A( = А(H1 + H2 + … + Hn) = AH1 ( AH2 ( … AHn =

= AH1 + AH2 + … + AHn, тъй като AHi ( AHj = A ( Hi ( Hj = A ( ( = ( 
при i ( j. Имаме P (A) = P (
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Пример: От N билета n ( N са печеливши. Група хора теглят последователно билети. Кой има по-голяма вероятност да изтегли щастлив билет – този, който тегли пръв или този, който тегли втори?

Да означим с A събитието “първият човек е изтеглил щастлив билет”.

Да означим с B събитието “вторият човек е изтеглил щастлив билет”.

Очевидно P (A) = 
[image: image114.wmf]n
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. Имаме две хипотези - A и 
[image: image115.wmf]A

. По формулата за пълната вероятност получаваме P (B) = P (A).P (B|A) + P (
[image: image116.wmf]A

).P (B|
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= 
[image: image118.wmf]22
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, т.е. и за двамата има еднаква вероятност да изтеглят щастлив билет.

Теорема (формула на Бейс): Нека { H1, H2, …, Hn} е пълна група, A ( (. 

В сила е следната формула: 
[image: image119.wmf]å
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, k = 1, 2, …, n.

Доказателство: имаме 
[image: image120.wmf]=
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. Приложили сме определението за условна вероятност и формулата за пълната вероятност.

Пример: В урна има n топки, от които известен брой са бели. От урната вадим една топка и тя се оказва бяла. Какъв е най-вероятният брой бели топки в урната?

Възможни са n+1 хипотези H0, H1, …, Hn - Hi е “в урната има i бели топки”. При липса на друга информация считаме, че те са равновероятни, т.е. P (Hi) = 
[image: image121.wmf]1

n+1

, i = 0, 1, …, n. Да означим с A събитието

“изтеглена е бяла топка”. Въпросът е да определим коя от вероятностите P (Hk|A) е най-голяма, k = 1, 2, …, n. По формулата на Бейс получаваме: 
[image: image122.wmf]==
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Така най-вероятно е в урната да има n бели топки и вероятността е

P (Hn|A) = 
[image: image123.wmf]2

n+1

.

Условни вероятностни пространства
Нека B ( ( и P (B) > 0. Определяме вероятностно пространство

(B, (B, PB) по следния начин: (B = { AB | A ( ( } и за всяко A ( (B 

PB (A) = P (A|B) = 
[image: image124.wmf] (A)

 (B)

P
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 (A ( B). Такива вероятностни пространства наричаме условни. За всяко крайно разделяне ( имаме формулата

P (A) = 
[image: image125.wmf]Îg

å
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PP
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 (B).(A)

 за всяко A ( (. Това равенство може да се интерпретира като равенство на вероятностни мерки - безусловната вероятностна мярка се представя като “претеглена сума” на условните вероятностни мерки, определени чрез събитията в разделянето.

Възможна е обратната интерпретация. Нека ((i, (i, Pi), i = 1, 2, …, n са вероятностни пространства, (i ( (j = (, i ( j. Нека ( = (1 ( (2 ( …( (n.
Нека ( = (1 + (2 + … +(n = { A1 + A2 + … + An|Ai ( (i, i = 1, 2, …, n }.

Тривиално се проверява, че ( e булова алгебра. При това, ако (i, 

i = 1, 2, …, n са (-алгебри, то ( също е (-алгебра.
Нека pi, i = 1, 2, …, n са положителни числа и 
[image: image126.wmf]å
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Тогава в измеримото пространство ((, () можем да определим вероятност по следния начин: P (A) = 
[image: image127.wmf]Ç
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. В това пространство

( = ((1, (2, …, (n) е крайно разделяне, pi = P ((i), i = 1, 2, …, n,

P (A|(i) = Pi (A ( (i), A ( (, i = 1, 2, …, n.

Крайни разделяния и крайни булови алгебри
Теорема: Съществува взаимноеднозначно съответствие между крайните разделяния на ( с непразни хипотези и крайните булови алгебри на (.

Доказателство: нека ( = { H1, H2, …, Hn } е крайно разделяне на (, Hi ( (.

Да означим N = { 1, 2, …, n }. Нека I ( N и да разгледаме фамилията множества от вида AI = 
[image: image128.wmf]Î
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. Това множество е крайна булова алгебра (състои се от 2n елемента). Действително ( = AN, 
[image: image129.wmf]I

A

 = 
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 за всяко I ( N,


[image: image131.wmf]Ç

Ç=
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 за всеки I, J ( N. Означаваме тази булова алгебра с ((.

Нека ( е крайна булова алгебра. Нека w ( (. Ще наречем атом на w следното множество A (w) = 
[image: image132.wmf]Î
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, където B(w) = B, ако w ( B и B(w) = 
[image: image133.wmf]B

, ако w ( B. Очевидно w ( A (w) ( А (w) ( ( и A (w) ( (.
Ще проверим, че { A (w)|w ( (} е крайно разделяне на (. 

Очевидно е, че 
[image: image134.wmf]Î

U
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A (w)

W

 = ( и { A (w)|w ( (} е крайно, тъй като е подфамилия на (. Да допуснем, че w ( A (w1) ( A (w2), w1, w2 ( (. Тогава w ( 
[image: image135.wmf]1

(w)

B

, w ( 
[image: image136.wmf]2

(w)
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 за всяко B ( (. Тогава за всяко B ( ( имаме 
w1, w2 ( B или w1, w2 ( B (
[image: image137.wmf]1
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 = 
[image: image138.wmf]2

(w)
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 за всяко B ( ( ( A (w1) = A (w2).

Остава да проверим, че двете съответствия са взаимно обратни.

Нека ( e крайна булова алгебра и { A (w1), A (w2), …, A (wn) } е съответното разделяне. Да означим (( = { 
[image: image139.wmf]Î

å
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| I ( N }. Трябва да покажем, 

че ( = ((. Очевидно е, че (( ( (, тъй като A (wi) ( (, i = 1, 2, …, n.
Нека A ( (. Нека wi ( A за i ( I и wj ( A за j ( J, където I ( J = N, 

I ( J = (. Ще покажем, че A = 
[image: image140.wmf]Î
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. Действително, тъй като wi ( A за

i ( I, то A (wi) ( A за i ( I (
[image: image141.wmf]Î
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 ( А. Обратно, нека w ( A. Имаме, че

A (w) = A (wk) за някое k ( N. Да допуснем, че k ( J. Тогава wk ( A (
wk ( 
[image: image142.wmf]A

 ( A (wk) ( 
[image: image143.wmf]A

 ( A (wk) ( A = ( ( A (w) ( A = ( - противоречие.

Така k ( J ( k ( I ( w ( 
[image: image144.wmf]Î
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С това доказахме, че ( = ((.

Нека ( = { H1, H2, …, Hn } е крайно разделяне с непразни хипотези и 
(( = { 
[image: image146.wmf]Î
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| I ( N } е съответната крайна булова алгебра. Да означим 

( = { A (w1), A (w2), …, A (wm) } - съответното разделяне на (( на атоми. Трябва да покажем, че ( = (. Нека s ( { 1, 2, …, m }.

Имаме A (ws) ( (( ( А (ws) = 
[image: image147.wmf]Î

å
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, I ( N. При това I ( (, тъй като 
A (ws) ( (. От друга страна, нека ws ( Hj, j ( N. Тогава A (ws) ( Hj, тъй като Hj ( ((. Така 
[image: image148.wmf]Î
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 ( Hj, I ( ( ( I = { j }. Така A (ws) = Hj.

Тъй като ( е разделяне, непосредствено получаваме ( = (.

Например на тривиалната булова алгебра { (, (} съответства тривиалното разделяне { (}.

Независимост

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Казваме, че събитията A и B са независими, ако P (AB) = P (A).P (B).

Бележим, че A и B са независими по следния начин: A ( B.

От това определение веднага следва, че P (A|B) = P (A) и P (B|A) = P (B).

С други думи, възможността да настъпи събитието A не зависи от това дали е настъпило събитието B и обратно.
Tвърдение: Нека A ( B. Тогава A ( 
[image: image149.wmf]B

, 
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 ( B, 
[image: image151.wmf]A

 ( 
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Доказателство: имаме P (A
[image: image153.wmf]B

) = P (A) – P (AB) = P (A) – P (A).P (B) =

= P (A).(1 – P (B)) = P (A).P (
[image: image154.wmf]B

). Така A ( 
[image: image155.wmf]B

. Съвсем аналогично се показва, че 
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 ( B. От доказаното имаме A ( B ( A ( 
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Ще казваме, че събитията A1, A2, …, An са независими в съвкупност, ако за всяко ( ( { i1, i2, …, ik} ( { 1, 2, …, n } имаме, че


[image: image160.wmf]12k12k
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С други думи възможността за настъпване на всяко от събитията не зависи от това дали се е случила някаква комбинация от останалите събития.

Пример (на Бернщайн): нека ( = { w1, w2, w3, w4}, ( се състои от всички подмножества на (, P (wi) = 
[image: image161.wmf]1

4

, i = 1, 2, 3, 4.

Разглеждаме събитията A1 = { w1, w2}, A2 = { w1, w3}, A3 = { w1, w4}.

Имаме P (A1A2) = 
[image: image162.wmf]1
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 = P (A1).P (A2), P (A1A3) = 
[image: image163.wmf]1
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 = P (A1).P (A3), 

P (A2A3) = 
[image: image164.wmf]1

4

 = P (A2).P (A3). От друга страна, P (A1A2A3) = 
[image: image165.wmf]1
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, но

P (A1).P (A2).P (A3) = 
[image: image166.wmf]1
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. Така събитията A1, A2, A3 са независими две по две, но не са независими в съвкупност.

Нека (1, (2, …, (n са булови алгебри ((-алгебри). Ще казваме, че те са две по две независими (независими в съвкупност), 

ако за всеки Ai ( (i, i = 1, 2, …, n, имаме, че A1, A2, …, An са две по две независими събития (независими в съвкупност).
Аналогично се въвежда независимост на краен брой произволни класове от събития. Между другото, за независимост на (-алгебри в съвкупност е достатъчно P (A1 ( A2 ( … ( An) = P (A1).P (A2). ….P (An) за всеки Ak ( (k, 
k = 1, 2, …, n, тъй като в равенството можем да заместваме всяко от събитията с (.
Нека ( и ( са крайни разделяния. Ще казваме, че ( и ( са независими, ако съответните им булови алгебри (( и (( са независими. Независимите крайни разделяния бележим по същия начин: ( ( (.

Аналогично се въвежда независимост на краен брой крайни разделяния.

Теорема: Две крайни разделяния ( и ( са независими ( 

за всяко A ( ( и за всяко B ( ( имаме A ( B, т.е. когато са два по два независими техните елементи.

Доказателство: ако ( и ( са независими, то е очевидно, че са независими техните елементи, тъй като A ( ( ( A ( ((, B ( ( ( B ( ((.

Нека за всяко A ( ( и за всяко B ( ( имаме A ( B.

Нека A ( (( и B ( ((. Тогава A = 
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, където { Ai|i ( I } ( (,

{ Bj|j ( J } ( (. Имаме P (AB) = P (
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) = P (A).P (B).

Използвали сме, че AiBjAkBl = ( при i, k ( I, j, l ( J.

Теоремата естествено се обобщава за независимост на повече от две крайни разделяния.

Пример: Да си представим шахматна дъска. По случаен начин избираме едно квадратче. Въвеждаме вероятностно пространство с класическа вероятност. Имаме ( = { aij|i, j ( { 1, 2, …, 8 } }, ( се състои от всички подмножества на (, P (aij) = 
[image: image178.wmf]1

64

. 

В това пространство има три естествени разделяния: (1 по редове, 

(2 по стълбове и (3 по цвят.

Имаме, че за всяко A ( (1 и за всяко B ( (2, P (AB) = 
[image: image179.wmf]1

64

 = P (A).P (B).

За всяко A ( (1 и за всяко B ( (3, P (AB) = 
[image: image180.wmf]1

16

 = P (A).P (B).

За всяко A ( (2 и за всяко B ( (3, P (AB) = 
[image: image181.wmf]1

16

 = P (A).P (B).

Нека A ( (1, B ( (2, C ( (3, при това квадратчето, където се пресичат 

A и B да не е елемент на C. Тогава P (ABC) = P (() = 0, но

P (A).P (B).P (C) = 
[image: image182.wmf]1

128

, т.е. събитията A, B, C не са независими в съвкупност ( крайните разделяния (1, (2, (3 не са независими в съвкупност, въпреки че са две по две независими.

Нека ( е клас от подмножества на (. Казваме, че ( е монотонен клас, ако Аn ( (, An ↓ A ( A ( ( и An ( (, An ↑ А ( A ( (. С други думи, ( е затворен относно монотонен граничен преход. Всяка (-алгебра е монотонен клас, тъй като издържа изброими сечения и обединения.

Очевидно е, че сечение на монотонни класове е монотонен клас.

Ако ( е произволен клас от подмножества на (, с M (() бележим минималният монотонен клас, който съдържа (.

Теорема: Нека ( е булова алгебра. Тогава M (() = ( (().

Доказателство: очевидно е, че ( (() е монотонен клас, който съдържа (, така че M (() ( ( ((). Ще покажем, че M (() е (-алгебра, което дава обратното включване. Нека C ( (. Означаваме, 

( (C) = { B ( ( | CB, C\B, B\C ( M (() }. Лесно се проверява, че ( (C) е монотонен клас. Нека C ( (. Тогава ( ( ( (C) (( е булова алгебра) (
( M (() ( ( (C), тъй като ( (C) е монотонен клас. Нека B ( M ((), C ( (. Тогава B ( ( (C) ( C ( ( (B) (очевидно от определението на (), 
т.е. ( ( ( (B). Но ( (B) е монотонен клас, така че M (() ( ( (B), откъдето получаваме, че M (() е булова алгебра. Лесно се вижда, че M (() е и 
(-алгебра (достатъчно е да се съобрази, че изброимото обединение се свежда до изброима сума на разлики, а от своя страна изброимата сума е монотонен граничен преход).

Лема: ( е булова алгебра ( ( съдържа ( и е затворена относно обединение и собствена разлика.

Доказателство: очевидно от 
[image: image183.wmf]A

 = (\A, AB = 
[image: image184.wmf]È
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Теорема: Нека ( е клас от подмножества на (, който съдържа (, ( и е затворен относно сечението. Нека ( ( (, ( e монотонен клас и ( е затворен относно сума и собствена разлика. Тогава ( (( ) ( (.

Доказателство: строим редица от класове събития (0, (1, …, (n, …с индукция по n.

База: при n = 0 полагаме (0 = (.

Предположение: нека сме построили (n.

Стъпка: (n+1 = { A\B ( A(\B(|B ( A, B( ( A(, A, B, A(, B( ( (n }.
Очевидно (n ( (n+1, тъй като A = (A\() ( ((\().

Твърдим, че 
[image: image185.wmf]¥
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е булова алгебра. Действително, нека A, B (
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Тогава A, B ( (n за някое n ( N ( A ( B = A\( ( B\( ( (n+1 ( 
[image: image187.wmf]¥
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Също, ако B ( A, то A\B = A\B ( (\( ( (n+1 ( 
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. От лемата получаваме, че 
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 е булова алгебра. Всъщност е ясно, че 
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 съвпада с буловата алгебра, породена от класа (. Твърдим, че 
[image: image191.wmf]¥
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За целта с индукция по n ще покажем, че A, B ( (n ( AB ( (.
В частност (при A = B) (n ( ( за всяко n ( 0 ( 
[image: image192.wmf]¥
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База: при n = 0 твърдението е изпълнено, тъй като (0 = ( ( ( и по условие класът ( е затворен относно сечението.
Предположение: нека A, B ( (n ( AB ( ( за някое n ( 0.
Стъпка: нека A, B, А(, B( ( (n, B ( A, B( ( A(. Тогава

A\B ( A(\B( = A\B + A(B\B(B + (A(\A)\(B(\A) = (A\()\(B\() + 
+ (A(\B()\((\B) + (A(\B()\(A\().

[image: image193]
Нека C1, C2 ( (n+1. Ще покажем, че C1C2 ( (. Всички разлики оттук нататък са собствени. Вече видяхме, че събитията Ci се представят като крайни суми на събития от вида A\B, където A и B са собствени разлики на събития от (n. Тогава C1C2 е сума на сечения на събития от посочения вид. Нека A = U\V, B = U(\V(, U, U(, V, V( са събития от (n.
Имаме AB = (U\V)(U(\V() = (UU(\VU()\(UV(\VV() ( ( 

(от индукционното предположение и от условието). 

[image: image194]
Нека A, B, A(, B( са собствени разлики на събития от (n. Тогава (A\B)(A(\B() = (AA(\BA()\(AB(\BB() ( ( (от условието и от казаното). Така всички сечения от вида (A\B)(А(\B() принадлежат на ( ( крайните суми от такива сечения принадлежат на ( (по условие) ( C1C2 ( (.

Накрая получаваме ( (( ) = ( (
[image: image195.wmf]¥
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) ( M (() = (. Използвали сме, че 
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е буловата алгебра, породена от ( и предната теорема.

Теорема: Нека (1, (2, …, (n са (-алгебри. Тогава (1, (2, …, (n са независими в съвкупност ( съществуват класове (1 ( (1, (2 ( (2, …, 

(n ( (n, които са независими в съвкупност, затворени са относно сечението и пораждат съответните (-алгебри.

Доказателство: правата посока на теоремата е очевидна (такива класове са самите (-алгебри). За обратната посока трябва да покажем, че

P (A1 ( A2 ( … ( An) = P (A1).P (A2). ….P (An) за всеки Ak ( (k, 

k = 1, 2, …, n. За всяко k ( { 1, 2, …, n } множеството от събития 
Ak ( (k, за които равенството е вярно има следните свойства: 
то съдържа класът (k ( { (, ( } (който издържа сечение), затворено е относно сума, собствена разлика и монотонни преходи. От предната теорема за всяко k ( { 1, 2, …, n } това множество съдържа 
( ((k ( { (, ( }) = ( ((k ) = (k. Теоремата е доказана.
Произведение на вероятностни пространства
Нека ((1, (1, P1) и ((2, (2, P2) са вероятностни пространства.

Образуваме декартовото произведение на (1 и (2,

(1 x (2 = { (w1, w2)|w1 ( (1, w2 ( (2 }. Да разгледаме сега множеството от всички “правоъгълници” A1 x A2 = { (w1, w2)|w1 ( A1, w2 ( A2}, където

A1 ( (1, А2 ( (2. То е фамилия от подмножества на (1 x (2, но очевидно не е булова алгебра - допълнението на правоъгълник не е правоъгълник.

Теорема: Множеството ( от всички крайни суми от непресичащи се правоъгълници е булова алгебра.

Доказателство: проверяваме аксиомите.

Oчевидно (1 x (2 ( (.

Ще проверим, че ако A, B ( (, то AB ( (. Първо, нека A = A1 x A2,

B = B1 x B2, Ai, Bi ( (i, i = 1, 2. Toгава AB = (A1 x A2)(B1 x B2) =

= A1B1 x A2B2 ( (. В общия случай, нека A = 
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 ( (, тъй като
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( (2. Изнасянето на сумата отпред е коректно - отново получаваме непресичащи се множества.

Ще проверим, че ако A ( (, то 
[image: image210.wmf]A

 ( (. Първо, нека A = A1 x A2, A1 ( (1,

A2 ( (2. Тогава 
[image: image211.wmf]A

 = 
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 + 
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 x 
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 ( (, като крайна сума от непресичащи се правоъгълници (
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 ( (1, 
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В общия случай, нека A = 
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 ( ( като сечение на елементи от (.

В построената булова алгебра въвеждаме вероятност по следния начин:

P (
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Теорема: Въведената вероятност е непрекъсната в (.

Доказателство: нека An ( (, An ↓, P (An) > ( > 0 за всяко n ( N. 

Ще покажем, че 
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( (. Фиксираме n ( N. Нека An = 
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За всяко w1 ( (1 означаваме In (w1) = { k|w1 (
[image: image227.wmf]1
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}. С други думи, In (w1) съдържа индексите на правоъгълниците от An, които пресичат “правата” x = w1. Нека Bn = { w1|
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}. С други думи, Bn е множеството от онези елементарни събития w1 ( (1, такива че “правата” 
x = w1 пресича правоъгълници от An в множество с мярка P2 повече от 
[image: image229.wmf]e
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За всяко n ( N, Bn ( (1, тъй като w1 ( Bn ( 
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Bn се представя като (крайно) обединение на крайни сечения на събитията 
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 + (, тъй като сечението на “правата” x = w1 с An при w1 ( Bn има мярка P2 не повече от 
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, а при w1 ( Bn това сечение има мярка P2 не повече от 1. Така (.(1-
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. Лесно се вижда, че Bn ( Bn+1 за всяко n ( N (тъй като An ( An+1), имаме P1 (Bn) > 
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 и P1 е непрекъсната в ( ( 
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 образуват монотонно намаляваща редица (An ( An+1). От непрекъснатостта на P2 получаваме, че 
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( (. Теоремата е доказана.
По теоремата на Каратеодори можем да построим вероятностно пространство ((1 x (2, ( ((), P(), където P( е съответното единствено продължение на P върху ( ((). Полученото вероятностно пространство бележим с ((1, (1, P1) x ((2, (2, P2) и наричаме произведение на вероятностните пространства ((1, (1, P1) и ((2, (2, P2).

В това пространство има две независими (-подалгебри:

{ A1 x (2|A1 ( (1} и { (1 x A2|A2 ( (2}, които са изоморфни на 

(-алгебрите (1 и (2.

Случайни величини

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека { H1, H2, …, Hn} е пълна група от събития. Проста случайна величина, съответна на тази пълна група е всяка функция ( : ( ( R, такава че ( (w) = xi за всяко w ( Hi, i = 1, 2, …, n. С други думи проста случайна величина е функция от ( в R, която приема само краен брой стойности върху събития от (.

Теорема: Линейна комбинация, произведение, минимум, максимум и въобще произволна функция на прости случайни величини е проста случайна величина.

Доказателство: нека пълната група { H1, H2, …, Hn} съответства на простата случайна величина ( със стойности x1, x2, …, xn и пълната група { G1, G2, …, Gm } съответства на простата случайна величина ( със стойности y1, y2, …, ym.

Ще покажем, че събитията { HiGj|i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m } образуват пълна група. Имаме HiGj ( HkGl = HiHk ( GjGl = ( при i ( k или j ( l,
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Очевидно за всяко w ( HiGj имаме ((.( + (.()(w) = (.xi + (.yj,

min ((, ()(w) = min (xi, yj), max ((, ()(w) = max (xi, yj), f ((, ()(w) = f (xi, yj).

Оттук получаваме, че (.( + (.(, min ((, (), max ((, (), f ((, () са прости случайни величини, съответни на пълната група 

{ HiGj|i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m } с описаните стойности.

Казваме, че две прости случайни величини (, ( са независими, ако са независими съответните им пълни групи. Бележим ( ( (.

Ще казваме, че функцията ( : ( ( R е случайна величина, ако за всяко

x ( R имаме, че L( (x) = { w | ( (w) < x } е събитие, т.е. L( (x) ( (.

Всяка проста случайна величина е случайна величина, тъй като

събитията L( (x) в този случай са суми на събитията от пълната група, съответна на (.
Простата случайна величина IA, където A ( ( е събитие наричаме индикатор на A и я дефинираме с 

IA (w) = 1, ако w ( A, IA (w) = 0, ако w ( A.

Тя съответства на пълната група { A, 
[image: image248.wmf]A

}.
От определението следва, че множествата L( (a, b) = { w | a ( ( (w) < b } също са събития за всеки a, b ( R, a < b, тъй като L( (a, b) = L( (b) ( 
[image: image249.wmf]x
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.

Това означава, че пълният праобраз (-1 ([a, b)) на всеки интервал [a, b) под действието на ( е събитие. Лесно се проверяват тъждествата

(-1 (
[image: image250.wmf]I

i

i

A

) = 
[image: image251.wmf]I

i

i

 (A)

x

-1

, (-1 (
[image: image252.wmf]U

i

i

A

) = 
[image: image253.wmf]U

i

i

 (A)

x

-1

, Ai ( R, (-1 (
[image: image254.wmf]A

) = 
[image: image255.wmf] (A)

x

-1

, A ( R.

При това положение, множеството (( = { A | A ( R, (-1 (A) ( ( } е 
(-алгебра, но тази (-алгебра съдържа интервалите от вида [a, b) ( тя съдържа минималната (-алгебра, породена от тези интервали, т.е. тя съдържа (-алгебрата на бореловите множества.

С други думи, получихме че пълният праобраз на кое да е борелово множество в R е събитие в (, което е еквивалентно определение за случайна величина.

Нека (1, (2, …, (n, … е редица от случайни величини. Ще казваме, че редицата от случайни величини е сходяща и има граница случайната величина (, ако за всяко w ( (, (n (w) ( ( (w) при n ( (. Такава сходимост наричаме поточкова.

Теорема: Всяка случайна величина може да се представи като граница на редица от прости случайни величини.

Доказателство: нека ( е ограничена случайна величина, т.е. съществува C ( R, C > 0, такова че за всяко w ( ( имаме – C ( ( (w) < C. 
За всяко n ( N определяме крайното разделяне { H1, H2, …, Hn} на ( по следния начин: Hi = { w | ai-1 ( ( (w) < ai }, i  = 1, 2, …, n, 
където ai = – C + 
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, i = 0, 1, …, n. 
Дефиницията е коректна - от по-горе Hi ( (, 
Hi ( Hj = ( при i ( j и 
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За всяко n ( N да определим простата случайна величина (n, съответна на разделянето { H1, H2, …, Hn} по следния начин: (n (w) = ai-1, w ( Hi, 

i = 1, 2, …, n. За всяко w ( (, w ( Hi имаме: 

|( (w) - (n (w)| = |( (w) - ai-1| ( ai - ai-1 = 
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Така за всяко w ( ( имаме, че (n (w) ( ( (w) при n ( (, т.е. случайната величина ( е граница на редицата { (n } от прости случайни величини.

Нека сега ( е произволна случайна величина. За всяко n ( N определяме ограничената случайна величина (n по следния начин:

(n (w) = ( (w), ако – n ( ( (w) < n; (n (w) = 0, ако ( (w) ( [-n, n).

Лесно се вижда, че (n действително е случайна величина - достатъчно е да се използва определението и факта, че ( е случайна величина.
Нека w ( (. Тогава ( (w) < N за някое N ( N ( 

( (w) = (n (w) за всяко n > N. Така ( е граница на редицата { (n } от ограничени случайни величини. Нека за всяко n ( N { (nk} е редица от прости случайни величини с граница ограничената случайна 

величина (n. Тъй като - n ( (n (w) < n за всяко n ( N, w ( ( то можем да предполагаме неравенството от по-горе |(n (w) - (nk (w)| ( 
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 за всеки

k, n ( N, w ( (. Оттук лесно се вижда, че редицата (11, (24, …, 
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Следствие: Всяка неотрицателна случайна величина може да се представи като граница на монотонна редица от неотрицателни прости случайни величини.

Доказателство: лесно се вижда, че при предположението за неотрицателност на изходната случайна величина всички построени случайни величини в теоремата са неотрицателни. За да осигурим монотонност в частта от доказателството на теоремата за ограничени случайни величини вместо редицата (1, (2, ..., (n, … взимаме нейната подредица 
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, която вече е монотонна.

Монотонността на редицата от ограничени случайни величини следва от това, че тези случайни величини са неотрицателни.
Казваме, че една векторна функция f : Rn ( R е борелова (измерима), ако пълният праобраз на всяко борелово множество в R е борелово множество в Rn под действието на f. Всъщност, бореловите функции са точно случайните величини, дефинирани в бореловото пространство Bn.

Поради горните забележки, една функция е борелова точно когато пълният праобраз на всеки интервал от вида (- (, x) е борелово множество. Не е трудно да се види, че всяка непрекъсната функция е борелова - праобразът на всяко отворено множество е отворено множество под нейното действие.

Лема: Нека (1, (2, …, (n са случайни величини. Нека A ( Rn е борелово множество. Тогава { w | ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)) ( A } е събитие.

Доказателство: първо ще проверим лемата при 

A = [x1, y1) x [x2, y2) x …x [xn, yn). Имаме

{ w | ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)) ( A } = { w | (1 (w) ( [x1, y1) и (2 (w) ( [x2, y2) и

… и (n (w) ( [xn, yn) } = { w |(1 (w) ( [x1, y1) } ( { w |(2 (w) ( [x2, y2) } ( …(
( { w |(n (w) ( [xn, yn) }. Последното множество е сечение на събития, тъй като (1, (2, …, (n са случайни величини, а [xi, yi) са борелови множества.

Съвсем лесно се проверява, че всички множества за които лемата е вярна образуват (-алгебра, но тя съдържа множествата от посочения вид, така че тя съдържа всички борелови множества, т.е. лемата е вярна за всички борелови множества.

Теорема: Измерима функция на случайни величини е случайна величина. С други думи, ако f : Rn ( R е измерима функция и 

(1, (2, …, (n са случайни величини, то функцията (, дефинирана с 

( (w) = f ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)) за всяко w ( ( е случайна величина.

Доказателство: ще използваме еквивалентната дефиниция за случайна величина. Нека A ( R е борелово множество. 

Тогава (-1 (A) = { w | ( (w) ( A } = { w | f ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)) ( А } =

= { w | ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)) ( f-1 (A) } ( (, тъй като f-1 (A) е борелово множество и можем да приложим лемата. Така ( e случайна величина.

Следствие: Линейна комбинация, произведение, максимум и минимум на случайни величини е случайна величина.

Доказателство: сумата и произведението са непрекъснати ( борелови функции. Директно се вижда, че максимумът и минимумът са борелови функции.

Казваме, че случайните величини ( и ( са независими,

ако за всеки x, y ( R имаме P (( < x ( ( < y) = P (( < x).P (( < y).

Лесно се вижда, че за прости случайни величини дефиницията по-горе и

тази дефиниция са равносилни. Отново бележим ( ( (.

Определението се разпространява и за повече случайни величини:

казваме, че (1, (2, …, (n са независими в съвкупност, ако за всеки

x1, x2, …, xn ( R имаме, че P ((1 < x1 ( (2 < x2 ( …( (n < xn) = 
= P ((1 < x1). P ((2 < x2). …. P ((n < xn).

От независимост в съвкупност очевидно следва независимост две по две (с граничен преход). Обратното не е вярно (достатъчно е да разгледаме примера с шахматната дъска от по-горе).

Теорема: Нека (1, (2, …, (n са независими в съвкупност случайни величини. Нека B1, B2, …, Bn са борелови множества. Тогава 

P ((1 ( B1 ( (2 ( B2 ( … ( (n ( Bn) = P ((1 ( B1). P ((2 ( B2). …. P ((n ( Bn).
Доказателство: да означим (k = { (k ( B | B ( R – борелово}. Тогава (k е (-алгебра, тъй като бореловите множества образуват (-алгебра и праобразът запазва операциите с множества. Твърдението на теоремата е, че дефинираните (-алгебри (1, (2, …, (n са независими в съвкупност. Както знаем от въпроса за независимост, достатъчно е да намерим независими в съвкупност класове, които са затворени относно сечението и пораждат съответните (-алгебри. За всяко k ( N, това са 

(k = { (k ( (- (, x)|x ( R }. Те очевидно са затворени относно сечението, по определение са независими в съвкупност и пораждат съответните 

(-алгебри (k (интервалите (-(, x) пораждат бореловата (-алгебра).

Твърдение: Нека (1, (2, …, (n са независими в съвкупност случайни величини. Нека g1, g2, …, gn са измерими функции. Тогава случайните величини g1 ((1), g2 ((2), …, gn ((n) също са независими в съвкупност.

Доказателство: за всеки y1, y2, …, yn ( R имаме:

P (g ((1) < y1 ( g ((2) < y2  ( …( g ((n) < yn) = P ((1 ( g1-1 (- (, y1),

(2 ( g2-1 (- (, y2), …, (n ( gn-1 (- (, yn)) = P ((1 ( g1-1 (- (, y1)).

.P ((2 ( g2-1 (- (, y2)). ….P ((n ( gn-1 (- (, yn)) = P (g ((1) < y1).P (g ((2) < y2).

. ….P (g ((n) < yn). Използвали сме, че множествата gk-1 (- (, yk) са борелови, тъй като функциите gk са измерими и предишната теорема.

Твърдение: Нека (1, (2, …, (n, ( са независими в съвкупност случайни величини. Нека f : Rn ( R е измерима функция. Тогава случайните величини f ((1, (2, …, (n) и ( са независими.

Доказателство: аналогично на теоремата се показва, че за всеки две борелови множества B ( Rn и B( ( R, P (((1, (2, …, (n) ( B ( ( ( B() =

= P (((1, (2, …, (n) ( B).P (( ( B(). Тогава P (f ((1, (2, …, (n) < x ( ( < y) =

= P (((1, (2, …, (n) ( f-1 (- (, x) ( ( ( (-(, y)) = P (((1, (2, …, (n) ( f-1 (- (, x)).

.P (( ( (-(, y)) = P (f ((1, (2, …, (n) < x).P (( < y) за всеки x, y ( R.

Използвахме, че f е измерима функция ( f-1 (- (, x) е борелово множество.

Функция на разпределение и плътност на случайна величина
Нека ( е случайна величина. Функцията F( (x) = P ({ w | ( (w) < x}) наричаме функция на разпределение на случайната величина (.

С други думи F( (x) е вероятността случайната величина ( да приеме стойност по-малка от x. Бележим още F( (x) = P (( < x). По-нататък ще изпускаме индекса ( и ще считаме, че той се подразбира.

Свойства на функцията на разпределение:

1. за всяко x ( R, 0 ( F (x) ( 1 : очевидно, тъй като F (x) е вероятност;

2. за всеки x1, x2 ( R, x1 ( x2 ( F (x1) ( F (x2) (монотонност) :

имаме { w | ( (w) < x1 } ( { w | ( (w) < x2 }, тъй като x1 ( x2 и от свойствата на вероятността получаваме F (x1) ( F (x2);

3. за всяка монотонно растяща редица { xn}, xn ( R, xn ( x0 при n ( ( имаме, че F (xn) ( F (x0) (непрекъснатост отляво) :

нека Аn = { w | xn ( ( (w) < x0 }; тогава P (Аn) = P (( < x0) – P (( < xn) =

= F (x0) – F (xn); от x1 ( x2 ( … ( xn ( …, xn ( x0 за всяко n ( N, получаваме, че An ↓ (; тогава P (An) = F (x0) – F (xn) ( 0 при n ( (, т.е. F (xn) ( F (x0) при n ( (;

4. 
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нека { xn} е монотонна и xn ( +( при 

n ( (; нека An = { w | ( (w) < xn}; тогава An ↑ (; от свойствата на вероятността получаваме P (An) ( P (() при n ( ( ( 
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нека { xn} е монотонна и xn ( -( при n ( (; 

нека An = { w | ( (w) < xn}; тогава An ↓ (; от свойствата на вероятността получаваме P (An) ( 0 при n ( ( (
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Не е задължително, функцията на разпределение F (x) да бъде непрекъсната, въпреки че тя е непрекъсната отляво. 

В общия случай F (x) има точки на прекъсване със скок. Лесно се вижда, че те са не повече от изброимо много. Действително, за всяко n = 1, 2, …

имаме, че F (x) има не повече от 2n - 1 скока с височина h, 
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Може да се покаже, че всяка функция, която притежава четирите изброени свойства се реализира като функция на разпределение в бореловото пространство B1 при подходящо въведена вероятност (зависеща от функцията).

На всяка случайна величина съпоставихме функция на разпределение. Това съпоставяне не е еднозначно, както се вижда от следния пример.

Нека A e събитие и P (A) = 
[image: image266.wmf]1

2

. Дефинираме случайните величини (1, (2 по следния начин: (1 (w) = 1, ако w ( A, (1 (w) = -1, ако w ( A,

(2 (w) = -1, ако w ( A, (2 (w) = 1, ако w ( A. Очевидно е, че двете случайни величини са различни, но те имат еднаква функция на разпределение:

F (x) = 0, ако x < -1,

F (x) = 
[image: image267.wmf]1
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, ако -1 ( x < 1,

F (x) = 1, ако x ( 1.

В теория на вероятностите често случайните величини с еднакви разпределения се считат за неразличими, т.е. пренебрегват се вероятностните пространства, в които случайните величини са реализирани.

Казваме, че случайната величина ( е дискретна, ако тя приема изброимо много стойности x1, x2, …, xn, …върху събития от (.
Очевидно всяка проста случайна величина е дискретна.

Нека P (( = xi) = pi, i = 1, 2, …. Естествено, pi ( 0 и 
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За функцията на разпределение получаваме F (x) = P (( < x) =

= P (
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Нека x1 < x2 < …< xn < …. Тогава за x ( (xm, xm+1] имаме

F (x) = p1 + p2 + … + pm, m = 1, 2, …. Получихме, че F (x) има скокове в точките x1, x2, … с височина съответно p1, p2, …. 

Казваме, че случайната величина ( е непрекъсната, ако съществува  функция f (x), f (x) ( 0, такава че F (x) = 
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f (t) dt

за всяко x ( R.

Тогава, F (x) е непрекъсната, т.е. няма скокове и F( (x) = f (x) за почти всяко x ( R, т.е. с изключение на множество с лебегова мярка 0.

Функцията f (x) наричаме плътност на случайната величина (.

Естествено, 
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 = 1 и по дефиниция f (x) ( 0.

Посочените два типа случайни величини далеч не изчерпват всички случайни величини. Може да се каже, че те определят двата крайни лагера за случайните величини. Възможни са така наречените случайни величини от смесен тип, които се държат като непрекъснати в отделните подинтервали на непрекъснатост на функцията на разпределение. Има и друг тип случайни величини, наречени сингулярни, но на тях няма да се спираме.
Интеграл на Лебег-Стилтес. Интеграл на Риман-Стилтес.
Мярка на Лебег и мярка на Лебег-Стилтес

В бореловото пространство ще въведем мярка, която ще наречем лебегова мярка (. Ще проведем построението в B1, но то е аналогично за по-висока размерност. Разглеждаме множеството En = [n, n+1), n ( N.

Въвеждаме измеримо пространство (E, (), където ( е множеството от крайните непресичащи обединения на интервали от вида [a, b), (a, b),

(a, b], [a, b], които се съдържат в En. Съвсем лесно се вижда, че ( е булова алгебра, но ( не е (-алгебра (множеството от рационалните точки в [0, 1) не е в (, докато всяка рационална точка е в (). В това измеримо пространство въвеждаме вероятност (n: (n ([a, b)) = b – a, 

(n ((a, b)) = b – a, (n ((a, b]) = b – a, (n ([a, b]) = b – a. 

Ако C ( (, C = A1 ( A2 ( …( An, където Ai са интервали и Ai ( Aj = ( 
при i ( j, определяме (n (C) = (n (A1) + (n (A2) + … + (n (An). 

Ясно е, че (n приема неотрицателни стойности, (n (En) = 1, (n е адитивна. Фактът, че ( е (-адитивна е нетривиален и се показва с помощта на теоремата на Хайне-Борел. По теоремата на Каратеодори, (n се разпространява еднозначно върху (-алгебрата, породена от (. Очевидно е, че тази (-алгебра се състои от всички борелови подмножества на интервала [n, n+1). Вече можем да дефинираме ( за произволно борелово множество B по следния начин: 

( (B) = 
[image: image274.wmf]+¥
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. Свойствата на (n лесно се пренасят върху (. Естествено, допускаме мярката да е безкрайна. Например цялото множество R и въобще всеки безкраен интервал имат безкрайна мярка. Непрекъснатостта на (n се запазва и върху (, но само върху редици с елементи с крайна мярка.

Ще обобщим направеното построение. Нека F (x) е монотонно растяща, непрекъсната отляво и е дефинирана върху цялата права.

По съвсем аналогичен начин дефинираме мярка (F. Върху интервалите имаме (F ([a, b)) = F (b) – F (a), (F ((a, b)) = F (b) – F (a+0), 

(F ((a, b]) = F (b+0) – F (a+0), (F ([a, b]) = F (b+0) – F (a). По-нататък разширяваме (F върху крайните обединения от интервали и след това върху цялото борелово пространство с помощта на теоремата на Каратеодори. Мярката (F наричаме мярка на Лебег-Стилтес.

Мярката на Лебег е неин частен случай при F (t) ( t.

Ако F е ограничена функция, то всяко борелово множество има крайна мярка, тъй като (F (R) = F (+() – F (-().

Ако F е функция на разпределение, мярката (F е всъщност вероятност в бореловото пространство B1.

Интеграл на Лебег
И двете въведени мярки по-горе са дефинирани върху цялото борелово пространство и притежават следните свойства: 

неотрицателност и (-адитивност. Разсъжденията, които ще проведем са валидни за произволна абстрактна мярка, дефинирана в бореловото пространство и притежаваща тези две свойства.

Нека ( е някаква абстрактна мярка. Ще считаме, че разглежданите борелови множества имат крайна мярка.

Нека f е функция, дефинирана върху множество A, която приема реални стойности. Ще казваме, че f е проста, ако тя приема не повече от изброимо много стойности. Нека f е проста функция, която приема стойности y1, y2, …, yn, …, yi ( yj при i ( j. 

Нека An = { x |f (x) = yn }, n = 1, 2, …. Лесно се вижда, че f е измерима функция точно когато An са борелови множества.

Всъщност простите измерими функции, дефинирани върху R са точно дискретните случайни величини на бореловото пространство B1.

Нека f е проста измерима функция, дефинирана върху бореловото множество A. Нека f приема стойности y1, y2, …, yn, …върху бореловите множества А1, A2, …, An, …съответно. Казваме, че f е интегруема, ако редът 
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 е абсолютно сходящ. Сумата на този ред се нарича интеграл на Лебег на простата измерима функция f и 

се означава с 
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За прости измерими функции лесно се проверяват следните свойства:

1. 
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 = ( (А);

2. 
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, при това от съществуването на интегралите в дясната част следва съществуването на интеграла в лявата част;

3. 
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, при това от съществуването на интегралa в дясната част следва съществуването на интеграла в лявата част;

в частност от свойство 1. 
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4. всяка ограничена проста измерима функция f е интегруема, при това ако |f (x)| ( M, то 
[image: image284.wmf]ò
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 ( M.( (А);

5. ако f е неотрицателна, то 
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 ( 0.
Нека f е произволна измерима функция. От една теорема при случайни величини получаваме, че съществува редица от прости измерими функции, която има граница f. При това измеримите функции от тази редица приемат краен брой стойности, така че всички те са интегруеми.

В общия случай (когато измеримата функция е неограничена) построената редица в теоремата, обаче, не е равномерно сходяща. С лека модификация може да се получи равномерно сходяща редица, но при положение че използваме произволни прости измерими функции, които вече може да не са интегруеми.

Казваме, че f е интегруема, ако съществува редица { fn} от интегруеми прости измерими функции, която равномерно клони към f. 

Тогава полагаме
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. Лесно се вижда, че границата от интегралите съществува за всяка равномерно сходяща редица от прости измерими интегруеми функции. Също така дефиницията е коректна – ако съществуват две равномерно сходящи редици към f, за които границата от интегралите е различна, то като ги комбинираме получаваме равномерно сходяща редица към f за която границата от интегралите не съществува – противоречие. Очевидно е, че за прости измерими функции новото определение за интегруемост е равносилно на старото.

Лесно се проверяват следните свойства, които обобщават свойствата от по-горе за произволна измерима функция:

1. 
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2. 
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3. всяка ограничена измерима функция f е интегруема, при това

ако |f (x)| ( M, то 
[image: image293.wmf]ò
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4. ако f е неотрицателна функция, то 
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 ( 0 – това следва от факта, че всяка неотрицателна измерима функция може да се представи като равномерно сходяща редица от неотрицателни прости измерими функции;

5. ако f ( g са интегруеми, то 
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6. интегралите 
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 и 
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 съществуват или не съществуват едновременно – за прости измерими функции това е по определение, лесно се вижда, че свойството се запазва и за произволни измерими функции;

7. ако A = 
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 - тук съществено се използва абсолютната сходимост в дефиницията по-горе.

Ако разглеждаме лебеговата мярка говорим за интегруемост по Лебег, ако разглеждаме мярка на Лебег-Стилтес, говорим за интегруемост по Лебег-Стилтес.

Връзка между интеграла на Лебег и интеграла на Риман
Без доказателство привеждаме следната

Теорема: Ако f е интегруема по Риман в интервала [a, b], то f е интегруема по Лебег (относно лебеговата мярка () и


[image: image302.wmf]=
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Лесно се дава пример за функция, която е интегруема по Лебег, но не е интегруема по Риман. Това е функцията D на Дирихле, която се дефинира в [0, 1] така: D (x) = 1, ако x ( Q, D (x) = 0, ако x ( Q.

Функцията на Дирихле е прекъсната във всяка точка от [0, 1], така че не е интегруема по Риман. От друга страна, тя притежава интеграл на Лебег и той има стойност 0.

Неограничените функции въобще не могат да бъдат интегруеми по Риман, но е възможно те да са интегруеми по Лебег.

Например, ако функцията f (x) е неотрицателна и интегруема по Риман в несобствен смисъл в интервала [a, b], то тя е интегруема по Лебег и стойностите на двата интеграла съвпадат.

Ако функцията f (x) е интегруема по Риман в несобствен смисъл в интервала [a, b], но тя не е абсолютно интегруема, то тя не притежава интеграл на Лебег, тъй като интегруемост и абсолютна интегруемост по Лебег съвпадат.

Интеграл на Лебег-Стилтес
Нека F е монотонна, непрекъсната отляво функция. 

Нека (F е съответната мярка на Лебег-Стилтес. Нека f (x) е интегруема по 

Лебег-Стилтес. Ако A = [a, b], интегралът 
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 бележим по следния начин: 
[image: image304.wmf]ò
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. Ако F е ограничена функция, допускаме безкрайни интервали. Естествено, интегралът на Лебег-Стилтес притежава всички свойства, които разгледахме по-горе.

Нека F (x) е функция на разпределение на дискретна случайна величина, която приема стойности x1, x2, …, xn, …, с вероятности p1, p2, …, pn, ….

Тогава е ясно, че 
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, където сумата е по тези i, такива че xi ( [a, b]. Предполага се, че f е интегруема по Лебег-Стилтес (което е равносилно на факта посоченият ред да е абсолютно сходящ).

Нека F (x) е функция на разпределение на непрекъсната случайна величина. Нека p (x) е плътността. 

Може да се покаже, че ако f е интегруема по Лебег-Стилтес, 

то 
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И в двата примера е възможно интегралът да е с безкрайни граници.

Нека F (x) е функция на разпределение на произволна случайна 

величина (. От дефиницията за интеграл на Лебег-Стилтес е ясно, че за произволно борелово множество A имаме: 
[image: image309.wmf]ò
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Последното равенство следва лесно от теоремата на Каратеодори и 

по-точно от нейната част за единственост на продължението.

Интеграл на Риман-Стилтес
Заедно с интеграла на Лебег-Стилтес можем да дефинираме интеграл на Риман-Стилтес по следния начин. Нека F (x) е монотонна функция, която е непрекъсната отляво и е дефинирана в [a, b). Нека f (x) е произволна функция. Разбиваме интервала [a, b) на n части [x0, x1), [x1, x2), …, 

[xn-1, xn), a = x0, b = xn (под F (xn) се разбира F (b-0)) и фиксираме по една точка (i ( [xi-1, xi), i = 1, 2, …, n. Образуваме сумата 
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Ако тази сума има граница когато n ( ( и max (xi – xi-1) ( 0 при всеки избор на междинните точки (i, казваме че функцията f (x) е интегруема в смисъл на Риман-Стилтес и тази граница приемаме за стойността на интеграла на Риман-Стилтес за функцията f.

Интегралът на Риман-Стилтес бележим по същия начин, както интегралът на Лебег‑Стилтес: 
[image: image311.wmf]ò
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Можем да определим интегралът на Риман-Стилтес и върху интервалите

(a, b], (a, b) или [a, b], но при различните дефиниции интегралите могат да имат различни стойности – например, ако F има скок в точката b 

с големина h, то интегралите върху [a, b) и [a, b] ще се различават с член от вида f (b).h.

Еднаквите означения за интегралите на Риман-Стилтес и Лебег-Стилтес се обосновават от следната

Теорема: Ако f (x) е непрекъсната функция в [a, b], то интегралът на Риман-Стилтес съществува и съвпада със съответния интеграл на 

Лебег-Стилтес.

Можем да дефинираме интеграл на Риман-Стилтес в несобствен смисъл по следния начин: 
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. Тогава теоремата се разпространява и за безкрайни интервали при допълнително предположение, че f и F са ограничени функции.

Нека F (x) е функция на разпределение на непрекъсната случайна величина. Нека p (x) е плътността и тя е непрекъсната. За произволна непрекъсната (и ограничена, ако интервалът е безкраен) функция f (x) е ясно, че 
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- достатъчно е да приложим теоремата за крайните нараствания. Тук отдясно стои интеграл на Риман. Естествено, това е частен случай от резултата, който формулирахме по-горе.

Числови характеристики на случайни величини
Математическо очакване
Нека ((, (, P) е вероятностно пространство. Нека ( е проста случайна величина, съответна на пълната група { H1, H2, …, Hn} със стойности

x1, x2, …, xn съответно. Числото E( = 
[image: image315.wmf]å
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 наричаме математическо очакване на простата случайна величина (.

Tеорема: Нека ( и ( са прости случайни величини. В сила са следните три свойства:

1. Е((.( + (.() = (.Е( + (.Е( (линейност);

2. ако ( ( (, то E( ( Е( (монотонност);

3. ако ( ( (, то E(( = E(.Е(.

Доказателство: нека ( съответства на пълната група { H1, H2, …, Hn } съответно със стойности x1, x2, …, xn. Нека ( съответства на пълната група { G1, G2, …, Gm } съответно със стойности y1, y2, …, ym.

Свойство 1.:

Kакто знаем, (.( + (.( съответства на пълната група 

{ HiGj |i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m } съответно със стойности

(.xi + (.yj, i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m. При това положение

E((.( + (.() = 
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Свойство 2.:

Имаме, че E(( - () ( 0, тъй като E(( - () = 
[image: image323.wmf]-
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, вероятностите са неотрицателни числа и ( (w) ( ( (w) за всяко w ( (.

От линейността получаваме, че E(( - () = Е( - Е( ( 0, т.е. E( ( Е(.

Свойство 3.:

Имаме, че (( съответства на пълната група 

{ HiGj |i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m } съответно със стойности

xi.yj, i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m. При това положение

E((.( + (.() = 
[image: image324.wmf].
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 = E(.Е(. Независимостта използвахме във второто равенство.

За произволни случайни величини математическо очакване се дефинира по следната схема. 

Нека ( е неотрицателна случайна величина. Тогава  ( се представя като граница на монотонна редица { (n} от неотрицателни прости случайни величини. Ясно е, че редицата { E(n } е монотонно растяща редица с неотрицателни членове. Полагаме E( = 
[image: image328.wmf]®¥
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. Естествено, възможно е

E( = (, т.е. не всяка случайна величина има крайно математическо очакване. Показва се, че дефиницията е коректна (не зависи от редицата от прости случайни величини).

Нека ( е произволна случайна величина.

Дефинираме случайните величини (+ = max ((, 0), (- = max (-(, 0).

Ясно е, че ( = (+ - (-. При това (+ и (- са неотрицателни случайни величини, така че можем да определим E( = E(+ - E(- в случай, че са крайни математическите очаквания E(+ и E(-.

Проверява се, че при тази дефиниция на математическо очакване трите свойства от по-горе се запазват за произволни случайни величини.

В сила е следната

Теорема: Нека ( е случайна величина. Нека g е измерима функция.

Тогава E (g (()) = 
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Теоремата привеждаме без доказателство. Интуитивно, математическо очакване се въвежда по аналогичен начин на интеграла на Лебег.

Следствие: Нека ( е дискретна случайна величина, която приема стойности x1, x2, …, xn, …с вероятности p1, p2, …, pn, ….

Нека g е функция. Тогава E (g (()) = 
[image: image330.wmf]¥
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ii
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(редът отдясно трябва да е абсолютно сходящ).

Доказателството: следва от разглежданията при интеграла на Лебег-Стилтес и от теоремата.

Следствие: Нека ( е непрекъсната случайна величина с плътност f (x).

Нека g е измерима функция. Тогава E (g (()) = 
[image: image331.wmf]¥
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 (интегралът отдясно трябва да е абсолютно сходящ).

Доказателство: следва от разглежданията при интеграла на Лебег-Стилтес и от теоремата.

Обикновен момент от ред k на случайната величина ( се определя 

като числото E(k (ако съществува).

Абсолютен момент от ред k на случайната величина ( се определя 

като числото 
[image: image332.wmf]k
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(ако съществува).

От теоремата по-горе е ясно, че обикновените и абсолютните моменти съществуват или не съществуват едновременно.

Нека ( е случайна величина, за която съществува E(.

Лесно се вижда, че случайната величина ( - E( има 

математическо очакване 0: 

E(( - E() = Е( - ЕЕ( = Е( - Е( = 0. Използвали сме, че математическото очакване на константа е самата константа. Това преобразувание наричаме центриране на случайната величина. Обикновените моменти на центрираната случайна величина наричаме централни моменти на случайната величина. С други думи централен момент от ред k на случайната величина ( е числото E(( - E()k, ако съществува.

Медиана на една случайна величина ( е решение на уравнението

F (x) = 
[image: image333.wmf]1
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. С други думи, това е такова число (, че вероятността ( да приеме стойност по-малка от ( e равна на вероятността ( да приеме стойност по-голяма от (. Такива числа ( може да има много, лесно е да се съобрази че тогава те образуват цял интервал и обикновено в такива случаи се взема средата на интервала. Възможно е уравнението да няма решения – това означава, че F (x) “прескача” правата y = 
[image: image334.wmf]1
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 и за медиана може да се вземе точката ( в която е скока. 

Квантил q( с ниво ( на случайна величина ( е решение на уравнението

F (x) = (. В случай, че има повече от едно решение или в случай, че няма решения постъпваме по същия начин както с медианата (.

Квантилите кратни на една четвърт се наричат квартили, на една десета децили, а на една стотна процентили.

Мода за дискретната случайна величина ( се определя като 

най-вероятната стойност, а за непрекъсната случайна величина ( като координата на максимума на плътността.

Ясно е, че разпределенията може да не притежават мода или пък модата да не е единствена.

Казваме, че случайната величина ( е симетрично разпределена, ако

( и -( са еднакво разпределени. За непрекъснати случайни величини, това означава плътността да е четна функция. Ако едно непрекъснато разпределение е унимодално (с единствена мода), то очевидно модата, математическото очакване и медианата са равни на 0.

Дисперсия на случайната величина ( се определя като

D( = Е (( - Е()2, т.е. като втория централен момент на (. Естествено, може да се окаже, че дисперсията е неопределена. Дисперсията на една случайна величина е числова характеристика, която показва доколко се разсейват стойностите около математическото очакване на случайната величина.

Вместо дисперсия обикновено се използва стандартно отклонение, което бележим със ( (() = 
[image: image335.wmf]D
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. Лесно се вижда, че случайната величина 
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 има дисперсия 1. Това преобразувание наричаме нормиране на случайната величина. В случай, че не съществува дисперсията се използва така наречения интерквартилен размах r, който се пресмята по формулата r = q3/4 – q1/4.

Ако ( е случайна величина, то с 
[image: image337.wmf]%
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 ще означаваме ( след центриране и нормиране, т.е. [image: image338.wmf]%
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. Лесно се вижда, че Е
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 = 0, D
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Асиметрия на случайната величина ( се определя като

Ass (() = 
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, т.е. третият обикновен момент на 
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, ако той съществува. 

Ексцес на случайната величина ( се определя като

Еx (() = 
[image: image343.wmf]4
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 - 3, т.е. четвъртият обикновен момент на 
[image: image344.wmf]%
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, ако той съществува, при това изваждаме 3. 

За гладки, унимодални разпределения изброените характеристики имат следния графичен смисъл:

· за симетрични разпределения асиметрията е 0, при положителна асиметрия графиката на плътността се “измества” наляво, при отрицателна асиметрия графиката на плътността се “измества” надясно;

· ексцесът характеризира доколко графиката на плътността е “по-остра и с по-тежки опашки” (положителен ексцес) или “по-плоска и почти без опашки” (отрицателен ексцес).

Изброените числови характеристики дават почти пълна картина за формата на едно гладко унимодално разпределение.

Особено място сред разпределенията заема така наречената фамилия на нормалните разпределения, които ще разгледаме по-долу. За тях асиметрията и ексцеса са равни на 0, така че асиметрията и ексцеса са характеристики, които отразяват отклонението от нормалността.

Неравенства
Ще покажем, някои прости неравенства за дисперсията.

За всяка случайна величина ( е изпълнено: D( ( 0. При това

D( = 0 ( P (( = E() = 1.

Действително, D( = Е(( - Е()2 ( 0, тъй като (( - E()2 ( 0.

Ако P (( = E() = 1, то D( = E(( - E()2 = E(( - E()2.I( = E( + E(( - E()2.I( ( E( =

= 0 + 0 = 0. Обратната посока ще покажем, че е в сила по-долу.

Имаме D( = E(2 - (E()2. Действително, D( = E(( - E()2 = 

= Е(2 – 2.Е((.Е() + (Е()2 = E(2 - (E()2.

Имаме D(( = (2D(. Действително, D(( = E((( - E(()2 = Е(2(( - E()2 =
= (2.E(( - E() = (2D(.

Имаме D(( + C) = D(. Действително, D(( + C) = E(( + C - E((+C))2 =

= E(( + C - E( - C)2 = E(( - E()2 = D(.

Ако ( ( (, то D((+() = D( + D(. Действително, D((+() = E((+()2 - (E((+())2 =

= E(2 + 2.E(( + E(2 – (E()2 – 2.E(.E( - (E()2 = D( + D(, 
тъй като E(.E( = E((.
Теорема (неравенство на Чебишов): За всеки r > 0, ( > 0 е в сила неравенството P (|(| > () ( 
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Доказателство: имаме 
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Следствие: P (|( - E(| > () ( 
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Доказателство: следствието е директно.

Вече можем да покажем, че ако D( = 0, то P (( = Е() = 1.

Действително, от горното следствие имаме, че P (|( - E(| > () = 0 за всяко ( > 0 ( P (( = E() = 1 – P (|( - E(| > 0) = 1.

Твърдение (неравенство на моментите): (E()2 ( E(2.

Доказателство: следва от D( ( 0 и D( = E(2 - (E()2.

По-общо за всеки 0 < r < k е в сила следното неравенство:
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, от което при r = 1, k = 2 следва горното неравенство.

От това неравенство следва, че ако са крайни моментите от ред k на една случайна величина, то са крайни моментите от ред r < k на тази случайна величина.

Дискретни разпределения
Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Една случайна величина ( наричаме целочислена, ако тя има област от стойности N = { 0, 1, 2, …}.

Ще означаваме P (( = i) = pi, i = 0, 1, 2, …. 

Естествено, pi ( 0 за всяко i ( N и
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Пораждаща функция p( : R ( R на една целочислена случайна величина ( се задава с формулата p( (s) = Es( = 
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При |s| ( 1 посоченият ред е абсолютно сходящ, тъй като
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, т.е. пораждащата функция е добре 
дефинирана за s ( [-1, 1]. Както знаем, в такъв случай пораждащата функция е безкрайно диференцируема за всяко s ( (-1, 1). 
При това по теоремата на Абел, ако p((k) (1) съществува, 

то p((k) (1) = 
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Свойства на пораждащата функция:

1. p( (1) = 1 : p( (1) = 
[image: image355.wmf]¥
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 = 1;

2. p( (0) = p0 : p( (0) = 
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 = p0;

3. p(( (1) = E( : p(( (s) = 
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 ( p(( (1) = 
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= Е(; тези разсъждения са валидни, ако E( съществува;

4. p((( (1) = E ((.(( - 1)) = E(2 - E( : p((( (s) = 
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p((( (1) = 
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 = E((.(( - 1)); разсъжденията са валидни,

ако E(2 съществува;

5. D( = p((( (1) - p(( (1)2 + p(( (1) : D( = E(2 – (E()2 = E(2 - E( - (E()2 + E( =

= p((( (1) - p(( (1)2 + p(( (1); разсъжденията са валидни, ако D( съществува;

ако ( ( ( са целочислени, то p(+( (s) = p( (s).p( (s) за всяко s :

( ( ( ( s( ( s( ( Es(+( = Es(.s( = Es(.Es(, т.е. p(+( (s) = p( (s).p( (s).

Използвали сме, че независимостта се запазва след прилагане на измерими функции. 

Теорема: Съответствието между разпределенията на целочислените случайни величини и техните пораждащи функции е взаимноеднозначно.

Доказателство: очевидно всяка пораждаща функция съответства на някаква целочислена случайна величина, която си има разпределение.

Да допуснем, че p( (s) = p( (s) за всяко s. Тогава p((n) (0) = p((n) (0) за всяко n = 0, 1, …, т.е. n!. P (( = n) = n!. P (( = n) ( P (( = n) = P (( = n) 

за всяко n ( N ( F( = F(, тъй като ( и ( са целочислени.

Биномно разпределение
Редица от независими случайни величини (1, (2, …, (n, … всяка от които приема стойност 1 с вероятност p и стойност 0 с вероятност q = 1 – p се нарича схема на Бернули.

Разглеждаме случайната величина (n = (1 + (2 + … + (n. Ясно е, че (n е целочислена случайна величина, която приема стойности от 0 до n.

Интерпретацията на (n е следната: брой успехи от n опита с 

вероятност p за успех при всеки опит. Разпределението на (n се нарича биномно разпределение. Записваме (n ( Bi (n, p).

Вероятността (n да приеме стойност k наричаме биномна вероятност и означаваме с b (n, k, p), т.е. P ((n = k) = b (n, k, p). 

Очевидно, при k > n имаме b (n, k, p) = 0.

Теорема: Биномните вероятности се пресмятат по формулата

b (n, k, p) = 
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 за всяко k = 0, 1, …, n.

Доказателство: да означим с W ((1, (2, …, (n) събитието

((1 = (1, (2 = (2, …, (n = (n). Тъй като случайните величини (1, (2, …, (n са независими, то P (W ((1, (2, …, (n)) = P ((1 = (1). P ((2 = (2). …. P ((n = (n) =

= 
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Пораждащата функция за биномно разпределение се пресмята лесно.

Ще направим това по два начина.

Имаме 
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От друга страна (n = (1 + (2 + …+ (n, където (1, (2, …, (n са независими, еднакво разпределени случайни величини (
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Математическото очакване и дисперсията на една биномно разпределена случайна величина винаги съществуват, тъй като тя е проста случайна величина. Ще ги пресметнем, като използваме пораждащата функция. Нека ( ( Bi (n, p). Имаме:

p(( (s) = ((p.s+q)n)( = n.(p.s+q)n-1.p, 

p((( (s) = (n.(p.s+q)n-1.p)( = p.n.(n-1).(p.s+q)n-2.p = p2.n.(n-1).(p.s+q)n-2.

При това положение,

E( = p(( (1) = n.(p+q)n-1.p = n.p;

D( = p((( (1) - p(( (1)2 + p(( (1) = p2.n.(n-1) – n2.p2 + n.p = n.p – n.p2 = n.p.q.

Не е трудно да се види, че ( е унимодална, ако числото (n+1).p не е цяло и тогава модата е цялата част на (n+1).p.

Ако (n+1).p е цяло число, то ( има две моди: (n+1).p -1 = n.p – q и (n+1).p, между които се намира математическото очакване n.p.

Геометрично разпределение
Казваме, че една целочислена случайна величина ( има геометрично разпределение, ако P (( = m) = pm.q, m = 0, 1, 2, ….

Случайната величина ( може да се интепретира като брой успехи до първи неуспех в схемата на Бернули. Посоченото разпределение е коректно: P (( = m) ( 0 за всяко m ( N и 
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Ще пресметнем пораждащата функция на (: имаме

p( (s) = 
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. Вижда се, че пораждащата функция е дефинирана при |s|<
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Имаме p(( (s) = (
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Пресмятаме математическото очакване и дисперсията на (:

E( = p(( (1) = 
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D( = p((( (1) - p(( (1)2 + p(( (1) = 
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Ясно е, че ( има единствена мода в нулата.

Хипергеометрично разпределение
Нека са фиксирани N, M, n ( N, при това n < N, M < N. 

Казваме, че една целочислена случайна величина ( има хипергеометрично разпределение, 

ако P (( = m) = 
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Случайната величина ( има следната интерпретация.

Дадени са N предмета, M от които са дефектни. Прави се извадка от n от тези предмети и P (( = m) дава вероятността точно m предмета от извадката да са дефектни.

Посоченото разпределение е коректно: P (( = m) ( 0 за всяко m ( N и
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Използвали сме известната формула на Коши.

Ще пресметнем директно математическото очакване и дисперсията на хипергеометрично разпределената случайна величина (:
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Нека в последните формули да заместим M = p.N, p < 1.

Тогава E( = np, D( = 
[image: image385.wmf]N-n
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, където q = 1 – p.

Вижда се, че при N ( ( математическото очакване и дисперсията на хипергеометричното разпределение клонят към тези на биномното разпределение.

Поасоново разпределение
Нека ( > 0. Казваме, че една целочислена случайна величина ( има поасоново разпределение, ако P (( = k) = 
[image: image386.wmf].
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, k = 0, 1, 2, …. Посоченото разпределение е коректно: P (( = k) ( 0 за всяко k ( N и освен това 
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Лесно се пресмята пораждащата функция на (:

p( (s) = 
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Имаме p(( (s) = 
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Пресмятаме математическото очакване и дисперсията на (:

E( = p(( (1) = 
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Близости между дискретните разпределения
Първо ще покажем връзка между биномното разпределение и разпределението на Поасон.

Теорема (Поасон): Нека (n ( Bi (n, pn), n = 0, 1, …, 

при това n.pn ( ( > 0 при n ( (. Тогава P ((n = k) = b (n, k, pn) ( 
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Доказателство: имаме b (n, k, pn) = 
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Вече се вижда, че при n ( ( имаме ( (n, k, () ( 1.

При това положение b (n, k, pn) = 
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Сега ще покажем връзката между биномното разпределение и хипергеометричното разпределение, която загатнахме по-горе.

Теорема: Нека M = p.N, 0 ( p ( 1. 

В сила е: 
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Доказателство: имаме 
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Като извършим граничен преход при N ( ( в първата дроб има m множителя, които клонят към p, а във втората дроб има n-m множителя, които клонят към 1 – p. Така 
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Нормално разпределение

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека ( ( R, ( > 0. Казваме, че непрекъснатата случайна величина ( има нормално разпределение, 

ако нейната плътност има вида: f (x) = 
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Посочената плътност е коректно зададена: 

ясно е, че f (x) ( 0 за всяко x ( R;

освен това 
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Използвали сме добре известният интеграл на Поасон: 
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Ще пресметнем математическото очакване и дисперсията на (:
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Нормалното разпределение е симетрично (относно () и унимодално – неговата мода, медиана и математическо очакване са равни на (.

Нормалното разпределение играе ключова роля в теория на вероятностите, заради твърдението, известно като Централна Гранична Теорема, която ще разгледаме по-нататък.

Стандартно нормално разпределение се нарича разпределението на случайната величина ( ( N (0, 1). 

Неговата плътност бележим с ( (x) = 
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Лема (формула на Стирлинг): При n ( ( е в сила: 

n! = 
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Лемата привеждаме без доказателство.

Ще покажем как е възникнала формулата за плътността на нормалното разпределение.

Теорема (локална теорема на Моавър-Лаплас): Нека p, x са фиксирани, 0 ( p ( 1, q = 1 - p. Нека n ( ( и да означим (n = 
[image: image415.wmf]n.p.q

, 

kn = n.p + x.(n ( N. Тогава равномерно по всички x в интервала [a, b] 

е изпълненo: (n.b (n, kn, p) ( ( (x).

Доказателство: логаритмуваме b (n, kn, p) = 
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 и получаваме:

ln b (n, kn, p) = ln n! – ln kn! – ln (n-kn)! + kn.ln p + (n-kn).ln q.

Да означим mn = n – kn.
Oт лемата имаме: за достатъчно големи n: 

ln n! = n.ln n + ln 
[image: image417.wmf]p
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Лемата можем да приложим и за трите логаритъма по-горе, тъй като 
kn ( ( при n ( (, и mn = n – n.p - x.(n = n.q - x.(n ( ( при n ( (.
Имаме:

ln b (n, kn, p) = (kn + mn).ln n – kn.ln kn – mn.ln mn - 
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Използваме, че kn = n.p + x.(n и mn = n.q – x.(n и получаваме: 

ln b (n, kn, p) = 
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Ще преработим третия логаритъм: имаме
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че ln (1+y) = y + O (y) при y достатъчно близо до 0 и че (n = 
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.

За първите два логаритъма използваме, че ln (1+y) = y - 
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(n.p + x.(n).
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Заместваме по-горе и получаваме:

ln b (n, kn, p) = 
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Така при n ( ( равномерно ((n не зависи от x) имаме, че
(n.b (n, kn, p) ( ( (x) при n ( (.

Смисълът на теоремата е следния: числото x = 
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 е центрираната и нормирана стойност на случайната величина от Bi (n, p). Това което правим е да устремим n към безкрайност, при положение че x остава постоянно. Теоремата ни дава възможност приближено да пресмятаме биномни вероятности.

За приближено пресмятане на суми от биномни вероятности се използва следната

Теорема (интегрална теорема на Моавър-Лаплас): Нека ( ( Bi (n, p).

Тогава P (a ( 
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Доказателство: да означим с l1 най-голямото цяло число, което е по-малко от n.p + a.
[image: image462.wmf]n.p.q

 и с l2 най-малкото цяло число, което е по-голямо от 

n.p + b.
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Ясно е, че xk+1 – xk = 
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. При достатъчни големи n, като използваме локалната теорема на Моавър-Лаплас получаваме, че
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Доверителен интервал за вероятност
Разглеждаме следната задача: по n набюдавани стойности да направим извод за неизвестната вероятност p за появяване на някакъв признак.

Нека k е резултатът от наблюдението, т.е. в k от n-те опита признакът се е появил. Ще считаме, че общият брой появи k е подчинен на биномно разпределение, т.е. че отделните наблюдения са независими. Използваме интегралната теорема на Моавър-Лаплас:
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Тази формула се интерпретира по следния начин:

при фиксирано a, с вероятност по-голяма от 
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 можем да твърдим, че търсената вероятност p се намира в интервал с дължина от порядъка на 
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 около честотата 
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Схема на Бернули

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Да напомним, че редица (1, (2, …, (n, …от еднакво разпределени случайни величини, които приемат стойност 1 с вероятност p и стойност 0 с вероятност 1-q се нарича схема на Бернули. С помощта на теоремата на Каратеодори ще покажем, че всяка схема на Бернули поражда вероятностна мярка в пространството от безкрайни двоични редици.

Нека E е пространството от всички безкрайни двоични редици.

С 2E бележим множеството от всички подмножества на E.

Eлементите на E ще бележим с ( = { (1, (2, …, (n, …}. 

За всяко n ( N първите n случайни величини (1, (2, …, (n определят 2n събития в пространството ( : за всеки (i ( { 0, 1}, i = 1, 2, …, n 

е определено събитието W ((1, (2, …, (n) = 
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. Крайните обединения на тези събития образуват булова алгебра Wn с 
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елемента.

За всяко n = 1, 2, …буловата алгебра Wn естествено се влага в 2E : 

събитието W ((1, (2, …, (n) отъждествяваме с множеството от безкрайните двоични редици, в които първите n координати са (1, (2, …, (n, а останалите координати са произволни. По този начин получаваме растяща редица от булови алгебри W1 ( W2 ( …( Wn ( …в 2E.

Обединението W = 
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W

отново е булова алгебра в 2E, но то не е 

(-алгебра – съвсем лесно може да се построи изброимо сечение на елементи от W, което не е елемент на W. Върху елементите на W вероятността се определя както в първоначалното пространство:

P (W ((1, (2, …, (n)) = pk.qn-k, където k = 
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Дефинираната вероятност е непрекъсната в (, но този факт е нетривиален и няма да го доказваме.

Така попадаме в ситуацията при теоремата на Каратеодори:

зададено е пространство E, булова алгебра W и вероятност, определена върху елементите на W, която е непрекъсната в (. 

При това положение тази вероятност еднозначно се продължава върху минималната (-алгебра, която съдържа W.

По този начин определихме вероятностното пространство (E, ( (W), P).

Нека ((, (, P) и (((, ((, P() са вероятностни пространства.

Изображението T : ((, (, P) ( (((, ((, P() наричаме изоморфизъм, ако:

1. T е определено почти сигурно в (, т.е. върху събитие с 

вероятност 1;

2. T е измеримо : T-1 (A() ( ( за всяко A( ( ((;

3. T запазва вероятността: P (T-1 (A()) = P( (A() за всяко A( ( ((;

4. T е обратимо почти сигурно върху ((, т.е. върху събитие от (( с вероятност 1;

5. Т-1 e измеримо : T (А) ( (( за всяко A ( (.

Теорема: Дефинираното пространство (E, ( (W), P) е изоморфно на бореловото пространство в интервала [0, 1) с лебеговата мярка.

Доказателство: ще дефинираме изображение T от интервала [0, 1) в пространството E. Първо дефинираме редицата от разделяния 

w1, w2, …, wn, …на интервала [0, 1). Първото разделяне е { [0, q), [q, 1) }. Второто разделяне дели всеки от интервалите на първото разделяне на ляв и десен интервал в отношение q към p: 

{ [0, q2), [q2, q), [q, p.q+q), [p.q+q, 1) }.

Аналогично (по индукция) wn+1 разделя всеки интервал от wn на лява и дясна част в отношение q към p. Така всяко разделяне wn се състои от две непресичащи се части – леви интервали и десни интервали, които се редуват отляво надясно върху интервала [0, 1) и го покриват.

За всяка точка x ( [0, 1) дефинираме редицата T (x) = (1, (2, …, (n, … по следния начин: за всяко n ( N съществува единствен интервал в разделянето wn, в който попада x. Ако този интервал е ляв,

полагаме (n = 0, ако интервалът е десен полагаме (n = 1. Очевидно, изображението е добре дефинирано. Ще покажем, че то е изоморфизъм.

Очевидно свойство 1. е изпълнено – T е навсякъде дефинирано.

С индукция по n лесно се вижда, че дължината на всеки интервал в разделянето wn е по-малка или равна на min (p, q)n – ако x е дължината на някакъв интервал в wn, той се разпада на ляв интервал с дължина

x.q и десен интервал с дължина x.p. Оттук максималната дължина на интервалите в wn клони към 0 при n ( (.

Нека x и y са две различни точки от [0, 1). Тогава |x – y| > 0 ( съществува n ( N, така че дължината на всички интервали в wn 

е строго по-малка от |x – y|. Оттук веднага се вижда, че x и y са в различни интервали на разделянето wn. Нека n е най-малкото възможно естествено число, такова че x и y са в различни интервали на разделянето wn. Тогава очевидно редиците за x и y се различават по 

n-тата си позиция. Така на различни точки се съпоставят различни редици, т.е. T е инективно. Сега ще покажем, че T е сюрективно почти сигурно. Нека (1, (2, …, (n, …е произволна редица от E. Тя дефинира редица от интервали [a1, b1) ( [a2, b2) ( …( [an, bn), …, така че 
за всяко n ( N интервалът [an, bn) е в разделянето wn по следния начин: 
ако (1 = 0, то [a1, b1) = [0, q), ако (1 = 1, то [a1, b1) = [q, 1). Нека сме дефинирали редицата до n-тия интервал [an, bn). 

В разделянето wn+1 този интервал се разбива на две части:

[an, an + (bn-an).q), [(bn-an).q, bn). Ако (n = 0, то полагаме [an+1, bn+1) да е левия интервал, ако (n = 1 полагаме [an+1, bn+1) да е десния интервал.

Ясно е, че интервалите в редицата имат обща точка ( редицата 

(1, (2, …, (n, …е образ на тази точка под действието на T.

Очевидно е, че за всяко n ( N е изпълнено an ( an+1 ( bn+1 ( bn.

От теоремата на Кантор затворените свиващи интервали имат единствена обща точка. Тази обща точка е обща граница на монотонните редици { an} и { bn}. Да я означим с C – тя е единственият кандидат за обща точка на редицата от интервали.

Разглеждаме два случая. 

Нека за всяко N ( N съществува n > N, такова че (n = 0. Това означава, че за всяко N ( N съществува n > N, така че bn < bN. Ясно е, че в такъв случай C < bn за всяко n ( N. Тогава an ( C < bn за всяко n ( N ( 

интервалите в редицата имат обща точка C и редицата 

(1, (2, …, (n, … е образ точно на тази точка.

Нека съществува N ( N, така че за всяко n > N имаме (n = 1. Това означава, че съществува N ( N, така че за всяко n > N имаме bn = bN.

Оттук веднага получаваме, че C = bN, така че C не принадлежи на интервалите от N-тия нататък ( интервалите в редицата нямат обща точка, т.е. редицата не е образ на никоя точка от [0, 1).

За да покажем, че T е почти сигурно сюрективно, трябва да установим, че множеството от редиците, които не са образ на никоя точка в [0, 1) образуват събитие с вероятност 0. Това са точно редиците, които имат само единици от определено място нататък. Действително, всяка такава редица има вида (1, (2, …, (n, 1, 1, …(ако n > 1, предполагаме, че (n = 0 за да получим еднозначност) и се представя по следния начин:
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е A.pk ( 0 при k ( ( (A е някаква константа). По непрекъснатостта получаваме, че P (
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) = 0. Остава да съобразим, че редиците, които имат само единици от определено място нататък са изброимо много и да използваме, че вероятността е (-адитивна.

С това показахме свойство 4.

Ще покажем, че T е измеримо. Ясно е, че множеството от събития 

в ( (W), праобразът на които е борелово множество образуват 

(-алгебра. Така, достатъчно е да покажем, че T е измеримо само върху пораждащо множество на ( (W) – например събитията W ((1, (2, …, (n).

Подобно на по-горе всяко такова събитие поражда крайна последователност от интервали [a1, b1) ( [a2, b2) ( … ( [an, bn).

Остава да съобразим, че T-1 (W ((1, (2, …, (n)) = [an, bn). 

С това показахме свойство 2.

Ще покажем, че T запазва вероятността върху събитията 

W ((1, (2, …, (n). Действително, при n = 1 имаме

( (T-1 (W (0))) = ( ([0, q)) = q = P (W (0)),

( (T-1 (W (1))) = ( ([q, 1)) = 1 – q = p = P (W (1)).

Нека T запазва вероятността върху събитията W ((1, (2, …, (n). 

Да вземем събитието W ((1, (2, …, (n, (n+1). Нека на събитието W ((1, …, (n) съответства интервал X от разделянето wn.

Нека (n+1 = 0. Тогава на събитието W ((1, …, (n+1) съответства левият интервал Y от разделянето wn+1, който се получава от X и ( (Y) = q.( (X).
Имаме ( (T-1 (W ((1, …, (n+1))) = ( (Y) = q.( (X) = q.P (W ((1, …, (n)) =
= P (W ((1, …, (n, (n+1)).

Аналогично се разсъждава при (n+1 = 1.
Ясно е, че T запазва вероятността и върху крайните непресичащи обединения на събитията от вида W ((1, (2, …, (n), т.е. върху буловата алгебра W. По теоремата на Каратеодори и по-точно от факта, че вероятността се продължава еднозначно, получаваме че T запазва вероятността върху всички събития от ( (W). Теоремата е доказана.

Остава да покажем свойство 5. Ясно е, че бореловите множества за които то е изпълнено образуват (-алгебра. 

Така, достатъчно е свойство 5. да е изпълнено върху някое пораждащо множество на бореловата (-алгебра.

Ще покажем, че всички интервали в разделянията w1, w2, …, wn, … образуват такова множество. Достатъчно е породената от тях (-алгебра да съдържа интервалите от вида [a, b), 0 ( a < b ( 1, които пораждат бореловата (-алгебра. Нека [a, b) е такъв интервал. На точките a и b съответстват редици под действието на T. Както по-горе можем да построим съответните редици от интервали за точките a и b. Нека { an} е редицата от левите краища на интервали в редицата за a. Нека { bn} е редицата от десните краища на интервали в редицата за b. Очевидно 

an ( a < b < bn и an ( a, bn ( b при n ( (. Тогава е в сила представянето 

[a, b) = 
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. При това интервалът [an, bn) е крайно обединение на интервали от разделянето wn. Остава да използваме, че за всяко 

n образите на интервалите в разделянето wn са точно събитията

W ((1, (2, …, (n) ( ( (W). С това показахме свойство 5. Теоремата е доказана.

Количество информация и ентропия
Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.
Една неотрицателна функция Л определена върху събитията от ( наричаме неопределеност, ако са в сила следните три свойства:

1. Л (() = 0;

2. ако P (A) < P (B), то Л (А) > Л (B);

3. ако А ( B, то Л (АB) = Л (А) + Л (B).

Числото Л (А) се интерпретира като информация от сбъдването на събитието A – например, достоверното събитие винаги се сбъдва, така че количеството информация за неговото сбъдване е 0. Колкото по-малко вероятно е едно събитие, толкова по-голямо е количеството информация за неговото сбъдване.

При някои допълнителни ограничения, единственият възможен вид за функцията Л е следния: Л (А) = -b.log2 P (A).

При P (A) = 0 считаме, че Л (A) = (. 
Константата b ще определим след малко.

Нека ( = { H1, H2, …, Hn } е крайно разделяне. Ентропия на ( наричаме числото H (() = [image: image494.wmf]å

n

ii
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. При горния вид на неопределеността имаме H (() = 
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Събитията в крайното разделяне ( се интерпретират като възможните изходи от някакъв експеримент. В този смисъл ентропията е “усреднено” количество информация за резултата от експеримента.

Константата b се определя по такъв начин, че в симетрична схема на Бернули (p = q = 
[image: image496.wmf]1

2

) ентропията да бъде 1. С други думи:

-b.(
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) = 1 ( b = 1. Така определената единица за количество информация носи названието бит. С други думи количество информация от един бит означава количество информация за състоянието на двоичен заряд, който може да се намира в две равновероятни състояния. Получаваме окончателната формула за ентропията: H (() = 
[image: image501.wmf]-
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Ентропията е винаги положителна, тъй като логаритмите, които участват в сумата са отрицателни.

Ентропията е 0, ако резултатът от експеримента е отнапред известен, т.е. P (Hi) = 1 за някое i. Действително, в такъв случай при j ( i имаме, че

P (Hj).log2 P (Hj) ( 0 при P (Hj) ( 0.

Ще покажем, че максималната стойност на ентропията е log2n и тя се постига когато всички хипотези са равновероятни. За удобство означаваме pi = P (Hi), i = 1, 2, ..., n.

Търсим максимум на функцията H (p1, …, pn) = 
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при условие, че 
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. Образуваме функция на Лагранж

L (p1, p2, …, pn, () = 
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 и анулираме частните производни: 
[image: image506.wmf]¶
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 = 0, i = 1, 2, …, n.

Оттук е очевидно, че екстремумът се постига при p1 = p2 = … = pn = 
[image: image507.wmf]1
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и има стойност log2n. Не е трудно да се забележи, че върху границата на разглежданата област ентропията приема по-малки стойности, така че намереният екстремум е глобален максимум.

Непрекъснати разпределения

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Преобразувание на Лаплас
Преобразуванието на Лаплас може да се прилага само за неотрицателни случайни величини. Нека ( е неотрицателна случайна величина с функция на разпределение F (x).

Функцията L( (s) = Ee -s.( =
[image: image508.wmf]¥
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e

 наричаме преобразувание на Лаплас за случайната величина (. Долната граница е 0, тъй като очевидно F (x) = 0 за всяко x ( 0. Ще отбележим, че преобразуванието на Лаплас е добре дефинирано при s ( 0, тъй като подинтегралната функция в такъв случай е непрекъсната и ограничена.

Да отбележим, че ако ( е целочислена случайна величина, 

то L( (s) = Ee -s.( = p( (e -s).

Твърдение: В сила е:

1. L( (0) = 1;

2. L((n) (0) = (-1)n.E(n, когато съществува;

3. ако ( ( (, то L(+( (s) = L( (s).L( (s).
Доказателство: имаме L( (0) = 
[image: image509.wmf]¥
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 = F (() – F (0) = 1.

Също така, като диференцираме под знака на интеграла получаваме:

L((n) (s) = 
[image: image510.wmf]¥
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. Равенството е валидно при s > 0, тъй като подинтегралната функция остава ограничена.

При s ( 0 получаваме L((n) (0) = 
[image: image511.wmf]¥
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(-1)x d (x)

F 

 = (-1)n.E(n. 

Равенството означава, че граничният преход е възможен точно когато съществува обикновения n-ти момент.

Нека ( ( (. Имаме L(+( (s) = Ee -s.((+() = Ee -s.(.e -s.( = Ee -s.(. Ee -s.( =

= L( (s).L( (s). Независимостта използвахме в предпоследното равенство, заедно с факта, че тя се запазва след прилагане на измерими функции.

Може да се покаже, че разпределението на случайната величина ( еднозначно се възстановява от нейното преобразувание на Лаплас.

Експоненциално разпределение
Казваме, че непрекъснатата случайната величина ( има експоненциално разпределение, ако нейната плътност има вида

f (x) = 
[image: image512.wmf]l
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, x ( 0, 

f (x) = 0, x < 0. 

Бележим ( ( Ex ((). При това изискваме ( > 0.

Дефиницията е коректна: 
[image: image513.wmf]+¥+¥
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Трансформацията на Лаплас за ( е следната:

L( (s) = 
[image: image514.wmf]+¥+¥
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Пресмятаме математическото очакване и дисперсията:

L(( (s) = 
[image: image515.wmf]l
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l
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(+s)

, L((( (s) = 
[image: image516.wmf]l
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Така E( = - L(( (0) = 
[image: image517.wmf]l
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, D( = E(2 – (E()2 = L((( (0) - 
[image: image518.wmf]l
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 = 
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Гама-разпределение

Гама-функция на Ойлер наричаме функцията 
Г (а) = 
[image: image522.wmf]¥
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e

. Не е трудно да се види, че тя е добре дефинирана за всяко a > 0. При това с едно интегриране по части получаваме:

Г (а) = (а-1).Г (а-1). В частност Г (n+1) = n! за всяко n ( 0.

Казваме, че непрекъснатата случайна величина ( има гама-разпределение, ако нейната плътност има вида:

f (x) =  
[image: image523.wmf].
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, x ( 0,

f (x) = 0, x < 0.

Бележим ( ( Г (а, (). При това изискваме a > 0, ( > 0.

Дефиницията е коректна: 
[image: image524.wmf]...
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Трансформацията на Лаплас за ( е следната:

L( (s) = 
[image: image525.wmf].....
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. Пресмятаме математическото очакване и дисперсията: L(( (s) = 
[image: image527.wmf]l
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, L((( (s) = 
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Така E( = - L(( (0) = 
[image: image529.wmf]l
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, D( = L((( (0) - L(( (0)2 = 
[image: image530.wmf]-
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Лесно се пресмята още, че Ass (() = 
[image: image532.wmf]2

a

. Така асиметрията на 

Г-разпределението не зависи от (, винаги е положителна и клони към 0 когато a ( (. Може да се покаже, че при a ( ( разпределението на центрирана и нормирана Г-разпределена случайна величина клони към нормалното разпределение.

При a = 
[image: image533.wmf]n

2

, n ( N, b = 2, Г-разпределението е известно като 

(2-разпределение с n степени на свобода. То представлява разпределението на сумата от квадратите на n независими случайни величини със стандартно нормално разпределение.
Бета-разпределение
Бета-функция на Ойлер наричаме функцията

B (a, b) = 
[image: image534.wmf]ò
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a-1b-1

0

x.(1-x)dx

. Ясно е, че тя е добре дефинирана за всеки 

a, b > 0. Не е трудно да се види, че са изпълнени следните тъждества:

B (a, b) = B (b, a), B (a+1, b) = 
[image: image535.wmf]a

a+b

.B (a, b), B (a, b+1) = 
[image: image536.wmf]b

a+b

.B (a, b).

Между гама-функцията и бета-функцията съществува следната връзка:

B (a, b) = 
[image: image537.wmf] (a). (b)

 (a+b)
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Г

 за всеки a, b > 0.
Казваме, че непрекъснатата случайна величина ( има бета-разпределение, ако нейната плътност има вида:

f (x) = 
[image: image538.wmf]a-1b-1

1

.x.(1-x)

 (a,b)

B

, 0 ( x ( 1,

f (x) = 0, x < 0 ( x > 1.

Очевидно е, че дефиницията е коректна.

За разлика от предните две разпределения, тук не можем лесно да пресметнем трансформацията на Лаплас на (. Ще пресметнем директно математическото очакване и дисперсията.

Имаме E( = 
[image: image539.wmf].
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,
D( = E(2 – (E()2 = 
[image: image541.wmf]-=
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.

Вижда се, че при a ( (, b ( ( бета-разпределението се изражда в константно – дисперсията му клони към 0.

Може да се покаже, че при a ( ( разпределението на центрирана и нормирана случайна величина ( ( B (a, a) клони към нормалното разпределение.

Характеристични функции
За разлика от преобразуванието на Лаплас, всяка случайна величина ( има характеристична функция.

Нека ( е произволна случайна величина с разпределение F (x).

Функцията f ( : R ( C, дефинирана с f ( (t) = Ee i.t.( = 
[image: image542.wmf]+¥
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 наричаме характеристична функция на случайната величина (. Ясно е, че характеристичната функция е дефинирана за всяко t ( R, тъй като 

e i.t.x е непрекъсната и ограничена по x при фиксирано t. От формулата на Ойлер имаме: f ( (t) = Ee i.t.( = Ecos (t.() + i.Esin (t.().

Да отбележим, че ако ( е целочислена случайна величина, то

f ( (t) = Ee i .t .( = p( (e i .t). Също, ако ( е неотрицателна случайна величина, то f ( (t) = Ee i .t .( = L( (- i.t).

Лема: За всеки ( > 0, N > 0 съществува ( > 0, такова че при

|h|< ( имаме |e i.h.x –1| < ( за всяко x, такова че |x| < N.

Доказателство: нека ( > 0, N > 0. Нека x ( R, |x| < N. Имаме:

|e i.h.x –1| = |cos hx + i.sin hx – 1| = |cos hx – cos h.0 + i.sin hx – i.sin h.0| = |-h.sin t1.(hx – h.0) + i.h.cos t2.(h.x – h.0)| ( 2.|x|.h2 < 2.N.h2. Използвали сме теоремата за крайните нараствания, |t1|<|x|, |t2|<|x|.

Можем да изберем ( < 
[image: image543.wmf]e

2N

. Лемата е доказана.

Твърдение: В сила е:

1. f ( (0) = 1;

2. f ( (t) е равномерно непрекъсната функция;

3. за всеки ti ( R, ai ( C, i = 1, 2, …, n имаме, че 
[image: image544.wmf]åå
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f
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 ( 0;

4. f ( (0)(n) = i n.E(n, ако съществува E(n;

5. ако ( ( (, то f (+( (t) = f ( (t).f ( (t).

Доказателство: имаме, че f ( (0) = 
[image: image545.wmf]+¥
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 = F (+() – F (-() = 1.

Нека ( > 0. Имаме | f ( (t+h) - f ( (t)| = 
[image: image546.wmf]+¥
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. Избираме N > 0, така че 
[image: image548.wmf]ò

x > N
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 = P (|(| ( N) < (.

Това можем да направим поради непрекъснатостта на вероятността.

От лемата избираме ( > 0, така че при |h|< ( да имаме

|e i.h.x –1| < ( за всяко x, |x| < N. Имаме | f ( (t+h) - f ( (t)| ( 
[image: image549.wmf]+¥
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 =

= (.P (( < N) + 2.P (( ( N) < 3.(, което доказва равномерната непрекъснатост (последното е в сила за всяко t). Използвали сме, че

|e i.h.x –1| ( |e i.h.x| + |1| = 2.

Нека ti ( R, ai ( C, i = 1, 2, …, n. Тогава 
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като произведението на две комплексно спрегнати числа е неотрицателно реално число. Използвахме, че 
[image: image555.wmf]=-
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, тъй като ti ( R.

С диференциране под знака на интеграла получаваме:

f ( (t)(n) = 
[image: image556.wmf].
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. Ако E(n съществува, то последният интеграл е сходящ за всяко t, тъй като 
[image: image557.wmf]+¥+¥
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. При t = 0 получаваме исканото равенство.

Нека ( ( (. Имаме f (+( (t) = Ee i .t.((+() = Ee i .t .(.e i .t .( = Ee i .t .( . Ee i .t .( =

= f ( (t).f ( (t). Независимостта използвахме в предпоследното равенство, заедно с факта, че тя се запазва след прилагане на измерими функции.

Може да се покаже, че ако съществува E(n, то е в сила представянето

f ( (t) = 
[image: image558.wmf]+
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. Всъщност, това е развитието на характеристичната функция в ред на Тейлър.

Първите три свойства са достатъчни за една функция да бъде характеристична (теорема на Бохнер).

Освен това е в сила така наречената формула за обръщане, по която еднозначно се възстановява разпределението от характеристичната функция. С други думи, съответствието между характеристични функции и функции на разпределение е взаимноеднозначно.

По-нататък ще видим, че то е и взаимнонепрекъснато.

Като пример ще пресметнем характеристичната функция на случайната величина ( ( N (0, 1). Tъй като плътността ( (x) = 
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Да означим последният интеграл с I (t). Диференцираме под знака на интеграла и получаваме: I( (t) = 
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Решаваме диференциалното уравнение: 
[image: image564.wmf]òò
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. Константата D определяме от условието f ( (0) = 1. Окончателно получаваме f ( (t) = 
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Многомерни случайни величини

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.
Функцията ( : ( ( Rn наричаме многомерна случайна величина, ако за всяко борелово множество B ( Rn имаме, че (-1 (B) ( (.

Можем да запишем ( (w) = ((1 (w), (2 (w), …, (n (w)). Лесно се вижда, че

( е случайна величина ( (1, (2, …, (n са случайни величини, така че можем да си мислим, че разглеждаме вектори от случайни величини. Функцията 
[image: image568.wmf](
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 наричаме многомерна функция на разпределение или съвместно разпределение на случайните величини (1, (2, …, (n.

Разпределенията на случайните величини (1, (2, …, (n в случая наричаме маргинални разпределения.

По-нататък за удобство ще изпускаме индексите за случайните величини в съвместната функция на разпределение, където те се подразбират.

Съвместната функция на разпределение притежава следните свойства:

1. 0 ( F (x1, x2, …, xn) ( 1 за всеки xi ( R, i = 1, 2, …, n : очевидно, тъй като F е вероятност;

2. F е ненамаляваща по всеки от аргументите си : ако xi( ( xi((, то
((1 < x1, …, (i < xi(, …, (n < xn) ( ((1 < x1, …, (i < xi((, …, (n < xn);
3. F е непрекъсната отляво по всеки от аргументите си : например за първия аргумент, ако xn ( x0 монотонно отляво, то събитията
(xn ( (1 < x0, …) клонят към (;
4. за всяко i = 1, 2, …, n имаме 
[image: image569.wmf]®¥
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 = 0 :

събитията ((1 < x1, …, (i < xi, …, (n < xn) клонят към (;

5. 
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 = 1 : събитията ((1 < x1, …, (n < xn) клонят към (;
6. ако (1, (2, …, (n са независими в съвкупност, то
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 : очевидно от определението за независимост в съвкупност;

7. за всяко i = 1, 2, …, n имаме, че 
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FF
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 : събитията

((1 < x1, …, (i < x, …, (n < xn) клонят към събитието (i < x.

Ще казваме, че случайните величини (1, (2, …, (n имат съвместно непрекъснато разпределение, ако съществува неотрицателна функция


[image: image573.wmf]12n
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xxx

, такава че 
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В такъв случай F е непрекъсната и почти навсякъде е изпълнено равенството 
[image: image575.wmf]12n
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xxx

 = 
[image: image576.wmf]¶
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Функцията f (x1, x2, …, xn) наричаме плътност на съвместното разпределение. Тя притежава следните свойства:

1. 
[image: image577.wmf]12n

, , ... , 12n

f(x,x,...,x)

xxx

 ( 0 : по дефиниция;

2. 
[image: image578.wmf]¥¥¥

¥¥¥

òòò
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...f(t,t,...,t) dt dt ... dt

xxx

 = 1 : очевидно от свойствата на функцията на разпределение;

3. случайните величини (1, (2, …, (n също са непрекъснати и тяхната маргинална плътност се пресмята по следния начин:


[image: image579.wmf]i
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[image: image580.wmf]¥¥¥
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 ... dt

xxx

: очевидно от свойствата на функцията на разпределение;

4. ако (1, (2, …, (n са независими в съвкупност, то 
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Условни разпределения

Нека ( и ( са дискретни случайни величини, които приемат стойности

x1, x2, … и y1, y2, … съответно. Ясно е, че тяхното съвместно разпределение напълно се определя от вероятностите pij = P (( = xi, ( = yj),

i = 1, 2, …, j = 1, 2, …, 
[image: image586.wmf]¥
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При това P (( = xi) = 
[image: image587.wmf]¥¥¥
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 и

аналогично P (( = yj) = 
[image: image588.wmf]¥
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Условно разпределение на ( при условие ( наричаме разпределението

P (( = xi|( = yj) = 
[image: image589.wmf]¥

å

ij

ij

i=1

p

p

. При фиксирано j то може да се разглежда като разпределение на случайна величина в условното вероятностно пространство, определено от събитието ( = yj.

Условното разпределение е определено само за “действителни” стойности на (, т.е. трябва да е изпълнено P (( = yj) = 
[image: image590.wmf]¥

å

ij
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 > 0.
Нека ( и ( са непрекъснати случайни величини със съвместна 
плътност f (x, y). Имаме
[image: image591.wmf]¥¥
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 = 1, f( (x) = 
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f( (y) = 
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Условна плътност на ( при условие ( наричаме функцията

f( (x|( = y) = 
[image: image594.wmf],

f (x, y)

f(y)

x h

h

, дефинирана за всяко x при условие, че f( (y) > 0.

При фиксирано y, условната плътност може да се разглежда като плътност на случайна величина в условното вероятностно пространство, определено от събитието ( = y.

Коефициенти на ковариация и корелация на случайни величини
Нека ( и ( са случайни величини с краен втори момент ( 

D( < (, D( < (. Числото cov ((, () = E (( - E().(( - E() = E(( - E(.E( наричаме ковариация на случайните величини.

Числото r ((, () = 
[image: image595.wmf]x-xh-h
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E EE
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 = [image: image596.wmf]xh

s xs h

cov 

(,)
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 = [image: image597.wmf]%

%

.

xh

E

 наричаме корелация на случайните величини ( и (.

Ще покажем, че ковариацията и корелацията са добре определени.

Това се вижда от следното

Твърдение: Ако ( и ( са случайни величини с краен втори момент, то е в сила неравенството: E|((| ( [image: image598.wmf]xh

EE

22

. 

.

Доказателство: имаме 
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За всяка случайна величина ( е изпълнено неравенството |E(| ( E|(|.

Действително, E( ( E|(| и -E( = E-( ( E|(|.

Нека ( и ( са случайни величини. Тогава

|cov ((, ()| = |E (( - E().(( - E()| ( E|( - E(|.|( - E(| ( (
[image: image602.wmf](
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 = 
[image: image603.wmf]x h
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 = ( (().( ((). Оттук директно получаваме, че |r ((, ()| ( 1.

Ясно е, че ако ( ( (, то cov ((, () = r ((, () = 0. Обратното не е вярно, както се вижда от следния пример.

Нека съвместното разпределение на ( и ( е определено по следния начин:

P (( = -1, ( = 1) = [image: image604.wmf]1

4

, P (( = 0, ( = -1) = [image: image605.wmf]1

2

, P (( = 1, ( = 1) = [image: image606.wmf]1
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.

Очевидно, ( и ( са зависими – например 


[image: image607.wmf]1
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 = P (( = -1).P (( = 1) ( P (( = -1, ( = 1) = 
[image: image608.wmf]1

4

.

Имаме E( = (-1). [image: image609.wmf]1

4

 + 0.
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 + 1.
[image: image611.wmf]1
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 = 0, E( = 1.
[image: image612.wmf]1
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 - 1.
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 + 1.
[image: image614.wmf]1
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 = 0.

Също, cov ((, () = Е(( - E(.E( = (-1).
[image: image615.wmf]1
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 + 0.
[image: image616.wmf]1
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 + 1.
[image: image617.wmf]1
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 - 0.0 = 0 = r ((, ().

Така ( и ( са зависими случайни величини с нулева корелация и ковариация.

Твърдение: Нека ( и ( са случайни величини. Ако |r ((, ()| = 1, то съществуват a, b ( R, така че ( = a.( + b почти сигурно в (, т.е. върху събитие с вероятност 1. При това знакът на a съвпада със знака на корелацията.

Доказателство: нека r ((, () = 1, т.е. [image: image618.wmf]%
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 = 1.

Имаме E (
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2 = 1 – 2 + 1 = 0. От неравенството на Чебишов, P (|
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 = 0, което показва, че 
[image: image627.wmf]%
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 =
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 с вероятност 1. Тогава ( = a.( + b, където a = [image: image629.wmf]s x

s h
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, b = E( - a.E(. 

В случая r ((, () = 1 разсъждаваме аналогично: E (
[image: image630.wmf]%
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)2 = 0 и a = -
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Ковариационна и корелационна матрица
Нека ( = ((1, (2, …, (n) е многомерна случайна величина. Математическо очакване на ( се определя като вектор E( = 
[image: image633.wmf]æö
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Изобщо, ако имаме матрица A = ((ij) от случайни величини под EA разбираме матрицата (E(ij). От линейността на математическото очакване, имаме че B.EA = E (B.A) и (EA).C = E (A.C), където A е произволна матрица от случайни величини, а B и C са произволни числови матрици (естествено, с подходящи размерности).

Матрицата V (() = E (( - E().(( - E()t = 

= 
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 наричаме ковариационна матрица на случайната величина (. Ясно е, че тя е симетрична.

Матрицата V (
[image: image636.wmf]%

x

) наричаме корелационна матрица на случайната величина (. Тук 
[image: image637.wmf]%
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 = (
[image: image638.wmf]°
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1

, 
[image: image639.wmf]±
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, …,[image: image640.wmf]±
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n

). Тя също е симетрична, нейните диагонални елементи са 1, а извън диагонала стоят корелационните коефициенти.

Твърдение: Ковариационната матрица V (() е неотрицателно определена.

Доказателство: нека y е n-мерен вектор-стълб от числа. 

Да означим x = ( - E(. Имаме yt.V (().y = yt.(E x.xt).y = E (yt.x.xt).y =

= E (yt.x.xt.y) = E (yt.x.(yt.x)t) = E (yt.x)2 ( 0.

Естествено, като следствие от твърдението, корелационната матрица 

V (
[image: image641.wmf]%

x

) също е неотрицателно определена.

Трансформации на случайни величини

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Теорема (за смяна на променливите): Нека A, B ( Rn са отворени множества. Нека U : A ( B е дифеоморфно изображение. Нека V = U-1.

Нека ( е многомерна случайна величина, която приема стойности в A и има плътност f( (x), x ( A. Тогава случайната величина ( = U (() има плътност и тя се задава с формулата f( (y) = f( (V (y)).|
[image: image642.wmf]Á

y
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Теоремата е директно следствие от теоремата за смяна на променливите в n-кратни интеграли от анализа.

Многомерно нормално разпределение
Казваме, че случайната величина ( = ((1, (2, …, (n) има стандартно нормално разпределение, ако (1, (2, …, (n са независими случайни величини със стандартно нормално разпределение. За плътността на ( получаваме f( (x1, x2, …, xn) = 
[image: image643.wmf](
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Означаваме ( ( Nn (0, I), където E( = 0, V (() = I (последните равенства са очевидни). За да получим общия вид на многомерно нормално разпределение разглеждаме линейна смяна y = A.x + b, където A е неизродена квадратна матрица от ред n, b е n-мерен вектор-стълб.

Да означим A = (aij), b = (bi), A-1 = (aij().

По-подробно, обратната смяна е следната:

y1 = a11.x1 + a12.x2 + … + a1n.xn + b1
y2 = a21.x1 + a22.x2 + … + a2n.xn + b2
…

yn = an1.x1 + an2.x2 + … + ann.xn + bn
Правата смяна е следната:

x1 = a11(.(y1 – b1) + a12(.(y2 – b2) + … + a1n(.(yn – bn)

x2 = a21(.(y1 – b1) + a22(.(y2 – b2) + … + a2n(.(yn – bn)

…

xn = an1(.(y1 – b1) + an2(.(y2 – b2) + … + ann(.(yn – bn)

Очевидно, якобианът е |A-1|. Да означим ( = A.( + b.

Имаме 
[image: image644.wmf]å
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 = xt.x = (A-1.(y – b))t.(A-1.(y – b)) = (y – b)t.(A-1)t.A-1.(y – b) =

= (y – b)t.(A.At)-1.(y – b). Прилагаме теоремата и получаваме следната формула f( (y) = 
[image: image645.wmf](
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. Да означим C = A.At.

Очевидно, |C| = |A|2. Тогава f( (y) = 
[image: image646.wmf](
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Ще покажем, че Е( = b, V (() = C.

Имаме E( = E(A.( + b) = A.E( + b = A.0 + b = b.

Също, V (() = V (A.( + b) = E (A.().(A.()t = E (A.(.(t.At) = A.E ((.(t).At =

= A.V (().At = A.I.At = A.At = C.

Казваме, че ( има нормално разпределение и бележим ( ( Nn (b, C).
Конволюция на плътности
Ще изведем някои формули, чрез които по дадени плътности на независими случайни величини ( и ( се намира плътността на случайните величини ( + (, ( * (, 
[image: image647.wmf]x
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.

Теорема: Нека ( и ( са независими непрекъснати случайни величини. 

Toгава 
[image: image648.wmf]¥
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f(x)=f(x-y).f(y) dy

. Ако (, ( > 0, то при x > 0, 
[image: image649.wmf]¥

0

ò

+

xhxh

*

1x

f(x)=.f().f(y) dy

yy

, 
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f(x)=y.f(x*y).f(y) dy

.

Доказателство: разглеждаме двумерната случайна величина ((, ().

Тъй като ( и ( са независими, f(, ( (x, y) = f( (x).f( (y).

Разглеждаме следните трансформации:

U :  u = x + y
      v = y
U-1 :  x = u – v

        y = v

Якобианът на U-1 е 1. От теоремата за смяна на променливите получаваме, че fU ((, () (u, v) = f(+(, ( (u, v) = f( (u – v).f( (v).

Остава да възстановим маргиналната плътност: f(+( (u) = 
[image: image651.wmf]¥
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f(u-v).f(v) dv

.

Разглеждаме следните трансформации:

U : u = x*y
x, y > 0

     v = y
U-1 : x = 
[image: image652.wmf]u

v

  u, v > 0
        y = v
Якобианът на U-1 е 
[image: image653.wmf]1

v

. От теоремата за смяна на променливите получаваме, че fU ((, () (u, v) = f(* (, ( (u, v) = 
[image: image654.wmf]1
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[image: image655.wmf]u
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).f( (v) при u > 0, v > 0.

Остава да възстановим маргиналната плътност:

f(* ( (u) = 
[image: image656.wmf]¥
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 = 
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 при u > 0.

Разглеждаме следните трансформации:

U : u = 
[image: image658.wmf]x

y

    x, y > 0

      v = y

U-1 : x = u*v   u, v > 0

       y = v
Якобианът на U-1 е v. От теоремата за смяна на променливите получаваме, че fU ((, () (u, v) = 
[image: image659.wmf]x

h

h

, 

f(u, v)

 = v.f( (u*v).f( (v) при u > 0, v > 0.
Остава да възстановим маргиналната плътност:


[image: image660.wmf]x
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f(u, v) dv

 = 
[image: image662.wmf]¥
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 при u > 0.

Теорема (връзка между гама и бета разпределения): 

Нека (, ( са гама-разпределени независими случайни величини с параметри a, ( и b, ( съответно. Дефинираме ( = 
[image: image663.wmf]+

x

xh

, ( = (+(.

В сила са следните три свойства:

- ( е бета-разпределена с параметри a, b;

- ( е гама-разпределена с параметри a+b, (;

- ( и ( са независими.

Доказателство: разглеждаме двумерната случайна величина ((, ().

Тъй като ( и ( са независими, то 

f(, ( (x, y) = f( (x).f( (y) = 
[image: image664.wmf].
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[image: image665.wmf].
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 при x > 0, y > 0.

Разглеждаме следните трансформации:

U : u = 
[image: image666.wmf]x

x+y

  x, y > 0

     v = x+y
U-1 : x = u*v      0 < u < 1, v > 0

       y = v*(1-u)

Якобианът на U-1 е v*(1-u) – u*(-v) = v. От теоремата за смяна на променливите получаваме, че f U((, () (u, v) = f(, ( (u, v) =

= v.
[image: image667.wmf].
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[image: image668.wmf].
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[image: image669.wmf].
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[image: image670.wmf].
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 при 0 < u < 1, v > 0.

Остава да възстановим маргиналните плътности.

Имаме f( (u) = 
[image: image671.wmf]0
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+¥

l

l

ò

Г

ГГГ

a+b

a-1b-1a+b-1-v

 (

а+b)

.u(1 -u).v dv

 (

а).  (а) (a+b)

e

 =

= 
[image: image672.wmf].
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 при 0 < u < 1, което показва че ( е бета-разпределена с параметри a, b.

Имаме f( (v) = 
[image: image673.wmf]1
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[image: image674.wmf].
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 при v > 0, което показва, че ( е гама-разпределена с параметри a+b, (.

Очевидно е, че ( и ( са независими.

Видове сходимости на редици от случайни величини

Сходимост на разпределения на случайни величини
Нека F1, F2, …, Fn, …са функции на разпределение.

Нека f1, f2, …, fn, …са съответните им характеристични функции.

Казваме, че редицата { Fn}  е сходяща към функцията на 

разпределение F, ако Fn (x) ( F (x) при n ( ( във всички точки на 

непрекъснатост на F.

Казваме, че редицата { Fn } клони слабо към функцията на разпределение F, ако за всяка ограничена и непрекъсната функция g (x) имаме, че 
[image: image675.wmf]¥
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[image: image676.wmf]¥
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Казваме, че редицата { Fn } клони към функцията на разпределение F по характеристични функции, ако за всяко t ( R, fn (t) ( f (t) при t ( (, където f (t) е характеристичната функция на F.

Теорема: Следните три условия са еквивалентни:

1. редицата { Fn } е сходяща към функцията на разпределение F;

2. редицата { Fn } клони слабо към функцията на разпределение F;

3. редицата { Fn } клони към функцията на разпределение F по характеристични функции.

Доказателство: еквивалентността ще покажем по следния начин

1 ( 2 ( 3 ( 1.

1 ( 2
Нека { Fn} е сходяща към функцията на разпределение F.

Нека g (x) е непрекъсната функция и |g (x)|< C, C > 0.

Фиксираме ( > 0.

Тъй като F (L) – F (-L) ( 1 при L ( (, то съществува L > 0, такова че

F (L) – F (-L) > 1 – 
[image: image677.wmf]e

C

. Можем да изберем L, така че L и -L да са точки на непрекъснатост на F, тъй като точките на скок на F са изброимо много.

Имаме 
[image: image678.wmf]¥
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 = C.(1 – F (L) + F (-L)) < C.(1 – 1 + 
[image: image682.wmf]e
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Тъй като Fn (L) – Fn (-L) ( F (L) – F (-L) > 1 – 
[image: image683.wmf]e

C

 при n ( (, то при достатъчно големи n имаме Fn (L) – Fn (-L) > 1 – 
[image: image684.wmf]e
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. Така, при достатъчно големи n за Fn е изпълнено аналогично неравенство 
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 < (. Тъй като g е равномерно непрекъсната в

[-L, L], то съществува ( > 0, така че при |x – y| < ( имаме 

|g (x) – g (y)| < ( за всеки x, y ( [-L, L]. Избираме точки 

L = x0 < x1 < … < xk = L, така че |xi – xi-1| < ( за i = 1, 2, …, k.

Отново можем да предполагаме, че всички xi са точки на 

непрекъснатост на F. Имаме, че за всяко i = 1, 2, …, k
|g (x) – g (xi)| < ( при xi-1 ( x ( xi. При това положение,
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Така 
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Естествено, при всяко n за Fn е изпълнено аналогично неравенство:
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 < (. Очевидно е, че

при n ( ( имаме 
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Тогава за достатъчно големи n, 
[image: image693.wmf]-
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От първите две неравенства получаваме, че за достатъчно големи n,


[image: image694.wmf]¥¥
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 < 5.(, което доказва слабата сходимост.
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За всяко t ( R имаме, че f n (t) = 
[image: image695.wmf]+¥
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 = f (t) 

при n ( (. Тук използваме, че 
[image: image697.wmf].t.x

i
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 е непрекъсната и ограничена по x при фиксирано t.

3 ( 1
Тази импликация е нетривиална. Тя следва от формулата за обръщане на характеристични функции и няма да я доказваме.

Сходимости на случайни величини
Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека (1, (2, …, (n, … е редица от случайни величини.

Казваме, че редицата (n е сходяща към случайната величина ( по разпределение, ако редицата от функции на разпределение { 
[image: image698.wmf]x

n

F

} е сходяща към функцията на разпределение F(. Бележим 
[image: image699.wmf]d

®

n
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.

Казваме, че редицата (n е сходяща към случайната величина ( по вероятност, ако за всяко ( > 0 имаме, че P (|(n - (| > () ( 0 при n ( (.

Oзначаваме 
[image: image700.wmf]p

®
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.

Нека r > 0. Казваме, че редицата (n е сходяща към случайната 

величина ( в средно r, ако E|(n - (|r ( 0 при n ( (. Записваме 
[image: image701.wmf]r

®

n

x x

.

Естествено, предполагаме, че (n, n = 1, 2, … и ( притежават 

моменти от ред r.

Казваме, че редицата (n е сходяща към случайната величина ( почти сигурно, ако P ({ w | (n (w) ( ( (w) }) = 1. Бележим 
[image: image702.wmf]п.с.
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Дефиницията за последната сходимост е коректна, т.е.

{ w | (n (w) ( ( (w) } е събитие. Действително, лесно се вижда, че

{ w | (n (w) ( ( (w) } = 
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Досега разгледаната поточкова сходимост на случайни величини е частен случай на сходимост почти сигурно.

Теорема: 
[image: image705.wmf]п.с.
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 ( за всяко ( > 0, 
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Доказателство: за всеки n, r ( N означаваме 

An (r) = { w | |(n (w) - ( (w)| > 
[image: image707.wmf]1

r

}. Очевидно е, че An (r) е събитие.

Означаваме Bn (r) = 
[image: image708.wmf]¥
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Ясно е, че B1 (r) ( B2 (r) ( … ( Bn (r) ( …. Нека M (r) = [image: image709.wmf]¥
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за всяко r ( N ( (от непрекъснатостта на P) за всяко r ( N, P (Bn (r)) ( 0 при n ( (, т.е. за всяко r ( N, 
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за всяко ( > 0, 
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Теорема: Ако [image: image717.wmf]п.с.
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, то 
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Доказателство: нека ( > 0. Тогава P (|(n - (| > () ( 
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Теорема: Ако 
[image: image721.wmf]r
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Доказателство: Нека 
[image: image723.wmf]r
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. Нека ( > 0. От неравенството на Чебишов получаваме P (|(n - (| > () ( 
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Теорема: Ако 
[image: image726.wmf]p
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Доказателство: да означим Fn (x) = 
[image: image728.wmf]x

n

F

(x), F (x) = F( (x). Фиксираме ( > 0. Имаме, че P (|(n - (| > () ( 0 при n ( (. Нека x ( R е точка на непрекъснатост на F. Ще покажем, че Fn (x) ( F (x).

Ясно е, че { (n < x } ( { (n - ( < - ( } ( { ( < x + ( }. Действително, ако

(n (w) < x и (n (w) - ( (w) ( - (, то ( (w) - (n (w) + (n (w) < x + (, 

т.е. ( (w) < x + (. Тогава Fn (x) ( P ({ (n - ( < - ( } ( { ( < x + ( }) (
( P ((n - ( < - () + F (x + ().

Също е ясно, че { (n ( x } ( { (n - ( > (} ( { ( ( x - ( }. Действително, ако

(n (w) ( x и (n (w) - ( (w) ( (, то x + (n (w) - ( (w) ( (n (w) + (, т.е. ( (w) ( x - (.

Тогава P ({ (n ( x }) = 1 – Fn (x) ( P ({ (n - ( > (} ( { ( ( x - ( }) (
( P ((n - ( > () + P (( ( x - () = P ((n - ( > () + 1 – F (x - (). 
Така Fn (x) ( F (x - () – P ((n - ( > (). 
Получихме, че за всяко ( > 0 и всяко n ( N са в сила неравенствата 

F (x - () – P ((n - ( > () ( Fn (x) ( P ((n - ( < - () + F (x + ().

Да фиксираме ( > 0. Тъй като F е непрекъсната в x, то съществува ( > 0, такова че за всяко x(, |x - x(| ( ( ( |F (x) – F (x()| < (.

При това положение, F (x + () – F (x) < (, F (x) – F (x - () < (.

Съществува N ( N, така че при n > N имаме P (|(n - (| > () < (.

От неравенствата по-горе получаваме, че за всяко n > N
F (x) - ( - ( < Fn (x) < ( + ( + F (x), т.е. |Fn (x) – F (x)| < 2.(.

Така Fn (x) ( F (x) при n ( ( за всяко x ( R, което е точка на непрекъснатост на F, т.е. [image: image729.wmf]d
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Контрапримери
По-горе показахме, че между различните сходимости съществуват следните връзки: 
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Ще покажем, че в общия случай други подобни връзки не съществуват.

Сходимост по разпределение не влече сходимост по вероятност.

Нека ( е проста случайна величина, която приема стойности -1 и 1 с еднаква вероятност [image: image735.wmf]1

2

. Разглеждаме редицата 

(, -(, (, -(, …, т.е. (n = (-1)n.(. Очевидно е, че ( и -( имат еднаква 
функция на разпределение F (x): 
F (x) = 0, ако x < -1;

F (x) = 
[image: image736.wmf]1
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, ако – 1 ( x < 1;

F (x) = 1, ако x > 1.

При това положение, [image: image737.wmf]d
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. Нека фиксираме ( = 1.

При нечетни n имаме, че за всяко w ( (, |(n (w) - ( (w)| = 2 (
P ((n - ( > () = 1. При четни n имаме, че за всяко w ( (, |(n (w) - ( (w)| = 0 ( P ((n - ( > () = 0. Така редицата P ((n - ( > () има следното поведение:

1, 0, 1, 0, … и очевидно не клони към 0 при n ( (. Така 
[image: image738.wmf]p
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Така [image: image739.wmf]d
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. Вярно е, обаче, следното

Твърдение: Нека [image: image742.wmf]d
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. Тогава 
[image: image743.wmf]p
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Доказателство: имаме, че F (x) = 0 при x < C и F (x) = 1 при x ( C.

По условие, че Fn (x) ( F (x) при n ( ( за всяко x ( C.

Фиксираме ( > 0. Първо ще покажем, че P ((n = C + () ( 0 при n ( (.

Действително, P ((n = C + () ( Fn (C + 2.() – Fn (C + () ( 

( F (C + 2.() – F (C + () = 0 при n ( (.

Имаме P (|(n - C|> () = P ((n – C > () + P ((n – C < - () =

= 1 – P ((n ( C + () + P ((n < C - () = 1 – P ((n = C + () – Fn (C + () + Fn (C - () (
( 1 – 0 – F (C + () + F (C - () = 0 при n ( (. Така 
[image: image744.wmf]p
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Сходимост по вероятност не влече сходимост почти сигурно.

Разглеждаме бореловото пространство [0, 1] с вероятност мярка на Лебег.

За всеки n, i = 1, 2, …, n ( N дефинираме случайна величина

(n, i (w) = 1, w ( [[image: image745.wmf]i-1i
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nn

];

(n, i (w) = 0, w ( [[image: image746.wmf]i-1i

, 
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].

Разглеждаме следната редица от случайни величини:

(1,1, (2,1, (2,2, …, (n,1, (n,2, …, (n,n, ….

Нека 0 < ( < 1. За всяко n ( N, имаме P ((n, i > () = P ((n, i = 1) = [image: image747.wmf]1

n

, 

i = 1, 2, …, n. С други думи, редицата P ((n, i > () има следния вид:

1, 
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, 
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, 
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, … и тя клони към 0.

Нека ( ( 1. Имаме P ((n, i > () = 0 за всеки n ( N, 1 ( i ( n. С други думи редицата P ((n, i > () има вида 0, 0, … и тя клони към 0.

Така въпросната редица е сходяща по вероятност към случайната величина 0. От друга страна, нека w ( [0, 1]. Очевидно е, че за всяко 

n ( N съществува i, 1 ( i ( n, такова че (n, i (w) = 1. Също, за всяко n > 1 съществува i, 1 ( i ( n, такова че (n, i (w) = 0. 

Това означава, че 1 и 0 са точки на сгъстяване на редицата 
(1,1 (w), (2,1 (w), (2,2 (w), …, (n,1 (w), (n,2 (w), …, (n,n (w), ….

Получихме, че за всяко w ( [0, 1] редицата (n, i (w) не е сходяща.

С други думи, редицата от случайни величини не е сходяща почти сигурно. Така показахме, че 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image755.wmf]п.с.

®

n

x  x

. Вярно е, обаче, следното

Твърдение: Нека 
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Доказателство: тъй като 
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. При това, без ограничение можем да смятаме, че n1 < n2 < …< nk < …. 

Да означим Ri = 
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Ясно е, че R1 ( R2 ( … ( Ri ( …. От непрекъснатостта на вероятността получаваме, че P (Ri) ( P (Q) при i ( (. От друга страна, тъй като вероятността е (-полуадитивна, то P (Ri) ( 
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Нека w ( [0, 1]\Q. Тъй като w ( Q, то съществува i0 ( N, така че w ( 
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Тогава за всяко k ( i0 имаме, че |
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Така 
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В горния пример една подредица, която клони почти сигурно към случайната величина 0 е (1,1, (2,2, …, (n,n, ….

Сходимост по вероятност не влече сходимост в средно r.

Разглеждаме горната редица (1,1, (2,2, …, (n,n, …, но модифицирана по следния начин: (n,n (w) = [image: image772.wmf]1
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, ако w ( [
[image: image773.wmf]n-1
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]; (n,n (w) = 0, иначе.

Ясно е, че тази редица отново е сходяща по вероятност към случайната величина 0. Имаме E|(n,n - (|r = (
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{ (n, n} не е сходяща в средно r към 0. Получихме, че 
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Сходимост почти сигурно не влече сходимост в средно r.

Редицата (1,1, (2,2, …, (n,n, …, която дефинирахме в предния контрапример има такова поведение. Така 
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Вярно е следното

Твърдение: Нека 
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 и |(n| ( C почти сигурно. Тогава 
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Доказателство: да отбележим, че |(| ( C почти сигурно и също така съществуват моментите от ред r на (n, (. Фиксираме ( > 0. Имаме 

E|(n - (|r = Е |(n - (|r.
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При това положение, E|(n - (|r < ( + (r при n > N. Така 
[image: image788.wmf]r
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Сходимост в средно r не влече сходимост почти сигурно.

Редицата (1,1, (2,1, (2,2, …, (n,1, (n,2, …, (n,n, …от по-горе е сходяща в средно r към случайната величина 0, тъй като E(n,ir = 
[image: image789.wmf]1
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. Тя, обаче, не е сходяща почти сигурно. Така [image: image790.wmf]r
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Закони за големите числа

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека е дадена редица от случайни величини (1, (2, …, (n, ….

Означаваме Sn = (1 + (2 + … + (n. Разглеждаме нова редица от случайни величини (1, (2, …, (n, ..., където (n = 
[image: image793.wmf]1
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Казваме, че за редицата { (n} е в сила слаб закон за големите числа, 

ако 
[image: image794.wmf]p
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. Казваме, че редицата { (n} удоволетворява силен закон за големите числа, ако 
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. Естествено от силния закон следва слабия, тъй като сходимост почти сигурно влече сходимост по вероятност.

Нека (n са еднакво разпределени случайни величини.

Да означим a = E(1. Тогава сходимостта в слабия закон за големите числа може да се запише по следния начин: 
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 (и съответно сходимост почти сигурно за силния закон). С други думи, законите за големите числа означават статистическа устойчивост на средното аритметично.

Пример: да разгледаме редицата от схемата на Бернули 

(1, (2, …, (n, …, където (n са независими и еднакво разпределени – приемат стойност 1 с вероятност p и стойност 0 с вероятност q = 1 - p. Ще покажем, че за тази редица е в сила слаб закон за големите числа. Имаме a = E(n = p. Ще покажем, че 
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Ясно е, че (n = 
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Този факт е известен като теорема на Бернули. 

По-нататък ще видим, че всъщност въпросната редица удоволетворява силен закон за големите числа.

Слаб закон за големите числа

Теорема (Марков): Нека (1, (2, …, (n, …е редица от случайни величини с крайни дисперсии. Нека 
[image: image801.wmf]®
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 при n ( (. Тогава за тази редица е в сила слаб закон за големите числа.

Доказателство: фиксираме ( > 0. Oт неравенството на Чебишов имаме, че P (|
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Така 
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. Теоремата е доказана.

Теорема (Хинчин): Нека (1, (2, …, (n, …е редица от независими еднакво разпределени случайни величини с крайно математическо 

очакване a = E(1. Тогава за тази редица е в сила слаб закон за големите числа.

Доказателство: тъй като случайните величини в редицата са еднакво разпределени, то те имат една и съща характеристична функция

f (t) = 
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)n за всяко t ( R. 
Развиваме характеристичната функция f (t) в ред на Тейлър:
f (t) = 1 + i.t.a + o (t) за всяко t ( R. Тогава 
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Очевидно е, че ei .t.a e характеристичната функция на константата a.

Тъй като сходимостта на разпределения е еквивалентна на сходимостта на характеристичните им функции, то 
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. Но в случая граничната случайна величина е константа, така че 
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, т.е. за редицата { (n} е в сила слаб закон за големите числа.

Лема на Борел-Кантели и неравенство на Колмогоров

Лема: Нека { un} е редица от числа, 0 ( un < 1. Тогава сходимостта на реда [image: image817.wmf]¥
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безкрайното произведение 
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Лема (Борел-Кантели): Нека { An} е редица от събития.

Ако редът 
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Ако събитията { An} са независими в съвкупност и P (
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Доказателство: нека 
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Нека { An} са независими и P (
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Използваме, че P е непрекъсната. Освен това, 


[image: image844.wmf]¥

I

n

n=k

 (A)

P

 = 1 - P (
[image: image845.wmf]¥

U

n

n=k

A

) ( 0. Така безкрайното произведение 
[image: image846.wmf]¥

Õ

n

n=k

(1- (A))

P

 е сходящо ( (лемата) редът 
[image: image847.wmf]¥

å

n

n=k

 (A)

P

 е сходящ ( редът 
[image: image848.wmf]¥

å

P

n

n=1

 (A)

 е сходящ.

От доказателството на втората част от лемата лесно се вижда, че ако редът 
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Теорема (неравенство на Колмогоров): Нека (1, (2, …, (n са независими случайни величини с крайна дисперсия. Нека Sk = 
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Доказателство: нека (k = (k - E(k, k = 1, 2, …, n. Естествено, (1, (2, …, (n са независими, E(k = 0 и D(k = D(k, k = 1, 2, …, n. 

Нека Tk = (1 + (2 + … + (k, k = 1, 2, …, n. Ясно е, че DTn = ETn2.

Тогава неравенството, което трябва да покажем приема вида 
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Фиксираме ( > 0. Дефинираме събития H0, H1, …, Hn по следния начин:

H0 = 
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{ H0, H1, …, Hn} образуват пълна група. Имаме
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. Използвали сме, че случайните величини 
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Условие на Линдеберг. Теорема на Ляпунов.
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Казваме, че редицата { (n} удоволетворява условие за пренебрежимост, ако Mn ( 0 при n ( (. Ако { (n} са еднакво разпределени, то очевидно

Mn = 
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Нека ( > 0. Дефинираме
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Казваме, че редицата { (n} удоволетворява условие на Линдеберг, ако

за всяко ( > 0, Ln (() ( 0 при n ( (.

Твърдение: Условието на Линдеберг влече условието за пренебрежимост.

Доказателство: нека ( > 0. Имаме 
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Тъй като Ln (() ( 0 при n ( (, то Mn ( 0 при n ( (, т.е. в сила е условието за пренебрежимост.

Лема: За всяко t ( R и за всяко n ( 1 е изпълнено 
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Доказателство: първо ще покажем лемата за  t > 0. 

Провеждаме индукция по n.

База: при n = 1 имаме 
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Предположение: нека лемата е изпълнена за n ( 1.

Стъпка: 
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При t = 0 лемата е очевидна. Нека t < 0. Тогава
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Лема: За всяко z ( C, |z|( 
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Лема: За всяко t ( R е в сила 
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Теорема (Линдеберг): Нека { (n} е редица от независими случайни величини с крайни дисперсии, за която е изпълнено условието на Линдеберг. Тогава за тази редица е в сила централна гранична теорема.

Доказателство: нека Tn = 
[image: image994.wmf]-

nn

n

SES

DS

. Ще покажем, че 
[image: image995.wmf](t)

n

T

f

( 
[image: image996.wmf]-

2

t

 

2

e

 

при n ( ( за всяко t ( R, което означава, че 
[image: image997.wmf]®Î

d

 (0, 1)

n

T

   x   

Ν

, тъй като сходимост по характеристични функции е еквивалентна на сходимост по разпределение и  f( (t) = 
[image: image998.wmf]-

2

t

 

2

e

. От по-горе имаме, че Tn = 
[image: image999.wmf]å

n

n,k

k=1

h

 

и (n,k са независими ( 
[image: image1000.wmf]å

Õ

n

k=1

n

 t.

k=1

(t)=   =(t)

n,k

nn,k

T

E

h

h

i .

fef

 ( 
[image: image1001.wmf]å

n

k=1

ln(t)= ln(t)

nn,k

T

h

ff

.

По-долу ще видим, че за достатъчно големи n имаме
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За всяко n ( N дефинираме Hn (t) = 
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Използвали сме, че E(n,k = 0 и първата лема.

Тогава Hn (t) = 
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при n ( ( за всяко t ( R. Оттук се вижда, че логаритмите са добре определени. Освен това получаваме следното неравенство:
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Дефинираме Rn (t) = 
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Така за всяко ( > 0 имаме, че |In (t)| ( 
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 и тъй като е в сила условието на Линдеберг, т.е. Ln (() ( 0 при n ( ( ( In (t) ( 0 при n ( ( за всяко t ( R. Теоремата е доказана.

Лема: За всяко x ( R е изпълнено неравенството 1 - cos x ( 
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Теорема (Фелър): Нека { (n} е редица от независими случайни величини с крайни дисперсии, за която е изпълнено условието за пренебрежимост.

Нека, освен това, за редицата е в сила централна гранична теорема.

Тогава за { (n} е в сила условието на Линдеберг.

Доказателство: ще използваме означенията от доказателството на теоремата на Линдеберг. От условието за пренебрежимост имаме, че сходимостта In (t) = 
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, което е изпълнено за всяко t ( R и всяко ( > 0. Тъй като t може да приема произволни стойности и Re (In (t)) ( 0 при n ( (, получаваме Ln (() ( 0 при n ( (, което означава условие на Линдеберг за редицата { (n }.

Теорема (Ляпунов): Нека { (n} е редица от независими случайни величини, които притежават крайни моменти от ред 2+( за някое ( > 0.

В означенията от по-горе нека е изпълнено следното условие 

(условие на Ляпунов): 
[image: image1046.wmf].
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Тогава за { (n} е в сила централна гранична теорема.

Доказателство: ще покажем, че { (n} удоволетворява условието на Линдеберг. Ясно е, че условието на Ляпунов може да се запише по следния  начин: 
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Фиксираме ( > 0. Имаме Ln (() = 
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[image: image1049.wmf].
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Всъщност, ясно е, че разсъжденията са валидни и при ( = 0, но ние цитираме теоремата на Ляпунов във варианта, който той е доказал.

Процеси с независими нараствания

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека за всяко ( ( 0 е определена случайна величина ((.

Фамилията { ((|( ( 0 } наричаме случаен процес. Наименованието идва от това, че обикновено параметърът ( играе ролята на време.

Ако ( приема дискретни стойности (например естествените числа), то процесът представлява редица от случайни величини. Ние ще разглеждаме процеси, при които времето е непрекъснато, т.е. ( приема за стойности реалните числа.

Функцията F (x, () = P ((( < x) наричаме функция на разпределение на случайния процес. Функцията m (() = E(( наричаме математическо очакване на процеса. Функцията d (() = D(( наричаме дисперсия на процеса. Аналогично могат да се определят и останалите моменти на процеса като функции на (. Естествено, моментите на процеса може да не са определени навсякъде.

В разглежданията по-нататък ще предполагаме следните условия:

(0 = 0, F (x, () е непрекъсната в нулата, т.е. 
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За всеки (1, (2, 0 ( (1 ( (2 определяме случайни величини
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, които наричаме нараствания на процеса.

Казваме, че един процес е процес с независими нараствания, ако за всеки (1, (2, …, (n, 0 ( (1 ( (2 ( … ( (n, случайните величини 
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са независими в съвкупност.

В частност, при нашите предположения, получаваме, че за всеки (1, (2,

0 ( (1 ( (2, 
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т.е. нарастването в даден момент не зависи от състоянието на процеса в този момент. За нашите цели това определение е достатъчно.

Казваме, че един процес с независими нараствания е еднороден, ако разпределението на случайната величина 
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 е функция само на (2 - (1, т.е. нарастването не зависи от конкретния момент.

За еднороден процес с независими нараствания случайните величини
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, (1 ( (2, имат еднакво разпределение. Действително, за всяко

( ( 0 имаме P (
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 < x). Освен това са в сила равенствата 

m ((1+(2) = E
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Нека { ((|( ( 0} е процес. Дефинираме характеристична функция на процеса по следния начин: f (t, () = 
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При предположенията за процесите, които направихме по-горе имаме:

f (t, 0) = 1 за всяко t ( R, тъй като 1 е характеристичната функция на константата 0, f (t, () е непрекъсната в 0 по ( при фиксирано t, тъй като сходимост на характеристични функции е еквивалентна на сходимост на съответните им разпределения.

Ще покажем, че за еднородни процеси с независими нараствания характеристичната функция изглежда по специален начин. За целта ни трябва следното

Твърдение: Нека Ф е комплекснозначна функция на реален аргумент.

Нека Ф (0) = 1, Ф е непрекъсната в нулата и Ф (x1+x2) = Ф (x1).Ф (x2) за всеки x1, x2 ( R. Тогава Ф (1) ( 0 и Ф (x) = Ф (1)x за всяко x ( R.

Доказателство: да допуснем, че Ф (1) = 0. За всяко n ( N е изпълнено

0 = Ф (1) = 
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 за всяко n ( N, което противоречи на непрекъснатостта в нулата, тъй като Ф (0) = 1. 

Така Ф (1) ( 0. Нека n ( N. Тогава Ф (n) = Ф (
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Също 1 = Ф (0) = Ф (1-1) = Ф (1).Ф (-1) ( Ф (-1) = Ф (1)-1. Нека n ( Z,

n < 0. Тогава Ф (n) = Ф (
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Получихме, че за всяко n ( Z имаме, че Ф (n) = Ф (1)n. За всяко n ( N имаме Ф (1) = 
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. Както по-горе се показва, че за всяко m ( Z, n ( N имаме 
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x ( Q е изпълнено Ф (x) = Ф (1)x. Ще покажем, че Ф e непрекъсната за всяко x ( R. Действително, нека xn ( x. Тогава Ф (xn) = Ф (xn-x+x) =

= Ф (xn-x).Ф (x) ( Ф (0).Ф (x) = Ф (x), тъй като Ф е непрекъсната в нулата.

Сега нека x ( R. Тогава съществува xn ( x, xn ( Q. За всяко n ( N имаме

Ф (xn) = 
[image: image1086.wmf]n
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. В това равенство извършваме граничен преход при n ( ( и използваме, че показателната функция и функцията Ф са непрекъснати. Така Ф (x) = Ф (1)x за всяко x ( R.

Следствие: Нека Ф е комплекснозначна функция на реален аргумент.

Нека Ф (0) = 0, Ф е непрекъсната в нулата и Ф (x1+x2) = Ф (x1)+Ф (x2) за всеки x1, x2 ( R. Тогава Ф (x) = Ф (1).x за всяко x ( R.

Доказателство: дефинираме ( (x) = 
[image: image1087.wmf]Ф (x)
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. Тогава ( (0) = 
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( е непрекъсната в нулата, тъй като е композиция на функции, непрекъснати в нулата и ( (x1+x2) = 
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= ( (x1). ( (x2) за всеки x1, x2 ( R. От твърдението получаваме, ( (1) ( 0 и

( (x) = ( (1)x за всяко x ( R ( 
[image: image1090.wmf]Ф (x)
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Ф (x) = Ф (1).x + 2.k.(.i, k ( Z, но Ф (0) = 0, така че k = 0 ( Ф (x) = Ф (1).x за всяко x ( R.

Теорема: Нека f (t, () е характеристична функция на еднороден процес с независими нараствания. Тогава за всеки t ( R, ( ( 0 е в сила следното представяне: 
[image: image1092.wmf](

)

.

D

Dt ® 

t

Dt

t=

 t.

0

1

.lim -1

 (t, )

i .

e

fe

E

x

t

.

Доказателство: фиксираме t. Вече отбелязахме, че f (t, 0) = 1, f (t, () е непрекъсната в нулата. Освен това f (t, (2) 
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 f (t, (1).f (t, (2 - (1) за всеки 
(1 ( (2, т.е. f (t, (1+(2) = f ((1).f ((2) за всеки (1, (2.

Използвали сме, че процесът е еднороден и с независими нараствания.

От твърдението получаваме, че f (t, 1) ( 0 и за всяко ( ( 0, f (t, () = f (t, 1)( ( f (t, () = 
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Разглеждаме диференчното частно 
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От друга страна, [image: image1098.wmf]Dt .
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Поасонов процес

Поасоновият процес е еднороден процес с независими нараствания, за който случайните величини (( са целочислени. 

С този процес обикновено се описват настъпванията на някакво събитие във времето. Случайните величини (( се интепретират като броят настъпили събития за период от време (.

Означаваме Pk (() = P ((( = k), k = 0, 1, ..., ( ( 0. Тъй като 

Pk (() = F (k+1, () – F (k, (), то е ясно, че за всяко k ( N, Pk (() ( Pk (0) при 
( ( 0, т.е. P0 (() ( 1 при ( ( 0 и за k > 0, Pk (() ( 0 при ( ( 0.
Теорема: Нека допълнително е в сила условието: 
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 за всеки 

k ( N, ( ( 0, т.е. за всяко ( ( 0 случайната величина (( има разпределение на Поасон с параметър (.(.
Доказателство: имаме P0 (0) = P ((0 = 0) = 1, P0 (() е непрекъсната в нулата и освен това P0 ((2) = P (
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 = 0) = P0 ((1).P0 ((2 - (1) за всеки (1, (2, т.е. P0 ((1+(2) = P0 ((1) + P0 ((2) за всеки (1, (2.

Използвали сме, че процесът е еднороден с независими нараствания и освен това, че случайните величини (( са целочислени. От твърдението по-горе получаваме, че P0 (1) ( 0 и P0 (() = P0 (1)( за всяко (.

Нека P0 (1) = 
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От друга страна 
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( 0 при ( ( 0. Прилагаме теоремата за представянето на характеристичната функция на процеса: 
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И така 
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, но това е характеристичната функция на поасоново разпределение с параметър (.(.

Винеров процес

Ще разгледаме още един пример за еднороден процес с независими нараствания, който ще наричаме винеров процес. Тук случайните величини (( могат да приемат произволни стойности. По дефиниция изискваме съществуване на трети момент на процеса, който е пренебрежим, т.е. E
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= 0, то в частност третият момент е непрекъснат в нулата. От неравенството на моментите получаваме, че процесът има очакване и дисперсия, които също са непрекъснати в нулата.

Теорема: При тези ограничения за всяко ( ( 0 случайната величини (( е нормално разпределена с параметри m.(, (2.(, където m и ( > 0 са подходящо избрани константи.

Доказателство: вече отбелязахме, че m ((), d (() са определени за всяко ( и са непрекъснати в нулата. Освен това, m (0) = E(0 = 0, d (0) = E(0 = 0 и са в сила равенствата m ((1+(2) = m ((1) + m ((2), d ((1+(2) = d ((1) + d ((2)
за всеки (1, (2. От следствието по-горе получаваме, че m (() = m (1).(,

d (() = d (1).( за всяко ( ( 0. Полагаме m = m (1), ( = 
[image: image1123.wmf]d (1)

. Прилагаме теоремата за представянето на характеристичната функция на процеса:
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. Използвали сме една лема от предния въпрос (за експонентата) и условието за пренебрежимост на третия момент. Освен това, 
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Използвали сме, че m (() = m.(, d (() = (2.(. И така, 
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но това е характеристичната функция на нормално разпределение с параметри m.(, (2.(.

Гранична теорема

Ще докажем една теорема за еднородни процеси с независими нараствания, която е аналог на централната гранична теорема за еднакво разпределени независими събираеми. Да означим с Ф (x) стандартното нормално разпределение.

Теорема: Нека { (( |( ( 0 } е еднороден процес с независими нараствания. Нека дисперсията d (() е определена и непрекъсната в нулата. Да означим (( = 
[image: image1130.wmf]t

t

-m ()

d ()

t

x

. Тогава 
[image: image1131.wmf]t

(x, )

F

t

h

 ( Ф (x) при ( ( 0. 

С други думи, при ( ( 0 случайната величинa (( клони по разпределение към стандартно нормално разпределена случайна величина.

Доказателство: тъй като дисперсията и очакването са непрекъснати в нулата, както в предната теорема съществуват константи m, ( > 0, такива че m (() = m.(, d (() = (2.(. 
Имаме f( (t, () = 
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Използвали сме представянето на характеристичната функция от теоремата по-горе. Развиваме функцията ln f( (t, 1) в ред на Тейлър около нулата. Това можем да го направим, тъй като f( (0, 1) = 1 и (1 има краен втори момент. Имаме (ln f( (t, 1))( = 
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. При t = 0, (ln f( (0, 1))( = i.m,

(ln f( (0, 1))(( = - (2. Получаваме ln f( (t, 1) = ln f( (0, 1) + t.(ln f( (0, 1))( +

+ 
[image: image1135.wmf]2

t

2

.(ln f( (0, 1))(( + o (t2) = i.m.t - 
[image: image1136.wmf].

s

22

t

2

 + o (t2). Замества в горното равенство: f( (t, () = 
[image: image1137.wmf]æö

t.s

- t 

ç÷

-t

ç÷

s

st

stst

èø

st

=

222

22

22

2

.t.m.ttt

tt

 + .i.m. - + ()

  + .()

.

2...

2

.

i

ο

ο

ee

 ( 
[image: image1138.wmf]-

2

t

 

2

e

 при ( ( (.

Марковски вериги

Нека ((, (, P) е вероятностно пространство.

Нека е зададен процесът { ((|( ( 0 }. Казваме, че процесът е Марковски процес, ако бъдещето и миналото са независими при фиксирано настояще. С други думи, състоянието на процеса в следващ момент се определя само от текущия момент (независимо от минали моменти).

Ако условно означим миналото, настоящето и бъдещето с A, B, C марковското свойство е следното: P (AC|B) = P (A|B).P (C|B).

Всички процеси с независими нараствания са марковски – при тях бъдещото нарастване не зависи от миналите нараствания.

Да отбележим, че марковското свойство може да бъде записано още по следния начин: P (ABC|B) = P (AB|B).P (BC|B).

Марковски вериги

Оттук нататък ще разглеждаме процеси { ((|( ( 0} с дискретно време 
(( = 0, 1, 2 …) и краен брой състояния 1, 2, …, k 

((( приемат стойности 1, 2, …, k). Разпределението на случайната величина (( ще означаваме с вектора-ред 
(( = (P ((( = 1), P ((( = 2), …, P ((( = k)).
Казваме, че един такъв процес е марковска верига, ако той е марковски. Точното определение е следното: за всяко n ( 2,

i0, i1, …, in ( { 1, 2, …, k } и s, 1 ( s ( n-1 е изпълнено равенството

P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in|(s = is) = P ((0 = i0, (1 = i1, …, (s = is|(s = is).

.P ((s = is, (s+1 = is+1, …, (n = in|(s = is).

Естествено, може да изпускаме (s = is в условните вероятности.
За всяко n ( 0, определяме матрици Pi, j (n) = P ((n+1 = j|(n = i),

i, j ( { 1, 2, …, k }, които наричаме матрици на преходните вероятности.

Твърдение: За всеки n ( 0, i0, i1, …, in ( { 1, 2, …, k} е в сила

P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in) = P ((0 = i0). 
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Доказателство: индукция по n.
База: при n = 0 твърдението е очевидна.

Предположение: нека е изпълнена за n.
Стъпка: P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in, (n+1 = in+1) = P ((n = in).

.P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in, (n+1 = in+1|(n = in) = P ((n = in).

P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in|(n = in).P ((n+1 = in+1|(n = in) =

= P ((0 = i0, (1 = i1, …, (n = in).
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. Използвали сме формулата за умножение на вероятности и определението за марковска верига.

Казваме, че една марковска верига е еднородна, ако преходните вероятности Pi, j (n) не зависят от n.
Оттук нататък ще разглеждаме само еднородни марковски вериги.

Бележим матрицата на преходните вероятности с P = (pij)k x k 
pij = P ((n+1 = j|(n = i), i, j ( { 1, 2, …, k } за всяко n ( 0. 

Матрицата P има за елементи неотрицателни числа (вероятности) и сумата на елементите във всеки ред е 1, тъй като 
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Такава матрица се нарича стохастична.

Елементите на матрицата Pn ще означаваме с 
[image: image1144.wmf](n)
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.
Твърдение: За всеки m ( 0, n ( 1, i, j ( { 1, 2, …, k } е в сила
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 = P ((n+m = j|(n = i). С други думи, 
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 е вероятността веригата да премине от състояние i в състояние j след n стъпки.

Доказателство: индукция по n.

База: при n = 1 твърдението е очевидно.
Предположение: нека 
[image: image1147.wmf](n)
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p

 = P ((n+m = j|(n = i) за всеки i, j ( { 1, 2, …, k }.

Стъпка: 
[image: image1148.wmf].
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[image: image1149.wmf].
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[image: image1150.wmf].
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. Tвърдението е доказано.

Следствие: В сила е (n = (0.Pn за всяко n = 0, 1, ….

Доказателство: при n = 0 твърдението е очевидно, P0 = E. Нека n ( 1.

Имаме P ((n = i) = 
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т.е. (n = (0.Pn.
Теорема (Марков): Нека всички елементи на стохастичната 
матрица P са строго положителни. Тогава съществуват числа pj, 
0 ( pj ( 1, j = 1, 2, …, k, такива че 
[image: image1153.wmf]®¥
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Доказателство: въвеждаме норма в Rk - 
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. Rk е пълно в тази норма, т.е. относно разстоянието породено от нея (то е пълно във всяка норма). Да разгледаме множеството S = { x |
[image: image1155.wmf]x

 = 1, xi ( 0 }. Ясно е, че това е затворено множество. Разглеждаме линейният оператор с 
матрица P. Действието на оператора записваме по следния начин: x.P 
(x е вектор-ред). Ясно е, че P изобразява множеството S в себе си – можем да си мислим, че x е разпределение на вероятностите на марковската верига в даден момент и тогава x.P дава разпределението за следващия момент. Ще покажем, че P е свиващ оператор на S ( 

P притежава неподвижна точка (при това единствена) в S.
Върху елементите на S разстоянието, породено от указаната норма се пресмята по следния начин: (x, y ( S) 
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, където J е множеството от онези индекси, такива че xj > yj. Действително: 
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Множество J никога не съдържа всички индекси, тъй като 
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Нека ( = 
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Ще покажем, че 
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Действително, 
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. Тук J е множеството на индексите, такива че 
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И така P има неподвижна точка, да я означим със z ( S. Имаме: 
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Може да се покаже, че при това положение Pn ( P( при n ( (.

Естествено, тогава x.P( = z за всяко x ( S и когато x приема стойност единичните вектори получаваме, че P( = 
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Така търсените числа са pj = zj, j = 1, 2, ..., k.

Казваме, че разпределението на вероятности p = (p1, p2, …, pk) е стационарно за марковската верига, ако p.P = p.
Теорема: Граничното разпределение (ако съществува) е стационарно.

Доказателство: нека z е гранично разпределение. Нека x ( S и x.Pn ( z при n ( (. Имаме x.Pn+1 = (x.Pn).P. В това равенство извършваме граничен преход при n ( ( и получаваме z = z.P, т.е. z е стационарно разпределение.

Класификация на състоянията

Нека i, j ( { 1, 2, ..., k }. 

Казваме, че състоянието j е достижимо от i и бележим i ( j, ако съществува n ( 1, така че 
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. С други думи, ако веригата е в състояние i в даден момент, то тя може да премине в състояние j в бъдещ момент. Отношението достижимост е транзитивно: 

ако i ( j и j ( s, то 
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Казваме, че i и j са еквиваленти състояния, ако i ( j и j ( i.

Бележим i ( j. Ясно е, че отношението еквивалентност е симетрично и транзитивно.

Казваме, че i е поглъщащо състояние, ако 
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. С други думи, ако веригата попадне в това състояние тя в бъдеще не може да излезе 

от него.

Казваме, че i е възвратно състояние, ако i ( i, т.е. съществува n ( 1, така че 
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. В противен случай, казваме че състоянието е невъзвратно.

За всяко възвратно състояние i дефинираме период 

(i = НОД (n ( 1|
[image: image1172.wmf]0
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). Казваме, че едно възвратно състояние е апериодично, ако неговият период е 1.

Твърдение: Ако i ( j, то (i = (j.

Доказателство: по условие 
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Така (j/s за всяко s ( 1, такова че 
[image: image1178.wmf]0
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По съображения за симетричност, (i/(j. Така (i = (j.

В множеството от всички възвратни състояния релацията еквивалентност на състояния е рефлексивна, симетрична и транзитивна. При това положение множеството от всички възвратни състояния се разбива на еквивалентни класове.

Всяко поглъщащо състояние образува самостоятелен клас на еквивалентност. Като следствие от твърдението получаваме, че състоянията в един клас имат един и същи период.

Теорема: Ако всички състояния в една марковска верига са възвратни и попадат в един клас на еквивалентност с период 1, то за тази верига съществува гранично разпределение. При това то е единствено и не зависи от началното разпределение.

Теоремата привеждаме без доказателство. Лесно се вижда, че теоремата на Марков, която показахме по-горе е следствие от нея.

Класификацията на състоянията в една верига на Марков лесно може да се направи от матрицата P, ако тя се интепретира като матрица на съседство на ориентиран граф с върхове състоянията на веригата.
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