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Въвеждаме понятието множество като съвкупност от елементи;

елементите могат да бъдат протоелементи – всеки реален или измислен математически обект, който не е множество – или самите те могат да бъдат добре дефинирани множества;
едно множество е добре дефинирано, ако се знае кои са 

елементите му, т.е. те са дефинирани преди това;
нека М е множество; ще отбелязваме x ( M, ако обектът x е елемент на M или x ( M, ако x не е елемент на М; ако М е добре дефинирано множество, то за всеки обект x е изпълнено точно едно от x ( M, 
x ( M;
ще казваме, че множествата A и B са равни, когато са съставени от едни и същи елементи, бележим A = B;
един начин за задаване на множество е чрез изреждане на елементите в него, разделени със запетая между фигурни скоби;
оттук нататък всички множества ще считаме, че са добре дефинирани; целта е да се изгради непарадоксална логика (например парадокс на Ръсел);
Аксиоми за множествата:
А.1. (аксиома за обема) нека A и B са множества;
ако за всеки обект x имаме: x ( A ( x ( B, то A = B;
неформално аксиомата за обема гласи, че едно множество еднозначно се определя от принадлежността на неговите елементи;

Следствие: две множества са равни, когато са съставени от едни и същи елементи, без значение редът на елементите или дали те се повтарят; например { a, a, b } = { a, b }, { a, b} = { b, a} ;

Мета-теорема: Дадени са множества A и B; твърди се, че A = B;

Доказателство: за всеки елемент a ( A показваме, че a ( B;

за всеки елемент b ( B показваме, че b ( A;

от аксиомата за обема ( A = B;

А.2. (аксиома за отделянето)
нека М е множество;
въвеждаме понятието предикат P (x) ( x ( M ) – параметризиран въпрос с два възможни отговора (true – истина и false – лъжа), при това отговорът зависи от параметъра x;
аксиомата твърди, че ако M( = { x | P (x) = true, x ( M } , то M( е множество; M( се нарича подмножество на М (или още M 

съдържа M(); бележим M( ( M ( M ( M(); ако M ( M( пишем
M( ( M ( M ( M();
означаваме с ( множеството, което не съдържа елементи, т.е. за всеки обект x, x ( (;
Теорема: За всяко множество M имаме: M ( M и ( ( M (наричат се тривиални подмножества на множеството М);

Доказателство: нека t (x) е предикатът, който е тъждествено истина (true); тогава M = { x | t (x) = true, x ( M} ( M е подмножество на M;

нека f (x) е предикатът, който е тъждествено лъжа (false); тогава

( = { x | f (x) = true, x ( M } ( ( е подмножество на M;

нека M е множество; нека P (X) е предикат, верността на който е проверима за всяко X ( M; 
казваме, че множеството M1 е минимално по включване със свойството P, ако P (M1) = true и за всяко M2 ( M1 имаме P (M2) = false;
казваме, че множеството M1 е максимално по включване със свойството P, ако P (M1) = true и за всяко M2, M1 ( M2 ( M имаме 
P (M2) = false;
Операции с множества
A, B – множества;
· обединение на A и B означаваме A ( B = { x | x ( A или x ( B }

· сечение на A и B означаваме A ( B = { x | x ( A и x ( B }

· разлика на A и B означаваме A \ B = { x | x ( A и x ( B }

· симетрична разлика на A и B означаваме 
A ( B = { x | (x ( A и x ( B) или (x ( A и x ( B) }
в повечето разсъждения ще считаме, че всички множества, които се разглеждат са подмножества на множеството U, което ще наричаме универсално множество (универсум);
· допълнение на множеството A (до универсалното множество U) означаваме 
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 = { x | x ( A и x ( U } = U \ A;

под фамилия от множества ще разбираме множество от множества;

най-общо под алгебра ще разбираме непразно множество, в което са въведени операции; алгебрата на подмножествата на дадено множество (U) с по-горе въведените операции се нарича булева алгебра на името на Джордж Бул;
Свойства на операциите: (A, B, C са множества)
1. Комутативност: A ( B = B ( A, A ( B = B ( A

2. Асоциативност: (A ( B) ( C = A ( (B ( C), 

(A ( B) ( C = A ( (B ( C)
3. Идемпотентност: A ( A = A, A ( A = A

4. Дистрибутивност: A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)

 A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)
5. Константи: A ( ( = A, A ( ( = (, A ( U = U, A ( U = A

6. Допълнение: A (
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 = U, A (
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7. Закони на Де Морган: 
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Примерно доказателство на законите на Де Морган:
нека x ( 
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ще бележим J2 = { 0, 1};

нека A е множество; фамилията от всички подмножества на A наричаме булеан на A и бележим с 2A = { S | S ( A } ;
например 
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J

= { (, { 0, 1}, { 0}, { 1} };
нека a и b са произволни елементи; множеството { a, { a, b}} ще бележим с (a, b) и ще наричаме наредена двойка от елементите 
a и b; ясно е, че (a, b) ( (b, a);
дефинираме декартово произведение на множествата A и B:

A x B = { (a, b) | a ( A, b ( B}, т.е. декартовото произведение на две множества A и B е множеството от всички наредени двойки с първи елемент от A и втори елемент от B;
ако M е множество, декартовото произведение M x M бележим с M2 и наричаме декартов квадрат на М;
Примери:
ако в евклидовата равнина E е въведена координатна система, то на всяка точка е съпоставена биективно наредена двойка реални числа, така че E =  R x R = R2;
J2 x J2 = {  (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) };

ясно е, че ако A, B и C са множества, то
(A x B) x C ( A x (B x C), тъй като наредената двойка (a, (b, c)) се различава от ((a, b), c); можем да разгледаме асоциативен вариант на декартовото произведение:
дефинираме тройно декартово произведение на множествата
A, B и C: A x B x C = { (a, b, c) | a ( A, b ( B, c ( C } ; елементите 
(a, b, c) на A x B x C наричаме наредени тройки;
ще считаме, че (A x B) x C = A x (B x C) = A x B x C, т.е. наредените двойки ((a, b), c) и (a, (b, c)) ще отъждествяваме с наредената тройка
(a, b, c); 
аналогично можем да дефинираме n-кратно декартово произведение на множествата A1, A2, …, An:
A1 x A2 x …x An = { (a1, a2, …, an)|ai ( Ai } ; елементите
(a1, a2, …, an) на A1 x A2 x …x An наричаме наредени n-орки; ще считаме, че (A1 x A2 x … x Ai) x (Ai+1 x Ai+2 x … x An) = A1 x A2 x …x An
за всяко i = 1, 2, …, n-1;
Индуктивно дефиниране на множество
дадени са множество M0 ( ( и множество от операции O;

казваме, че множеството М е индуктивно дефинирано, ако
1. База: за всяко x ( M0 имаме x ( M;

2. Индукционно предположение: нека в М има елементи x1, x2, …;
3. Индукционна стъпка: ако y = o (x1, x2, …), o ( O, то y ( M;
4. Заключение: в М няма други елементи, освен тези в M0 и добавените в индукционната стъпка;
пример:
индуктивна дефиниция на N (като подмножество на R):
М0 = { 0 }, O = { ++};
1. База: 0 ( N;

2. Предположение: нека i ( N;

3. Стъпка: тогава i++ ( N;

4. Заключение: няма други елементи в N;

и така N = { 0, 1, 2, …}
независима индуктивна дефиниция на N:
M0 = { ( }, O = { образуване на множество}
1. База: ( ( N;

2. Предположение: нека a0, a1, …, an-1 ( N;

3. Стъпка: тогава { a0, a1, …, an-1} ( N;

4. Заключение: няма други елементи в N;

и така N = { (, { (}, { (, { (} }, { (, { (}, { (, { (} }, … } ; това множество удоволетворява аксиомите на Пеано, като операцията предшественик е принадлежност, т.е. x предшества y, ако

x ( y и тогава то е точно множеството на естествените числа;

Мета-теорема: Дадено е множество M, което е индуктивно дефинирано; твърди се, че за всяко x ( M е в сила P (x);

Доказателство: (използваме горните означения)
1. База: за всеки елемент x0 ( M0 проверяваме верността на P (x0);
2. Предположение: нека P (x) е вярно за всички елементи x1, x2, … в M до момента;

3. Стъпка: за y = o (x1, x2, …) показваме, че P (y) е вярно;

4. Заключение: тъй като в M няма други елементи, то P (x) е вярно за всяко x ( M;
Индексиране на множества
дефинираме In = { i | i ( N, 1 ( i ( n }, Jn = { i | i ( N, 0 ( j ( n-1 },

N = { 0, 1, 2, … } ;
дадено е множество A и множество I; ще използваме елементите на I за да означаваме елементите на A – избираме главен символ, например a и за всяко x ( A избираме i ( I и означаваме x = ai;
при това различните елементи в А трябва да имат различни индекси; така A = { ai | i ( I } ; I се нарича индексно множество;

например, ако индексното множество е In, то
A = { a1, a2, …, an }, ако индексното множество е N, то

A = { a0, a1, a2, …} ;
нека I е индексно множество на фамилията { Ai | i ( I };

означаваме 
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= { a | съществува i ( I, такова че a ( Ai } – наричаме многократно обединение;
означаваме 
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= { a | за всяко i ( I имаме a ( Ai } – наричаме многократно сечение;
тези две дефиниции са възможни, тъй като обединението и сечението на множества са асоциативни операции;

нека A е множество, I е индексно множество;
казваме, че фамилията R = { Ai | i ( I, Ai ( A } е разбиване на А, ако:

1. Ai ( ( за всяко i ( I;

2. Ai ( Aj = ( за всеки i ( j;

3. 
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нека n ( N, и A1, A2, …, An е фамилия от множества, индексирана с In;

всяко подмножество R ( A1 x A2 x …x An наричаме n-местна релация; множествата A1, A2, …, An наричаме първи, втори и т.н. 

n-ти домен на тази релация; при n = 2 релацията наричаме двуместна или просто релация; при двуместни релации често се използва инфиксен запис – ако R* е релация и (a, b) ( R*, пишем aR*b или a*b ( тук * е символ за по-кратко означение);
Примери: всяка област в равнината R2 е релация; например:

C: { (x, y) | x2 + y2 = 1, (x, y) ( R2 } е релация;
L: { (x, y) |x = y, (x, y) ( R2 } е релация;
нека A е множество и R ( A x A = A2 е релация;
казваме, че релацията R е рефлексивна, ако (a, a) ( R за всяко a ( A;

казваме, че релацията R е симетрична, ако от (a, b) ( R ( (b, a) ( R;

казваме, че релацията R е антисиметрична, ако от (a, b) ( R, a ( b
( (b, a) ( R ( или от (a, b) ( R и (b, a) ( R ( a = b);

казваме, че релацията R е силно антисиметрична, ако за всеки

a, b ( A, a ( b е изпълнено точно едно от (a, b) ( R и (b, a) ( R;

казваме, че релацията R е транзитивна, ако от (a, b) ( R, (b, c) ( R (
(a, c) ( R;
примери:
R< ( N x N – не е рефлексивна, антисиметрична, при това силно антисиметрична, транзитивна;
R<= ( N x N - рефлексивна, антисиметрична, при това силно антисиметрична, транзитивна;
R= ( N x N – рефлексивна, симетрична, транзитивна;

A – множество;
R( ( 2A x 2A – рефлексивна, антисиметрична, но не силно антисиметрична, транзитивна;
нека A е множество, R ( A x A, R ( R(;

казваме, че R( е рефлексивно затваряне на R, ако R( е рефлексивна и е минимална по включване с исканите свойства;
казваме, че R( е симетрично затваряне на R, ако R( е симетрична и е минимална по включване с исканите свойства;

казваме, че R( е транзитивно затваряне на R, ако R( е транзитивна и е минимална по включване с исканите свойства;

релацията R ( A x A може да се изобрази в равнината чрез диаграма, като на всеки елемент a ( A се съпостави точка и елементите a, b ( A се свързват със стрелка от a към b, тогава и само тогава когато

(a, b) ( R; например, ако A = { a, b} релацията R( ( 2A x 2A може да се изобрази със следната диаграма: 






казваме, че релацията R ( A x A е релация на еквивалентност, ако

R е рефлексивна, симетрична и транзитивна;
Теорема: Нека R ( A x A е релация на еквивалентност; за всяко

a ( A определяме [ a ] = { b | (a, b) ( R } – клас на елемента a;
нека фамилията C = { [ ai ] | i ( I } се състои от всички различни класове [ ai ], където I е подходящо избрано индексно множество;

тогава C е разбиване на множеството A;
Доказателство:
проверяваме дефиниционните условия за разбиване:

1. нека a ( A; от рефлексивността ( (a, a) ( R ( a ( [ a ] ( [ a ] ( ( за всеки елемент a ( A;

2. нека [ ai ] ( [ aj ] и да допуснем, че [ ai ] ( [ aj ] ( (; нека
b ( [ ai ] ( [ aj ]; тогава (ai, b) ( R и (aj, b) ( R; от симетричността имаме, че (b, aj) ( R и от транзитивността, че (ai, aj) ( R;

нека b ( [ ai ]; тогава (ai, b) ( R, от симетричността (aj, ai) ( R и от транзитивността получаваме (aj, b) ( R ( b ( [ aj ];

нека b ( [ aj ]; тогава (aj, b) ( R, (ai, aj) ( R и от транзитивността получаваме (ai, b) ( R ( b ( [ ai ];

и така b ( [ ai ] ( b ( [ aj ] и от аксиомата за обема получаваме, че [ ai ] = [ aj ], което е противоречие; така действително имаме:

[ ai ] ( [ aj ] = (;

3. нека a ( A; тогава a ( [ a ] = [ ai ] за някое i ( I ( a ( 
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нека a ( 
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 ( a ( [ ai ] за някое i ( I, но [ ai ] ( A ( a ( A;

и така A = 
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[ ai ] наричаме класове на еквивалентност;

Примери:
R= ( N x N е релация на еквивалентност; имаме
[ 0 ] = { 0 }, [ 1 ] = { 1 }, …[ i ] = { i }, …

нека R( ( N x N е релацията конгруентност по модул 3; тогава R е релация на еквивалентност; имаме:
[ 0 ] = { 0, 3, 6, 9, 12, …}

[ 1 ] = { 1, 4, 7, 10, 13, …}

[ 2 ] = { 2, 5, 8, 11, 14, …}

релацията R ( A x A наричаме частична наредба, ако R е рефлексивна, транзитивна и антисиметрична; ако допълнително R е силно антисиметрична, казваме че R е пълна наредба;
например R<= ( A x A е пълна наредба, докато R( ( 2A x 2A е частична наредба;
нека А е множество; R ( А x A;
наредената n-орка (a1, a2, …, an) ( An наричаме верига на релацията R, ако n ( 2, ai ( ai+1 и (ai, ai+1) ( R за всяко i ( In-1; 
верига при която n ( 3 и a1 = an наричаме контур на релацията R; числото n-1 наричаме дължина на веригата (контура);
Теорема: Нека A е множество, R ( А x A е рефлексивна и транзитивна релация; тогава R е частична наредба ( R не съдържа контури;
Доказателство:
нека R е частична наредба; допускаме, че съществува контур

(a1, a2, …, an) ( An, n ( 3, a1 = an;

с индукция по i = 1, 2, …, n ще покажем, че (a1, ai) ( R за всяко i ( In;

База: при i = 2 имаме (a1, a2) ( R по дефиниция;
Предположение: нека (a1, ai-1) ( R;

Стъпка: тогава от (ai-1, ai) ( R и от транзитивността на R получаваме, че (a1, ai) ( R;
Заключение: (a1, ai) ( R за всяко i ( In;

тогава (a1, an-1) ( R и (an-1, an) = (an-1, a1) ( R и an-1 ( a1 = an, което е противоречие с антисиметричността на R; така R няма контури;
нека R няма контури; да допуснем, че R не е антисиметрична; тогава съществуват a, b ( A, a ( b, такива че (a, b) ( R, (b, a) ( R; но в такъв случай наредената тройка (a, b, a) ( A3 е контур за R, което е противоречие; и така R е антисиметрична;

нека A е множество, R ( A x A е частична наредба, R( ( A x A е пълна наредба; казваме, че частичната наредба R се влага в пълната наредба R(, ако R ( R(;

нека A е множество; R ( A x A е частична наредба;
елементът a ( A наричаме минимален в наредбата R, ако не съществува b ( A, b ( a, такъв че (b, a) ( R;

елементът a ( A наричаме максимален в наредбата R, ако не съществува b ( A, b ( a, такъв че (a, b) ( R;


нека A и B са множества; релацията f ( A x B наричаме частична функция, ако за всяко a ( A съществува не повече от едно b ( B, такова че (a, b) ( f; ако за всяко a ( A съществува единствено b ( B, такова че (a, b) ( f, тогава f се нарича тотална функция;
множеството А се нарича дефиниционна област на функцията, множеството B се нарича област от стойности (кообласт) на функцията f; по-често вместо f ( A x B пишем f : A ( B и

вместо (a, b) ( f пишем f (a) = b – това е възможно по самата дефиниция; ако A = X1 x X2 x …x Xn, вместо ( (x1, x2, …, xn), b) ( f използваме означението f (x1, x2, …, xn) = b;
функция f : An ( A наричаме n-местна (n-арна) операция на множеството А; най-често се използват унарни (едноместни) и бинарни (двуместни) операции; за по-кратко означение се използва инфиксен запис – избира се символ (например *) за операцията и

вместо f (a, b) = c пишем a * b = c;

Примери: релацията f = { (x, y) | y = x } ( R x R очевидно е тотално функция; релацията f = { (x, y) | x2 + y2 = 1 } ( R x R не е функция, тъй като за всяко x ( (-1, 1) има повече от едно y ( R, такова че (x, y) ( f;

казваме, че функцията f : A ( B е инекция, ако от x1 ( x2 ( 

f (x1) ( f (x2) или от f (x1) = f (x2) ( x1 = x2;

казваме, че функцията f : A ( B е сюрекция, ако за всяко b ( B съществува a ( A, такова че f (a) = b;

казваме, че функцията f : A ( B е биекция, ако f е инекция и сюрекция;
ясно е, че ако f : A ( B е биекция, то f-1 : B ( A , дефинирана с
f-1 (b) = a, така че f (a) = b e функция и дори биекция;

f-1 се нарича обратна на f; ясно е, че (f-1)-1 = f;

частичните функции имат ключова роля в дискретната математика – те се получават по естествен път от изчислителни процедури, които при определени входни данни не завършват работата си;
ако са дадени множества А и I, то индексирането на A с I е възможно тогава и само тогава, когато съществува биекция между A и I;

казваме, че множеството A е крайно, ако A = ( или съществува биекция между А и In за някое n ( N; в такъв случай брой на елементите на А бележим с |A| и |A| = 0, ако A = ( или |A| = n, ако съществува биекция между A и In; по-долу ще покажем, че броят на елементите е еднозначно определен;
казваме, че две множества A и B са равномощни, ако съществува биекция между A и B;

казваме, че A е изброимо безкрайно множество, ако съществува биекция между A и N;
крайните и изброимо безкрайните множества наричаме изброими множества;
Теорема: Нека R = { A0, A1, …} е изброима безкрайна фамилия от изброимо безкрайни множества; 
тогава множеството 
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е изброимо;
Доказателство: 
нека за i = 0, 1, 2, … Ai = { ai0, ai1, ai2, …} ; ще покажем, че

R = 
[image: image22.wmf]i
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= { aij | i, j ( N } е изброимо безкрайно множество;

за целта ще посочим биекция между N x N и N;
изобразяваме елементите на R в таблица:
а00, а01, а02, а03, ..., а0n, …
а10, а11, а12, а13, ..., а1n, …
а20, а21, а22, а23, ..., а2n, …

а30, а31, а32, а33, ..., а3n, …
…
k-ти слой наричаме (ak0, ak-1,1, ak-2, 2, …, a1, k-1, a0k); търсената биекция построяваме като последователно номерираме нулевия, първия, втория и т.н. слоеве;
получаваме: f : N x N ( N, дефинирана с f (i, j) = 
[image: image23.wmf](i+j).(i+j+1)
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, която лесно се показва, че е биекция;
Теорема: Нека A е изброимо безкрайно множество; тогава 2A не е изброимо;
Доказателство: (диагонален метод на Кантор)
нека A = { a0, a1, a2, …, ak, …} ; очевидно 2A не е крайно множество; ще покажем, че 2A не е изброимо безкрайно; да допуснем противното, т.е. 2A = { A0, A1, A2, …, An, … } ;
за всяко подмножество An ( A определяме характеристичен вектор
(bn0, bn1, bn2, …, bnn, …), такъв че bni = 1, ако ai ( An и bni = 0,
ако ai ( An; очевидно функцията съпоставяща на всяко подмножество на A неговият характеристичен вектор е биекция и тогава по допускането, множеството от всички характеристични вектори е изброимо безкрайно; образуваме таблицата от характеристичните вектори на всички подмножества на A:

A0 : b00, b01, b02, b03, …, b0i, …
A1 : b10, b11, b12, b13, …, b1i, …
A2 : b20, b21, b22, b23, …, b2i, …
A3 : b30, b31, b32, b33, …, b3i, …
…
Ai : bi0, bi1, bi2, bi3, …, bii, …
…
нека с 
[image: image24.wmf]A

 означим подмножеството на А, съответстващо на характеристичният вектор (
[image: image25.wmf]00112233ii
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), където 
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;
тогава по допускането за изброимост
[image: image27.wmf]A

 = Ai за някой индекс i ( N;
но това е противоречие, тъй като bii ( 
[image: image28.wmf]ii
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;

и така 2A не е изброимо множество;
Принцип на Дирихле: нека |A| = m, |B| = n, m > n; тогава за всяка функция f : A ( B съществуват ai ( aj ( A, такива че f (ai) = f (aj);

сега вече е ясно, че броят на елементите на едно множество е еднозначно определен, тъй като не съществува биекция между Im и In за m ( n;
Теорема: Всяка частична наредба R ( A x A, A – крайно непразно множество, притежава минимален и максимален елемент;
Доказателство:
ако a, b ( A и (a, b) ( R ще отбелязваме a ( b;

допускаме, че за R няма максимален елемент;

нека a1 ( A; тъй като a1 не е максимален, то съществува елемент

a2 ( A, a2 ( a1, такъв че a1 ( a2; съвсем аналогично избираме елемент

a3 ( A, a3 ( a2, такъв че a2 ( a3; след p-1 стъпки избираме ap ( A, 

ap ( ap-1, такъв че ap-1 ( ap; така по индуктивни съображения получаваме верига a1, a2, …, ap; сега ако вземем p > |A|, то по принципа на Дирихле съществуват индекси i < j, такива че
ai = aj; тогава ai, ai+1, …, aj е контур, което е противоречие с факта, че частичните наредби нямат контури; и така за R наистина има максимален елемент, аналогично се показва, че за R има и минимален елемент;
Теорема: Нека A е крайно непразно множество; тогава всяка частична наредба R ( A x A се влага в пълна наредба R( ( A x A;

Доказателство:
предлагаме алгоритъм за съставяне на пълната наредба, нарича се алгоритъм за топологическо сортиране:
1. H = R, i = 1, X = A;

2. докато X ( ( {

намираме минимален елемент а в X на H;

M[++i] = a; X = X – { a };
     H = H – { (a, b) | (a, b) ( R };     }
наредбата определяме по следния начин:
ако M = (a1, a2, …, an), то (ai, aj) ( R( ( i ( j;
тъй като на всяка стъпка избираме минимален елемент, то изискването за влагане на R в R( е изпълнено;
очевидно е, че алгоритъмът ще приключи работа след n стъпки и на всяка стъпка ще се избират различни елементи;
ще покажем, че на всяка стъпка H( = H – { (a, b) | (a, b) ( R } е частична наредба на X( = X – { a }, като знаем, че H е частична наредба на X и a е минимален елемент в X за H;
1. Рефлексивност – да допуснем, че съществува x ( X(, такова че

(x, x) ( H(; имаме (x, x) ( H ( x = a (премахваме само наредени двойки с първи елемент a), което е противоречие, 

тъй като a ( X(;
2. Антисиметричност – да допуснем, че съществуват x, y ( X(, x ( y, такива че (x, y) ( H( и (y, x) ( H(; тогава (x, y) ( H и (y, x) ( H, което е противоречие с антисиметричността на H;

3. Транзитивност – да допуснем, че съществуват x, y, z ( X(, такива че (x, y) ( H(, (y, z) ( H(, но (x, z) ( H(; тъй като (x, y) ( H
и (y, z) ( H, то (x, z) ( H и в такъв случай x = a, тъй като премахваме само наредени двойки с първи елемент a, което е противоречие с (x, y) ( H(, тъй като в H( няма наредени двойки с първи елемент a;
и така H( е частична наредба на X(, което означава, че действително на всяка стъпка можем да изберем минимален елемент в X( за H(;
ще отбележим, че алгоритъмът за топологическо сортиране е приложим за релации, които не са частични наредби – достатъчно е да не притежават контури;

4. Основни принципи на изброителната комбинаторика.
Теорема (принцип на Дирихле): Нека А и B са крайни множества, |A| = m, |B| = n, m > n; тогава за всяка тотална функция f : A ( B съществуват ai ( aj ( A, такива че f (ai) = f (aj);
Теорема (принцип на биекцията): Нека X и Y са крайни множества, |X| = n, |Y| = m; тогава съществува биекция f : X ( Y (
m = n;

Доказателство:
нека m = n; тогава можем да напишем X = { a1, a2, …, an },

Y = { b1, b2, …, bn} и да дефинираме естествената биекция
f (ai) = bi за всяко i ( In;
нека съществува биекция f : X ( Y; ако допуснем, че m > n, то по принципа на Дирихле ( съществуват a, b ( X, a ( b, такива че 

f (a) = f (b) – противоречие; аналогично достигаме до противоречие, ако допуснем n < m и използваме биекцията f-1 ; и така m = n;
Теорема (принцип на събирането): Нека A е крайно множество и
R = { S1, S2, …, Sk} е разбиване на A; тогава 
[image: image29.wmf]k
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Доказателство: твърдението е очевидно – по свойствата на разбиването всеки елемент е преброен (
[image: image30.wmf]k
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) и то точно веднъж (Si ( Sj = ( за i ( j); ще отбележим, че принципа на събирането е приложим, дори когато R не удоволетворява изискването Si ( ( 

за i ( Ik, тъй като |(| = 0;

Теорема (принцип за изваждането): Нека A е крайно множество,

A( ( A, A(( ( A, A\A( = A((; тогава |A(| = |A| – |A((|;
Теорема (принцип на умножението): Нека

A и B са крайни множества, |A| = n, |B| = m; тогава

|A x B| = |A|.|B| = m.n;
Доказателство:
ако n = 0, то A = ( ( A x B = ( ( |A x B| = 0 = m.0;
ако m = 0, то B = ( ( A x B = ( (|A x B| = 0 = 0.n;
нека m ( 0, n ( 0, A = { a1, a2, …, am}, B = { b1, b2, …, bn} ;
дефинираме Sk = { (ak, b) | b ( B} ; нека R = { S1, S2, …, Sn};

от очевидната биекция f : X ( R, f (ai) = Si ( |R| = n;
за всяко Sk дефинираме биекцията gk : Sk ( Y, gk ( (ak, b)) = b;

тогава |Sk| = m; от друга страна R е разбиване на A x B:
· за всяко k ( In, имаме |Sk| = m ( 0 ( Sk ( (;

· за всеки i, j ( In от i ( j ( ai ( aj ( Si ( Sj = (;

· 
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от принципа за разбиването получаваме: |A x B| = 
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= n.m = |A|.|B|;
от този принцип директно получаваме:

|A1 x A2 x … x Ak| = |A1|.|A2|. ….|Ak|; |An| = |A|n;
Теорема: Нека A е крайно множество; тогава |2A| = 2|A|;
Доказателство:
дефинираме функция f : 2A ( J2|A|, която съпоставя на всяко подмножество S ( A неговият характеристичен вектор; очевидно,

f е биекция; тогава от принципа за биекцията и от принципа на умножението получаваме: |2A| = |J2|A|| = 2|A|;

Теорема (принцип на деленето): нека A и B са крайни множества; тогава ако B ( (, то 
[image: image34.wmf]A x B
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;
Теорема (принцип на включването и изключването): Нека е дадено крайно множество A и подмножества A1, A2, …, An ( A; тогава
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Доказателство:
провеждаме индукция по n;

База: n = 1; твърдението е, че 
[image: image36.wmf]A
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, което е точно твърдението на принципа на изваждането;
Предположение: нека твърдението е в сила за n – 1 множества, т.е.:
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Стъпка: ще покажем, че твърдението е изпълнено за n множества;

очевидно { 
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} е разбиване на множеството
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[image: image41.wmf]AAA

12n-1

AA...A

ÇÇÇ

 принадлежи или на An или на 
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от принципа за събирането получаваме:
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 ; от свойствата на операциите с множества получаваме: 
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прилагаме индукционното предположение за множеството An и неговите подмножества 
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прилагайки директно индукционното предположение имаме:
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5. Основни комбинаторни конфигурации.
признаците, по които ще подредим комбинаторните конфигурации са наредба и повтаряне на елементите; в целия въпрос е дадено крайно множество A = { a1, a2, …, an }, |A| = n > 0;

· конфигурации с наредба и с повтаряне на елементите; нека m е цяло число, m > 0; ще означаваме с KН, П (n,m) множеството, в който всеки елемент е наредена m-торка с елементи от A; тогава съвсем ясно е, че KН, П (n, m) = Am ( |KН, П (n,m)| = |Am| = |A|m = nm; използвали сме принципа на умножението;

· конфигурации с наредба и без повтаряне; нека 1 ( m ( n; ще означаваме с КН (n, m) множеството от всички наредени 

m-торки с елементи от A, в които всеки елемент може да участва най-много 1 път; очевидно при m = 1 имаме
KН (n, 1) = n; при m = 2 на първо място в m-торката може да се постави кой да е елемент на A по n начина и на второ място може да се постави кой да е елемент на A без първия избран, т.е. по n-1 начина; от принципа на умножението получаваме, че KН (n, 2) = n.(n-1); разсъждавайки индуктивно по m получаваме: KН (n, m) = n.(n-1). ….(n-m+1); конфигурациите с наредба и без повторение KН (n, m) се наричат вариации от n елемента m-ти клас, техният брой се означава с 
[image: image59.wmf]m

n

V

; току що получихме 
[image: image60.wmf]m
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; при m = n вариациите от n елемента 

n-ти клас са точно всевъзможните наредби на тези елементи и се наричат пермутации, техният брой се означава с Pn; от горния резултат получаваме Pn = n!;

· конфигурации без наредба и без повторение; нека 0 ( m ( n; означаваме с K (n, m) множеството от всички ненаредени m-торки с елементи от A; всъщност K (n, m) са точно подмножествата на A с по m елемента; за да пресметнем техния брой ще използваме принципа на деленето – разглеждаме наредените m-торки KН (n, m); всяка ненаредена m-торка участва в KН (n, m) по толкова пъти по колкото можем да наредим нейните елементи, т.е. по m! пъти; в такъв случай имаме: |K (n, m)| = 
[image: image61.wmf]H
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;

конфигурациите без наредба и без повторение K (n, m) наричаме още комбинации от n-елемента m-ти клас; техният брой се означава още с 
[image: image62.wmf]m
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, току що получихме 
[image: image63.wmf]m
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;

изразът 
[image: image64.wmf]n!
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 се означава още с 
[image: image65.wmf]n

m

æö

ç÷

èø

 и се нарича биномен коефициент;
· конфигурации без наредба и с повторение; нека 0 ( m ( n; 
с КП (n, m) означаваме множеството от всички ненаредени

m-торки, като всеки елемент може да присъства произволен

брой пъти; нека m ( 1; разглежаме множество от m+n-1 различими кутии и един произволен елемент ( ( A; нека е даден произволен елемент от КП (n, m); започвайки отляво оставяме толкова празни кутии, колкото пъти a1 присъства в

m-торката и в следващата кутия поставяме (; по-нататък оставяме толкова празни кутии, колкото пъти a2 присъства в m-торката и в следващата кутия поставяме ( и т.н. оставяме толкова празни кутии, колкото пъти an-1 присъства в 

m-торката и в следващата кутия поставяме ( и броят на оставащите кутии и е точно толкова, колкото an присъства

в ненаредената m-торка; ясно е, че по този начин еднозначно съпоставяме на всяка ненаредена m-торка разпределение на 

n-1 знака ( в различните m+n-1 кутии; например: при n = 5,
m = 4 на конфигурацията [a1, a2, a2, a5] съответства разпределението: 
	
	(
	
	
	(
	(
	(
	


обратно на всяко разпределение на n-1 знака ( в различните m+n-1 кутии съответства точно един елемент от КП (n, m) – елементът a1 взимаме толкова пъти, колкото празни кутии има от най-лявата кутия до първата, в която има знак (, a2 взимаме толкова пъти, колкото празни кутии има между първата и втората кутия със знак ( и т.н. елементът an взимаме толкова пъти, колкото празни кутии има между последната кутия със знак ( и най-дясната кутия; например: 
при n = 5, m = 4 разпределението:
	
	(
	(
	
	(
	
	
	(


съответства на ненаредената m-торка с повторение 
[a1, a3, a4, a4]; сега по принципа на биекцията, броят на елементите на множеството КП (n, m) е броят на всевъзможните разпределения на n-1 предмета в m+n-1 различни кутии, т.е. 

|KП (n, m)| = 
[image: image66.wmf]m+n-1
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;

ще изведем и формула за пермутации с повторения, т.е. броят 

[image: image67.wmf]12k
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на различните наредби на n неразличими елементи от k вида – n1 от първия вид, n2 от втория вид, ..., nk от k-тия вид, 
n1 + n2 + … + nk = n; ясно е, че произволна пермутация на елементите от един вид не променя пермутацията на всичките n, така че от формулата за пермутации и от принципа на деленето 
(приложен k пъти) получаваме 
[image: image68.wmf]12k
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;

ще приложим комбинаторни разсъждения за да докажем някои свойства за биномните коефициенти (тези равенства могат да се докажат и аналитично, използвайки директната формула за биномните коефициенти);
Свойство: за всеки цели n, k, 0 ( k ( n имаме: 
[image: image69.wmf]nn
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Доказателство: нека A е крайно множество, |A| = n;
както знаем 
[image: image70.wmf]n
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 е броят на всичките k-елементни подмножества на A; нека S ( A, |S| = k, тогава A/S ( A и от принципа на изваждането,

|A/S| = |A| - |S| = n – k; нека T ( A, |T| = n – k; тогава A/T ( A и от принципа на изваждането |A/T| = |A| - |T| = n – (n – k) = k; 
ако допуснем, че A/S1 = A/S2 ( A/(A/S1) = A/(A/S2) ( S1 = S2;

и така съответствието между k-елементните подмножества на A и

(n-k)-елементните подмножества на А, съпоставящо на всяко подмножество неговото допълнение до А е биекция и от принципа на биекцията получаваме, че 
[image: image71.wmf]nn
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;
Свойство: за всеки цели n, k, 1 ( k < n имаме: 
[image: image72.wmf]nn-1n-1
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;

Доказателство: нека A е крайно множество, |A| = n; множеството

K (n, m) можем да разбием на две подмножества: K1 – подмножествата съдържащи елемента an и K2 – подмножества не съдържащи елемента аn; тогава |K1| = 
[image: image73.wmf]n-1
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, тъй като в K1 са 

k-елементните подмножествата на множеството от първите n-1 елемента на А и |K2| = 
[image: image74.wmf]n-1
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, тъй като елементите на K2 се получават като към всяко (k-1)-елементнo подмножество на множеството от първите n-1 елемента на А добавим n-тия елемент на A; от принципа на събирането получаваме: 
|K (n, m)| = |K1| + |K2|, т.е. 
[image: image75.wmf]nn-1n-1
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Теорема (Нютонов бином): Нека n е естествено и x, y ( R; 
тогава: 
[image: image76.wmf]n
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;
Доказателство: може да се извърши с индукция по n и използване на горните свойства на биномните коефициенти; ще използваме комбинаторни разсъждения: ясно е, че при умножението:


[image: image77.wmf]n
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 едночленът xk.yn-k ще се получи толкова пъти, колкото начините по които можем да изберем k от n-те множители и да вземем от тях x (и от останалите n-k да вземем y), т.е. 
[image: image78.wmf]n
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 пъти;

Следствие: при x = y = 1 получаваме: 
[image: image79.wmf]n
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; този резултат може да се изведе и по друг начин – нека А е крайно множество, 
|A| = n; както знаем броят на всички подмножества на A е 2n; от друга страна множеството на всички подмножества на A очевидно се разбива на n+1 подмножества – подмножества с 0 елемента, с 1 елемент и т.н. с n елемента; сега от принципа за събирането получаваме исканото тъждество;
6. Крайни графи и мултиграфи.
нека V е крайно множество V = { v1, v2, …, vn }, елементите на V наричаме върхове; нека E е крайно множество E = { e1, e2, …, em }, елементите на E наричаме ребра; краен ориентиран мултиграф се нарича тройката G (V, E, fG) с функция fG : E ( V x V (на всяко ребро се съпоставя наредена двойка върхове); fG наричаме свързваща функция;
за по нагледно представяне на графите ще използваме аналог на диаграмите на релации – върховете означаваме като точки и всяко ребро означаваме със стрелка от един връх към друг; например:

V = { 1, 2, 3, 4 }, E = { a, b, c, d, e }, fG (a) = (1, 1), fG (b) = (1, 2), 

fG (c) = (2, 3), fG (d) = (2, 1), fG (e) = (4, 3); 





ребрата e ( E, такива че fG (e) = (v, v), v ( V наричаме примки; 
в примера a е примка;
нека G (V, E, fG) е краен ориентиран мултиграф и fG е инекция; тогава

G се нарича краен ориентиран граф; ясно е, че в такъв случай множеството E може да бъде определено като подмножество на V x V; така всеки краен ориентиран граф е всъщност релация над V x V;

и така при задаване на краен ориентиран граф G свързваща функция не е необходима – графът се означава с G (V, E) и се задава с множество от върхове V и множество от ребра E ( V x V;
нека G (V, E) е краен ориентиран мултиграф и релацията E ( V x V е рефлексивна и симетрична; в такъв случай G се нарича краен неориентиран граф или просто граф; при изобразяване на крайни неориентирани графи не рисуваме примките и стрелките между два върха заменяме с една отсечка; ребрата отново ще ги означаваме с
(vi, vj), въпреки че имаме предвид неориентираното ребро 
{ vi, vj}; например:

ако в краен неориентиран граф допуснем многократни ребра, то отново ще е необходима свързваща функция и в този случай графът наричаме краен неориентиран мултиграф;
нека G (V, E) е граф; върховете vi, vj наричаме съседи, ако (vi, vj) ( E; ако графът G е ориентиран, казваме че vi е баща на vj или, че vj е син на vi; още казваме, че vi и vj са краища на реброто (vi, vj);

нека G (V, E) граф, V( ( V; графът G( (V(, E(), такъв че за всяко 
(vi, vj) ( E(, vi ( V(, vj ( V( се нарича подграф на G;
ако E( = { (vi, vj) | vi ( V(, vj ( V(, (vi, vj) ( E }, то казваме че G( е подграф, породен (индуциран) от V(;
нека G (V, E) е краен неориентиран граф и v ( V; дефинираме степен на върха v - d (v) = броят на ребрата, на които v е край;

нека G (V, E) е краен ориентиран граф и v ( V; дефинираме полустепен на изхода на върха v – d– (v) = броят на ребрата, излизащи от v и полустепен на входа на върха v – d+ (v) = броят на ребрата, завършващи във v;
Представяния на графи

· списък от ребрата, т.е. явно задаване на E;

· списъци на съседите (синовете за ориентирания случай) – за всеки връх задаваме множество (за мултиграф задаваме списък) от неговите съседи (синове);
например ориентираният граф по-горе ще се представи така:

1 : { 1, 2}; 2 : { 1, 3}; 3 : { }; 4 : { 3 } ;
· дефинираме матрица на съседство за краен ориентиран мултиграф G (V, E, fG) – MG =
[image: image80.wmf]ij

v x v

 a

, 

aij = |{ e |e ( E, fG (e) = (vi, vj) } |; при неориентирани графи не
отчитаме примките, т.е. aii = 0 за i = 1, 2, …, |V|; например за
ориентирания граф от по-горе матрицата MG = 
[image: image81.wmf]1100
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,
за неориентирания имаме MG = 
[image: image82.wmf]010

101
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; ясно е, че при краен неориентиран мултиграф G матрицата MG е симетрична и с нули по диагонала, при неориентирани графи тя е двоична, а при крайни мултиграфи елементите са произволни естествени числа;
нека G (V, E, fG) е краен ориентиран мултиграф; редицата


[image: image83.wmf]01L
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, L ( 0, такава че за всяко j ( JL съществува e ( E, такова че fG (e) = (
[image: image84.wmf]j
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[image: image85.wmf]j+1
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), наричаме маршрут oт 
[image: image86.wmf]0
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 до 
[image: image87.wmf]L
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 в графа G с дължина L; при 
[image: image88.wmf]0
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= 
[image: image89.wmf]L
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, маршрутът наричаме контур;
Теорема: Нека G (V, E, fG) е краен ориентиран мултиграф и 
M = 
[image: image90.wmf]ij
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 е матрицата му на съседство; нека Mk = 
[image: image91.wmf]( k )
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 e k-тата степен на матрицата М при стандартното алгебрично умножение на матрици; тогава 
[image: image92.wmf]( k )
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 е броят на всички маршрути с дължина k от vi до vj;
Доказателство:
провеждаме индукция по k;
База: при k = 1,
[image: image93.wmf]( 1 )
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 е точно броят на маршрутите с дължина 1 от

vi до vj, тъй като маршрутите с дължина 1 са точно ребрата на G;

Предположение: нека твърдението е изпълнено за k – 1, т.е.


[image: image94.wmf]( k-1 )
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 е броят на всички маршрути с дължина k-1 от vi до vj;

Стъпка: ще покажем, че твърдението е изпълнено за k;

означаваме с 
[image: image95.wmf]k
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 множеството на всички маршрути от vi до vj с дължина k; означаваме с 
[image: image96.wmf]km

ij

P

 множеството от всички маршрути с дължина k от vi до vj с предпоследен връх vm; очевидно

{ 
[image: image97.wmf]k1
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 и от принципа за събиране имаме 
[image: image101.wmf]V
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; разглеждаме 
[image: image102.wmf]km
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 за фиксирано m; всеки маршрут от 
[image: image103.wmf]km
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 се получава от маршрут с дължина k-1 от vi до

vm и маршрут с дължина 1, т.е. ребро от vm до vj; 
в такъв случай 
[image: image104.wmf]km
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[image: image105.wmf]k1
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; прилагаме индукционното предположение и принципа на умножението:
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;
Лема: Ако в G (V, E, fG) същестува маршрут от vi до vj, vi ( vj, то съществува маршрут от vi до vj с дължина по-малка от |V|;
Доказателство: нека 
[image: image109.wmf]01L
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е маршрут в G, 
[image: image110.wmf]0
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= vi, 
[image: image111.wmf]L
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= vj;

ако L ( |V|, то по принципа на Дирихле съществуват 
x, y ( { 0, 1, …, L }, x < y, такива че 
[image: image112.wmf]x
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[image: image113.wmf]y
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; тогава

[image: image114.wmf]01xy+1L
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v, v, ... ,v,v,...,v

е маршрут с дължина L + x – y < L; ако
L + x – y ( |V| повтаряме същия процес и тъй като дължината строго монотонно намалява, след краен брой стъпки ще получим маршрут с дължина по-малка от |V|;
като следствие, ако vi = vj, то съществува маршрут от vi до vi с дължина по-малка или равна на |V|;
сега е ясно, че ако повдигнем матрицата на съседство MG на крайния ориентиран мултиграф G (V, E, fG) на степен |V|, то елементът


[image: image115.wmf]( V )
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 = 0, ако не съществува маршрут от vi до vj и
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нека G (V, E) е краен неориентиран граф;
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ясно е, че по тази дефиниция считаме, че има тривиален път с дължина 0 от всеки връх vi до vi; 
ще отбележим, че с дефинирането на тривиален път отчитаме примките в неориентирания граф, но им даваме тежест нула при образуване на пътища;

за графа G дефинираме релацията PG ( V x V, 
PG = { (vi, vj)| има път от vi до vj } ;
Теорема: Релацията PG е релация на еквивалентност:

1. PG е рефлексивна – за всеки връх v ( V, (v, v) ( PG, тъй като има път от v до v с дължина 0;

2. PG е симетрична – нека (vi, vj) ( PG; тогава има път
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ясно е, че релацията PG е транзитивно затваряне на релацията E;

от теоремата за релациите на еквивалентност множеството от върховете V се разбива на подмножества V1, V2, …, Vk, като
ако u ( Vi, v ( Vj, то има път от u до v ( i = j; подграфите на G, които подмножествата V1, …, Vk индуцират се наричат свързани компоненти на графа G; граф с точно една свързана компонента се нарича свързан граф;
7. Дървета.
казваме, че графът D (V, E) е дърво, ако D е свързан граф без цикли;

ще направим индуктивна дефиниция на кореново дърво (с корен r):
1. База – D ( { r }, () е кореново дърво с корен r и 

единствен лист r;
2. Предположение – нека D (V, E) е кореново дърво с корен r и листа l1, l2, …, lk;
3. Стъпка – нека u ( V, w ( V; тогава D( (V(, E() = 
D( (V ( { w }, E ( { (u, w)} ) е също дърво с корен r; ако u = li, то неговите листа са l1, …, li-1, w, li+1, …, lk, в противен случай, те са l1, …, lk, w;
4. Заключение – няма други коренови дървета;

операцията в индукционната стъпка наричаме присъединяване на връх; ще отбележим, че по дефиниция кореновите дървета са неориентирани графи, но при присъединяването се задава неявна ориентация – върхът w се присъединява към върха u; по тази причина ще използваме наредени двойки (u, w) и ще казваме, че

u е баща на w и, че w е син на v;
пример: графът D (V, E), V = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }, E = { (1, 2), (1, 3), (1, 4),

(3, 5), (3, 6), (4, 7), (5, 8) } е кореново дърво с корен 1;

ясно е, че към връх 1 са присъединени 2, 3, 4, към връх 4 – връх 7, към връх 3 – върховете 5, 6 и към връх 5 е присъединен връх 8;

листата на това кореново дърво са 2, 6, 7, 8;

Теорема: Всяко кореново дърво е дърво;

Доказателство: Индукция по построението:
1. База – кореновото дърво D ( { r }, ( ) е свързан граф, тъй като съществува тривиален път от r до r и няма цикли, тъй като няма ребра, така че D ( { r}, ( ) е дърво;

2. Предположение – нека кореновото дърво D (V, E) е дърво;

3. Стъпка – нека u ( V, w ( V; ще покажем, че кореновото дърво

D( (V(, E() = D( (V ( { w }, E ( { (u, w)} ) е дърво;
нека vi, vj ( D(; ако vi, vj ( D, то по индукционното предположение има път от vi до vj; ако vi = vj = w, то съществува тривиален път от vi до vj; ако vi = w (vj = w), то от индукционното предположение съществува път от vi до u и като добавим реброто (u, w) получаваме път от vi до w – не е възможно w да съвпада с върха преди u, тъй като w ( V; и така D( е свързан граф; да допуснем, че в D( има цикли; тъй като по индукционното предположение в D няма цикли, то реброто

(u, w) със сигурност участва в цикъл, което е противоречие, тъй като от w излиза точно едно ребро; и така D( е свързан граф без цикли, т.е. дърво;
4. Заключение – всички коренови дървета са дървета;

ще отбележим, че обратното твърдение не е вярно, но въпреки това всяко дърво можем да предефинираме като кореново, ако изберем произволен негов връх за корен;
Теорема: нека D (V, E) е дърво с корен r; тогава |V| = |E| + 1;

Доказателство: Индукция по построението;

1. База – за кореновото дърво D ( { r }, ( ) имаме |V| = 1, |E| = 0 и тогава |V| = |E| + 1;

2. Предположение – нека за кореновото дърво D (V, E) имаме
|V| = |E| + 1;
3. Стъпка – нека u ( V, w ( V; тогава за кореновото дърво D( (V(, E() = D( (V ( { w }, E ( { (u, w)} ) имаме |V(| = |V| + 1, 

|E(| = |E| + 1 = |V| + 2 ( |V(| = |E(| + 1;

4. Заключение – за всяко кореново дърво D (V, E) имаме 
|V| = |E| + 1;
Теорема: нека D (V, E) е дърво и vi, vj ( V; тогава съществува единствен път между vi и vj;
Доказателство: поне един път между vi и vj има, тъй като
D е свързан граф; да допуснем, че съществуват два различни пътя
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е цикъл, което е противоречие;
Теорема: нека D (V, E) е дърво и (vi, vj) ( E; тогава в графа
D( (V, E(), E( = E ( { (vi, vj) } има точно един цикъл;
Доказателство: тъй като (vi, vj) ( E то съществува единствен път и то с дължина поне 2 от vi до vj в D; тогава при добавяне на реброто

(vi, vj) наистина се образува цикъл vi, V1, vj, vi (V1 е редица от върхове); да допуснем, че при добавяне на реброто (vi, vj) се образува втори цикъл vi, V2, vj, vi (V1 ( V2); без ограничение можем да смятаме, че 

реброто (vi, vj) се появява само накрая в циклите; тогава vi, V1, vj и

vi, V2, vj са два различни пътя между vi и vj, което е противоречие с предишната теорема;
Представяне на дървета
тъй като всяко дърво е граф, то можем да използваме начините за представяне на графи; съществуват, обаче, много по-ефективни представяния; например всяко кореново дърво D (V, E) с корен r може да бъде представено със списък на бащите: 
едномерен масив p с |V| елемента, като p[v] е върхът, към който е присъединен върха v (бащата на v), по дефиниция p[r] = 0;
например за горното дърво списъкът на бащите е:
0, 1, 1, 1, 3, 3, 7, 5
нека D (V, E) е дърво с корен r; за всеки връх v ( V дефинираме

d (v) – височина на v като дължината на единствения път между 

v и r; максималната височина на върховете в едно кореново дърво наричаме височина на дървото; например горното дърво има височина 3;
нека D (V, E) е кореново дърво; за всеки връх v ( V дефинираме 

( (v) – разклоненост на v като броят на синовете на v; максималната разклоненост на върховете в едно кореново дърво наричаме разклоненост на дървото; например горното дърво има разклоненост 3; кореново дърво с разклоненост 2 наричаме двоично дърво, с разклоненост 3 троично дърво и т.н. с разклоненост m
m-ично дърво; например горното дърво е троично;
пример за двоично дърво:




във всяко двоично дърво може условно да се въведе наредба на синовете – ляв и десен син; по този начин двоичните дървета удобно се представят чрез наредба на синовете – за всеки връх се задава наредена двойка от синовете му – (ляв син, десен син), отсъствието на син ще задаваме например с 0;
за горното двоично дърво списъкът от синовете е:

1 – 2, 3; 2 – 4, 0; 3 – 5, 6; 4 – 0, 0; 5 – 7, 0; 6 – 0, 0; 7 – 0, 0;

съвсем аналогично можем да въведем условна наредба на синовете и в m-ично дърво и да представяме m-ичните дървета с наредени m-торки от синове, но това е твърде неефективно, тъй като в таблицата ще има много празни полета; затова ще разгледаме едно друго представяне:
нека в кореновото дърво D е въведена наредба на синовете; съвкупността от всички синове на даден връх ще наричаме братство; първият син в братството наричаме най-ляв син, а съседът на всеки син, който стои непосредствено отдясно наричаме десен брат, ясно е, че последният в братството няма десен брат;

за коренови дървета с по-голяма разклоненост може да се използва представянето, наречето “най-ляв син, десен брат” – това е списък от наредени двойки, по една за всеки връх, на първо място стои най-левия син на дадения връх (0, ако няма синове), а на второ място стои десният брат на върха (0, ако той е последен в братството);

например дървото в началото на въпроса се представя така:

1 – 2, 0; 2 – 0, 3; 3 – 5, 4; 4 – 7, 0; 5 – 8, 6; 6 – 0, 0; 7 – 0, 0; 8 – 0, 0;

двоичното дърво ще се представи така:

1 – 2, 0; 2 – 4, 3; 3 – 5, 0; 4 – 0, 0; 5 – 7, 6; 6 – 0, 0; 7 – 0, 0;

нека G (V, E) е граф, а D (V, E(), E( ( E, е дърво; тогава D се нарича покриващо дърво на графа G;

Теорема: Графът G (V, E) притежава покриващо дърво тогава и само тогава, когато G е свързан;

Доказателство: 
ясно е, че ако G притежава покриващо дърво D, то G е свързан, тъй като в D (а тогава и в G) има път от всеки връх до всеки друг;

нека G е свързан граф; ще опишем алгоритъм, който построява покриващо дърво на G:
1. H = G

2. докато в H има цикли
   H = H – ребро от цикъла;

твърдим, че след изпълнение на алгоритъма H е покриващо дърво на G; действително, алгоритъмът винаги завършва, тъй като в G има краен брой ребра, а съществуването на цикъл предполага наличието на поне три ребра; ясно е, че H е граф с върхове V и ребра E( ( E;
от самия алгоритъм се вижда, че H няма цикли; 

ще покажем, че на всяка стъпка H остава свързан граф;

да допуснем, че на някоя стъпка премахването на реброто (vi, vj) води до несвързан граф; нека vk, vl са върхове между които няма път; тъй като на предната стъпка графът е бил свързан, то съществува път между vk и vl, който минава през реброто (vi, vj), но в такъв случай можем да използваме остатъка от цикъла (или подходяща негова част) и да получим път между vk и vl в новия граф, което е противоречие; и така H (V, E() е свързан граф без цикли, т.е. покриващо дърво на G;

8. Обхождане на графи.
съществуват техники, които водят до построяване на сходни алгоритми за задачи, които на практика съществено се различават – такиви техники се наричат алгоритмични схеми;
под обхождане на граф ще разбираме процедура, която по определени правила “посещава” всички върхове на графа;

ще опишем два вида обхождане на граф, които могат да се използват като алгоритмични схеми; и при двете обхождания, под “обхождане” на връх разбираме действия, свързани с конкретната задача;
Обхождане в ширина
даден е краен неориентиран граф G (V, E); в резултат на обхождането в ширина V се разбива на нива на обхождане L0, L1, …, Lk по следния начин:
1. избираме начален връх на обхождането r ( V; “обхождаме” r; нека L0 = { r }, i = 0; 
2. образуваме нивото Li+1 = { v | v ( V, v – необходен, съществува

w ( Li, така че (w, v) ( E }; “обхождаме” всички върхове в Li+1;
3. ако Li+1 ( (, тогава i++, премини към 2; иначе край;

ще отбележим, че обхождането ще посети всички върхове точно тогава, когато графът е свързан;
ще приложим тази алгоритмична схема, за да построим покриващо дърво на свързания граф G (V, E):
1. избираме начален връх на обхождането r ( V; 

образуваме D = (VD, ED), VD = { r }, ED = (;
нека L0 = { r }, i = 0;
2. образуваме нивото Li+1 = { v | v ( V, v ( D, съществува w ( D, такъв че (w, v) ( E } ; за всеки такъв v: VD = VD ( { v }, ED = ED ( { (w, v)} ;

3. ако Li+1 ( (, тогава i++, премини към 2; иначе край;
в резултат от изпълнението, получаваме кореново дърво D (V, ED),
ED ( E, което е покриващо дърво на графа G;

Обхождане в дълбочина
даден е краен неориентиран граф G (V, E); при тази схема основни понятия са текущ връх t и баща на върха t – p (t);

1. избираме начален връх r ( V, “обхождаме” r, обявяваме t = r,
 p (t) е неопределен;
2. търсим необходен съсед v на текущия връх t;
ако има такъв v, тогава p (v) = t, t = v, “обхождаме” v, премини към 2;
ако няма такъв v и t ( r, t = p (t), премини към 2;
ако няма такъв v и t = r, край;
и в тази схема ще се обходят всички върхове точно тогава, когато графът е свързан; ще приложим алгоритмичната схема за решаване на задачата за построяване на покриващо дърво на свързания граф

G (V, E):
1. избираме начален връх r ( V, образуваме D (VD, ED), VD = { r },

ED = (, t = r, p (t) – неопределен;

2. търсим необходен съсед v на текущия връх t;
ако има такъв v, тогава p (v) = t, t = v, VD = VD ( v, 

ED = ED ( { (t, v) }, премини към 2;
ако няма такъв v и t ( r, t = p (t), премини към 2;
ако няма такъв v и t = r, край;
в резултат от изпълнението, получаваме кореново дърво D (V, ED),
ED ( E, което е покриващо дърво на графа G;

и двата алгоритъма (в ширина и в дълбочина) строят коренови дървета и тогава те могат да бъдат използвани за превръщане на произволни дървета в коренови;

двата подхода за построяване на покриващо дърво съществено се различават – ширината дава по-ниски и по-разклонени дървета, докато дълбочината по-високи и по-малко разклонени;

за обхождането в ширина е необходимо да се помнят всички върхове от предното ниво на обхождане, за да се построи следващото, докато при обхождане в дълбочина са достатъчни само върховете, които са разположени на пътя от началния до текущия връх; поради това при ограничена компютърна памет за предпочитане е дължината;

от друга страна, ако обхождането трябва да намери връх и той се окаже на ниво с малък номер, то ширината ще намери този връх много по-бързо, докато дълбочината ще работи непредсказуемо дълго, тъй като този връх може да се окаже измежду последните обходени;

възможни е двете схеми да се комбинират и да се разработят така наречените хибридни обхождания, които съчетават предимствата и неутрализират недостатъците на двете схеми по начин, необходим за конкретната задача;

Ойлерови обхождания

нека G (V, E) е краен неориентиран свързан граф;

казваме, че един път в G е Ойлеров път, ако минава през всяко ребро точно по веднъж; ако началото и края на Ойлеровия път съвпадат, казваме че той е Ойлеров цикъл;
граф, в който има Ойлеров цикъл, наричаме Ойлеров граф;

Теорема (на Ойлер): G (V, E) е Ойлеров граф ( за всеки връх v ( V,

d (v) е четно число;
Доказателство:
нека в G има Ойлеров цикъл; тогава всеки връх има четна степен, тъй като при обхождането на графа по Ойлеровия цикъл на всяко ребро, което “влиза” във връх съответства ребро, което “излиза” от този връх (различно първото, според дефиницията на път), и освен това всяко ребро участва в Ойлеровия цикъл;
нека в G всеки връх има четна степен; ще опишем алгоритъм, който построява Ойлеров цикъл:
първо описваме процедура за построяване на циклическо парче:

1. Избираме произволен връх r, обявяваме го за текущ t;

2. Ако е възможно избираме връх v, който е съседен на текущия връх t по необходено ребро (v, t); обявяваме (v, t) за обходено ребро, t = v;
Ако не е възможно, край;
ако допуснем, че в края на построяването имаме t ( r, то ще се окаже, че степента на t е нечетна, тъй като при всяко предишно преминаване през t сме отбелязали като обходени две ребра;
така t = r и всички обходени ребра образуват цикъл C;
3. ако C съдържа всички ребра, то той е Ойлеров цикъл;
нека C не съдържа всички ребра; тогава има връх r( ( C  от който излиза поне едно необходено ребро, тъй като в противен случай ще получим противоречие със свързаността на графа; построяваме циклическо парче с начало r( (стъпки 1., 2.), свързваме това парче с C  в общия връх r( и преминаваме към стъпка 3.;
когато алгоритъмът завърши работа, C ще е Ойлеров цикъл за

графа G;
ясно е, че доказаната теорема е в сила и за крайни неориентирани мултиграфи, с това изключение, че изискването в дефиницията за път в мултиграфи е да няма две съседни ребра с еднакви имена;
Следствие: В крайния неориентиран свързан граф G (V, E) има Ойлеров път ( в G има точно два върха с нечетна степен;

Доказателство:
нека vi и vj са върховете с нечетна степен; добавяме ребро (vi, vj) в графа G, при това G може да се превърне в мултиграф;

прилагаме теоремата на Ойлер и построяваме Ойлеров цикъл за новия граф; след това отстраняваме добавеното ребро и в резултат получаваме Ойлеров път;

нека в G има Ойлеров път от vi до vj; добавяйки ребро от vi до vj в този път получаваме Ойлеров цикъл и тогава всеки връх в новополучения граф има четна степен; при това положение в оригиналния граф всеки връх различен от vi и vj има четна степен, докато vi и vj имат нечетна степен;

дефиницията за Ойлеров път и Ойлеров цикъл се пренася лесно за крайни ориентирани мултиграфи; в сила е следната

Теорема: Крайният ориентиран мултиграф G (V, E, fG) е Ойлеров (
за всеки връх v ( V, d+ (v) = d- (v);
Следствие: В крайния ориентиран мултиграф G (V, E, fG) има Ойлеров път ( за всяко v ( V\{ w(, w((}, d+ (v) = d- (v),
d+ (w() = d- (w()+1, d+ (w(()+1 = d- (w(();
Хамилтонови обхождания

нека G (V, E) е краен неориентиран свързан граф; Хамилтонов път в графа G наричаме път, който минава през всички върхове точно по веднъж; Хамилтонов цикъл в графа G наричаме цикъл, който минава през всички върхове (освен началния) точно по веднъж;

граф, който съдържа Хамилтонов цикъл наричаме Хамилтонов граф;

не е известно необходимо и достатъчно условие един граф да е Хамилтонов и в резултат няма бърз алгоритъм за намиране на Хамилтонов цикъл;

ще разгледаме един клас от графи, които са Хамилтонови;
дефинираме граф Bn (J2n, En), En = { ((, () | (, ( ( Bn и се различават в една позиция }; този граф наричаме n-мерен двоичен куб;
Теорема: при n ( 2, графът Bn е Хамилтонов;
Доказателство:
ще означаваме върховете на Bn с низ от нули и единици;
провеждаме индукция по n;

База: при n = 2 очевидно 00, 01, 11, 10, 00 е Хамилтонов цикъл в B2;

Предположение: нека в Bn има Хамилтонов цикъл (0, (1, …, 
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Стъпка: разглеждаме следната последователност от върхове в Bn+1:

0(0, 0(1, …, 
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очевидно за i = 0, 1, …, 2n-2, 0(i и 0(i+1 се различават точно в една позиция, също така 
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 се различават в една позиция (първата), за i = 2n – 1, 2n – 2, …, 1, 1(i и 1(i-1 се различават в една позиция, също и за 1(0, 0(0; и така получената последователност е цикъл; освен това всеки връх от Bn+1 присъства точно по веднъж, тъй като (0, (1, …, 
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 са всички върхове в Bn+1;

и така полученият цикъл е Хамилтонов, т.е. Bn+1 е Хамилтонов граф;

Заключение: за всяко n ( 2, Bn е Хамилтонов;

последователност от вектори на J2n, която съдържа всички вектори точно по веднъж и в която всеки два вектори са съседни се нарича двоичен код на Грей; по-горе показахме един от възможните начини за построяване на двоичен код на Грей – т.н. двоично-отразен код на Грей;

9. Минимално покриващо дърво в граф.
даден е краен неориентиран свързан граф G (V, E);
също така е дадена функция c : E ( R; стойността c (e), e ( E наричаме цена (тегло) на реброто e; нека D (V, E() е покриващо дърво на графа G; цена на дървото наричаме сумата
c (D) = 
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; покриващото дърво D (V, E() наричаме минимално (максимално) покриващо дърво, ако за всяко покриващо дърво

D( (V, E(() имаме c (D) ( c (D() (c (D) ( c (D());
оттук нататък ще говорим за минимално покриващо дърво, за максимално е съвсем аналогично – обръщаме посоката на всички неравенства;

ясно е, че всеки граф притежава минимално покриващо дърво, тъй като графът притежава краен брой покриващи дървета, а всяко крайно множество от реални числа има най-малък елемент;

ще разгледаме следната задача – даден е граф, да се построи минимално покриващо дърво;

ще покажем едно важно свойство:
Теорема (МПД – свойство): Нека G (V, E) е свързан граф с ценова функция по ребрата c : E ( R и U е собствено подмножество на V;
нека e = (vi, vj) ( E е такова, че vi ( U, vj ( U и e има минимално тегло от всички такива ребра; тогава съществува минимално покриващо дърво D (V, E() на G, такова че e ( Е(;
Доказателство: да допуснем противното, т.е. не съществува минимално покриващо дърво на G, което съдържа реброто e;

нека D (V, E() е произволно покриващо дърво на G; образуваме
графа G( (V, E( ( { e }); тогава (от теорема по-горе) в G( има единствен цикъл, в който участва реброто e; този цикъл съдържа друго ребро
e( (u1, u2) за което u1 ( U, u2 ( U – ако допуснем противното ще се окаже, че цикълът не се връща в края на e, който е в U; сега построяваме дървото D( (V, E( ( { e } \ { e( } ); имаме

c (D() = c (D) + c (e) – c (e() ( c (D), тъй като c (e) ( c (e(); тъй като

D е минимално покриващо дърво, то c (D() = c (D) и тогава D( също е минимално покриващо дърво, което съдържа e – противоречие;

ще използваме полученото свойство за да опишем два алгоритъма, които строят минимално покриващо дърво;

Алгоритъм на Прим
алгоритъмът на Прим строи кореново дърво със зададен корен r;

1. избираме произволен връх r ( V, построяваме D (VD, ED),

VD = { r }, ED = (, U = { r };
2. ако U = V – край;

ако U ( V, търсим ребро e (vi, vj) с минимално тегло, такова че

vi ( U, vj ( U; VD = VD ( { vj}, ED = ED ( { e }, U = U ( { vj } ;

премини към стъпка 2.;

алгоритъмът на Прим директно прилага МПД-свойството – на всяка стъпка избира най-доброто ребро и е сигурен, че в крайна сметка ще получи минимално покриващо дърво;

Алгоритъм на Крускал
алгоритъмът на Крускал построява дърво без корен;
1. сортираме ребрата на G в нарастващ ред e1, e2, …, em;

2. от всеки връх v ( V образуваме тривиално дърво Dv ( { v}, ();

3. за всяко ребро ei = (u, v), i = 1, 2, ..., m по реда на сортирането правим следното: ако u и v са в различни дървета D( (V(, E(),

D(( (V((, E((), свързваме u и v с ребро;

изборът на най-лекото възможно ребро на всяка стъпка се гарантира от предварителното сортиране на ребрата; ако достигнем до ребро

e = (u, v), такова че u и v са в едно и също дърво, то e не се включва
в дървото, тъй като свързаността на u и v е постигната с по-леки ребра; процедурата може да се прекрати преди изчерпването на всички ребра, ако броят на използваните ребра стане |V| - 1;

10. Най-къс път в граф.
даден е краен свързан граф G (V, E) и ценова функция по ребрата

c : E ( R+; нека ( = 
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пътят (0 с начало vi и край vj ще наричаме минимален път от vi до

vj, ако за всеки път ( от vi до vj имаме c ((0) ( c (();

за тривиалните пътища от v до v за всеки връх v ( V дефинираме дължина 0;

ще разгледаме следната задача – даден е връх v0 ( V; да се намерят дължините на минималните пътища (и самите минимални пътища)

от v0 до всички останали върхове в G;

първо ще разгледаме един частен случай: c (e) = const за всяко e ( E, т.е. когато всички ребра имат еднакви тегла; в сила е следната:

Теорема: нека G (V, E) е свързан граф и D е покриващо дърво на

G, построено в ширина с корен v0; тогава пътищата в D от корена v0 до всички останали върхове са минималните пътища в G от v0 до тези върхове;
Доказателство: 
без ограничение ще считаме, че ребрата имат тегло 1;

нека L0, L1, …, Lk са нивата на обхождане, получени при построяването на D; с индукция по с i = 0, 1, …, k ще покажем, че всички върхове v, такива че дължината на минималния път от корена v0 до v е точно i се съдържат в нивото Li; тогава, тъй като пътят в D от v0 до кой да е връх от Li има дължина i, този път е минимален и с това теоремата ще бъде доказана;
База: при i = 0 единственият връх, който има минимален път с дължина 0 до v0 е самият v0 и той е единственият връх в L0;
Предположение: нека твърдението е вярно за нивата L0, L1, …, Li;
Стъпка: да допуснем, че съществува връх v ( Li+1, такъв че минималният път от v0 до v е по-малък от i+1; нека този път е
v0, …, w, v и има дължина k < i +1; ако допуснем, че пътят v0, …, w не е минимален, ще получим, че и v0, …, w, v не е минимален, което е противоречие; и така пътят v0, …, w е минимален път от v0 до w с дължина k – 1 < i; по индукционното предположение w ( Lk-1 и тогава

v ( Ls, s ( k < i + 1 – противоречие; 
Заключение: за i = 0, 1, …, k всички върхове v, такива че дължината на минималния път от корена v0 до v е точно i се 
съдържат в нивото Li;

Алгоритъм на Дейкстра

нека е даден свързан граф G (V, E) с ценова функция c : E ( R+; алгоритъмът на Дейкстра построява дърво на най-късите пътища от даден връх v0 ( V до всички останали върхове в графа;

разширяваме c до c*, така че c* (vi, vj) = c (vi, vj), ако (vi, vj) ( E и

c* (vi, vj) = (, ако (vi, vj) ( E; за практически цели ( трябва да се избере достатъчно голямо, за да не се включват несъществуващи ребра в търсените минимални пътища, например числото 
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нека за определеност |V| = n, V = { 0, 1, …, n-1 } и v0 = 0;

за i = 0, 1, …, n-1 dist[i] ще съдържа дължината на временно най-късия път от 0 до i; за i = 0, 1, …, n-1 p[i] ще съдържа бащата на i в дървото на минималните пътища;

алгоритъм:
1. d[0] = 0, p[0] = -1, d[i] = c* (0, i), p[i] = 0 за i = 1, …, n-1, U = { 0 };

2. търсим връх v ( U, такъв че d[v] е минимално за всички такива върхове; U = U ( { v}; за всяко w ( V, 

d[w] = min (d[w], d[v] + c* (v, w), ако min е d[v] + c* (v, w), p[w] = v;
3. ако U = V – край, иначе към 2.;

втората част на стъпка 2 наричаме релаксационна стъпка и тя играе основна роля в ефективните алгоритми за най-къс път в граф;

Лема (монотонно свойство на алгоритъма на Дейкстра): 
При изпълнение на алгоритъма на Дейкстра върховете влизат в U с ненамаляващи дължини на времененно най-късите им пътища;
Доказателство: Индукция по появяване на върховете в U;
База: в началото влиза връх 0 с нулева дължина на временно най-късия път, а всеки друг път има положителна дължина на временно най-късия път, така че твърдението е изпълнено;
Предположение: нека твърдението е изпълнено за множеството U;

Стъпка: нека v влиза в U; тогава за всяко w ( U имаме d[v] ( d[w] и тъй като d[v] < d[v] + c*(vi, vj), то след релаксационната стъпка отново ще имаме d[v] ( d[w] за всяко w ( U, така че на следващата стъпка върхът, който влиза в U ще има дължина на временно най-късия път не по-малка от дължините на временно най-късите пътища на всички върхове в U;
Заключение: върховете на графа влизат в U с ненамаляващи дължини на временно най-късите им пътища;

Дефиниция: нека G (V, E) е граф, V = { 0, 1, …, n } , ( ( U ( V и

i1, i2, …, ik-1, ik е път в G, такъв че i1, i2, …, ik-1 ( U; тогава казваме, че този път е специален по отношение на U;

Теорема (на Дейкстра): Нека U ( V е получено след поредна стъпка на алгоритъма на Дейкстра; тогава:
1. за всеки връх i ( U, d[i] е дължината на най-късия път от 0 до i и за i ( 0, p[i] е бащата на i по този най-къс път;

2. за всеки връх k ( U, d[k] е дължината на най-късия специален път по отношение на U от 0 до k и p[k] е бащата на U по този най-къс път;

Доказателство:
доказателството извършваме паралелно с индукция по построяването на множеството U;
База: U = { 0 }; (1.) тривиалният път от 0 до 0 действително е най-къс;
(2.) тъй като U = { 0 }, то съществува единствен специален път до всеки връх v ( U - 0, v и той е минимален;
Предположение: нека двете части на теоремата (1.) и (2.) са изпълнени за някое множество U;
Стъпка: нека върхът v влиза в U; ще покажем, че (1.) е изпълнено за множеството U( = U ( { v };
(1.) нека v( ( U(; ако v( ( v, то твърдението е изпълнено от индукционното предположение (1.); нека v( = v и да допуснем, че d[v] не е най-късият път от 0 до v; по индукционното предположение (2.),

d[v] е дължината на най-късия специален път от 0 до v по 
отношение на U, така че най-късият път от 0 до v не е специален по отношение на U; нека x ( U е първият връх в който минималният път от 0 до v напуска U; нека най-късият специален път от 0 до v е 
0, …, j, v, минималният път от 0 до v е 0, …, z, x, …, v; от горните разсъждения имаме: dist[v] = c* (0, …, j, v) > c* (0, …, z, x, …, v); но ребрата са с положително тегло, така че
c* (0, …, z, x, …, v) > c* (0, …, z, x); ако допуснем, че 0, …, z, x не е най-късият специален път от 0 до x, то ще получим, че 0, …, z, x, …, v не е минимален път, което е противоречие; и така 0, …, z, x е най-късият специален път от 0 до x и от индукционното 
предположение (2.) dist[x] = c* (0, …, z, x); получихме

dist [v] = c* (0, …, j, v) > c* (0, …, z, x) = dist [x], което е противоречие с избора на v;
нека сега извършим релаксационната стъпка след избора на v; ще покажем, че (2.) е изпълнено;
(2.) нека k ( U(; ще разгледаме всеки един от трите възможни случая:
· най-късият специален път по отношение на U( от 0 до k минава през v и v е предпоследен връх в този път;

· най-късият специален път по отношение на U( от 0 до k минава през v и v не е предпоследен в този път;

· най-късият специален път по отношение на U( от 0 до k не минава през v;
нека 0, …, x, v, k е най-късият специален път в първата възможност; тогава 0, …, x, v е най-къс път от 0 до v в U( и тогава 0, …, x, v е най-късият специален път от 0 до v по отношение на U; по индукционното предположение (2.) c* (0, …, x, v) = dist[v] и тогава
c *(0, …, x, v, k) = dist[v] + c* (v, k), което се отчита от релаксационната стъпка;
нека x ( U е предпоследният връх в най-късия специален път от втората възможност; тогава този път е 0, …, v, …x, k; пътищата
0, …, v и 0, …, v, …, x са минимални, тъй като в противен случай специалният път 0, …, v, …, x нямаше да е минимален; имаме, че
c* (0, …, v) < c* (0, …, v, …, x), тъй като ребрата са положителни; при това положение от индукционното предположение (1.) 
dist [x] = c* (0, …, v, …, x) и от индукционното предположение (2.)

dist [v] = c* (0, …, v), но dist[v] < dist [x], което е противоречие с монотонното свойство, тъй като алгоритъмът е избрал x преди v;
нека 0, …, k е най-късият специален път от третата възможност; този път е специален и по отношение на U, тъй като v не участва в него и тогава по индукционното предположение (2.) той съвпада с най-късия специален път до k от предната стъпка на алгоритъма, което се отчита от релаксационната стъпка;
и така във всички възможни случаи след изпълнение на релаксационната стъпка в d[k] е записан най-късият специален път от 0 до k по отношение на U( и в p[k] е записан бащата на k по този път;
и така след като алгоритъмът завърши работа U = V и за всяко i ( V
d[i] е дължината на най-късия път от 0 до i и p[i] е бащата на i по този най-къс път;
11. Формални езици и граматики. Йерархия на Чомски.
нека A е крайно множество, А = { a1, a2, …, an } ; 

елементите на А ще наричаме букви, а множеството А наричаме азбука;
дефинираме индуктивно множеството А* - множеството от всички думи над азбуката A по следния начин:
База: нека ( ( A; ( ще наричаме празна дума; ( ( А*;

Предположение: нека ( ( A*; 
Стъпка: тогава за всяко ai ( A, (ai ( A*;
Заключение: няма други думи в A*;
с други думи A* е множеството от всички крайни последователности от букви от A, включително и празната дума, която не съдържа 
букви от A; 
например, ако A = { a, b}, то A* = { (, (a = a, (b = b, aa, ab, ba, bb, …} ;

нека ( ( A*; дефинираме дължина на думата ( - d (():

База: d (() = 0;
Предположение: нека ( ( A* и е дефинирано d (();

Стъпка: тогава за всяко ai ( A, d ((ai) = d (() + 1;
дефинираме A0 = { ( }, A1 = A, A2 = A x A, …, An = An-1 x A;

ясно е, че An е множеството от всички думи с дължина n над 
азбуката A; имаме 
[image: image161.wmf]n
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; тъй като An са крайни и следователно изброими множества и A* е изброима фамилия от изброими множества, то от една теорема за множества получаваме:
Теорема: за всяка азбука A, A* е изброимо множество;

дефинираме A+ = A*\{ (} = 
[image: image162.wmf]n
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;

дефинираме бинарна операция конкатенация в A*:
нека ( ( A*, ( = 
[image: image163.wmf]12k
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по дефиниция (( = 
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;
свойства на конкатенацията ((, (, ( ( A*)
1. ((()( = (((() – асоциативност;

2. (( ( (( в общия случай;

3. (( = (( = (;

и така A* е моноид относно конкатенацията; освен това
A+ е свободна полугрупа с образуващо множество A, тъй като всяка непразна дума се записва по единствен начин като конкатенация на букви от А;
нека L ( A*; L наричаме език над азбуката А;

от една теорема за мощността на булеана на изброимо множество получаваме:
Теорема: Множеството от всички езици над крайната азбука А е неизброимо;
ясно е, че поради горната теорема каквато и крайна форма за описание на езиците да изберем не можем да опишем всички езици;

за практическите нужди на информатиката е напълно достатъчно да се разглежда едно изброимо подмножество на множеството от всички езици – множеството от формални езици; това са езици, които имат крайно описание;
нека А е крайна азбука; елементите на релацията 
[image: image166.wmf]R
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( A* x A* ще наричаме правила за извод или просто правила; ако ((, () ( 
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, означаваме ( 
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 (, ( наричаме лява част на правилото, ( наричаме дясна част на правилото;
нека 
[image: image169.wmf]R
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 е множество от правила; дефинираме 
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 �

 ( A* x A* по следния начин: ((, () ( 
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, ако ( = (1((2, ( = (1((2 и ( 
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 (; означаваме

( 
[image: image173.wmf]�

 ( и казваме, че ( непосредствено се извежда от (; 
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 �

 наричаме релация на непосредствен извод;
нека 
[image: image175.wmf]R

®

е множество от правила и 
[image: image176.wmf]R

 �

 е съответната релация на непосредствен извод; дефинираме 
[image: image177.wmf]R
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 ( A* x A* като рефлексивно и транзитивно затваряне на релацията на непосредствен извод;
ако ((, () ( 
[image: image178.wmf]R
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 бележим ( 
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 ( и казваме, че ( се извежда от (; 
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 наричаме релация на извод;

формална граматика наричаме четворката Г = < N, T, S, P >, където
N е крайна азбука, елементите на която се наричат нетерминали,
T е крайна азбука, елементите на която се наричат терминали,

N ( T  = (, S ( N е начален нетерминал, който наричаме аксиома на граматиката и P ( (N ( T )* x (N ( T )* е множество от правила ( 
[image: image181.wmf]®

 (, за които е изпълнено:
1. ( = (1A(2, A ( N, (1, (2 ( (N ( T )*, т.е. лявата част на всяко правило съдържа нетерминал;

2. d (() ( d ((), т.е. правилата са несъкращаващи;

с помощта на множеството от правила P дефинираме релациите на непосредствен извод 
[image: image182.wmf] �
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 и на извод 
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които ще означаваме с 
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, 
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;
следната таблица прави съпоставка между термините във формалните езици и съответните им в естествените езици:

	Формален език
	Естествен език

	буква
	дума

	азбука
	лексика, речник

	дума
	фраза, последователност от думи

	език
	правилно построени фрази, изречения

	нетерминал
	граматическа категория

	терминал
	обикновена дума

	аксиома
	граматическа категория “изречение”


нека Г = < N, T, S, P > е формална граматика; множеството
LГ = { ( | ( ( T *, S 
[image: image186.wmf]G
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 ( } наричаме език, породен от граматиката Г или просто език на граматиката Г;
две граматики Г1 и Г2 наричаме еквивалентни, ако 
[image: image187.wmf]12
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; означаваме Г1 ( Г2;
пример: нека N = { S}, T = { a, b}, S = S, P = { S
[image: image188.wmf]®

 ab, S 
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 aSb } ;
тогава имаме две възможности за извод:
· S 
[image: image190.wmf]G
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 ab;

· S 
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 aSb 
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 a2Sb2 
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 … 
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 ai-1Sb-1 
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и така LГ = { aibi | i = 1, 2, …} ;
основната задача в теорията на формалните езици и граматики е следната: даден е формален език L ( A* и ( ( A*; 
да се определи дали ( ( L;
Теорема: Нега Г = < N, T, S, P > е формална граматика; тогава съществува формална граматика Г(, която е еквивалентна на Г и не съдържа аксиома в дясна част на правило;
Доказателство:
построяваме Г( = < N( = N ( { S(}, T, S = S(, P( = P ( { S(
[image: image196.wmf]®

 S} >; 

тук S( ( N ( T ; ясно е, че Г( няма аксиома в дясната част на правило; 
ще покажем, че Г ( Г(;
нека ( ( LГ, т.е. S 
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 (; имаме P ( P( ( S 
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 ( и от S( 
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 S ( S( 
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 (, т.е. ( ( 
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нека ( ( 
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, т.е. S( 
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 ( ( S( 
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 (; тъй като S( се среща само в правилото S(
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 S, то в извода S 
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 ( не се използва правилото S(
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 S ( S 
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 (, т.е. ( ( LГ;
и така LГ = 
[image: image210.wmf]L
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използвайки тази конструкция за горната граматика получаваме:

Г( = < N = { S, S(}, T  = { a, b}, S = S(, P = { S( 
[image: image211.wmf]®
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 ab, S 
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 aSb } ;

поради несъкращаващите правила в разглежданите граматики не може да се извежда празната дума; разрешаваме този проблем, като допуснем единствено съкращаващо правило с помощта на следната
Теорема: Нека Г = < N, T, S, P > е формална граматика без аксиома в дясна част на правило; ако Г( = < N, T, S, P ( { S 
[image: image214.wmf]®

 ( } >, то
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Доказателство:
тъй като Г няма аксиома в дясна част на правило, то единственият извод в който участва правилото S 
[image: image217.wmf]®

 ( е изводът S 
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също така всеки извод в Г е извод и в Г( с което теоремата е доказана;
нека Г = < N, T, S, P > е формална граматика; правила от вида
A 
[image: image220.wmf]®

 B, A ( N, B ( N наричаме преименуващи; 
последователност от вида A1 
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 A2, A2 
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 A3, …, Ak-1 
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 Ak наричаме верига от преименуващи правила;
естествено е да очакваме, че преименуващите правила не влияят на пораждания от граматиката език; в сила е следната
Теорема: За всяка формална граматика Г = < N, T, S, P > съществува формална граматика Г( ( Г, която не съдържа преименуващи правила;
Доказателство:
построяваме граматиката Г( = < N, T, S, P( >,
P( = P \ { A 
[image: image224.wmf]®
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 ( |за всяка верига
A 
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 (, където ( ( N, 1 ( k ( |N | } ;

ясно е, че граматиката Г( няма преименуващи правила; 
ще покажем, че LГ = 
[image: image230.wmf]L
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с индукция по броя на преименуващите вериги ще покажем, че ако

( 
[image: image231.wmf]G
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 (, то ( 
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База: ако изводът ( 
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 ( не съдържа вериги от преименуващи правила, то при него са използвани правила, които се съдържат в
P(, т.е. ( 
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Предположение: да допуснем, че твърдението е изпълнено за изводи с n преименуващи вериги;
Стъпка: нека изводът ( 
[image: image235.wmf]G

‘

 ( съдържа n+1 преименуващи вериги и нека (1A(2 
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 (1Ak(2 
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 (1((2 е първата такава верига; имаме: ( 
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първият извод не съдържа преименуващи вериги, така че
( 
[image: image246.wmf]¢
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 (1A(2; ако k > |N|, то съществуват индекси i, j ( { 1, 2, …, k}, такива че Ai = Aj; в такъв случай можем да премахнем от извода частта от (1Ai(2 до (1Aj(2 включително; ако и след това дължината на преименуващата верига е повече от броя на нетерминалите, то повтаряме същата процедура и т.н. докато дължината на веригата не стане по-малка или равна на |N|; в такъв случай в P( съществува правило A
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 (1((2; сега прилагаме индукционното предположение за извода (1((2 
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 (, който съдържа n преименуващи вериги и получаваме: ( 
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(, т.е. ( 
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в частност, ако ( = S получавамe, че от S 
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с индукция по броя на новодобавените правила ще покажем, че ако

( 
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База: ако изводът ( 
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 ( не съдържа новодобавени правила, то всички използвани правила се съдържат в P и тогава ( 
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Предположение: нека твърдението е изпълнено за извод, който съдържа n новодобавени правила;
Стъпка: нека ( 
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 ( е извод с n+1 новодобавени правила и нека
A 
[image: image262.wmf]®

 ( е първото такова правило; имаме:
( 
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 (1A(2 няма новодобавени правила, така че ( 
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 (1A(2; от дефиницията на P( имаме, че в Г съществува преименуваща верига A 
[image: image268.wmf]®

 A1 
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 (,

1 ( k ( |N|; тогава (1A(2 
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 (1Ak(2 
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 (1((2, т.е.
(1A(2 
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 (1((2; изводът (1((2 
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 ( съдържа n новодобавени правила и от индукционното предположение получаваме (1((2 
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 (; окончателно получаваме ( 
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 (;
в частност, ако ( = S получавамe, че от S 
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 ( ( S 
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и така LГ = 
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, т.е. Г ( Г(;
ще опишем една класификация на формалните граматики и на езиците, породени от тях, известна като йерархия на Чомски:

· формалната граматика Г ще наричаме граматика от 

общ тип (тип 0), ако всяко нейно правило е от вида
(1A(2 
[image: image284.wmf]®

 (, (1 ( (N ( T)*, (2 ( (N ( T)*, A ( N, ( ( (N ( T)+;

ако Г няма аксиома в дясна част на правило, допускаме единствено съкращаващо правило S 
[image: image285.wmf]®

 (; езиците, породени от тези граматики наричаме езици от общ тип (езици от тип 0) и тяхното множество ще бележим с 
[image: image286.wmf]0
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;

· формалната граматика Г ще наричаме конктекстна или 
контекстно-зависима или граматика от тип 1, ако всяко нейно правило е от вида (1A(2 
[image: image287.wmf]®

 (1((2, (1 ( (N ( T)*, 

(2 ( (N ( T)*, A ( N, ( ( (N ( T)+; думите (1 и (2 наричаме съответно ляв и десен контекст; ако Г няма аксиома в дясна част на правило, допускаме единствено съкращаващо правило S 
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 (; езиците, породени от тези граматики наричаме контекстни (контекстно-зависими) езици (езици от тип 1) и тяхното множество ще бележим с 
[image: image289.wmf]1

L

; 

· формалната граматика Г ще наричаме безконктекстна или 
контекстно-свободна или граматика от тип 2, ако всяко нейно правило е от вида A 
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 (, A ( N, ( ( (N ( T)+; ако Г няма аксиома в дясна част на правило, допускаме единствено съкращаващо правило S 
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 (; езиците, породени от тези граматики наричаме безконтекстни (контекстно-свободни) езици (езици от тип 2) и тяхното множество ще бележим с 
[image: image292.wmf]2

L

; 

· формалната граматика Г ще наричаме автоматна или 
граматика от тип 3, ако всяко нейно правило е в един от видовете A 
[image: image293.wmf]®

 B, A 
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 a, A 
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 aB, a ( T , A ( N, B ( N; ако Г няма аксиома в дясна част на правило, допускаме единствено съкращаващо правило S 
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 (; езиците, породени от тези граматики наричаме автоматни езици (езици от тип 3) и тяхното множество ще бележим с 
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L

;
описаните граматики от тип 3 се наричат още ляво-линейни, тъй като се допускат правила A 
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 aB; ако вместо това допускаме правила A 
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 Ba (но не и A 
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 aB), тогава такива граматики наричаме дясно-линейни; тъй като те в някакъв смисъл са еквивалентни, ще разглеждаме само ляво-линейни граматики;

Теорема: 
[image: image301.wmf]3
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Доказателство: непосредствено от дефинициите;
Теорема: ако L е език от тип i, то L ( { ( } и L \ { ( } са езици от тип i;

Доказателство:
нека Г е формална граматика, която поражда езика L;
ако ( ( L, то образуваме граматиката Г(, която е еквивалентна на Г и не съдържа аксиома в дясна част (това е позволено, тъй като правилото S( 
[image: image305.wmf]®

 S е валидно за всички типове граматики); 
очевидно е, че Г( е формална от същия тип i; сега добавяме правилото S( 
[image: image306.wmf]®

 ( и тогава 
[image: image307.wmf]L

¢

G

 = L ( { ( };

нека ( ( L; но това е възможно единствено ако в Г се допуска правило S 
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 (; премахваме това правило и получаваме граматика Г(, която е от същия тип и 
[image: image309.wmf]L

¢

G

 = L \ { ( } ;

12. Автоматни езици.

нека A е азбука; въвеждаме операции в множеството от всички езици над азбуката A:
1. нека L1 ( A*, L2 ( A*; дефинираме сума на езиците L1 и L2:

L1 + L2 = L1 ( L2;
2. нека L1 ( A*, L2 ( A*; дефинираме произведение на езиците 
L1 и L2: L1L2 = { (( | ( ( L1, ( ( L2 };

дефинираме L0 = { (}, L1 = L, L2 = LL, …, Ln = Ln-1L;

3. нека L ( A*; дефинираме итерация на езика L:


[image: image310.wmf]n

n=0

L*=L

¥

U

;
алгебрата на езиците с въведените операции се нарича 
алгебра на Клини; ще отбележим някои свойства на операциите:

L1 + L2 = L2 + L1 – събирането е комутативно;
(L1 + L2) + L3 = L1 + (L2 + L3) – събирането е асоциативно;

L + ( = ( + L = L - ( е неутрален елемент на събирането;

(L1L2)L3 = L1(L2L3) – произведението е асоциативно;

L1L2 ( L2L1 – в общия случай произведението не е комутативно;

L{ (} = { ( }L = L – { ( } е неутрален елемент на умножението;

(L1 + L2).L3 = L1.L3 + L2.L3 – дясна дистрибутивност на умножението спрямо събирането;
(L1 + L2).L3 = L1.L3 + L2.L3 – лява дистрибутивност на умножението спрямо събирането;
нека Г = < N, T, S, P > е автоматна граматика и L = LГ;
ще разглеждаме само такива граматики, които не съдържат преименуващи правила, тъй като вече показахме, че те не влияят на породените езици; в такъв случай в P има два вида правила

A
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 a, които ще наричаме къси правила и A
[image: image312.wmf]®

 aB, които ще наричаме дълги правила; лесно се забелязва, че в автоматната граматика всеки извод, който е различен от S 
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 ( има вида:
S 
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 a1A1 
[image: image315.wmf]G

�

 a1a2A2 
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 a1a2a3A3 
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 a1a2a3…ak-1Ak-1 
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 a1a2a3…ak;
изводите на всяка автоматна граматика могат да се представят в безкрайно дърво; върховете на дървото са надписани с думите, които се извеждат от граматиката и два върха са свързани ако от думата, с която е надписан първия връх, непосредствено се извежда думата, с която е надписан втория връх; в корена на дървото, естествено, е записана аксиомата на граматиката;
Теорема: Ако L1 и L2 са автоматни езици, то L1 + L2 е автоматен език;

Доказателство:
нека езикът L1 се поражда от граматиката Г1 = < N1, T1, S1, P1 >;

нека езикът L2 се поражда от граматиката Г2 = < N2, T2, S2, P2 >;
без ограничение на общността можем да смятаме, че

N1 ( N2 = (, N1 ( T2 = (, T1 ( N2 = (; ако това не е изпълнено можем да преименуваме съответните нетерминали, което няма да измени езиците L1 и L2;

построяваме граматиката Г = < N1 ( N2 ( { S} , T1 ( T2, S, P >,

P = (P1 ( P2)\{ S1 
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 (, S2 
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 ( } ( { S 
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 S1, S 
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 S2 } ( { S 
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 (, ако имаме S1 
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 ( или S2 
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 ( };
ясно е, че получената граматика е автоматна, тъй като тя е образувана от правилата на автоматните граматики Г1, Г2 и от правилата S 
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 S1, S 
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 S2; аксиомата S присъства само в лява част, така че правилото S 
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 ( е допустимо и това е единственото съкращаващо правило – S1 
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 ( или S2 
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 ( не влизат 
в правилата на Г; ще докажем, че 
[image: image332.wmf]12

L=L+L

GGG

= L1 + L2;
нека ( ( LГ; 
ако ( = (, то S 
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 ( ( P и следователно S1 
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 ( ( P1 или

S2 
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 ( ( P2, т.е. ( ( L1 или ( ( L2 ( ( ( L1 + L2;
нека ( ( (; имаме S 
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 ( и тъй като ( ( (, то е използвано точно едно от правилата S 
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 S1, S 
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 S2, т.е S 
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 ( или S 
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 S2 
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 (;

сега от N1 ( N2 = (, N1 ( T2 = (, T1 ( N2 = ( имаме, че

в първия слуай S1 
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 (, т.е. ( ( L1 или във втория случай S2 
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G
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 (, т.е. ( ( L2 ( ( ( L1 + L2;
нека ( ( L1 + L2;
нека ( ( L1 (случаят ( ( L2 се разглежда аналогично);

ако ( = (, то S1 
[image: image345.wmf]®

 ( ( P1 ( S 
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 ( ( P ( ( ( LГ;
нека ( ( (; имаме S1 
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 (, без използване на S1 
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 ( ( S1 
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 (, тъй като P1\{ S1 
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 (} ( P; тогава S 
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 S1 
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 ( ( ( ( LГ;
ще изобразим чрез безкрайни дървета същността на теоремата:


Лема: Езикът { ( } е автоматен език;
Доказателство: 
граматиката, която го поражда е Г = < { S }, (, S, { S
[image: image353.wmf]®

 (} > и тя очевидно е автоматна;
Теорема: Ако L1 и L2 са автоматни езици, то L1.L2 е автоматен език;

Доказателство:
нека езикът L1 се поражда от граматиката Г1 = < N1, T1, S1, P1 >;

нека езикът L2 се поражда от граматиката Г2 = < N2, T2, S2, P2 >;
отново без ограничение на общността можем да смятаме, че

N1 ( N2 = (, N1 ( T2 = (, T1 ( N2 = (;
нека ( ( L1, ( ( L2;
построяваме граматиката Г = < N1 ( N2, T1 ( T2, S1, P >,
P = (P1 ( P2)\{ A 
[image: image354.wmf]®

 a| A 
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 a ( P1 } ( { A 
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 aS2|за всяко A 
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 a ( P1} ;
очевидно Г е автоматна граматика, тъй като тя е образувана от правилата на две автоматни граматики и новодобавените автоматни правила; ще покажем, че LГ = L1.L2;
нека ( ( LГ; тогава S1 
[image: image358.wmf]G
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 (; тъй като N1 ( N2 = ( и S1 ( N1, началото на този извод използва правила само от P1; при това в Г не се използват къси правила от P1, така че в края на извода трябва да има късо правило от P2; единствената връзка в новата граматика между правилата P1 и P2 са новодобавените правила A
[image: image359.wmf]®

 aS2, А ( N1, a ( T1, така че във вътрешността на извода има (и то точно едно) срещане на такова правило, т.е.: S1 
[image: image360.wmf]G

‘

 (1A 
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 (1aS2 
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 (1a(2 = (;
имаме S1 
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 (1A 
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 (1aS2 ( S1 
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 (1A 
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 (1a, т.е. (1a ( L1;
също (1aS2 
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 (1a(2 ( S2 
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(2, т.е. (2 ( L2;
и така ( = (1a(2 ( L1.L2;
нека ( ( L1.L2, ( = (1(2, (1 ( L1, (2 ( L2; имаме
S1 
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 (1, S2 
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 (2; нека (1 = ((a; тогава S1 
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 ((A 
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((a = (1;

ясно е, че правилата в първия извод са дълги (
S1 
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 ((A; прилагаме новодобавеното правило A
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 aS2 и получаваме:

S1 
[image: image375.wmf]G

‘

 ((A 
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 ((aS2 
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 ((a(2 = (, тъй като всички правила от P2 са в P;

и така ( ( LГ;
нека ( ( L1, ( ( L2 (случаят ( ( L1, ( ( L2 се разглежда аналогично);

тогава L1 = L1( + { ( }, ( ( L1(, и L1( е автоматен език, тъй като добавянето или премахването на празната дума не променя типа на езика в йерархията на Чомски ( L1.L2 = (L1( + { ( }).L2 = L1(.L2 + L2;

от по-горе L1(.L2 е автоматен език, L2 е автоматен език 

( L1.L2 е автоматен език;
нека ( ( L1, ( ( L2; тогава L1 = L1( + { ( } и ( ( L1(, L2 = L2( + { ( } и ( ( L2(;

L1( и L2( също са автоматни езици;
имаме L1.L2 = (L1( + { ( }).(L2( + { ( }) = L1(.L2( + L1( + L2( + { ( };
от казаното по-горе L1(.L2( е автоматен език, също L1( и L2(, { ( } са автоматни езици ( L1.L2 е автоматен език;
и тук ще изобразим с безкрайни дървета същността на теоремата:




Теорема: Ако L е автоматен език, то L* е автоматен език;

Доказателство:
нека езикът L се поражда от граматиката Г = < N, T, S, P >;

без ограничение на общността можем да смятаме, че  Г е без аксиома в дясна част на правило;
построяваме граматика Г( = < N, T, S, P( >, където
P( = P\{ S 
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 (} ( { A 
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 aS | за всяко късо правило A 
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 a ( P };
очевидно Г( е автоматна граматика, ще покажем, че 
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 = L+;
нека ( ( 
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G

; тогава ( ( (, тъй като S 
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 ( ( P(; разбиваме извода 

S 
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 ( на части, където се среща S:
S 
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 (1S 
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 (1(2S 
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 (1(2…(k-1S 
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(1(2…(k = (, k ( 1; това са точно местата в които е употребено някое от новодобавените правила, тъй като в Г няма правила с аксиома в дясна част; заменяме новодобавените правила със съответните къси и получаваме:

S 
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 (1, S 
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 (2, …, S 
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 (k-1, S 
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 (k, т.е. (1, (2, …, (k ( L; и така

( = (1(2…(k ( Lk, k ( 1, т.е. ( ( L+;
нека ( ( L+; тогава съществува k ( N, k ( 1, такова че

( = (1(2…(k, (i ( L; оттук S 
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 (1, S 
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 (2, …, S 
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 (k и тогава като заместим всяко от късите правила със съответното новодобавено получаваме: S 
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 (1S 
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 (1(2S 
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 (1(2…(k-1S 
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(1(2…(k = (, откъдето ( ( 
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;
и така L+ е автоматен език ( L* = L+ ( { ( } е автоматен език;

ще изобразим с безкрайно дърво същността на теоремата:





Теорема: Всеки краен език е автоматен;
Доказателство:
вече показахме, че { ( } е автоматен език;
граматиката Г = < { S }, { a }, S, { S 
[image: image403.wmf]®

 aS } > е автоматна и поражда езика (;
нека L = { ( }, ( ( (, ( = a1a2…ak;
тогава граматиката Г = < { S, A1, A2, …, Ak-1 }, { a1, a2, …, ak}, S,

{ S 
[image: image404.wmf]®

 a1A1, A1 
[image: image405.wmf]®

 a2A2, …, Ak-2 
[image: image406.wmf]®

 ak-1Ak-1, Ak-1 
[image: image407.wmf]®

 ak } > е автоматна и очевидно единственият възможен извод в нея е точно изводът на (, т.е. LГ = L = { ( };
нека L = { (1, …, (m } е произволен краен език, m ( 1, (i ( A*;

тогава L = { (1 } + { (2 } + … + { (m } и тогава L е автоматен език, тъй като е крайна сума на автоматни езици;
13. Крайни автомати.
в този въпрос ключовото понятие е абстрактна математическа машина; всяка такава машина е в състояние да приема като вход думи от дадена азбука и да извежда като изход думи от друга (не непременно различна) азбука; във всеки момент от работата си машината се намира в точно едно от крайно много вътрешни състояния; основната разлика между абстрактните математически машини и реалните машини е, че при първите смяната на вътрешното състояние се осъществява в дискретно изброимо множество от моменти, наречени тактове; между всеки два такива такта машината остава в едно и също състояние;

новото състояние се определя от текущото състояние и входната буква, прочетена от машината в текущия такт; изходната буква, която машината извежда на всеки такт, е също функция на текущото състояние и входната буква;

работата на абстрактната математическа машина протича по следния начин:
· в началото машината се намира в едно и също състояние, което се нарича начално състояние;

· на всеки такт машината прочита входна буква, след това от тази буква и текущото състояние тя определя изходна буква и ново състояние, извежда изходната буква и след това преминава в новото състояние; машината изчаква до настъпване на следващия такт и повтаря отново горните действия;

· машината може да приключи работа ако достигне до някое от предварително фиксирани заключителни състояния или ако функцията, определяща новото състояние не е навсякъде дефинирана; спирането, естествено, може да се извърши и при достигане на края на входната дума;

краен детерминиран автомат наричаме петорката

A = < Q, X, q0, (, F >, където

Q е крайно множество от вътрешни състояния;

X е крайна входна азбука;

q0 ( Q е начално състояние;
( : Q x X ( Q е частична функция на преходите, която пресмята новото състояние;
F ( Q е множеството от заключителни състояния;

ще отбележим, че разглежданият автомат няма изход – той е частен случай на по-общ автомат, който има изходна азбука и функция на изходите;
представяме крайните детерминирани автомати с краен ориентиран мултиграф с върхове елементите от Q; в графа има ребро от qi до qj, надписано с x ( X, ако ( (qi, x) = qj; обикновено началното състояние е посочено със стрелка, а заключителните състояния се изобразяват с двойни кръгчета; пример:

за този автомат имаме Q = { q0, q1 }, X = { 0, 1}, 

началното състояние е q0, за функцията ( имаме: 
( (q0, 0) = q0, ( (q0, 1) = q1, ( (q1, 0) = q1, ( (q1, 1) = q0, F = { q1 };

ще изобразим работата на автомата в таблица;

	Пореден такт
	Начало
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Входна дума
	
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0

	Състояние
	q0
	q0
	q1
	q0
	q0
	q1
	q1
	q1
	q1
	q0
	q1
	q0
	q0


дефинираме ( : Q x X* ( Q – разширена функция на преходите по следния начин: ( (q, () = q за всяко q ( Q, 
( (q, x) = ( (q, x) за всяко x ( X, ( (q, (x) = ( (( (q, (), x);

ако ( ( X*, ( (q0, () ( Q е състоянието, до което ще достигне автомата като прочете входната дума (; например за горния автомат имаме:

( (q0, 011010001110) = q0;
Лема: Ако (1, (2 ( X*, то за всяко q ( Q имаме: 
( (q, (1(2) = ( ( ( (q, (1), (2);
Доказателство: индукция по дължината на (2;
База: при d ((2) = 0, т.е. (2 = (, имаме ( (q, (1() = ( (q, (1) =
= ( ( ( (q, (1), () по дефиницията на (;
Предположение: нека твърдението е в сила за някоя дума (2;

Стъпка: нека x ( X; тогава ( (q, (1(2x) = ( ( ( (q, (1(2), x);
по индукционното предположение:
( (( (q, (1(2), x) = ( ( ( ( ( (q, (1), (2), x) = ( (( (q, (1), (2x);

и така ( (q, (1(2x) = ( (( (q, (1), (2x);

Заключение: ( (q, (1(2) = ( ( ( (q, (1), (2) за всеки (1, (2 ( X*;
казваме, че автоматът A = < Q, X, q0, (, F > разпознава думата 
( ( X*, ако ( (q0, () ( F; езикът LA = { ( | ( ( X*, ( (q0, () ( F } наричаме език, разпознаван от автомата А; например горният автомат разпознава всички двоични думи с нечетен брой единици;

ако функцията на преходите ( : Q x X ( Q не е тотална, то е възможно автоматът да приключи работа преди изцяло да е прочел някоя входна дума; можем да разширим автомата A до A( следния начин: A( = < Q ( q*, X, q0, (*, F >, където q* ( F,

(* (q, x) = ( (q, x), ако ( (q, x) е дефинирана и (* (q, x) = q*, ако ( (q, x) не е дефинирана; сега ако A разпознава думата (, то очевидно A( разпознава (; обратното също е вярно, тъй като q*( F ( 
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;

и така без да изменяме езика на автомата можем, ако е необходимо, да додефинираме функцията на преходите до тотална функция;

Теорема: За всеки краен детерминиран автомат A = < Q, X, q0, (, F > съществува автоматна граматика Г, такава че LГ = LA;
Доказателство:
построяваме граматиката Г = < Q, X, q0, P >, където
P = { qi 
[image: image410.wmf]®

 xqj | ако ( (qi, x) = qj } ( { qi 
[image: image411.wmf]®

 x, ако ( (qi, x) ( F };
без ограничение на общността можем да смятаме, че Г е без аксиома в дясна част и ако ( ( LA (q0 ( F), добавяме правилото q0 
[image: image412.wmf]®

 (;

очевидно Г е автоматна граматика; ще покажем, че LГ = LA;

нека ( ( LA; ако ( = (, то сме включили правилото q0
[image: image413.wmf]®

 ( и ( ( LГ;
нека ( = x1x2…xk, k ( 1, xi ( X; ( (q0, () ( F ( съществуват състояния

q1, q2, …, qk-1, qk ( Q, такива че ( (q0, x1) = q1, ( (q1, x2) = q2, …

( (qk-2, xk-1) = qk-1, ( (qk-1, xk) = qk ( F; тогава в P има правила
q0 
[image: image414.wmf]®

 x1q1, q1
[image: image415.wmf]®

 x2q2, …, qk-2 
[image: image416.wmf]®

 xk-1qk-1, qk-1
[image: image417.wmf]®

xk и оттук получаваме:
q0 
[image: image418.wmf]G
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 x1q1 
[image: image419.wmf]G
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 x1x2q2 
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 … 
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 x1x2…xk-1qk-1 
[image: image422.wmf]G
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 x1x2…xk = (, 
т.е. q0 
[image: image423.wmf]G
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 ( ( ( ( LГ;
нека ( ( LГ; ако ( = (, то сме добавили правилото q0
[image: image424.wmf]®

 ( и тогава

( ( LA;
нека ( = x1x2…xk, k ( 1, xi ( X; от q0 
[image: image425.wmf]G

‘

 ( получаваме:
q0 
[image: image426.wmf]G
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 x1q1 
[image: image427.wmf]G
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 x1x2q2 
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�

 … 
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 x1x2…xk-1qk-1 
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 x1x2…xk = (,

т.е. съществуват правила q0 
[image: image431.wmf]®

 x1q1, q1
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 x2q2, …, qk-2 
[image: image433.wmf]®

 xk-1qk-1,
qk-1
[image: image434.wmf]®

xk, откъдето ( (q0, x1) = q1, ( (q1, x2) = q2, …,

( (qk-2, xk-1) = qk-1, ( (qk-1, xk) ( F; 
но това означава, че ( (q0, () ( F, т.е. ( ( LA;

за горния автомат получаваме следната граматика:

Г = < { q0, q1}, { 0, 1 }, q0, { q0
[image: image435.wmf]®

0q0, q1
[image: image436.wmf]®

0q1, q1
[image: image437.wmf]®

1q0, q0
[image: image438.wmf]®

1q1, q1
[image: image439.wmf]®

1 } >;

конструкцията на теоремата не може да се обърне в обратната посока, тъй като автоматната граматика може да съдържа правила от следния вид: A
[image: image440.wmf]®

xB, A
[image: image441.wmf]®

xC, A
[image: image442.wmf]®

xD, откъдето значението на

функцията ( (A, x) не може да се определи еднозначно;

краен недетерминиран автомат наричаме петорката

A = < Q, X, q0, (, F >, където
Q е крайно множество от вътрешни състояния;
X е крайна входна азбука;
q0 ( Q е начално състояние;
( : Q x X ( 2Q е частична функция на преходите, която пресмята новото състояние;
F ( Q е множеството от заключителни състояния;

крайният недетерминиран автомат работи по следния начин – когато в резултат на изчисление на функцията ( се получи множество Q( от състояния, автоматът се размножава на |Q(| копия и всяко копие преминава в едно от състоянията на Q(; можем да си мислим, че автоматът едновременно се намира във всичките състояния от Q(;

дефинираме ( : Q x X* ( 2Q – разширена функция на преходите по следния начин: ( (q, () = { q } за всяко q ( Q, 
( (q, x) = ( (q, x) за всяко x ( X, ( (q, (x) =
[image: image443.wmf]r
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(q,x)
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, 

където ( (q, () = { q1, q2, …, qr };
казваме, че автоматът разпознава думата ( ( X*, ако
( (q0, () ( F ( (; езикът LA = { ( | ( ( X*, ( (q0, () ( F ( ( } наричаме език, разпознаван от автомата А;
Теорема: За всяка автоматна граматика Г = < N, T, S, P > съществува краен недетерминиран автомат А, такъв че LA = LГ;

Доказателство:
нека E ( N ( T; конструираме автомата A по следния начин:

A = < N ( { E }, T, S, (, F >, където 
( (A, x) = { B | A
[image: image444.wmf]®

xB ( P} ( { E|ако A
[image: image445.wmf]®

x ( P } и
F = { E }, ако ( ( LГ и F = { S, E }, ако ( ( LГ;

ще покажем, че LA = LГ;
нека ( ( LA; ако ( = (, то oт ( (S, () ( F ( ( получаваме S ( F откъдето

( ( LГ; нека ( ( (, ( = x1x2…xk, k ( 1, xi ( X;

имаме ( (S, () ( F ( ( ( съществуват A1, A2, …, Ak-1 ( N, такива че
A1 ( ( (S, x1), A2 ( ( (A1, x2), …, Ak-1 ( ( (Ak-2, xk-1), ( (Ak-1, xk) ( F ( (;

така в P има правила S
[image: image446.wmf]®

x1A1, A1
[image: image447.wmf]®

x2A2, …, Ak-2
[image: image448.wmf]®

xk-1Ak-1;

ако допуснем, че S ( ( (Ak-1, xk) ( F, то ( ( LГ и S ( ( (Ak-1, xk); но това означава, че в P има правило Ak-1
[image: image449.wmf]®

xkS, което е противоречие с факта, че Г не съдържа аксиома в дясна част на правило (( ( LГ);

и така S ( ( (Ak-1, xk) ( F ( E ( ( (Ak-1, xk) ( F, т.е. в P има правило

Ak-1
[image: image450.wmf]®

xk; сега получаваме извода:
S 
[image: image451.wmf]G
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 x1A1 
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 x1x2A2 
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 … 
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 x1x2…xk-1Ak-1 
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 x1x2…xk = (, 

т.е. S 
[image: image456.wmf]G
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 ( ( ( ( LГ;
нека ( ( LГ; ако ( = (, то S ( F ( ( (S, () ( F ( (, т.е. ( ( LA;

нека ( ( (, ( = x1x2…xk, k ( 1, xi ( X; разписваме извода за (:

S 
[image: image457.wmf]G
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 x1A1 
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 x1x2A2 
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 … 
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 x1x2…xk-1Ak-1 
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 x1x2…xk = (, където

A1, A2, …, Ak-1 ( N; при това положение A1 ( ( (S, x1),

A2 ( ( (A2, x2), …, Ak-1 ( ( (Ak-2, xk-1), E ( ( (Ak-1, xk), т.е. E ( ( (S, () (
( (S, () ( F ( ( ( ( ( LA;
нека е дадена граматиката Г = < { S, A}, { a, b}, { S
[image: image462.wmf]®

aS, S
[image: image463.wmf]®

bS, 

S 
[image: image464.wmf]®

 aA, A 
[image: image465.wmf]®

 b} >; тогава съответния краен недетерминиран автомат може да се изобрази по следния начин:


тук езикът, който се описва, е съставен от всички думи на азбуката
{ a, b}, които завършват на ab;
Теорема: За всеки краен недетерминиран автомат 
A1 = < Q, X, q0, (, F > съществува краен детерминиран автомат A2, такъв че 
[image: image466.wmf]1

A
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 = 
[image: image467.wmf]2

A
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;
Доказателство: построяваме крайния детерминиран автомат A2 по следния начин: A2 = < Q2, X, { q0}, (2, F2 >, където
Q2 ( 2Q е множеството от всички достижими състояния 
на автомата A1, функцията (2 : Q2 x X ( Q2 е дефинирана по следния начин: (2 ({ q1, q2, …, qm}, x) = M, ако M = 
[image: image468.wmf]m
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 и
F2 = { { q1, q2, …, qm} |{ q1, q2, …, qm} ( Q2, { q1, q2, …, qm} ( F ( ( };
с индукция по дължината на ( ще покажем, че
(1 (q0, () = (2 ({ q0 }, ();
База: нека ( = (, т.е. d (() = 0; имаме (1 (q0, () = { q0 } и
(2 ({ q0}, () = { q0 } ( (1 (q0, () = (2 ({ q0 }, ();
Предположение: нека твърдението е изпълнено за думата (;

Стъпка: ще покажем, че (1 (q0, (x) = (2 ({ q0}, (x);

нека (2 ({ q0}, (x) = M ( Q2 и (2 ({ q0}, () = { q1, …, qm };

имаме (2 ( { q1, …, qm}, x) = M и по дефиницията на (2 получаваме, че
M = 
[image: image469.wmf]m
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; от индукционното предположение имаме
(1 (q0, () = (2 ({ q0 }, () = { q1, …, qm} ( 
(1 (q0, (x) = 
[image: image470.wmf]m
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 = M = (2 ({ q0}, (x);

Заключение: за всяка дума ( ( X*, (1 (q0, () = (2 ( { q0}, ();
имаме (1 (q0, () ( F ( ( ( (2 ( { q0}, () ( F ( ( ( (2 ( { q0}, () ( F2;

и така 
[image: image471.wmf]1
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;
детерминизацията на горния недетерминиран автомат изглежда по следния начин:




14. Регулярни изрази и езици.
ще разгледаме още един начин за задаване на езици – чрез думите на едно разширение на образуващата азбука;
нека X = { x1, x2, …, xn} е крайна азбука; 
разширяваме X до 
[image: image473.wmf]°

X

 = X ( { (, (, *, +, ., (, ) }; 
без ограничение на общността можем да считаме, че добавените символи не се срещат в X; дефинираме индуктивно понятията 
регулярен израз и език, съпоставен на този регулярен израз:

База: думите (, (, xi, i = 1, 2, …, n над X( са регулярни изрази и съответните им регулярни езици над X са { ( }, (, { xi }, i = 1, 2, … , n;

Предположение: нека (, ( ( 
[image: image474.wmf]°

X

* са регулярни изрази и съответните им регулярни езици са L( и L(; 
Стъпка: тогава (()+((), (().((), (()* ( 
[image: image475.wmf]°

X

* са регулярни изрази и съответните им регулярни езици са L( + L(, L(.L(, L(*;
Заключение: няма други регулярни изрази и регулярни езици;

въвеждаме приоритет на операциите в следния ред:

итерация, произведение и сума; по този начин можем съществено да ограничим употребата на скоби в регулярните изрази;

пример: X = { a, b} 
	Регулярен израз
	Съответен регулярен език

	a
	{ a }

	a+b
	{ a, b}

	a(a+b)
	{ aa, ab }

	(a+b)*
	X*

	a*(a+b)
	{ an|n ( 1 } ( { anb|n ( 0 }


Теорема (Ст. Клини): Множествата на регулярните езици и автоматните езици съвпадат;

Доказателство:

с индукция по построението ще покажем, 

че всеки регулярен език е автоматен;

База: езиците { ( }, (, { xi} са автоматни езици, защото са крайни;

Предположение: нека L( и L( са регулярни езици, съответни на регулярните изрази ( и ( и да допуснем, че L( и L( са автоматни езици;

Стъпка: тогава L( + L(, L(.L(, L(* са автоматни езици (въпрос №12);

Заключение: всеки регулярен език е автоматен;

нека L е автоматен език; ще докажем, че L e регулярен език;

от въпрос №13 съществува краен детерминиран автомат

A = < Q, X, q0, (, F >, такъв че LA = L; да означим

Q = { q1, q2, …, qn }, F = {
[image: image476.wmf]12r
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q,q,...,q

} и да си мислим, че автоматът

A е представен с крайния ориентиран мултиграф G;

означаваме с 
[image: image477.wmf]k

ij

R

 множеството от маршрутите в G от qi до qj, които не използват като вътрешни върховете qk, qk+1, …, qn; ясно е, че всеки маршрут от qi до qj определя дума ( ( X*, такава че ( (qi, () = qj;
така можем да отъждествим всеки маршрут със съответната му дума от входната азбука и да считаме, че 
[image: image478.wmf]k
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 е език над X, т.е. 
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 ( X*;
Лема: за всеки qi, qj ( Q е в сила:
[image: image480.wmf]k+1kkkk

ijijikkkkj

RRR.(R)*.R

=+

, 
k = 0, 1, ..., n;
Доказателство: маршрутите 
[image: image481.wmf]k+1
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 разбиваме на две подмножества – такива които не минават през qk и такива които минават през qk;
очевидно маршрутите от 
[image: image482.wmf]k+1
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, които не минават през qk са точно
[image: image483.wmf]k
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;

да разбием произволен маршрут от qi до qj, който минава през qk на части по следния начин: qi -- qk -- qk …qk -- qj;
в междинните части не се среща qk, така че маршрутът започва с

маршрут от qi до qk, който не минава през qk, т.е. маршрут от 
[image: image484.wmf]k
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,
продължава с произволен брой цикли от qk до qk, които минават точно веднъж през qk, т.е. маршрут от 
[image: image485.wmf]k
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и завършва с маршут от

qk до qj, който не минава през qk, т.е. маршрут от 
[image: image486.wmf]k
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;
така маршрутите от 
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ij

R

, които минават през qk са точно
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 и окончателно
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;
Лема: Езикът
[image: image490.wmf]k
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 е регулярен език за всеки i, j ( { 0, 1, …, n },
k ( { 0, 1, …, n+1 };
Доказателство: провеждаме индукция по k;
База: k = 0; ако i = j, то 
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 са всички маршрути от qi до qi, които не минават през никой друг връх; ако в графа G няма примки в qi, тогава 
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 = { ( } и 
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 е регулярен език; ако в графа G има примки

в qi и на тях съответстват букви 
[image: image494.wmf]12r
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x,x,...,x

, то
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 = { 
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x,x,...,x

, ( } и 
[image: image497.wmf]0

ii

R

 е регулярен език, тъй като съответства на регулярния израз 
[image: image498.wmf]12r
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;
ако i ( j, то 
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 са ребрата от qi до qj; ако в графа G няма ребро между qi и qj, то 
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ij

R

 = ( и 
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 е регулярен език; ако в графа G има ребра от

qi до qj и на тях съответстват букви 
[image: image502.wmf]12r
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x,x,...,x

, то
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 = { 
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 } и 
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 е регулярен език, тъй като съответства на регулярния израз 
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iii

x+x+...+x

;
Предположение: нека за някое k езикът 
[image: image507.wmf]k
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 е регулярен език и 

нека 
[image: image508.wmf]k
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 е съответният регулярен израз;
Стъпка: тогава езикът 
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 също е регулярен, тъй като съгласно горната лема този език съответства на регулярния израз 
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;
Заключение: за k = 0, 1, …, n+1 и за i, j ( { 0, 1, …, n} 
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 е регулярен език;

имаме, че 
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са всички маршрути от qi до qj (без ограничение) и от горната лема 
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 е регулярен език; от дефиницията за езика LA имаме, че LA = 
[image: image514.wmf]12r
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, тъй като думите, които се разпознават от автомата го довеждат от началното състояние

q0 до някое от крайните
[image: image515.wmf]12r
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; и така LA е крайна сума на регулярни езици ( L = LA е регулярен език; така всеки автоматен език е регулярен;
15. uvw-Теорема и следствия.
ще докажем една теорема, която ни позволява да открием езици, които не са автоматни;
Теорема (uvw-Теорема): за всеки автоматен език L съществува цяло положително число n, такова че ако ( ( L и d (() > n, то ( = uvw, където d (v) ( 1, d (uv) ( n, uviw ( L за i = 0, 1, …;
Доказателство:
нека A = < Q, X, q0, (, F > е краен детерминиран автомат, такъв че

LA = L; избираме n = |Q|; нека ( ( L, ( = x1x2…xk, d (() = k > n;

тъй като A разпознава (, то ( (q0, () ( F и
( (q0, x1) = q1, ( (q1, x2) = q2, …, ( (qk-1, xk) = qk ( F;

тогава за редицата от състояния q0, q1, …, qk-1, qk имаме, че тя има дължина k+1 > n и от принципа на Дирихле съществуват индекси

r < s ( { 0, 1, …, k }, такива че qr = qs; двойките еднакви състояния са краен брой, така че можем да изберем qr, qs да е най-лявата двойка от всички възможни, т.е. вляво от qs да няма друга двойка еднакви състояния; да разбием ( на три поддуми по следния начин:

( = uvw, където u = x1…xr, v = xr+1…xs, w = xs+1…xk;

тогава ( (q0, u) = qr, ( (qr, v) = qs, ( (qs, w) = qk ( F;
тези три думи удоволетворяват условията на теоремата: действително r < s ( d (v) ( 1; 
ако допуснем, че d (uv) > n, т.е. s > n, то в редицата q0, q1, …, qs-1 ще имаме двойка еднакви състояния, която е по-наляво от двойката qr, qs, което е противоречие ( d (uv) ( n;
с индукция по i ще покажем, че ( (q0, uvi) = qr = qs;

База: i = 0, имаме ( (q0, u) = qr = qs;

Предположение: нека ( (q0, uvi) = qr = qs;

Стъпка: тогава ( (q0, uvi+1) = ( ( ( (q0, uvi), v); от индукционното предположение получаваме ( ( ( (q0, uvi), v) = ( (qr, v) = qs = qr;

Заключение: за i = 0, 1, …( (q0, uvi) = qr = qs;

сега за всяко i = 0, 1, …имаме:
( (q0, uviw) = ( ( ( (q0, uvi), w) = ( (qs, w) = qk ( F, т.е. uviw ( L;

Следствие: Съществува контекстно-свободен език, който не е автоматен, т.е. 
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Доказателство: да разгледаме езикът L, породен от граматиката

Г = < { S}, { a, b}, S, { S
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ab} >; по-горе показахме, че

L = { aibi | i = 1, 2, …}; да допуснем, че L е автоматен език;

нека n е съответното цяло положително число от uvw-теоремата;

нека i > 
[image: image520.wmf]n
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; тогава aibi ( L и d (aibi) = 2*i > n;
тогава aibi = uvw, d (v) ( 1, uv2w ( L;

ако v е от вида ar, 1 ( r ( i, то uv2w = ai+rbi ( L, тъй като i ( i + r;

ако v е от вида br, 1 ( r ( i, то uv2w = aibi+r ( L, тъй като i ( i + r;

ако v е от вида arbs, 1 ( r ( i, 1 ( s ( i, 

то uv2w = ai-rarbsarbsbi-s = aibsarbi ( L;

и така L не е автоматен език;

Следствие: Автоматният език L е непразен ( съществува

дума ( ( L, такава че d (() ( n, където n е числото за езика L от

uvw-теоремата;
Доказателство:
ако съществува такава дума (, то очевидно L ( (;

нека L ( (; да допуснем, че за всяка дума ( ( L имаме:

d (() > n; нека ( е най-късата дума в езика L (множеството от дължините на думите на един език е непразно множество от цели числа и тогава то съдържа минимален елемент);
имаме d (() > n и от uvw-теоремата получаваме, че ( = uvw, 
където d (v) ( 1 и uv0w ( L, т.е. uw ( L и d (uw) < d ((), което е противоречие с избора на (;
крайните детерминирани автомати са формализъм за решаване на задачи; например задачата за разпознаване на автоматен език е разрешима с този формализъм, но задачата за разпознаване на контекстно-свободен език не е разрешима;
друга задача, която е разрешима с формализма на крайните детерминирани автомати е определяне дали един автоматен език е празен или не – за целта подаваме на автомата всевъзможните думи ( от входната азбука с дължина по-малка или равна на броя на състоянията и ако автоматът разпознае поне една от тях, тогава от горната лема автоматният език е непразен; в противен случай, автоматният език е празен;
16. Минимизация на крайните детерминирани автомати.
крайните детерминирани автомати A1 и A2 наричаме еквивалентни, ако 
[image: image521.wmf]L=L
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крайният детерминиран автомат A0, който разпознава автоматния език L се нарича минимален за този език L, ако за всеки автомат A, който е еквивалентен на A0 имаме |Q0| ( |Q|, където Q0 и Q са множествата от състоянията съостветно на A0 и на A;

в този въпрос ще разгледаме задачата за минимизация на краен детерминиран автомат – даден е краен детерминиран автомат A, да се намери краен детерминиран автомат A0, който е минимален и е екивалентен на A;
нека X е произволна азбука; релацията R ( X* x X* наричаме 

дясно-инвариантна, ако от ((, () ( R ( (((, (() ( R 
за всяка дума ( ( X*;

нека A = < Q, X, q0, (, F > е краен детерминиран автомат; определяме релацията RA ( X* x X* по следния начин:

RA = { ((, () | ( (q0, () = ( (q0, () };

Теорема: RA е релация на еквивалентност и е дясно-инвариантна;

Доказателство:
RA е рефлексивна: за всяко ( ( X* имаме: ( (q0, () = ( (q0, ();

RA е симетрична: за всеки (, ( ( X* от ((, () ( RA, т.е. 
( (q0, () = ( (q0, () ( ( (q0, () = ( (q0, (), т.е. ((, () ( RA;

RA е транзитивна: за всеки (, (, ( ( X* от ((, () ( RA и ((, () ( RA, т.е.

от ( (q0, () = ( (q0, (), ( (q0, () = ( (q0, () ( ( (q0, () = ( (q0, (), 

т.е. ((, () ( RA;
и така RA е релация на еквивалентност;

RA е дясно-инвариантна: действително нека ((, () ( RA, т.е.

( (q0, () = ( (q0, () и ( ( X*; тогава ( (q0, (() = ( ( ( (q0, (), () =

= ( ( ( (q0, (), () = ( (q0, (() ( (((, (() ( RA;

нека X е произволна азбука и L ( X* е произволен език;

дефинираме релацията RL ( X* x X* по следния начин:

RL = { ((, () | за всяка дума ( ( X*, (( и (( 
едновременно са в L или не са в L };

Теорема: Релацията RL е релация на еквивалентност и е 

дясно-инвариантна;
Доказателство:
RL е рефлексивна: за всяка дума ( ( X* имаме, че (( и (( са едновременно в L или не са в L, тъй като те съвпадат;

RL е симетрична: за всеки думи (, ( ( X* имаме, че ако
((, () ( RL, т.е. (( и (( са едновременно в L или не са в L за 

всяка дума ( ( X*, то ((, () ( RL, тъй като очевидно редът на думите не е съществен;
RL е транзитивна: нека ((, () ( RL, т.е. (( и (( са едновременно в L или не са в L за всяка дума ( ( X*; нека ((, () ( RL, т.е. (( и (( са едновременно в L или не са в L за всяка дума ( ( X*;

нека ( ( X*; ако (( и (( са в L, то (( и (( са в L, така че (( и (( са в L; ако (( и (( не са в L, то (( и (( не са в L, така че (( и (( не са в L;
и така (( и (( са едновременно в L или не са в L ( ((, () ( RL;

RL е дясно-инвариантна: нека ((, () ( RL, т.е. (( и (( са едновременно в L или не са в L за всяка дума ( ( X*; нека ( ( X*;

за произволна дума ( ( X* имаме, че ((( и ((( са едновременнно в L или не са в L, тъй като (( ( X* ( (((, (() ( RL;

нека R е релация на еквивалентност; с IX (R) означаваме броят на различните класове на еквивалентност на релацията R, наричаме го индекс на релацията; ако класовете са безброй много, запазваме означението и казваме, че релацията няма краен индекс;

нека A = < Q, X, q0, (, F > е краен детерминиран автомат;

състоянието q ( Q наричаме достижимо, ако съществува дума

( ( X*, такава че ( (q0, () = q; ако за всяка дума ( ( X* имаме

( (q0, () ( q, казваме че състоянието q е недостижимо;
алгоритъм за намиране на достижимите състояния:
1. D = { q0};

2. образуваме D( = { q ( Q |q ( D, съществува x ( X, q( ( D, така че
( (q(, x) = q }; D = D ( D(;

3. ако D( = ( - край, в D са всички достижими състояния;

иначе премини към 2.;
ясно е, че отстраняването на недостижимите състояния не променя езика, разпознаван от автомата; 
и така оттук нататък ще считаме, че автоматът A има само достижими състояния; релацията RA разбива думите от X* на |Q| класове на еквивалентност; класът на еквивалентност, който съдържа всички думи, които довеждат автомата до състояние q ( Q ще означаваме с [q]; 
така, ако автоматът A има само достижими състояния 

имаме IX (RA) = |Q|;
Теорема (Нерод – Майхил): Нека L ( X*; релацията RL ( X* x X* има краен индекс ( L е автоматен език;
Доказателство:
нека L е автоматен език; тогава съществува краен детерминиран автомат A = < Q, X, q0, (, F >, такъв че LA = L;

нека ((, () ( RA; ще покажем, че ((, () ( RL; от ((, () ( RA (
( (q0, () = ( (q0, (); нека ( ( X* е произволна дума; тогава

( (q0, (() = ( ( ( (q0, (), () = ( ( ( (q0, (), () = ( (q0, (();
и така, ако ( (q0, (() = ( (q0, (() ( F, то думите (( и (( са в езика L;
в противен случай, ( (q0, (() = ( (q0, (() ( F и думите (( и (( не са в езика LA; така ((, () ( RL; при това положение, ако

[(]A е произволен клас на еквивалентност на релацията RA, ( ( X*, то

[(]A ( [(]L, където [(]L е съответният клас на еквивалентност на релацията RL; така IX (RL) ( IX (RA) = |Q| ( RL има краен индекс;

нека IX (RL) е краен, IX (RL) = m; нека [(] е класът на еквивалентност на релацията RL с представител ( ( X*; 
да означим Q = { [(], [(1], [(2], …, [(m-1] }; 
построяваме краен детерминиран автомат A = < Q, X, [(], (, F >;
ще покажем, че всеки клас на еквивалентност на релацията RL съдържа думи само от L или думи не от L; действително, ако

((, () ( RL, то от дефиницията на RL при ( = ( получаваме:

(( = ( и (( = ( са едновременно в L или не в L;
така дефинираме F = { [(] | ( ( L };
дефинираме ( ([(], x) = [(x] за всяко x ( X; тази дефиниция е коректна, т.е. не зависи от представителя на класа на еквивалентност: действително, ако ((, () ( RL, то ((x, (x) ( RL, тъй като RL е дясно инвариантна ( ( ([(], x) = [(x] = [(x] = ( ([(], x);

ще покажем, че ( ([(], () = [((]; 
провеждаме индукция по дължината на (;
База: при d (() = 0 от дефиницията на ( имаме:
( ([(], () = [(] = [((];
Предположение: нека твърдението е изпълнено за думата (;

Стъпка: нека x ( X; тогава ( ([(], (x) = ( ( ( ([(], (), x); от индукционното предположение получаваме
( ( ( ([(], (), x) = ( ([((], x) = [((x];
Заключение: за всеки (, ( ( X*: ( ([(], () = [((];
ще покажем, че LA = L, откъдето веднага следва, че L е автоматен език; нека ( ( LA; тогава ( ([(], () ( F, т.е. [(] ( F ( ( ( L;

нека ( ( L; тогава ( ([(], () = [(] ( F ( ( ( LA;
ще казваме, че автоматите A = < Q, X, q0, (, F > и

A( = < Q(, X, q0(, ((, F(> са изоморфни, ако съществува биекция 
f : Q ( Q(, така че за всяка дума ( ( X* имаме от

( (q0, () = q( следва (( (f (q0), () = f (q();
Следствие: Автоматът A = < Q, X, [(], (, F > от теоремата на 

Нерод-Майхил е минимален за езика L и всеки друг автомат, който разпознава L и е минимален е изоморфен на A;
Доказателство: нека A( = < Q(, X, q0(, ((, F > е произволен автомат, който разпознава езика L; от първата част на теоремата на
Нерод-Майхил имаме, че |Q(| = IX (
[image: image522.wmf]A

R

¢

) ( IX (RL) = |Q|;

и така автоматът A е минимален;
нека A( = < Q(, X, q0(, ((, F > е произволен минимален автомат, който разпознава езика L; тогава |Q(| = |Q|;
дефинираме функцията f : Q ( Q(, f ([(]) = q, така че
(( (q0(, () = q; ще покажем, че функцията f е коректно дефинирана, т.е. не зависи от избора на представител на класа на еквивалентност;

действително нека [(] = [(], т.е. ((, () ( RL; да допуснем, че
[(]A ( [(]A; тъй като [(]A ( [(], [(]A ( [(] = [(], то ще получим, че
IX (RL) < IX (RA), което е противоречие; и така [(]A = [(]A; 
при това положение, ако f ([(]) = q и f ([(]) = q(, то
q = (( (q0(, () = (( (q0(, () = q(, т.е. функцията f е коректно дефинирана;

за всяко q ( Q( имаме (всички състояния са достижими) съществува

( ( X*, така че (( (q0(, () = q ( f ([(]) = q, така че f е сюрекция;
нека [(], [(] ( Q и f ([(]) = f ([(]); тогава (( (q0(, () = (( (q0(, () ( 
((, () ( 
[image: image523.wmf]A

R

¢

 ( ((, () ( RL ( [(] = [(], така че f е инекция;
и така f е биекция; нека f ([(]) = q; тогава (( (q0(, () = q ( q = q0(;
и така f ([(]) = q0(;
нека ( ( X*; тогава ( ([(], () = [(] и (( (f ([(]), () = (( (q0(, () = f ([(]);
и така A и A( са изоморфни;
Алгоритъм за минимизация
нека A = < Q, X, q0, (, F > е краен детерминиран автомат и

LA = L; считаме, че автоматът има само достижими състояния;

нека [q0], [q1], …, [q|Q|-1] са класовете на еквивалентност на релацията

RA; състоянията qi, qj ( Q наричаме еквивалентни, ако

[qi] = [(]A, [qj] = [(]A ((, ( ( X*) и [(]L = [(]L;
от теоремата на Нерод-Майхил и от горната дефиниция лесно се вижда, че минимизацията на автомата A се свежда до намиране на всички подмножества на Q от еквивалентни състояния;

Лема: Ако q1, q2 ( Q, q1 ( F и q2 ( F, то q1 и q2 не са еквивалентни;
Доказателство: да допуснем, че q1 и q2 са еквивалентни;
тогава [q1] = [(]A, [q2] = [(]A и [(]L = [(]L; но ( ( L, тъй като q1 ( F и

( ( L, тъй като q2 ( F, което е противоречие, тъй като един клас на еквивалентност на RL не може да едновременно да съдържа думи от L и не от L;
Лема (тест на едната буква): Нека q1, q2 ( Q; ако съществува x ( X, така че ( (q1, x) не е еквивалентно на ( (q2, x), то q1 и q2 не са еквивалентни;
Доказателство:
да допуснем, че q1 и q2 са еквивалентни, т.е. [q1] = [(]A, [q2] = [(]A
и [(]L = [(]L; сега от дясната инвариантност на RL получаваме, че

[(x]L = [(x]L; ако q1( = ( (q1, x), q2( = ( (q2, x) имаме [q1(] = [(x]A,

[q2(] = [(x]A и [(x]L = [(x]L ( q1( и q2( са еквивалентни, което е противоречие;
Лема: нека Q = { Q1, Q2, …, Qs} е разбиване на Q, такова че

Q j ( F или Q j ( Q\F, j = 1, 2, …, s; нека за всякo Q j, за всяка

буква x ( X и за всеки q1, q2 ( Q j имаме: ( (q1, x) ( Qk,
( (q2, x) ( Qk за някое k ( { 1, 2, …, s}; тогава всяко Q j се състои само от еквивалентни състояния;
Доказателство:
нека q1, q2 ( Q j и [q1] = [(]A, [q2] = [(]A; от условието на лемата очевидно имаме, че ( (q1, () = ( ( ( (q0, (), () = ( (q0, (() и
( (q2, () = ( ( ( (q0, (), () = ( (q0, (() са в едно и също подмножество Qk на разбиването; тогава от Q k ( F или Q k ( Q\F следва, че
(( и (( са едновременно в L или не са в L ( ((, () ( RL, т.е.
[(]L = [(]L ( q1 и q2 са еквивалентни състояния;

трите леми водят до следния алгоритъм:

1. образуваме разбиването S0 = { 
[image: image524.wmf]0

1

Q

, 
[image: image525.wmf]0

2

Q

}, където Q10 = F
и Q20 = Q\F; i = 0;
2. нека сме построили разбиването Si = { 
[image: image526.wmf]i

1

Q

, 
[image: image527.wmf]i

2

Q

, …, 
[image: image528.wmf]i

i

l

Q

 };

всяко Qji разбиваме на { 
[image: image529.wmf]1

i+1

j

Q

, 
[image: image530.wmf]2

i+1

j

Q

, …, 
[image: image531.wmf]r

i+1

j

Q

 }, такива че елементите на всяко от тях не се държат като нееквивалентни с теста на едната буква;
3. ако Si+1 = Si – край; иначе премини към 2.;

нека Sr е последното разбиване;
ясно е, че от горната лема подмножествата в Sr се състоят само от еквивалентни състояния; с индукция по i ще покажем, че не е възможно еквивалентни състояния да са в различни подмножества на разбиването Si;
База: за S0 това е изпълнено – ако допуснем, че q1, q2 са еквивалентни и q1 (
[image: image532.wmf]0

1

Q

, q2 (
[image: image533.wmf]0

2

Q

 ще получим противоречие с първата лема;
Предположение: нека за Si това е изпълнено;
Стъпка: да допуснем, че съществуват q1, q2, които са еквивалентни и

q1 (
[image: image534.wmf]i+1

k

Q

, q2 (
[image: image535.wmf]i+1

s

Q

 (k ( s); за всяка буква x ( X имаме, че

( (q1, x) и ( (q2, x) са еквивалентни, така че те са в едно и също подмножество на Si (по индукционното предположение); но това е противоречие с факта, че q1 и q2 попадат в различни подмножества след теста на едната буква;
сега вече лесно можем да построим минималния автомат

A0 = < Q0, X, t0, (0, F0 >, Q0 = Sr, по теоремата на Нерод-Майхил;

избираме t0 = 
[image: image536.wmf]r

p

Q

, така че q0 (
[image: image537.wmf]r

p

Q

, тъй като началното състояние на автомата е [(]L и [q0] = [(]A; множеството от заключителните състояния

F0 определяме по следния начин: F0 = { 
[image: image538.wmf]r

p

Q

|
[image: image539.wmf]r

p

Q

( F }, тъй като

заключителните състояния са [(]L, ( ( L, и тогава тези класове са образувани точно от класовете [q], за които q ( F;

функцията на преходите (0 дефинираме по следния начин:

(0 (
[image: image540.wmf]r

p

Q

, x) = 
[image: image541.wmf]r

j

Q

 ако за всяко q (
[image: image542.wmf]r

p

Q

 имаме ( (q, x) ( 
[image: image543.wmf]r

j

Q

; дефиницията е коректна, тъй като от по-горе еквивалентните състояния реагират еднакво на теста на едната буква;

пример: нека минимизираме следния автомат:


1. разбиваме състоянията на заключителни и незаключителни:

S0 = { 
[image: image544.wmf]0

1

Q

, 
[image: image545.wmf]0

2

Q

}, където 
[image: image546.wmf]0
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 = { 0, 1, 2, 4, 5},
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 = { 3, 6};

2. към множествата 
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 прилагаме теста на едната буква:
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сега множеството 
[image: image564.wmf]0

1

Q

 се разбива на две подмножества
{ 0, 1, 5 } и { 2, 4}; получаваме: 
[image: image565.wmf]1
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 = { 0, 1, 5}, 
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 = { 2, 4},
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 = { 3, 6};

3. към множествата 
[image: image568.wmf]1
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,
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 прилагаме отново теста на едната буква:
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новото разбиване е: 
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 = { 0, 1}, 
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 = { 2, 4},
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 = { 3, 6};

4. към множествата 
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 прилагаме тестът на едната буква:
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нито едно множество не се разпада, така че сме получили множества от еквивалентни състояния;

полученият минимален автомат е:



17. Контекстно-свободни езици. Дърво на извод.

контекстно-свободните езици се пораждат от контекстно-свободни граматики Г = < N, T, S, P >, където правилата в P имат вида:
A 
[image: image607.wmf]®

 (, където ( ( (N ( T)+; ако в Г няма аксиома в дясна част на правило, тогава допускаме правилото S 
[image: image608.wmf]®

 (; ще считаме, че в граматиката Г ня
ма преименуващи правила, тъй като те не влияят на езика на граматиката; произволен извод в Г изглежда по следния начин: S 
[image: image609.wmf]G
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 (0B1(1B2(2…Bk(k 
[image: image610.wmf]G
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 … 
[image: image611.wmf]G
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 (0(1(1(2(2…(k(k;

тук (j, (k ( T*, Bi ( N;

дефинираме дърво на извод в Г – това е дърво D (V, E) с корен r, с наредба на синовете и функция f : V ( (N ( T ( { ( }), която съпоставя на всеки връх буква от азбуките на граматиката, за които е изпълнено:
· за всеки не лист v ( V, f (v) ( N и f (r) = S;

· за всеки лист w ( V, f (w) ( T;

· за всеки не лист v със синове v1, v2, …, vk според наредбата имаме: f (v)
[image: image612.wmf]®

 f (v1)f (v2)…f (vk) ( P;

за да не изключваме случая, когато S 
[image: image613.wmf]®

 ( ( P допускаме и особеното дърво на извод 
например едно дърво на извод в граматиката
Г = < { S }, { a, b}, S, { S 
[image: image614.wmf]®

 ab, S 
[image: image615.wmf]®

 aSb } > е следното:

дефинираме дума на дърво на извод по следния начин:

· ако D е особеното дърво от по-горе, тогава думата на D е (;

· ако D( е поддърво на D, което се състои от единствен лист l, то

думата на D е f (l);
· ако D( е поддърво на D с корен r и поддървета с корени синовете на r – D1, D2, …, Dk, то думата на D( е (1(2…(k, където
(i е думата на дървото Di, i = 1, 2, …, k;
например думата на горното дърво е aabb;
нека Г = < N, T, S, P > е контекстно-свободна граматика;

за всеки нетерминал A ( N, дефинираме ГA = < N, T, A, P >;
очевидно А 
[image: image616.wmf]А

G

‘

 ( ( А 
[image: image617.wmf]G

‘

 (; с тази дефиниция можем да считаме, че всяко поддърво на едно дърво на извод в Г, което има корен не лист, надписан с нетерминал A, е дърво на извод в ГA; ясно е, че ГS = Г;

Теорема: Нека Г = < N, T, S, P > е контекстно-свободна граматика;

съществува дърво на извод D в Г с дума ( ( S 
[image: image618.wmf]G

‘

 (;
Доказателство:
за произволно A ( N с индукция по броя на върховете, надписани с нетерминали в дървото на извод D в ГА с дума (, 
ще покажем че A
[image: image619.wmf]A

G

‘

(;
База: ако D е особеното дърво с корен S и дума (, 
то S 
[image: image620.wmf]®

 ( ( P ( S 
[image: image621.wmf]G

‘

 (;
ако D съдържа само един нетерминал, то D има вида:

думата на D е ( = x1x2…xk; 
от дефиницията за дърво на извод имаме, че
A
[image: image622.wmf]®

 x1x2…xk ( P и тогава A
[image: image623.wmf]A

G

‘

x1x2…xk = (;
Предположение: Нека твърдението е изпълнено за дървета на извод

в ГA с думи (, които имат не повече от n върха, надписани с нетерминали;
Стъпка: нека D е дърво на извод в ГА с дума (, което съдържа n+1 върха, надписани с нетерминали; с корена на D е свързано правилото

A 
[image: image624.wmf]®

 (0B1(1…Bk(k, където (j ( T*, j = 0, 1, …, k;
нека (j е думата на дървото на извод с корен Bj в 
[image: image625.wmf]B

j

G

;
тогава от дефиницията за дума на дърво на извод ( = (0(1(1…(k(k;
за всяко j = 1, 2, …, k дървото на извод с корен Bj в 
[image: image626.wmf]B

j

G

 с дума (j съдържа не повече от n върха, надписани с нетерминали и можем да приложим индукционното предположение - Bj
[image: image627.wmf]B

j

G

‘

(j;
тогава очевидно Bj
[image: image628.wmf]A

G

‘

(j и A 
[image: image629.wmf]A

G
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(0B1(1…Bk(k
[image: image630.wmf]A

G
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(0(1(1…Bk(k 
[image: image631.wmf]A

G

‘

(0(1(1…(k(k = (;

Заключение: за всяко дърво на извод D в ГA с дума ( имаме A
[image: image632.wmf]A

G

‘

(;

в частния случай A = S получаваме, че за произволно дърво на извод

D в Г с дума (, S 
[image: image633.wmf]G

‘

 (;

нека A
[image: image634.wmf]A

G

‘

( за някой нетерминал A ( N; с индукция по дължината на извода ще покажем, че съществува дърво на извод D в ГА с дума (;

База: нека дължината на извода е 1; тогава този извод е S 
[image: image635.wmf]G

�

 ( и за него съществува особеното дърво с дума ( или A
[image: image636.wmf]A

G

�

x1x2…xk = ( и

тогава дървото

е дърво на извод в ГА с дума (;
Предположение: нека за всеки извод A
[image: image637.wmf]A

G

‘

( с дължина не по-голяма 
от n съществува дърво на извод D в ГА с дума (;

Стъпка: нека A
[image: image638.wmf]A

G

‘

( е произволен извод с дължина n+1; този извод има вида A
[image: image639.wmf]A
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[image: image640.wmf]A
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(0(1(1…(k(k = (, където за j = 1, 2, …, k
Bj
[image: image641.wmf]A
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(j и тогава очевидно Bj
[image: image642.wmf]B
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‘

(j; при това изводите Bj
[image: image643.wmf]B

j
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(j са с дължина не повече от n и за тях можем да приложим индукционното предположение – нека Dj е дърво на извод в 
[image: image644.wmf]B
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G

с дума (j 

за j = 1, 2, …, k; тогава дървото

е дърво на извод в ГА с дума (;
Заключение: за всеки извод A
[image: image645.wmf]A
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( съществува дърво на извод

в ГА с дума (;
в частния случай A = S, получаваме че за всеки извод S 
[image: image646.wmf]G

‘

 ( съществува дърво на извод в Г с дума (;

ясно е, че всеки извод в Г еднозначно определя съответно дърво на извод; обратното не е вярно, тъй като редът на заместване на нетерминалите е произволен; 

изводът S 
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 (1 
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 (k се нарича ляв (десен) извод, ако за
j = 1, 2, …, k-1 имаме (j = ((A((( и (( ( T* (((( ( T*), т.е. при всеки непосредствен извод се заменя най-левия (най-десния) нетерминал;

Теорема: Нека Г = < N, T, S, P > е контекстно-свободна граматика

и ( е дума от езика на Г; тогава съществува ляв (десен) 

извод на ( в Г;
Доказателство:
нека D е дърво на извод в Г с дума (;
използваме модифицирана процедура за обхождане в дълбочина на кореново дърво с наредба на синовете – на всяка стъпка избираме най-левия (най-десния) необходен син на текущия връх; тази процедура наричаме ляво (дясно) обхождане в дълбочина;
построяваме ляв извод с помощта на ляво обхождане:
· при обхождане на началния връх (корена на D) образуваме първия непосредствен извод S 
[image: image651.wmf]G
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 (0B1(1…Bk(k, като използваме правилото, което е определено от синовете на корена;

· при първото обхождане на кой да е връх, надписан с нетерминал, образуваме нов непосредствен извод, като използваме правилото, което е определено от синовете на върха;
· при обхождане на лист на дървото D или при повторно обхождане на връх, надписан с нетерминал не променяме извода;
фактът, че обхождането е в дълбочина и на всяка стъпка избираме най-левия син за да продължим обхождането гарантира, че полученият извод е ляв;
аналогично доказваме, че дясното обхождане в дълбочина поражда десен извод;
казваме, че контекстно-свободната граматика Г = < N, T, S, P > 

с език L е нееднозначна, ако за някоя дума от езика съществува повече от едно дърво на извод; възможно е да съществува граматика Г(, която е еквивалентна на Г и е еднозначна; ако не съществува еднозначна граматика, която поражда L, казваме че контекстно-свободният език L е нееднозначен език;
нееднозначните езици не могат да се използват като езици за програмиране, тъй като всяка дума трябва да притежава еднозначно определена семантика, която силно зависи от начина на разпознаването на думата;
18. Недетерминирани стекови автомати и разпознаване на контекстно-свободни езици.

по-горе доказахме, че в общия случай крайните детерминирани автомати не могат да разпознават контекстно-свободни езици;

ще дефинираме по-сложни машини, които ще ги разпознават;

те ще използват понятието стек;

под стек ще разбираме запомнящо устройство в което могат да се записват някакви елементи и да се взимат обратно;

работата на стека се описва неформално с израза “последният влязъл излиза пръв”; възможни са следните операции:

· добавяне на елемент - при добавяне на елемент в стека, той се поставя над елемента, обозначен като връх на стека и самият той се обявява като връх;

· изключване на елемент – елементи могат да се изключват само от върха на стека, при това елементът, който е влязъл непосредствено преди изключения се обявява за връх;

· четене от стека – прочитане на елемента във върха на стека без той да се изключва;

елементите на стека, който ще използваме, са букви от някаква входна азбука Z; ще използваме следната операция: замени буквата на върха на стека z ( Z с думата ( ( Z*; при това новият връх ще е първата буква на (; чрез новата операция можем да реализираме трите основни операции, посочени по-горе:
· добавяне на буква z( в стека - ( = z(z;

· изтриване на буква от стека - ( = (;

· прочитане на буква от стека - ( = z;

абстрактната математическа машина, която ще разгледаме, подобно на крайните детерминирани автомати може да чете вход и във всеки момент се намира в точно едно от краен брой състояния; новото е, че тя разполага със стек, с който може да се изпълнява операцията замяна на буква във върха на стека с дума; по-формално
недетерминиран стеков автомат наричаме седморката:

A = < Q, X, Z, q0, z0, (, F >, където
Q е крайно множество от вътрешни състояния;
X е крайна входна азбука;
Z е крайна стекова азбука;
q0 ( Q е начално състояние;
z0 ( Z е начална стекова буква;
( : Q x (X ( { ( }) x Z ( 2Q x Z* е частична функция на преходите;

F ( Q е множество от заключителни състояния;
работата на недетерминирания стеков автомат може неформално да се опише по следния начин:
· в началото той се намира в началното състояние и в стека е записана началната стекова буква;

· на всеки такт автоматът има възможност да прочете или да не прочете входна буква; нека прочетената входна буква е 
x ( X ( { ( }; в зависимост от текущото състояние q ( Q и текущата буква във върха на стека z ( Z автоматът се размножава в |( (q, x, z)| копия, т.е. по едно копие за всяко от различните значения на функцията (; копието, което съответства на значението (q(, () ( ( (q, x, z) преминава в състояние q( и след това изпълнява операцията заместване на буквата z във върха на стека с думата (;
· автоматът завършва работа във всеки от следните случаи:

· достигане до състояние, входна буква и стекова буква във върха на стека, за които функцията ( не е дефинирана;

· изпразване на стека;

възможно е автоматът да приключи работа, ако достигне някое от заключителните състояния;
вижда се, че поради наличието на стек и възможността машината да работи без да чете вход, принципно е възможно автоматът да не завърши работа – в такъв случай казваме, че автоматът попада в цикъл;
по-формално дефинираме конфигурация на недетерминирания стеков автомат – тройката < q, (, ( >, където q ( Q е текущо състояние, ( ( X* е непрочетената част от входната дума и ( ( Z* е текущата стекова дума, като първата буква на ( е върха на стека;

ясно е, че конфигурацията определя напълно текущото положение на автомата и бъдещото му поведение;

нека KA е множеството от всички конфигурации на автомата;

дефинираме релацията “преход на конфигурация в конфигурация” 
[image: image652.wmf]A
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 ( KA x KA по следния начин:
· (-преход - < q, (, z( > 
[image: image653.wmf]A
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 < q(, (, ((( >, ако (q(, (() ( ( (q, (, z);

· нормален преход - < q, x(, z( > 
[image: image654.wmf]A
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 < q(, (, ((( >, ако (q(, (() ( 
( (q, x, z);
ако k1 
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 k2, казваме че конфигурацията k1 непосредствено може да премине в конфигурацията k2;
дефинираме релацията 
[image: image656.wmf]A
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 ( KA x KA като рефлексивно и транзитивно затваряне на 
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; ако k1 
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 k2, казваме че конфигурацията k1 може да премине в конфигурацията k2;

от дефинициите на двете релации е ясно, че конфигурацията k1 може да премине в конфигурацията k2 точно когато автоматът, започвайки от конфигурация k1 може да премине в конфигурация k2 след краен брой тактове; съвсем естествено, конфигурациите

< q0, (, z0 > наричаме начални конфигурации;

казваме, че автоматът разпознава със заключително състояние думата ( ( X*, ако съществува q ( F, такова че 
< q0, (, z0 > 
[image: image659.wmf]A
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 < q, (, ( >, независимо от стековата дума (;

езикът 
[image: image660.wmf]F
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 = { ( | съществува q ( F, така че < q0, (, z0 > 
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 < q, (, ( > } наричаме език, разпознаван със заключителни състояние от недетерминирания стеков автомат А;
казваме, че автоматът А разпознава с празен стек думата ( ( X*,

ако < q0, (, z0 > 
[image: image662.wmf]A

‘

 < q, (, ( > независимо от състоянието q ( Q;

езикът 
[image: image663.wmf]A
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= { ( | < q0, (, z0 > 
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 < q, (, ( > } наричаме език, разпознаван с празен стек от недетерминирания стеков автомат A;

при разпознаване на език с недетерминиран стеков автомат се използва само разпознаване чрез празен стек или само разпознаване чрез заключителни състояния, т.е. двата вида разпознаване не могат да се смесват; това означава, че предварително трябва да е фиксирано дали автоматът A разпознава с празен стек или със заключителни състояния;

пример за недетерминиран стеков автомат:
нека A = < { q0, q1, q2 }, { a, b}, { z0, z1}, q0, z0, (, ( >,
( (q0, a, z0) = { (q1, z1z0) }, ( (q1, a, z1) = { (q1, z1z1) }, ( (q1, b, z1) = { (q2, () }, 

( (q2, b, z1) = { (q2, () }, ( (q2, (, z0) = { (q2, () };
автоматът A ще разпознава с празен стек;

следните преходи: < q0, aabb, z0 > 
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 < q1, abb, z1z0 > 
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 < q1, bb, z1z1z0 >
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 < q2, b, z1z0 > 
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 < q2, (, z0 > 
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 < q2, (, ( > и той разпознава думата; при работа върху думата aabab, автоматът извършва следните преходи: < q0, aabab, z0 > 
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 < q1, abab, z1z0 > 
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 < q1, bab, z1z1z0 > 
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< q2, ab, z1z0 > и не разпознава думата; лесно може да се покаже, че


[image: image673.wmf]A
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Æ

= { aibi | i = 1, 2, …} ; ще отбележим, че преходите в случая са линейни, тъй като автоматът всъщност е детерминиран; в общия случай, преходите се изобразяват чрез ориентиран ацикличен граф;

Теорема: За всеки недетерминиран стеков автомат A, който разпознава езикът L със заключителни състояния, съществува недетерминиран стеков автомат A(, който разпознава L с празен стек;

Доказателство: нека A = < Q, X, Z, q0, z0, (, F >;
построяваме A( = < Q ( { t0, t1 }, X, Z ( { s0 }, t0, s0, ((, ( >, където

t0 ( Q, t1 ( Q, s0 ( Z и функцията (( е дефинирана по следния начин:

· (( (t0, (, s0) = { (q0, z0s0) };

· за всяко q ( Q, x ( X ( { ( }, z ( Z, (( (q, x, z) = ( (q, x, z), включително там където ( не е дефинирана;
· за всяко q ( F и z ( Z, (( (q, (, z) = ( (q, (, z) ( { (t1, ()};

· за всяко z ( Z ( { s0}, (( (t1, (, z) = { (t1, ()};

автоматът A(, естествено, ще разпознава с празен стек;
ще покажем, че 
[image: image674.wmf]F
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нека ( ( 
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; тогава < q0, (, z0 > 
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 < q, (, z( >, където q ( F, z ( Z,

( ( Z*; при това положение < t0, (, s0 > 
[image: image678.wmf]A
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 < q0, (, z0s0 > 
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< q, (, z(s0 >, тъй като (( имитира ( върху Q x X ( { ( } x Z; по-нататък
< q, (, z(s0 > 
[image: image680.wmf]A

¢

�

< t1, (, (s0 > 
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< t1, (, s0 > 
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< t1, (, ( > (
A( разпознава (, т.е. ( ( 
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нека ( ( 
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; тогава < t0, (, s0 > 
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< t, (, ( >, където t ( Q ( { t0, t1};

от дефиницията на (( очевидно единствената възможност е t = t1, тъй като в дъното на стека е буквата s0 и тя не може да бъде премахната от функцията (; единственият начин да се премине в конфигурация

със състояние t1 е прехода < q, (, z(s0 > 
[image: image687.wmf]A
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< t1, (, (s0 >, 
където q ( F, ( ( Z*;
така по-подробно имаме:
< t0, (, s0 > 
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 < q0, (, z0s0 > 
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< q, (, z(s0 > 
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< t1, (, (s0 > 
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< t1, (, s0 > 
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< t1, (, ( >; разглеждаме прехода 
< q0, (, z0s0 > 
[image: image695.wmf]A
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< q, (, z(s0 >; функцията (( имитира ( върху

Q x X ( { ( } x Z, което ни позволява, като игнорираме s0, да напишем:

< q0, (, z0 > 
[image: image696.wmf]A
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 < q, (, z( >, т.е. ( ( 
[image: image697.wmf]F
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Теорема: За всеки недетерминиран стеков автомат A, разпознаващ езика L с празен стек съществува недетерминиран стеков автомат A(,

който разпознава L със заключителни състояния;
Доказателство: нека A = < Q, X, Z, q0, z0, (, ( >;
построяваме A( = < Q ( { t0, t1 }, X, Z ( { s0 }, t0, s0, ((, F = { t1} >, където

t0 ( Q, t1 ( Q, s0 ( Z и функцията (( е дефинирана по следния начин:
· (( (t0, (, s0) = { (q0, z0s0) };

· за всяко q ( Q, x ( X ( { ( }, z ( Z, (( (q, x, z) = ( (q, x, z), включително там където ( не е дефинирана;
· за всяко q ( Q, (( (q, (, s0) = { (t1, ()}

автоматът A(, естествено, ще разпознава със заключителни състояния; ще покажем, че 
[image: image698.wmf]A
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нека ( ( 
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; тогава < q0, (, z0 > 
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 < q, (, ( >, където q ( Q; 
при това положение < t0, (, s0 > 
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 < q0, (, z0s0 > 
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< q, (, s0 >, тъй като (( имитира ( върху Q x X ( { ( } x Z; по-нататък имаме:

< q, (, s0 > 
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< t1, (, ( > и t1 ( F ( ( ( 
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нека ( ( 
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< t1, (, ( >, където ( ( Z*;
от дефиницията на (( се вижда, че единствената възможност е
( = ( и последният преход е < q, (, s0 > 
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 < t1, (, ( >;

имаме < t0, (, s0 > 
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 < q0, (, z0s0 > 
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 < t1, (, ( >;
разглеждаме прехода < q0, (, z0s0 > 
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 < q, (, s0 >; функцията

(( имитира ( върху Q x X ( { ( } x Z, което ни позволява, като игнорираме s0 да напишем: < q0, (, z0 > 
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 < q, (, ( >, т.е. ( ( 
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разпознаването с празен стек е по-естествено за стековите автомати, така че оттук нататък под разпознаване на език със стеков автомат ще разбираме разпознаване с празен стек;

Теорема: За всеки контекстно-свободен език L съществува недетерминиран стеков автомат A, който го разпознава;

Доказателство: нека Г = < N, T, S, P > поражда езика L;

построяваме автомата A = < { q}, T, N ( T, q, S, (, ( >, където функцията ( е дефинирана по следния начин:

· за всяко B ( N, ( (q, (, B) = { (q, ()|B 
[image: image715.wmf]®

 ( ( P };

· за всяко a ( T, ( (q, a, a) = { (q, ()};

ще докажем, че L = LA;
нека ( ( L и B 
[image: image716.wmf]G

‘

 ( е ляв извод на ( в Г; с индукция по дължината на този извод ще покажем, че < q, ((, B(( > 
[image: image717.wmf]A

‘

 < q, (, (( > за всеки
(, (( ( (N ( T)*;
База: нека B 
[image: image718.wmf]G

�

 (; тогава съществува правило B
[image: image719.wmf]®

 ( ( P и по дефиницията на функцията ( имаме: (q, () ( ( (q, (, B);

получаваме: < q, ((, B(( > 
[image: image720.wmf]A

�

 < q, ((, ((( > 
[image: image721.wmf]A

‘

 < q, (, (( >; във втората част на извода използваме, че ( (q, a, a) = { (q, ()} за всяко a ( T;

Предположение: да допуснем, че за всеки ляв извод B 
[image: image722.wmf]G

‘

 ( с дължина по-малка или равна на n е изпълнено < q, ((, B(( > 
[image: image723.wmf]A

‘

 < q, (, (( >;

Стъпка: нека B 
[image: image724.wmf]G

‘

 ( е произволен ляв извод с дължина n+1, ( ( T*;

нека първото правило в този извод е B 
[image: image725.wmf]®

 (0B1(1…Bk(k ( P, където

(i ( T*, Bj ( N; тогава ( = (0(1(1…(k(k, където (i ( T* и
Bi 
[image: image726.wmf]G

‘

 (i са леви изводи за i = 1, 2, …, k; нека (, (( ( T*;

означаваме (i = (i(i+1(i+1…(k(k(, (i( = (iBi+1(i+1…Bk(k(( за i = 1, 2, …, k;

изводите Bi 
[image: image727.wmf]G

‘

 (i са с дължина не по-голяма от n и за тях можем да приложим индукционното предположение:
за всяко i = 1, 2, …, k е изпълнено: < q, (i(i, Bi(i( > 
[image: image728.wmf]A

‘

 < q, (i, (i( >; 
имаме (q, (0B1(1…Bk(k) ( ( (q, (, B); построяваме следната последователност от преходи:
< q, (0(1(1(2…(k(k(, B(( > 
[image: image729.wmf]A

�

 < q, (0(1(1(2…(k(k(, (0B1(1B2…Bk(k(( > 
[image: image730.wmf]A

�



[image: image731.wmf]A

�

 < q, (1(1(2…(k(k(, B1(1B2…Bk(k(( > 
[image: image732.wmf]A

‘

 < q, (1(2…(k(k(, (1B2 …Bk(k(( > 
[image: image733.wmf]A

�

 < q, (2…(k(k(, B2…Bk(k(( > 
[image: image734.wmf]A

‘

 …
[image: image735.wmf]A

‘

 < q, (k(k(, Bk(k(( > 
[image: image736.wmf]A

‘

 < q, (k(, (k(( >


[image: image737.wmf]A

�

 < q, (, (( >;
Заключение: за всеки ( ( T*, (( ( (N ( T)* от B 
[image: image738.wmf]G

‘

 ( следва 
< q, ((, B(( > 
[image: image739.wmf]A

‘

 < q, (, (( >;
в частния случай при B = S, ( = (( = ( получаваме, че от
S 
[image: image740.wmf]G

‘

 (, т.е. ( ( L, следва < q, (, S > 
[image: image741.wmf]A

‘

 < q, (, ( >, т.е. ( ( LA;
нека ( ( T*, ( ( (N ( T)* и < q, (, ( > 
[image: image742.wmf]A

‘

 < q, (, ( > ;

с индукция по броя на (-преходите ще покажем, че ( 
[image: image743.wmf]G

‘

 (;
База: нека < q, (, ( > 
[image: image744.wmf]A

‘

 < q, (, ( > точно с един (-преход;
очевидно това е възможно точно когато ( = (1(2(3, ( = (1A(3 и
A
[image: image745.wmf]®

(2 ( P ((i ( T*, A ( N); тогава ( = (1A(3 
[image: image746.wmf]G

‘

 ( = (1(2(3;
Предположение: нека от < q, (, ( > 
[image: image747.wmf]A

‘

 < q, (, ( > с не повече от n 

(-прехода следва ( 
[image: image748.wmf]G

‘

 (;
Стъпка: нека < q, (, ( > 
[image: image749.wmf]A

‘

 < q, (, ( > с n+1 (-прехода; 
да разгледаме частта от преходите до първия (-преход: 

< q, (, ( > 
[image: image750.wmf]A

‘

 < q, (1, A(1 > 
[image: image751.wmf]A

�

 < q, (1, ((1 > 
[image: image752.wmf]A

‘

 < q, (, ( >;
тук (1 ( T* и ( = (0(1 ((0 ( T*), също A ( N, (1 ( (N ( T)* и ( = (0A(1; първият (-преход е извършен с помощта на правилото A
[image: image753.wmf]®

 ( ( P;
прилагаме индукционното предположение за последователността от преходи < q, (1, ((1 > 
[image: image754.wmf]A

‘

 < q, (, ( >, която е с n (-прехода и получаваме, че ((1 
[image: image755.wmf]G

‘

 (1; сега можем да построим извода 
( = (0A(1 
[image: image756.wmf]G

‘

 (0((1 
[image: image757.wmf]G

‘

 (0(1 = (;
Заключение: ако < q, (, ( > 
[image: image758.wmf]A

‘

 < q, (, ( > , то ( 
[image: image759.wmf]G

‘

 (;
в частния случай при ( = (, ( = S получаваме, че от

< q, (, S > 
[image: image760.wmf]A

‘

 < q, (, ( >, т.е. ( ( LA следва S 
[image: image761.wmf]G

‘

 (, т.е. ( ( L;

Теорема: За всеки недетерминиран стеков автомат A, който разпознава езикът L съществува контекстно-свободна граматика Г, такава че LГ = L;

Доказателство: нека A = < Q, X, Z, q0, z0, (, ( >;
ще посочим само конструкцията на граматиката;

построяваме Г = < N, X, S, P > по следния начин:
N = { S } ( { Sq, z, p|за всеки q ( Q, p ( Q, z ( Z };
P = { S 
[image: image762.wmf]®

 
[image: image763.wmf]00

qzp

S

|за всяко p ( Q } ( { Sq, z, p 
[image: image764.wmf]®

 
[image: image765.wmf]112223kk

pzppzppzp

aSS...S

|

за k ( 0 и всеки p, q, p1, p2, …, pk ( Q, z1, z2, …, zk ( Z, a ( X ( { ( }, 
такива че (p, z1z2…zk) ( ( (q, a, z) } ;
ще отбележим, че според тази дефиниция допускаме правила
A
[image: image766.wmf]®

(, където A ( N и A ( S; ще посочим алгоритъм, който ги премахва без да изменя езика на граматиката:
1. търсим правило A
[image: image767.wmf]®

 (; ако няма такова – към 4., иначе към 2.;

2. търсим правило B
[image: image768.wmf]®

 (A(, където (, ( ( (N ( X)* и B
[image: image769.wmf]®

(( не е правило; ако няма такова – към 3., иначе добавяме ново правило B
[image: image770.wmf]®

(( и преминаваме към 2.;

3. изтриваме правилото A
[image: image771.wmf]®

(; премини към 1.;

4. ако първоначалната граматика е извеждала (, изчистваме получената граматика от аксиома в дясна част и добавяме правилото S
[image: image772.wmf]®

(; край;

няма проста конструкция за детерминизация на недетерминирани стекови автомати; въпреки това, ние можем да обхождаме в дълбочина графовата структура на всевъзможните изводи, които недетерминираният стеков автомат строи от аксиомата;

проблем възниква от това, че не винаги тази графова структура е крайна и тук вече съществено се използва, че правилата във всички граматики, които разглеждаме са несъкращаващи;
това ни осигурява, че изводите също са несъкращаващи;

така по време на обхождането, ако стековата дума стане с по-голяма дължина от дължината на оставащата входна дума, можем да спрем спускането в дълбочина;
19. Нормални форми на контекстно-свободните граматики.
ще използваме следното означение: ако A
[image: image773.wmf]®

(1, A
[image: image774.wmf]®

(2, …, A
[image: image775.wmf]®

(m са правила с една и съща лява част ще ги записваме по следния начин:

A
[image: image776.wmf]®

(1|(2|…|(m;

нека Г = < N, T, S, P > е контекстно-свободна граматика; казваме, че

Г е в нормална форма на Чомски, ако всяко правило в P (различно от S
[image: image777.wmf]®

() има вида A
[image: image778.wmf]®

BC или A
[image: image779.wmf]®

a, където A, B, C ( N, a ( T;

Теорема: За всяка контекстно-свободна граматика Г = < N, T, S, P > съществува контекстно-свободна граматика Г( в нормална форма на Чомски, така че Г ( Г(;
Доказателство: ще опишем процедура за преобразуване на

Г в нормална форма на Чомски;
1. изчистваме Г от преименуващи правила и отделяме настрана правилото S
[image: image780.wmf]®

( (ако го има);

2. за всеки терминал a ( T въвеждаме нов нетерминал Aa ( N и добавяме правилото Aa
[image: image781.wmf]®

a, което съответства на изискването за нормална форма на Чомски;

3. нека A
[image: image782.wmf]®

X1X2…Xk е произволно правило; ако k = 1, тъй като сме премахнали преименуващите правила, X1 ( T и правилото отговаря на изискванията за нормална форма на Чомски;

при k > 1 заменяме правилото A
[image: image783.wmf]®

X1X2…Xk с A
[image: image784.wmf]®

Y1Y2…Yk, където Yi = Xi, ако Xi ( N и Yi = 
[image: image785.wmf]i

X

A

, ако Xi ( T;

4. нека A
[image: image786.wmf]®

Y1Y2…Yk е произволно правило; ако k = 1 или k = 2 правилото отговаря на изискванията за нормална форма на Чомски; при k ( 3 въвеждаме нови нетерминали 

Y1(, Y2(, …,Yk-2(, уникални за всяко правило, добавяме правилата

A 
[image: image787.wmf]®

 Y1Y1(, Y1( 
[image: image788.wmf]®

 Y2Y2(, …, Yk-3( 
[image: image789.wmf]®

Yk-2Yk-2(, Yk-2( 
[image: image790.wmf]®

 Yk-1Yk и премахваме правилото A
[image: image791.wmf]®

Y1Y2…Yk;
очевидно е, че получената граматика е еквивалентна на изходната и че е в нормална форма на Чомски;
пример:
нека е дадена граматиката Г = < { S }, { a, b}, S, { S 
[image: image792.wmf]®

 ab, S 
[image: image793.wmf]®

 aSb } >;

чрез горната процедура получаваме Г( = < { S, Aa, Ab, B }, { a, b}, S,

{ S 
[image: image794.wmf]®

 AaAb, S 
[image: image795.wmf]®

 AaB, B 
[image: image796.wmf]®

 SAb, Aa 
[image: image797.wmf]®

 a, Bb 
[image: image798.wmf]®

 b } >;

ще опишем ефективен алгоритъм за разпознаване на контекстно-свободни езици, породени от контекстно-свободни граматики, които са в нормална форма на Чомски; алгоритъмът се базира на алгоритмична техника, наречена динамично оптимиране;
нека е дадена контекстно-свободна граматика Г = < N, T, S, P >
и произволна дума ( = x1x2…xk ( T*; дефинираме триъгълна таблица
Tmxm, Tij е дефинирано при i + j ( k+1, по следния начин:
Tij = { A | A 
[image: image799.wmf]G

‘

 xixi+1…xi+j-1 }; например при i = 1,
Ti1 = { A | A 
[image: image800.wmf]G

‘

 xi } = { A |A 
[image: image801.wmf]®

 xi ( P };
очевидно ( ( T* ( S ( T1k; тъй като Г е в нормална форма на Чомски можем да посочим процедура за попълване на елементите на триъгълната таблица, като попълването се извършва в строго определен ред и при попълване на една клетка се използват една или повече вече попълнени клетки; тази процедура е следната:

при j = 1, Ti1 = { A |A 
[image: image802.wmf]®

 xi ( P }; 
при j > 1, Tij = { A | A 
[image: image803.wmf]®

 BC ( P, B ( Til, C ( Ti+l, j-l за l = 1, 2, …, j-1 };
попълването на една клетка се извършва с най-много

n.|P|.|N|2 стъпки, така че като цяло получаваме сложност от порядъка на n3 стъпки;
нека Г = < N, T, S, P > е произволна контекстно-свободна граматика;

казваме, че Г е в нормална форма на Грейбах, 
ако всяко правило от P (различно от S 
[image: image804.wmf]®

 () има вида A 
[image: image805.wmf]®

 a или
A 
[image: image806.wmf]®

 aB1B2…Bk, където a ( T, Bi ( N, A ( N;
правило от вида A
[image: image807.wmf]®

A( наричаме ляво-рекурсивно;
Лема (за заместване): нека A 
[image: image808.wmf]®

 (1B(2 е правило от P и 

B 
[image: image809.wmf]®

(1|(2|…|(m са всички правила с лява част B; езикът на граматиката не се променя, ако заменим правилото A 
[image: image810.wmf]®

 (1B(2 с правилата A 
[image: image811.wmf]®

 (1(1(2|(1(2(2|…|(1(m(2;

лемата е очевидна и я излагаме без доказателство;
Лема (за премахване на лява рекурсия): нека A
[image: image812.wmf]®

A(1|A(2|…|A(m са всички ляво-рекурсивни правила от P с лява част A; нека A
[image: image813.wmf]®

(1|(2|…|(n са всички останали правила от P с лява част А; езикът на граматиката не се променя, ако заменим всички правила с лява част A със следните правила:
A 
[image: image814.wmf]®

 (1|(2|…|(n|(1A(|(2A(|…|(mА(,

A( 
[image: image815.wmf]®

 (1A(|(2A(|…|(mA(|(1|(2|…|(m, където A( е нов нетерминал, уникален за A, A( ( N;
Доказателство: във всеки извод терминалът A се заменя с 
дума от език, описан със следния регулярен израз 

((1 + (2 + …+ (n)((1 + (2 + …+ (m)*; този израз се описва от старите и от новите правила – разликата е, че при първата форма отначало

отдясно наляво се извежда последователност от { (1, …, (m} и най-накрая някое (i, докато при втората форма първо се извежда някое

(i, а после отляво надясно се извежда последователност от 
{ (1, (2, …, (m};
Теорема: За всяка контекстно-свободна граматика Г = < N, T, S, P > съществува контекстно-свободна граматика Г( в нормална форма на Грейбах, така че Г ( Г(;
Доказателство:
описваме процедура за преобразуване на Г в нормална форма на Грейбах:
1. изчистваме Г от преименуващи правила и я привеждаме в нормална форма на Чомски; всички правила с дясна част терминал оставяме настрана – те отговарят на изискванията за нормална форма на Грейбах;

2. да означим N = { A0 = S, A1, A2, …, An }; ще преобразуваме Г в еквивалентна, такава че всички правила започващи с нетерминал в дясна част да имат вида Ai
[image: image816.wmf]®

Aj(, ( ( N* и

i < j; построението ще извършим с индукция по i = 0, 1, …, n;

База: при i = 0, всяко правило A0
[image: image817.wmf]®

Aj( е от искания вид с изключение на правилата A0
[image: image818.wmf]®

A0(; с помощта на горната лема изчистваме лявата рекурсия и оставяме настрана правилата, които започват с терминал и новодобавените правила с лява част A0( (тях ще ги разгледаме по-късно);
Предположение: нека правилата с лява част A0, A1, …, Ak започващи с нетерминал са представени в искания вид; 
Стъпка: ще преобразуваме правилата Ak+1
[image: image819.wmf]®

Aj(, така че j да стане по-голямо от k+1; с помощта на лемата за заместване преобразуваме всяко правило от вида Ak+1
[image: image820.wmf]®

A0( и в резултат получаваме правила с дясна част, започваща с терминал – тях ги оставяме настрана и по индукционното предположение останалите новополучени правила имат вида Ak+1
[image: image821.wmf]®

Aj( за j > 0;

аналогично преобразуваме правилата за Ak+1, започващи с
A1, A2, …, Ak в дясна част, естествено преобразуваме и правилата, получени от предишните стъпки; накрая изчистваме лявата рекурсия в правилата Ak+1
[image: image822.wmf]®

Ak+1( и оставяме всички правила с дясна част започваща с терминал, както и правилата с лява част Ak+1( настрана;
Заключение: за всички правила от вида Ai
[image: image823.wmf]®

Aj( имаме i < j;

ще отбележим, че след последното преобразуване, всички правила с лява част An имат дясна част, започваща с терминал;

3. ще преобразуваме Г в еквивалентна, така че всяко правило с лява част Ai да има дясна част, започваща с нетерминал;

построението ще извършим с индукция по i = n, n-1, …, 0;

База: при i = n, от предната стъпка всички правила с лява част An са в искания вид;

Предположение: нека всички правила с лява част An, An-1, …,

Ai имат дясна част, започваща с терминал;

Стъпка: всяко правило с лява част Ai-1, което не започва с терминал има вида Ai-1
[image: image824.wmf]®

Aj( за j = i, i+1, …, n; от индукционното предположение всички правила с лява част

Aj, j = i, i+1, …, n имат дясна част, започваща с терминал, така че като използваме лемата за заместване преобразуваме правилата с лява част Ai-1 в искания вид;

Заключение: след това преобразуване всички правила с лява част A0, …, An са в искания вид, т.е. имат дясна част, започваща с терминал;

4. остават правилата с лява част Ai(, които бяха добавени на втората стъпка; десните части на тези правила започват с терминал или са от вида Ai(
[image: image825.wmf]®

Aj( и с помощта на лемата за заместване, като използваме че всички правила с лява част

Ai имат дясна част, започваща с терминал ги преобразуваме в искания вид;
така след четвъртата стъпка получаваме еквивалентна граматика в нормална форма на Грейбах; ще отбележим, че на всяка стъпка се замества само началния нетерминал в дясната част на правилата, започващи с нетерминали, така че терминали не могат да се появят във вътрешността на дясна част на правило;

пример:

нека е дадена граматиката Г = < { A0, A1, A2}, { a, b}, A0, { A0
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A1A0,

A1
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A2A0, A1
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a, A2
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A1A1, A2
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b } >;
1. в Г няма преименуващи правила и тя е очевидно в нормална форма на Чомски;

2. единственото правило, което не отговаря на изискването е

A2
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A1A1; с помощта на лемата за заместване получаваме

правилата A2
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A2A0A1, A2
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aA1 и след това изчистваме лявата рекурсия – получаваме нови правила A2
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aA1A2(,

A2
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bA2(, A2(
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A0A1A2(, A2(
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A0A1;
след тази стъпка правилата в Г имат вида:
A0
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A1A0, A1
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A2A0|a, A2
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b|aA1|aA1A2(|bA2(, A2(
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A0A1A2(|A0A1;

3. на тази стъпка за A1 получаваме следните правила:

A1
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bA0|aA1A0|aA1A2(A0|A1
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bA2(A0 и за A0 получаваме
A0
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aA0|bA0A0|aA1A0A0|aA1A2(A0A0|bA2(A0A0;

след тази стъпка правилата в Г имат вида:
A0
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aA0|bA0A0|aA1A0A0|aA1A2(A0A0|bA2(A0A0,

A1
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a|bA0|aA1A0|aA1A2(A0|A1
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bA2(A0,

A2
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b|aA1|aA1A2(|bA2(, A2(
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A0A1A2(|A0A1;

A2(
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A0A1A2(|A0A1;
4. на последната стъпка заменяме правилата с лява част A2( с
A2(
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aA0A1A2(|bA0A0A1A2(|aA1A0A0A1A2(|aA1A2(A0A0A1A2(|

bA2(A0A0A1A2(|aA0A1|bA0A0A1|aA1A0A0A1|aA1A2(A0A0A1|

bA2(A0A0 A1;
сега вече Г е в нормална форма на Грейбах;

нормалната форма на Грейбах дава възможност за ускоряване на процеса на разпознаване на контекстно-свободни езици по следната схема: ако във върха на стека има нетерминал A и първата непрочетена буква от входа е x, взимаме предвид само правилата с лява част A, които имат дясна част, започваща с x; в най-добрия случай различните правила с лява част A могат да започват с различни терминали и тогава процесът на разпознаване ще е детерминиран – на всяка стъпка се избира единственото възможно правило; така в най-добрия случай процесът на разпознаване се извършва с линейна сложност;
20. xyuvw-Теорема и следствия.
ще докажем теорема, която ни позволява да открием езици, които не са контекстно-свободни;

Лема: нека D е кореново дърво с височина h и разклоненост r; тогава броят на листата на D е не повече от rh;

Доказателство: индукция по височината на D;

База: h = 0; тогава D е тривиалното дърво и то има точно един лист, т.е. броят на листата на D е точно r0;
Предположение: нека всяко кореново дърво с височина h-1 и разклоненост r има не повече от rh-1 листа;

Стъпка: нека D е произволно кореново дърво с височина h; разглеждаме поддървото D( на D, получено след премахване на листата на D; тогава височината на D( е точно h-1 и по индукционното предположение D( има не повече от rh-1 листа;

тъй като разклонеността на D е r, то всеки лист на D( има не повече от r сина в D; така D има не повече от r.rh-1 = rh листа;
Теорема (xyuvw-теорема): за всеки контекстно-свободен език L, 

L ( { ( }, L ( (, съществува цяло положително n такова, че ако ( ( L и d (() > n, то ( = xyuvw, където:
· d (u) ( 1, d (yv) ( 1, d (yuv) ( n;

· xyiuviw ( L за i = 0, 1, 2, …;

Доказателство: нека Г = < N, T, S, P > е контекстно-свободна граматика, която поражда L; без ограничение можем да смятаме, че Г е без преименуващи правила; нека l = |N|, m = 
[image: image852.wmf]:AP
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b

;

тук m ( 1, тъй като в L има поне една дума с дължина поне 1;

избираме n = ml+1; нека ( ( L и d (() > n; нека D е дърво на извод в Г с дума ( и височина h; тъй като D е дърво на извод, то D има разклоненост s ( m и съгласно лемата броят на листата на D е не 
по-голям от sh; имаме ml+1 = n < d (() ( sh ( mh и от монотонността на показателната функция при m ( 1 получаваме, че l +1 < h; тъй като височината на D е h, то съществува път W от корена на D до някой лист, който има дължина h; броят на върховете надписани с нетерминали по W е точно h > l + 1 > l = |N| и от принципа на Дирихле получаваме, че по W се срещат поне два върха v1, v2, които са надписани с един и същи нетерминал A; ще считаме, че
v1 е по-близко до корена от v2; без ограничение можем да смятаме, че двойката v1, v2 е най-близка до листа от всички двойки върхове по W, надписани с един и същи нетерминал, т.е. след v1 в W няма такива двойки върхове;
означаваме с D( поддървото на D с корен v, с D(( поддървото на D с корен w; сега думата ( естествено се разпада на пет поддуми

x, y, u, v, w, така че u е думата на дървото D(( в ГA, y е поддумата от листата на D(, които са наляво от листата на D((, v е поддумата от листата на D(, които са надясно от листата на D((, x е поддумата от листата на D, които са наляво от листата на D( и w е поддумата от листата на D, които са надясно от листата на D(;
дървото D(( е дърво на извод в ГA с дума u;
дървото D( е дърво на извод в ГA с дума yuv и думата се получава от извода A
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дървото D е дърво на извод в Г с дума ( = xyuvw и думата се получава от извода S 
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 xAw 
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 xyAvw 
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 xyuvw;
така получихме изводите A
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u, A
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yAv, S 
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 xAw и тъй като правилата на ГA и Г съвпадат, то A 
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 u, A 
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 yAv, S 
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 xAw; 
ще покажем, че са в сила твърденията на теоремата:
· d (u) ( 1, тъй като D(( съдържа поне един лист – например края на W;
· ако допуснем, че d (yv) = 0, т.е. d (y) = 0 и d (v) = 0, то в Г е възможен изводът А 
[image: image864.wmf]G
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 А, което е възможно единствено при наличие на преименуващи правила – противоречие; така

d (yv) ( 1;
· да допуснем, че d (yuv) > n; нека височината на дървото D( е 

h( ( h; тъй като разклонеността на D( е не по-голяма от m, то по лемата D( съдържа най-много mh( листа; тогава ml+1 = n < d (yuv) = mh( ( l + 1 < h(; да изберем път W1 от корен до лист в D( с дължина h(; без ограничение можем да смятаме, че сме избрали частта от W от върха v1 до листа, тъй като W е път с максимална дължина от корена до лист в D; W1 съдържа точно h( върха надписани с нетерминали, така че частта от W1 без корена v1 съдържа h( – 1 > l = |N| нетерминали; по принципа на Дирихле има двойка върхове, надписани с еднакви нетерминали в частта от W1 без корена v1, което е противоречие с избора на двойката върхове v1, v2 като най-близка до листа;

така d (yuv) ( n;
· за i = 0 от извода S 
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 xAw 
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 xuw, получаваме xy0uv0w ( L;

за i = 1 имаме ( = xyuvw ( L по условие;

при i > 1 имаме S 
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 xyAuw 
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 xy2Av2w 
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 … 
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 xyiAviw 


[image: image872.wmf]G

‘

 xyiuviw; навсякъде използваме изводите получени по-горе;

Следствие: Съществуват контекстно-зависими езици, които не са контекстно-свободни, т.е. 
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;
Доказателство: да разгледаме езика L = { aibici | i ( 1 };

този език е контекстно-зависим – една граматика, която го поражда е Г = < { S, B, C}, { a, b, c }, S, { S
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 aSBC, S 
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 abC, CB 
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 BC,

bB 
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 bb, cC 
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 cc, bC 
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 bc } >, която очевидно е контекстно-зависима;
да допуснем, че L е контекстно-свободен език и да приложим

xyuvw-теоремата; нека n е подходящото естествено число и

да изберем i = n/3; тогава думата aibici ( L и d (aibici) = 3i > n и от теоремата aibici = xyuvw и xy2uv2w ( L;

без ограничение на общността ще смятаме, че d (y) ( 1, тъй като случаят d (v) ( 1 се разглежда аналогично;

за y имаме следните възможности:
· y = ak, k ( 1; тъй като в думата xy2uv2w имаме еднакъв брой 
букви a, b, c, то думата v има вида bkck; тогава получаваме

xy2uv2w = xa2kubkckbkckw ( L;

· y = bk или y = ck; тогава очевидно думата v е съставена само от

букви b или c, така че в xy2uv2w броят на буквите b или c е по-голям от броя на буквите a и тогава xy2uv2w ( L;
· ако y е съставена от различни букви, то очевидно в y2 последователността букви a след букви b след букви c ще се наруши и xy2uv2w ( L;
така достигнахме до противоречие с допускането, че L е 

контекстно-свободен език;

21. Дискретни функции. Суперпозиция и формули.
всяка функция f : A ( B, където A и B са изброими множества наричаме дискретна функция;
нека A е крайно множество с q елемента; без ограничение ще считаме, че A = Jq = { 0, 1, …, q – 1}; всяка функция f : An ( A, n ( N, наричаме q-ична функция; елементите на An наричаме n-мерни 
q-ични вектори; за краткост вместо вектора (a1, a2, …, an) ( An 
ще записваме a1a2…an;

тъй като An е крайно множество, естествен начин за задаване на

q-ична функция е чрез таблица с два стълба – в първия стълб са всички q-ични вектори, които са qn на брой, а във втория стълб срещу всеки вектор a1a2…an стои стойността на функцията

f (a1, a2, …, an);
всяка q-ична функция е ефективно изчислима – ако е даден вектор

a1a2…an и таблица на функцията f : An ( A, то стойността
f (a1, a2, …, an) можем да намерим като последователно сравняваме вектора a1a2…an с векторите в левия стълб на таблицата, докато не установим реда, в който той се намира; търсената стойност е на същия ред в десния стълб на таблицата; този метод за изчисляване на функцията f : An ( A наричаме пълно изчерпване;

с Fq ще означаваме множеството на всички функции f : An ( A, където A = Jq; всяка функция f : An ( A можем да разглеждаме като функция на n независими променливи x1, x2, …, xn;

с Fqn ще означаваме множеството на всички q-ични функции на n променливи;
нека f (x1, x2, …, xn) ( Fqn, g (y1, y2, …, ym) ( Fqm; 
функцията h (x1, …, xi-1, y1, …, ym, xi+1, …, xn) =

= f (x1, …, xi-1, g (y1, …, ym), xi+1, …, xn) наричаме суперпозиция на g във f на мястото на променливата xi;

суперпозицията на две ефективно изчислими функции също е ефективно изчислима функция – например ако искаме да изчислим

h (a1, …, ai-1, b1, …, bm, ai+1, …, an), където ai, bj ( Jq, първо изчисляваме g (b1, …bm) = ai и след това търсената стойност е

f (a1, …, an);
в по-общ вид нека f (x1, x2, …, xn) ( Fqn, gi (y1, y2, …, ym) ( Fqm;

функцията h (y1, y2, …, ym) = f (g1 (y1, …, ym), …, gn (y1, …, ym)) наричаме суперпозиция на g1, g2, …, gn във f;

ясно е, че и обобщената суперпозиция също е ефективно изчислима;

казваме, че функцията f : An ( A не зависи съществено от променливата xi, ако за всеки k, j ( A имаме:

f (x1, …, xi-1, k, xi+1, …, xn) = f (x1, …, xi-1, j, xi+1, …, xn); още казваме, че

xi е фиктивна променлива;
ясно е, че към всяка функция на n променливи можем да добавим колкото искаме фиктивни променливи; така можем да считаме, че
суперпозицията на g1, g2, …, gn във f е дефинирана дори когато 

g1, g2, …, gn са функции на различен брой променливи;
функция f : An ( A която не зависи съществено от всичките си променливи наричаме константна функция;
нека F = { f0, f1, …} ( Fq; нека X = { f, x, 0, 1, (, ), , };

по-нататък ще записваме думите f(, x(, където (, ( ( { 0, 1}* като

fi, xj, където ( е двоичното представяне на числото i, ( е двоичното представяне на числото j; дефинираме индуктивно понятието формула над множеството от функции F:
База: за всяка функция fi ( F на n променливи думата
fi (x1, x2, …, xn) ( X* е формула над F;
Предположение: нека fi ( F е функция на n променливи и
(1, (2, …, (n ( X* са формули над F или променливи, т.е. от вида xi;

Стъпка: тогава думата fi ((1, (2, …, (n) ( X* е формула над F;

Заключение: няма други формули над F;
нека F е множество от q-ични функции; с ФF ще означаваме множеството от всички формули над F;
функция от вида f (x1, …, xn) = xi наричаме идентитет;
нека F = { f0, f1, …} ( Fq; на всяка формула ( ( ФF съпоставяме функция f ( Fq по следния начин:
База: ако ( = fi (x1, …, xn), то определяме f = fi ( F;
Предположение: нека fi ( F е функция на n променливи и (1, (2, …, (n са формули или променливи и съответните им функции са
g1, g2, …, gn ( Fq; ако (j е променливата xk, то съответната функция

gj е идентитетът xk;
Стъпка: тогава на формулата ( = fi ((1, …, (n) съпоставяме суперпозицията f = fi (g1, …, gn);

с [F] ще означаваме множеството от всички функции, съпоставени на формулите от ФF и ще го наричаме затваряне на F (относно суперпозицията);
нека F = { f0, f1, …} ( Fq; нека ( е формула над F или променлива;
определяме дълбочина ( (() на ( по следния начин:
База: ако ( = fi (x1, …, xn), то ( (() = 1; ако ( = xk, ( (() = 0;
Предположение: нека fi ( F е функция на n променливи и (1, (2, …, (n са формули или променливи, така че ( ((j) е дефинирано за 
j = 1, 2, …, n;
Стъпка: ако ( = fi ((1, (2, …, (n), то ( (() = 
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;
ще дадем алтернативна дефиниция на понятието формула;

нека F = { f0, f1, …} ( Fq; нека X = { x1, x2, …} е изброимо множество, от което избираме променливите; дефинираме с индукция кореново дърво D, което ще наричаме формула над F; едновременно с това дефинираме понятието функция, съпоставена на формула и дълбочина на формула:
База: нека fi ( F е функция на n променливи; тогава всяко кореново дърво D с височина 1 с n листа, за което коренът е надписан с fi и
листата са надписани с променливи от X е формула над F; функцията, съпоставена на формулата D е самата функция fi ( F и дълбочината ( (D) се определя от височината на D, т.е.

( (D) = h (D) = 1; дървото D има следния вид:



Предположение: нека fi ( F е функция на n променливи и D1, …, Dn са формули над F или самостоятелни върхове, надписани с променливи от X (тривиални коренови дървета); нека g1, g2, …, gn са функциите съответни на формулите D1, …, Dn (ако Di е тривиално кореново дърво, gi е съответният идентитет) и ( (D1), …, ( (Dn) са дефинирани (ако Di е тривиално кореново дърво, ( (Di) = 0);
Стъпка: тогава дървото D, за което коренът е надписан с fi и преките наследници на корена са корените на D1, …, Dn е формула над F; функцията, която съпоставяме на D е суперпозицията fi (g1, …, gn) и дълбочината ( (D) се определя от височината на D, т.е.
( (D) = h (D) = 
[image: image882.wmf]ii
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; дървото D има следния вид:


Заключение: няма други формули над F;
ще отбележим, че листата на кореновите дървета, които са формули над F са надписани с променливи, а нелистата с функции от F;

Теорема: нека F = { f0, f1, …} ( Fq и ( ( ФF; нека G = { g0, g1, …} ( Fq и

fi и gi имат един и същ брой променливи за i = 0, 1, …; дефинираме операция O (() - замяна на всяка поддума fi във ( с gi; 

тогава O (() ( ФG;
Доказателство: индукция по дълбочината на (;
База: нека ( (() = 1, т.е. ( = fi (x1, …, xn); 
тогава O (() = gi (x1, …, xn) и по условие O (() ( ФG;
Предположение: да допуснем, че за всяка формула ( ( ФF, ( (() ( k, имаме O ((i) ( G;
Стъпка: нека ( ( ФF и ( (() = k + 1; тогава ( = fi ((1, …, (n), където

(1, …, (n са или формули над F или променливи и ( ((i) ( k за 
i = 1, 2, …, n; ако (i е променливата xk, то очевидно 
O ((i) = O (xk) = xk, т.е. O ((i) е променлива; ако (i е формула, то от индукционното предположение O ((i) ( ФG;
така за i = 1, 2, …, n O ((i) са формули над G или променливи, така че

O (() = O (fi ((1, …, (n)) = gi (O ((1), …, O ((n)) ( ФG;
ако формулата ( е зададена като кореново дърво, то операцията O заменя всеки надпис на нелист fi с gi и твърдението на теоремата е очевидно;
Теорема: нека F = { f0, f1, …} ( Fq, ( ( ФF е формула, в която участват променливите x1, …, xn и (1, (2, …, (n са формули от ФF или променливи; дефинираме операция O (() – замяна на всяка променлива xi във ( с формулата (i; тогава O (() ( ФF;
Доказателство: индукция по дълбочината на (;
База: нека ( (() = 1, т.е. ( = fi (x1, …, xn); тогава
O (() = fi ((1, …, (n), където (i са формули над F или променливи и по дефиниция O (() ( ФF;
Предположение: нека за всяка формула ( ( ФF, ( (() ( k, 

имаме O (() ( ФF;
Стъпка: нека ( ( ФF и ( (() = k + 1; тогава ( = fi ((1, …, (m), където
(i са формули над F или променливи и ( ((i) ( k; ако (i е променливата xk, то O ((i) = O (xk) = (k, т.е. O ((i) е променлива или формула над F; ако (i е формула над F, то от индукционното предположение O ((i) е формула над F; така за i = 1, 2, …, m O ((i) са формули над F или променливи, така че
O (() = O (fi ((1, …, (m)) = fi (O ((1), …, O ((m)) е формула над F;

ако формулата ( е зададена като кореново дърво, операцията O заменя всеки лист на ( с формула над F, т.е. със съответно кореново дърво, така че резултатът отново ще е формула над F;
не е трудно да се забележи, че функцията която съответства на
формулата O (() след заместването е точно суперпозицията

на функциите, съответстващи на формулите (или променливи)
(1, (2, …, (n във функцията съответстваща на формулата (;
нека F = { f0, f1, …} ( Fq, ( ( ФF е формула 
за функцията h ( Fq; нека (0, (1, …са формули от ФG такива, че
за всяко i = 0, 1, … (i е формула за fi ( F; 
дефинираме операция O (() – замяна на функциите fi с формулите (i с индукция по дълбочината на (; едновременно с това ще покажем, че O (() ( ФG е формула за функцията h;
База: ако ( (() = 1, т.е. ( = fi (x1, …, xn), то O (() = (i ( ФG;
тук очевидно h = fi и O (() = (i ( ФG е формула за fi, т.е. за h;
Предположение: нека за всяка формула ( ( ФF за функция h, ( (() ( k, O (() е дефинирано и O (() ( ФG е формула за функцията h;
Стъпка: нека ( е формула над F за функцията h и ( (() = k + 1,
 т.е. ( = fi ((1, …, (n), където (i са формули над F или променливи,

( ((i) ( k, за функции hi ( Fq; тогава h = fi (h1, …, hn);
ако (j е променливата xk, дефинираме O ((j) = O (xk) = xk; ако (j е формула над F, то по индукционното предположение O ((j) е формула над G за функцията hj; по условие съществува формула (i над G за функцията fi; в (i заместваме всички променливи xj с формулите или променливи O ((j) и получаваме формула (i(; дефинираме O (() = (i(; от горната теорема O (() ( ФG и функцията, съответстваща на O (() е точно суперпозицията на функциите, съответстващи на формулите
O ((j), т.е. hj, във функцията, която съотвества на формулата (i, т.е. fi; така O (() е формула над G за функцията h;
две формули (1 и (2 наричаме еквивалентни, означаваме (1 = (2, ако те са формули за един и същи функции;
22. Булеви (двоични) функции. Свойства.

функциите F2 = { f : J2n ( J2 |n = 1, 2, …} наричаме булеви (двоични) функции; множеството от двоичните функции на n променливи означаваме с F2n;
дефинираме стандартна наредба на J2n с индукция по n:

База: при n = 1 стандартната наредба е 0, 1;

Предположение: нека при n = k стандартната наредба е (1, …, 
[image: image883.wmf]k
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a

;

Стъпка: при n = k+1 стандартната наредба е 0(1, …, 0
[image: image884.wmf]k
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, 
1(1, …, 1
[image: image885.wmf]k
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; ясно е, че тази последователност съдържа всички 

(k+1)-мерни двоични вектори точно по веднъж;

стандартната наредба на J2n всъщност съвпада с лексикографската наредба на думите с дължина n над азбуката { 0, 1} - ( = a1a2…an предшества ( = b1b2…bn (( ≺ (), ако съществува i = 1, 2, .., n, такова че a1 = b1, a2 = b2, …, ai-1 = bi-1, ai < bi (ai = 0, bi = 1);

стандартната наредба на J2n също съвпада с двоичното представяне на числата 0, 1, …, 2n-1 подредени в нарастващ ред, като в двоичните представяния с по-малко от n нули и единици добавяме водещи нули;

например при n = 3 стандартната наредба на J23 е:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111;
при стандартно подредени вектори от J2n всяка булева функция се задава еднозначно с вектор-стълб от 2n елемента; това означава, 

че i-тата компонента на вектора-стълб е стойността на функцията за i-тия вектор от J2n в стандартната наредба; 

тогава очевидно е, че|F2n| = 
[image: image886.wmf]n

2

2

;
при n = 1 имаме 4 функции, представени в следната таблица:

	x
	f0
	f1
	f2
	f3

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


имената на функциите са както следва:
· f0 (x) – константата нула; означаваме я с 
[image: image887.wmf]%

0

;

· f3 (x) – константата единица; означаваме я с 
[image: image888.wmf]1

%

;

· f1 (x) = x – идентитетът;
· f2 (x) = 
[image: image889.wmf]x

 - отрицание на x;

при n = 2 имаме 16 функции, представени в следната таблица:

	x
	y
	f0
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	f10
	f11
	f12
	f13
	f14
	f15

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


имената на функциите са както следва:
· f0 (x, y) – константата нула, означаваме я с 
[image: image890.wmf]%

0

; приемаме същото означение, тъй като разликата е само в броя на променливите, а самата функция не зависи от тези променливи;

· f15 (x, y) – константата единица, означаваме я с 
[image: image891.wmf]1

%

;
· f3 (x, y) = x – идентитетът (не зависи от y);
· f5 (x, y) = y – идентитетът (не зависи от x);
· f12 (x, y) = 
[image: image892.wmf]x

 - отрицанието на x (не зависи от y);
· f10 (x, y) = 
[image: image893.wmf]y

 - отрицанието на y (не зависи от x);
следващите функции от F22 съществено зависят и от двете променливи; ще ги означаваме както следва:

· f1 (x, y) = x ( y = xy – конюнкция на x и y; функцията можем да разглеждаме като умножение по модул 2;

· f7 (x, y) = x ( y – дизюнкция на x и y;
· f6 (x, y) = x ( y – събиране по модул 2;
· f9 (x, y) = x ( y – еквивалентност на x и y;
· f13 (x, y) = x 
[image: image894.wmf]®

 y – импликация от x към y;
· f11 (x, y) = y 
[image: image895.wmf]®

 x – импликация от y към x;
· f14 (x, y) = x|y – функция на Шефер;

· f8 (x, y) = x ( y – функция (стрелка) на Пирс;

при тези инфиксни означения правилата от дефиницията на понятието формула остават в сила – например формулата

f7 (x, f1 (x, y)) в инфиксен запис е x ( (xy);
въвеждаме приоритет – отрицание преди конюнкция, конюнкция преди дизюнкция и събиране по модул 2; това опростява записването – например формулата (x (
[image: image896.wmf]y

)) ( (xy) се записва x
[image: image897.wmf]y

( xy;

функциите f2 и f4 нямат общоприето означение – те се представят например с формулите 
[image: image898.wmf]xy

®

 и 
[image: image899.wmf]yx

®

;
за функциите на повече променливи инфиксен запис не е приложим;

в сила са следните свойства:
· xy = yx, x ( y = y ( x, x ( y = y ( x – комутативност;

· (xy)z = x(yz), (x ( y) ( z = x ( (y ( z), (x ( y) ( z = x ( (y ( z) – асоциативност;

· x (y ( z) = xy ( xz, x ( yz = (x ( y)(x ( z), x (y ( z) = xy ( xz – дистрибутивност;

· x ( x = x, xx = x, x ( x = 
[image: image900.wmf]%

0

 - идемпотентност;

· x
[image: image901.wmf]x

 = 
[image: image902.wmf]%

0

, x ( 
[image: image903.wmf]x

 = 
[image: image904.wmf]1

%

, x ( x = 
[image: image905.wmf]1
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 - свойства на отрицанието;

· x
[image: image906.wmf]%

0

 = 
[image: image907.wmf]%

0

, x
[image: image908.wmf]1
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 = x, x ( 
[image: image909.wmf]%

0

 = x, x ( 
[image: image910.wmf]1
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 = 
[image: image911.wmf]1
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, x ( 
[image: image912.wmf]%

0

 = x, x ( 
[image: image913.wmf]1

%

 = 
[image: image914.wmf]x

 - свойства на константите;

· 
[image: image915.wmf]x

 = x – закон за двойното отрицание;

· 
[image: image916.wmf]xyxy,xyxy
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 - закони на Де Морган;

всяко едно от тези свойства може да се провери като директно сравним стълбовете на функциите отговарящи на двете формули;

ще отбележим, че свойствата остават в сила, ако на мястото 

на x или y поставим произволни двоични функции или формули (съгласно втората трансформационна теорема);

ще използваме тези свойства за да покажем още две:

· нека f ( F2; разглеждаме формулата f x ( f 
[image: image917.wmf]x

; имаме

f x ( f 
[image: image918.wmf]x

 = f (x ( 
[image: image919.wmf]x

) = f 
[image: image920.wmf]1
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 = f – използвали сме дистрибутивния закон, свойствата на отрицанието и на константите; това свойство наричаме слепване;

· нека f ( F2; разглеждаме формулата fg ( f ;

имаме fg ( f = fg ( f 
[image: image921.wmf]1

%

 = f (g ( 
[image: image922.wmf]1
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) = f 
[image: image923.wmf]1
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 = f;
това свойство наричаме поглъщане;

асоциативността на конюнкцията, дизюнкцията и сумата по модул 2 ни позволяват да въведем следните символи:

[image: image924.wmf]n
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[image: image926.wmf]n
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;

тук fi ( F2;
23. Пълни множества от функции.
множеството от функции F ( F2 е пълно в F2, ако [F] = F2;

очевидно е, че [ F2 ] = F2, но съществуването на пълни множества, различни от F2 не е очевидно;

дефинираме функция x( по следния начин: x( = x, ако ( = 1 и

x( = 
[image: image927.wmf]x

, ако ( = 0;
Лема: x( = 1 ( x = (;
Доказателство: достатъчно е да покажем, че x( = x ( ( по обичайния начин за доказване на еквивалентност на формули;

формули от вида 
[image: image928.wmf]2
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при j ( s, (j ( { 0, 1}, наричаме елементарни конюнкции; в случая

k = n, казваме че елементарната конюнкция е пълна;

Лема: 
[image: image930.wmf]2
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Теорема (разлагане на булева функция по i променливи): 

нека f (x1, x2, …, xn) ( F2n и са избрани i променливи, 1 ( i ( n;
без ограничение на общността ще смятаме, че това са x1, x2, …, xi;
тогава f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image934.wmf]2
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Доказателство: 
нека g (x1, …, xn) = 
[image: image935.wmf]2
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;
нека a1a2…an ( J2n; ще покажем, че g (a1, …, an) = f (a1, …, an);
ако допуснем, че за някое j = 1, 2 , …, i (j ( аj, то от горната лема 

[image: image936.wmf]2
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 = 0 и съответният член от многократната 
дизюнкция ще се анулира; 

[image: image937.wmf]2
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 = 1 точно когато (1 = a1, …, (i = ai;
така g (a1, …, an) = 0 (  …( 0 ( 
[image: image938.wmf]2
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 ( 
0 ( …( 0 = 1f (a1, …, an) = f (a1, …, an); така функциите f и g съвпадат;

Теорема (на Бул): Множеството { x ( y, xy, 
[image: image939.wmf]x

} е пълно;

Доказателство: ще покажем, че за всяка функция f ( F2 е в сила

f ( [{ x ( y, xy, 
[image: image940.wmf]x

} ]; ако f =
[image: image941.wmf]%
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, можем да представим f = x
[image: image942.wmf]x

 и тогава

f ( [{ x ( y, xy, 
[image: image943.wmf]x

} ]; нека f (
[image: image944.wmf]%
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; разлагаме f по всичките n променливи и получаваме: f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image945.wmf]2
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ако f ((1, …, (n) = 0, то съответният член от многократната дизюнкция се анулира за всички стойности на x1, …, xn и може да не участва във формулата; ако f ((1, …, (n) = 1, то за всички стойности на x1, …, xn е изпълнено: 
[image: image946.wmf]2
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 = 
[image: image947.wmf]2

1n

12n

xx...x

s

ss

;

така получаваме f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image948.wmf]2
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, което е формула над { x ( y, xy, 
[image: image949.wmf]x
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доказателството на теоремата на Бул е конструктивно – то дава в явен вид съответната формула; когато f ( 
[image: image950.wmf]%

0

, тази формула се нарича съвършена дизюнктивна нормална форма на функцията f; съвършената дизюнктивна нормална форма се състои само от пълни елементарни конюнкции; формула за f, която е дизюнкция на елементарни конюнкции, но не непременно пълни се нарича дизюнктивна нормална форма на f; константата 
[image: image951.wmf]%

0

 няма нито една дизюнктивна нормална форма; всички останали функции имат точно една съвършена дизюнктивна нормална форма и може да имат много дизюнктивни нормални форми;
пример: ще намерим съвършената дизюнктивна нормална форма на дизюнкцията; дизюнкцията има стойност 1 за векторите (0, 1), (1, 0), (1, 1); така x ( y = x0y1 ( x1y0 ( x1y1 = 
[image: image952.wmf]x

y ( x
[image: image953.wmf]y

( xy; ето някои дизюнктивни нормални форми на дизюнкцията –
x ( y = x ( 
[image: image954.wmf]x

y, x ( y = x ( y;
Теорема: нека F ( F2 е пълно множество, G ( F2 и за всяка функция

f ( F имаме f ( [G]; тогава G е пълно множество;
Доказателство: нека ( е формула над F за функцията f;
с индукция по дълбочината на ( ще покажем, че f ( [G]:
База: нека ( (() = 1, т.е. ( = fi (x1, …, xn); тогава fi = f ( F и 
от условието f ( [G];
Предположение: нека за всяка формула (j над F за функция gj,
( ((j) ( k е изпълнено: gj ( [G];
Стъпка: нека ( е формула над F с функция f, ( (() = k + 1;
тогава ( = fi ((1, …, (n), където (j са променливи или формули над F за функции gj, ( ((j) ( k, fi ( F; имаме f = fi (g1, …, gn); по условие съществува формула (i над G за fi; по индукционното предположение съществуват променливи или формули (1(, …, (n( над G за функциите g1, …, gn, които съответстват на формулите (1, …, (n (ако (j е променлива, (j( е същата променлива); нека във формулата (i за функцията fi заместим променливите x1, …, xn с променливите или формули (1(, …, (n(; по втората трансформационна теорема, резултатът е формула над G и то за функцията fi (g1, …, gn) = f;
нека f ( F2; тъй като F е пълно, то f има формула ( над F и тогава

f ( [G]; така [G] = F2, т.е. G е пълно множество;
от теоремата следва, че:
· множеството { xy, 
[image: image955.wmf]x

} е пълно, защото с формули над него можем да представим функциите на пълното множество { x ( y, xy, 
[image: image956.wmf]x

};

действително конюнкцията и отрицанието участват и на двете места, а за дизюнкцията от закона на Де Морган и закона за двойното отрицание последователно получаваме:


[image: image957.wmf]x  y=x  y=xy

ÚÚ

;
· аналогично с другия закон на Де Морган получаваме, че

множеството { x ( y, 
[image: image958.wmf]x

} е пълно;
· множеството { 
[image: image959.wmf]%

0

, 
[image: image960.wmf]1

%

, xy, x ( y }  е пълно, защото всяка от функциите на пълното множество { xy, 
[image: image961.wmf]x

} се представя чрез него – конюнкцията участва и 
[image: image962.wmf]x

 = x ( 
[image: image963.wmf]1

%

; константата 
[image: image964.wmf]%

0

 не е необходима за пълнотата (
[image: image965.wmf]1

%

 ( 
[image: image966.wmf]1

%

 = 
[image: image967.wmf]%

0

), но я включваме в множеството, за да получим по-добра формула за нея;

да се спрем на последното пълно множество;
нека f ( F2; тогава f има формула над { 
[image: image968.wmf]%

0

, 
[image: image969.wmf]1

%

, xy, x ( y }; разкриваме скобите във формулата, като прилагаме дистрибутивния закон на конюнкцията спрямо събирането по модул 2; използваме идемпотентността на умножението (xx = x) и факта, че f ( f = 
[image: image970.wmf]%

0

;

някрая получаваме многократна сума по модул 2 от елементарни конюнкции без отрицания, като една елементарна конюнкция участва най-много веднъж; при това, от аналогията на конюнкцията с умножението по модул 2, получената формула може да разглеждаме като полином над полето Z2 (полето с два елемента); наричаме я полином на Жегалкин; 
в най-общия си вид, полиномът на Жегалкин изглежда така: 
f (x1, …, xn) = a0 (  a1x1 ( a2x2 ( …( anxn ( an+1x1x2 ( an+2x1x3 ( …(
( amxnxn+1 ( am+1x1x2x3 ( …( akx1x2…xn; коефициентите ai ( { 
[image: image971.wmf]%

0

, 
[image: image972.wmf]1

%

};
ако ai = 
[image: image973.wmf]%

0

, съответният едночлен се анулира и не участва в полинома,

ако ai = 
[image: image974.wmf]1

%

, съответният едночлен участва в полинома и не е нужно да се записва коефициента; ако всички коефициенти са 
[image: image975.wmf]%

0

, полиномът на Жегалкин представяме с 
[image: image976.wmf]%

0

;
Теорема: Всяка булева функция има и то единствен полином на Жегалкин;
Доказателство: съществуването е очевидно от пълнотата на множеството { 
[image: image977.wmf]%

0

, 
[image: image978.wmf]1

%

, xy, x ( y }; ще пресметнем броя на различните полиноми на Жегалкин на n променливи; броят на коефициентите в полинома на Жегалкин на n променливи е точно броят на всички подмножества на множеството { x1, …, xn}, т.е. 2n; всеки коефициент може да приема стойност 
[image: image979.wmf]%

0

 или 
[image: image980.wmf]1

%

; при това положение, броят на различните полиноми на Жегалкин е 
[image: image981.wmf]n

2

2

; от друга страна|F2n| = 
[image: image982.wmf]n

2

2

,

така че различните полиноми представят различни функции;

ще посочим два метода за намиране на полином на Жегалкин за произволна булева функция:
· ако f = 
[image: image983.wmf]%

0

, то полиномът на Жегалкин за f е 
[image: image984.wmf]%

0

; ако f ( 
[image: image985.wmf]%

0

, то f има съвършена дизюнктивна нормална форма; нека тази форма е

K1 ( K2 ( …( Ks, където Kj са пълни елементарни конюнкции; заместваме всички дизюнкции със събиране по модул 2; в резултат получаваме формула за същата функция f – действително за произволни стойности на променливите най-много една елементарна конюнкция ще има стойност 1, а всички останали ще се анулират; дизюнкция на една 1 и няколко 0 дава 1, но събирането по модул 2 на една 1 с няколко 0 също дава 1; така получаваме K1 ( K2 ( …( Ks, заместваме всяко отрицание 
[image: image986.wmf]x

 с x ( 
[image: image987.wmf]1

%

 и разкриваме скобите; например за дизюнкцията получаваме: x ( y = 
[image: image988.wmf]x

y ( x
[image: image989.wmf]y

( xy = 

= (x ( 1) y ( x (y ( 1) ( xy = xy ( y ( xy ( x ( xy = x ( y ( xy;

· нека f е функция на n променливи; полиномът на Жегалкин за f намираме с метода на неопределените коефициенти – заместваме в равенството f (x1, …, xn) = a0 (  a1x1 ( a2x2 ( …( anxn ( an+1x1x2 ( an+2x1x3 ( …( amxnxn+1 ( am+1x1x2x3 ( …( akx1x2…xn с всичките 2n възможни стойности за стойности на променливите и като резултат получаваме система от 2n линейни уравнения за неизвестните коефициенти, които са 2n на брой в крайното поле Z2; получената система със сигурност има решение, тъй като функцията f има полином на Жегалкин;

от друга страна лесно се вижда, че е в сила алгебричното условие за единствено решение - матрицата на системата е в диагонален вид и нейната детерминанта е 1; за целта първо трябва да се запишат уравненията, получени при заместване от вектор с 0 единици, след това с 1 единица и т.н., като при равен брой единици се замества в ред обратен на лексикографския; системата за дизюнкцията е:

a0

       = 
[image: image990.wmf]%

0


a0 ( a1
       = 
[image: image991.wmf]1

%


a0 (        a2           = 
[image: image992.wmf]1

%


a0 ( a1 ( a2 ( a3 = 
[image: image993.wmf]1

%


и последователно получаваме – a0 = 
[image: image994.wmf]%

0

, a1 = 
[image: image995.wmf]1

%

, a2 = 
[image: image996.wmf]1

%

, a3 = 
[image: image997.wmf]1

%

, т.е.

x ( y = x ( y ( xy;
не е трудно да се покаже, че f съществено зависи от променливата си xi ( xi участва в полинома на Жегалкин за f;

Затворени множества от булеви функции

казваме, че множеството F ( F2 е затворено, ако [F] = F;

например F2 е затворено, тъй като [F2] = F2; 
множествата {
[image: image998.wmf]%

0

}, {
[image: image999.wmf]1

%

} също са затворени;
свойства: (F, G ( F2)
1. F ( [F];

2. F ( G ( [F] ( [G];

3. [F] ( [G] ( [F ( G];

4. f ( [F] ( [ F ( { f} ] = [F];

свойствата са очевидни, четвъртото може да се покаже с третата трансформационна теорема;
ясно е, че ако G е затворено множество и G ( F2, то за всяко подмножество F ( G, F не е пълно множество;
действително, ако допуснем, че [F] = F2, то
F2 = [F] ( [G] = G ( F2 – противоречие;

Теорема (критерий за затвореност): нека F ( F2 е такова, че

1. f (x) = x ( F;

2. за всяка функция f (x1, …, xn) ( F и g1, …, gn ( F имаме
h = f (g1, …, gn) ( F;
тогава F е затворено множество;
Доказателство:
нека ( е произволна формула над F за функция f;
с индукция по дълбочината на ( ще покажем, че f ( F;
База: ( (() = 1; имаме ( = fi (x1, …, xn) и тогава fi = f ( F;
Предположение: нека за всяка формула (, ( (() ( k, за функция f имаме f ( F;
Стъпка: нека ( е формула над F за функция f и ( (() = k + 1;
тогава ( = fi ((1, …, (n), където (j са формули над F или променливи

за функциите g1, …, gn (ако (j е променливата xk, съответната функция е идентитетът xk) и ( ((j) ( k; по индукционното предположение, ако (j е формула над F, то gj ( F; ако (j е променлива, то gj е идентитетът и от условието gj ( F; така за j = 1, 2, …, n
gj ( F; сега fi ( F и f = fi (g1, …, gn) ( F по условие;

Заключение: за всяка функция f ( [F], f ( F ( [F] = F или F е затворено множество;
формула от вида f (g1, …, gn) наричаме сложна функция;
24. Затворени множества от булеви функции. Множества T0, T1, S.
казваме, че функцията f (x1, …, xn) ( F2 запазва нулата, ако
f (0, …, 0) = 0; казваме, че функцията f (x1, …, xn) ( F2 запазва единицата, ако f (1, …, 1) = 1;
означаваме с T0 множеството от всички булеви функции, които запазват нулата; тези от тях които са на n променливи 
означаваме с T0n; означаваме с T1 множеството от всички булеви функции, които запазват единицата и с T1n тези от тях, които са на n променливи;
например xy ( T0, x ( y ( T0, xy ( T1, x ( y ( T1, x ( T0, x ( T1,


[image: image1000.wmf]x

 ( T0, 
[image: image1001.wmf]x

 ( T1, x ( y ( T0, x ( y ( T1;

така T0 ( F2 и T1 ( F2;
очевидно |T0n| = 
[image: image1002.wmf]n

2-1

2

= |T1n|, тъй като всяка функция запазваща коя да е от константите се дефинира по произволен начин върху всички вектори освен един; също е ясно, че множеството от всички булеви функции се разбива на четири равномощни множества:

· функции, запазващи единицата и нулата – T0 ( T1;

· функции, запазващи единицата, но не запазващи 
нулата – T1\T0;
· функции, запазващи нулата, но не запазващи 
единицата – T0\T1;
· функции, които не запазват нулата и единицата – F2\(T0 ( T1);

Теорема: Множествата T0 и T1 са затворени множества от булеви функции;
Доказателство: ще покажем, че T0 е затворено, за T1 е аналогично;

прилагаме критерия за затвореност:
1. f (x) = x ( T0, тъй като f (0) = 0;

2. нека f (x1, …, xn) ( T0 и g1, …, gn ( T0; тогава
h = f (g1, …, gn) ( T0, тъй като 
h (0, …, 0) = f ( g1 (0, …, 0), …, gn (0, …, 0)) = f (0, …, 0) = 0;

така T0 е затворено множество;

векторите ( = a1a2…an ( J2n и 
[image: image1003.wmf]a

 = 
[image: image1004.wmf]1

a



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1005.wmf]2

a

…
[image: image1006.wmf]n

a

 ( J2n наричаме противоположни вектори;
нека f (x1, …, xn) ( F2; функцията f *(x1, …, xn), определена по следния начин: за всеки вектор ( = a1…an ( J2n, f *(a1, …, an) = 
[image: image1007.wmf]12n

f (a,a,...,a)

 наричаме двойнствена на f;
Лема: В стандартната наредба на J2n, противположните вектори са симетрично разположени относно средата на таблицата;

Доказателство: ще означаваме с d (() броят на векторите между ( и средата на таблицата; очевидно ( и ( са симетрично разположени точно когато ( ( ( и d (() = d (();
индукция по n;
База: при n = 1 наредбата е 0, 1 и очевидно за всеки ( ( J21,

d (() = d (
[image: image1008.wmf]a

) = 0;
Предположение: нека за всеки вектор ( ( J2k, d (() = d (
[image: image1009.wmf]a

)

и наредбата е (1, …, 
[image: image1010.wmf]k

2

a

;
Стъпка: наредбата при n = k+1 е 0(1, …, 0
[image: image1011.wmf]k

2

a

, 1(1, …, 1
[image: image1012.wmf]k

2

a

;
нека ( ( J2k+1; ако ( има вида 0(j, то d (() = 2k – j и

d (
[image: image1013.wmf]a

) = d (1
[image: image1014.wmf]j

a

); от индукционното предположение
d (1
[image: image1015.wmf]j

a

) = 2.(2k-1 – j) + d (1(j) = 2k – 2.j + j = 2k – j;

така d (() = d (
[image: image1016.wmf]a

); ако ( има вида 1(j, то d (() = j – 1 и

d (
[image: image1017.wmf]a

) = d (0
[image: image1018.wmf]j

a

); от индукционното предположение

d (0
[image: image1019.wmf]j

a

) = d (0(j) – 2.(2k-1 – j) - 1 = 2k – j – 2k + 2.j – 1 = j – 1;

така d (() = d (
[image: image1020.wmf]a

);
от това свойство получаваме следния алгоритъм за намиране на двойнствена функция, зададена със стълба си;

1. инвертираме всяка стойност в стълба;

2. завъртаме симетрично стълба около средата;

двете стъпки на алгоритъма могат да се изпълняват и в обратен ред;

като непосредствено следствие от алгоритъма получаваме:

за всяка функция f ( F2, (f *)* = f;
с прилагане на алгоритъма можем да установим следните двойнствености: (
[image: image1021.wmf]%

0

)* = 
[image: image1022.wmf]1

%

, (x)* = x, (
[image: image1023.wmf]x

)* = 
[image: image1024.wmf]x

, (xy)* = x ( y;

Лема (двойнственост на сложна функция):
ако h = f (g1, …, gn), то h* = f *(g1*, …, gn*);
Доказателство:
нека ( = a1a2…am ( J2n; тогава
h* (a1, …, am) = 
[image: image1025.wmf]112m212mn12m

f (g(a,a,...,a),g(a,a,...,a),...,g(a,a,.

..,a))

=



[image: image1026.wmf]112m212mn12m

f (g(a,a,...,a),g(a,a,...,a),...,g(a,a,.

..,a))

=



[image: image1027.wmf]112m212mn12m

f (g*(a,a,...,a),g*(a,a,...,a),...,g*(a,

a,...,a))

=



[image: image1028.wmf]112m212mn12m

f* (g*(a,a,...,a),g*(a,a,...,a),...,g*(a

,a,...,a))

;

така h* = f *(g1*, …, gn*);
нека F ( F2; означаваме F * = { f *|f ( F };
Теорема (принцип за двойнственост): нека ( е формула над F ( F2 за функцията h; дефинираме трансформация O ((), която заменя всяко срещане на fi ( F с fi*; тогава O (() е формула над F * за функцията h *;
Доказателство: индукция по дълбочината на формулата;

База: ( (() = 1, т.е. ( = fi (x1, …, xn); тогава h = fi, O (() = fi* (x1, …, xn) и

O (() очевидно е формула над F * за функцията fi* = h*;

Предположение: нека за всяка формула ( над F, ( (() ( k,

за функция h е изпълнено O (() е формула над F * за функцията h*;

Стъпка: нека ( е формула над F за функцията h, ( (() = k + 1;

тогава ( = fi ((1, …, (n), където (1, …, (n са променливи или формули над F за функциите g1, …, gn (ако (j е променливата xk, то gj е идентитетът xk) и ( ((j) ( k; ако (j е променлива, дефинираме

O ((j) = (j; имаме O (() = O (fi ((1, …, (n)) = fi *(O ((1), …, O ((n));

ако (j е променливата xk, то съответната функция gj е 
идентитетът xk и gj = gj*; така O ((j) = (j е променлива и съответната функция е gj*;
ако (j е формула над F, то от индукционното предположение, O ((j) е формула над F * за функцията gj*;
така за j = 1, 2, …, n O ((j) е променлива или формула над F* за функцията gj*; тогава O (() е формула над F* за функцията

fi *(g1*, …, gn*) = h* (от лемата);
ще означаваме O (() = (*;
Следствие: нека (1 = (2; тогава (1* = (2*;
Доказателство: непосредствено от принципа за двойнственост;

принципът за двойнственост позволява лесно да се доказват нови твърдения с помощта на вече доказани твърдения; примери:

· да предположим, че знаем само първия закон на Де Морган:


[image: image1029.wmf]xyxy

Ú=Ù

; от принципа за двойнственост получаваме другия закон: 
[image: image1030.wmf](xy)*(xy)*

Ú=

( 
[image: image1031.wmf](xy)*(x)*(y)*

Ú=Ú

( 
[image: image1032.wmf]xyxy

=Ú

;

· нека f ( 
[image: image1033.wmf]1

%

; тогава f * ( 
[image: image1034.wmf]%

0

 и f * има съвършена дизюнктивна нормална форма: f *(x1, x2, …, xn) = 
[image: image1035.wmf]2
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;
прилагаме принципа за двойнственост и получаваме:

f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image1036.wmf]2

1n

12n

12n

12n

... 

f *(,,...,) = 1

xx...x

s

ss

sssÎ

sss

ÚÚÚ

Ù

n

2

J

 (използвали сме, че (
[image: image1037.wmf]x

)* = 
[image: image1038.wmf]x

 и (x)* = x); ако положим (i = 
[image: image1039.wmf]i

t

окончателно получаваме: f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image1040.wmf]2
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;
формула от вида 
[image: image1041.wmf]2
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 наричаме пълна елементарна дизюнкция (или елементарна дизюнкция, ако някои от променливите не присъстват); получихме, че всяка функция f ( 
[image: image1042.wmf]1

%

 има формула, двойнствена на съвършената дизюнктивна нормална форма, която наричаме съвършена конюнктивна нормална форма; тя се състои само от пълни елементарни дизюнкции; в общия случай, конюнкция на елементарни дизюнкции наричаме конюнктивна нормална форма; например съвършената конюнктивна нормална форма на конюнкцията е xy = (x ( y)(
[image: image1043.wmf]x

 ( y)(x ( 
[image: image1044.wmf]y

); от друга страна

xy = x (
[image: image1045.wmf]x

 ( y) е една конюнктивна нормална форма за конюнкцията, която не е съвършена; константата 
[image: image1046.wmf]1

%

 няма нито една конюнктивна нормална форма;
полином на Жегалкин на двойнствена функция се намира по следния начин – намираме полинома на Жегалкин за първоначалната функция, заместваме всяка променлива x с x ( 
[image: image1047.wmf]1

%

 и накрая добавяме
( 
[image: image1048.wmf]1

%

 - това е позволено по втората трансформационна теорема;

например: полиномът на Жегалкин за конюнкцията е xy; имаме

(xy)* = x ( y, така че полиномът на Жегалкин за дизюнкцията се получава по следния начин: (x ( 
[image: image1049.wmf]1

%

)(y ( 
[image: image1050.wmf]1

%

) ( 
[image: image1051.wmf]1

%

 = x ( y ( xy;

функцията f (x1, …, xn) ( F2 наричаме самодвойнствена, ако

f * = f; със S означаваме множеството от всички самодвойнствени функции, със Sn тези от тях, които са на n променливи;

например x, 
[image: image1052.wmf]x

 са самодвойнствени, xy не е самодвойнствена;

така S ( F2;
Лема: Функцията f е самодвойнствена ( за всеки вектор ( е в сила

f (() ( f (
[image: image1053.wmf]a

);
Доказателство: очевидно от дефиницията;

вече е ясно, че |Sn| = 
[image: image1054.wmf]n-1

2

2

, тъй като всяка самодвойнствена функция на n променливи се дефинира свободно точно върху един от всяка двойка противоположни вектори;

Теорема: множеството S е затворено множество от булеви функции;

Доказателство:

прилагаме критерия за затвореност:

1. f (x) = x ( S, тъй като (x)* = x;

2. нека f (x1, …, xn), g1, …, gn ( S и h = f (g1, …, gn);

тогава по лемата за двойнствена на сложна функция

h* = f *(g1*, …, gn*) = f (g1, …, gn) = h, тъй като f, g1, …, gn ( S
( така h* = h, т.е. h ( S;
така S е затворено множество;

25. Затворени множества от булеви функции. Множества M, L.
въвеждаме релация 
[image: image1055.wmf]´

 в J2n:

ако ( = a1a2…an и ( = b1b2…bn, ( 
[image: image1056.wmf]´

( или ( предшества (, ако

a1 ( b1, …, an ( bn; релацията 
[image: image1057.wmf]´

 очевидно е частична наредба, тъй като релацията ( е частична наредба в J2;
въвеждаме релация 
[image: image1058.wmf]g

€ 

 в J2n:
ако ( = a1a2…an и ( = b1b2…bn, ( 
[image: image1059.wmf]g

€ 

 ( или ( непосредствено предшества (, ако съществува i ( In, такова че

ai < bi (ai = 0, bi = 1) и aj = bj за всяко j ( i;

лесно се вижда, че релацията 
[image: image1060.wmf]´

 е рефлексивно и транзитивно затваряне на релацията 
[image: image1061.wmf]g

€ 

; това се вижда и от следната

Лема: ако ( 
[image: image1062.wmf]´

 ( и ( ( (, то съществуват (1, …, (k ( J2n,
такива че ( 
[image: image1063.wmf]g

€ 

 (1 
[image: image1064.wmf]g

€ 

 …
[image: image1065.wmf]g

€ 

 (k 
[image: image1066.wmf]g

€ 

( (допускаме k = 0);

Доказателство:
нека ( = a1a2…an, ( = b1b2…bn;
нека i1, …, ik+1 са позициите в които ( и ( се различават;

тъй като ( 
[image: image1067.wmf]´

 (, то 
[image: image1068.wmf]12k+1

12k+1

iii

iii

a=0,a=0,...,a=0

b=1,b=1,...,b=1

 и в останалите позиции

( и ( съвпадат;
построяваме (1 = (, но на позиция i1 променяме 0 на 1;

построяваме (2 = (1, но на позиция i2 променяме 0 на 1;

...
построяваме (k = (k-1, но на позиция ik променяме 0 на 1;

очевидно ( 
[image: image1069.wmf]g

€ 

 (1 
[image: image1070.wmf]g

€ 

 …
[image: image1071.wmf]g

€ 

 (k 
[image: image1072.wmf]g

€ 

(;
казваме, че функцията f (x1, …, xn) ( F2 е монотонна, ако за всеки
(, ( ( J2n, такива че ( 
[image: image1073.wmf]´

 ( имаме f (() ( f (();

с M означаваме множеството от всички монотонни функции,

с Mn тези от тях, които са на n променливи;

функциите x, xy, x ( y, 
[image: image1074.wmf]%

0

, 
[image: image1075.wmf]1

%

 са монотонни, докато
[image: image1076.wmf]x

 не е монотонна, тъй като 0 
[image: image1077.wmf]´

1, но 1 = 
[image: image1078.wmf]0

 > 
[image: image1079.wmf]1

 = 0;
така M ( F2;
задачата за намиране на броя на монотонните функции на n променливи не е решена; известни са асимптотични оценки, но няма точна формула; следващото твърдение опростява малко задачата:
Лема: нека f ( M; тогава, ако ( 
[image: image1080.wmf]´

 ( и f (() > f ((), то съществуват

(i, (i+1 ( J2n, такива че (i 
[image: image1081.wmf]g

€ 

 (i+1  и f ((i) > f ((i+1);

Доказателство:
тъй като ( 
[image: image1082.wmf]´

 (, то от горната лема съществуват (1, …, (k,

такива че ( 
[image: image1083.wmf]g

€ 

 (1 
[image: image1084.wmf]g

€ 

 …
[image: image1085.wmf]g

€ 

 (k 
[image: image1086.wmf]g

€ 

(; за удобство ще означим 
( = (0, ( = (k+1; да допуснем, че за i = 0, 1, …, k имаме

f ((i) ( f ((i+1); тогава 1 = f ((0) ( f ((1) ( …( f ((k) ( f ((k+1) = 0 – противоречие; така съществува индекс i, такъв че

(i 
[image: image1087.wmf]g

€ 

 (i+1 и f ((i) > f ((i+1);
ще оценим грубо отдолу |Mn|;
Теорема: |Mn| > 
[image: image1088.wmf]n

k

n-1

()

k=1

(22)

-

å

;
Доказателство: броят на всички вектори с точно k 
единици в J2n е 
[image: image1089.wmf]n

k

æö

ç÷

èø

; за k = 1, 2, …, n-1 определяме множеството Mk(, от функции f на n променливи, за които f (() = 0, ако ( съдържа по-малко от k единици, f (() = 1, ако ( съдържа повече от k единици и 
f (() е произволна стойност, ако ( съдържа точно k единици;

очевидно всички такива функции са монотонни, тъй като

ако ( 
[image: image1090.wmf]´

 (, то броят на единиците в ( е по-малък или равен на броя на на единиците в (; при това ако броят на единиците в ( е равен на броя на единиците в (, то ( = (;
очевидно |Mk(| = 
[image: image1091.wmf]n

k

()

2

, но за да избегнем повторенията ще изключим функциите със стойности (0, 0, …, 0) и (1, 1, …1) от Mk(;

така |Mn| > |M1( ( … ( Mn-1(| > 
[image: image1092.wmf]n

k
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;

Теорема: множеството M е затворено множество от булеви функции;

Доказателство: прилагаме критерия за затвореност:

1. f (x) = x ( M;

2. нека f (x1, …, xn) ( M и g1, …, gn ( M; нека (, ( ( J2m и

( 
[image: image1093.wmf]´

 (; да означим (( = (g1 ((), …, gn (()), (( (g1 ((), …, gn (());
тъй като g1, …, gn ( M, то g1 (() ( g1 ((), …, gn (() ( gn (()
( (( 
[image: image1094.wmf]´

 ((; нека h = f (g1, …, gn); тогава h (() = f (g1 ((), …, gn (()) = 
= f (((), h (() = f (g1 ((), …, gn (()) = f (((); но (( 
[image: image1095.wmf]´

(( и f ( M, така че

f ((() ( f (((), т.е. h (() ( h (() ( h ( M;
така M е затворено множество;

всяка функция f (x1, …, xn) ( F с полином на Жегалкин

от вида a0 ( a1x1 ( …( anxn наричаме линейна функция;
с L означаваме множеството от всички линейни функции,

с Ln тези от тях, които са на n променливи;
например x, 
[image: image1096.wmf]x

 = x ( 
[image: image1097.wmf]1

%

 ( L, но xy ( L, x ( y = x ( y ( xy ( L;

така L ( F2;
очевидно |Ln| = 2n+1, тъй като в общия вид линейните полиноми на Жегалкин имат n+1 свободни коефициента;

Теорема: Множеството L е затворено множество от булеви функции;

Доказателство:

прилагаме критерия за затвореност:

1. f (x) = x ( L;

2. нека f (x1, …, xn) = a0 ( a1x1 ( …( anxn и
gi (y1, …, ym) = bi0 ( bi1y1 ( … ( bimym за i = 1, 2, …, n;

нека h (y1, …, ym) = f ( g1 (y1, …, ym), …, gn (y1, …, ym));

тогава h (y1, …, ym) = a0 ( a1(b10 ( b11y1 ( … ( b1mym) ( …

( an(bn0 ( bn1y1 ( … ( bnmym) = (a0 ( a1b10 ( …( anbn0) (
(a1b11 ( …anbn1)y1 ( …( (a1b1m ( … ( anbnm)yn и очевидно

h ( L;

така L е затворено множество;

26. Теорема на Пост-Яблонский за пълнота. Следствия.
Теорема: Нека F ( F2; тогава F е пълно ( F не е подмножество на нито едно от множествата T0, T1, S, M, L;
Доказателство:
нека F е пълно и K ( { T0, T1, S, M, L }; да допуснем, че F ( K;
тогава [F] ( [K]; от пълнотата на F имаме [F] = F2; от друга страна за множеството K вече показахме, че K = [K] ( F2 – противоречие;
така F не е подмножество на нито едно от 

множествата T0, T1, S, M, L;
нека F не е подмножество на нито едно от множествата 
T0, T1, S, M, L; тогава съществуват функции f0, f1, fs, fm, fl ( F,
не непременно различни, такива че f0 ( T0, f1 ( T1, fs ( S,

fm ( M, fl ( L; да означим F( = { f0, f1, fs, fm, fl} ;

ще покажем, че xy, 
[image: image1098.wmf]x

 ( [F(];

функцията g0 (x) = f0 (x, x, …, x) ( [F(], тъй като във функцията

f0 сме заместили променливи; имаме g0 (0) = f0 (0, 0, …, 0) = 1, тъй като f0 ( T0; функцията g1 (x) = f1 (x, x, …, x) ( [F(], тъй като във функцията f1 сме заместили променливи; 

имаме g1 (1) = f1 (1, 1, …, 1) = 0, тъй като f1 ( T1; 
за g0 (1) и g1 (0) имаме четири възможности:

1. g0 (1) = 0 и g1 (0) = 0 – тогава g0 (x) = 
[image: image1099.wmf]x

, g1 (x) = 
[image: image1100.wmf]%

0

;

така 
[image: image1101.wmf]%

0

 ( [F(] и g0 (g1 (x)) = 
[image: image1102.wmf]1

%

 ( [F(];

2. g0 (1) = 0 и g1 (0) = 1 – тогава g0 (x) = 
[image: image1103.wmf]x

 и g1 (x) = 
[image: image1104.wmf]x

;

така 
[image: image1105.wmf]1

%

 ( [F(];
3. g0 (1) = 1 и g1 (0) = 0 – тогава g0 (x) = 
[image: image1106.wmf]1

%

 и g1 (x)= 
[image: image1107.wmf]%

0

;

така 
[image: image1108.wmf]%

0

 ( [F(], 
[image: image1109.wmf]1

%

 ( [F(];

4. g0 (1) = 1 и g1 (0) = 1 – тогава g0 (x) = 
[image: image1110.wmf]1

%

 и g1 (x) = 
[image: image1111.wmf]x

;

така g1 (g0 (x)) = 
[image: image1112.wmf]%

0

 ( [F(] и 
[image: image1113.wmf]1

%

 ( [F(];

така в три от случаите получихме двете константи;
да разгледаме втория случай, в който получихме само отрицанието;

функцията fs ( S ( съществува ( = a1a2…an ( J2n, така че

fs (() = fs (
[image: image1114.wmf]a

); функцията gs (x) = fs (
[image: image1115.wmf]2

1n

a

aa

x, x, ..., x

) ( [F(]:

ако ai = 1, то 
[image: image1116.wmf]i

a

x

 = x и заместваме само променлива;
ако ai = 0, то 
[image: image1117.wmf]i

a

x

 = 
[image: image1118.wmf]x

, но в този случай 
[image: image1119.wmf]x

 ( [F(] и втората трансформационна теорема ни позволява да заместваме променлива с формула;
имаме gs (0) = fs (
[image: image1120.wmf]2

1n

a

aa

0, 0, ..., 0

) = fs (
[image: image1121.wmf]12n

a, a, ..., a

) = fs (
[image: image1122.wmf]a

),
gs (1) = fs (
[image: image1123.wmf]2

1n

a

aa

1, 1, ..., 1

) = fs (
[image: image1124.wmf]12n

a, a, ..., a

) = fs (
[image: image1125.wmf]a

);
така gs (0)= gs (1);
ако gs (0) = gs (1) = 0, то gs (x) = 
[image: image1126.wmf]%

0

 ( [F(] и g1 (gs (x)) = 
[image: image1127.wmf]1

%

 ( [F(];

ако gs (0) = gs (1) = 1, то gs (x) = 
[image: image1128.wmf]1

%

 ( [F(] и g1 (gs (x)) = 
[image: image1129.wmf]%

0

 ( [F(];
и в четирите случая получихме, че 
[image: image1130.wmf]%

0

, 
[image: image1131.wmf]1

%

 ( [F(];

функцията fm ( M и тогава съществуват вектори (, ( ( J2n, такива че ( 
[image: image1132.wmf]g

€ 

 ( и f (() = 1, f (() = 0; нека ( = a1…ai-10ai+1…an, ( = a1…ai-11ai+1…an;

нека bi = 
[image: image1133.wmf]%

0

, ако ai = 0 и bi = 
[image: image1134.wmf]1

%

, ако ai = 1;

функцията gm (x) = fm (b1, …, bi-1, x, bi+1, …, bn) ( [F(], тъй като втората трансформационна теорема ни позволява да заменим променливите с вече получените формули 
[image: image1135.wmf]%

0

, 
[image: image1136.wmf]1

%

;
имаме gm (0) = fm (a1, …, ai-1, 0, ai+1, …, an) = fm (() = 1,

gm (1) = fm (a1, …, ai-1, 1, ai+1, …, an) = fm (() = 0;

така gm (x) = 
[image: image1137.wmf]x

 ( [F(];
нека xyz1z2…zk (k ( 0) е най-късият нелинеен член в полинома на Жегалкин за функцията fl; такъв има, тъй като fl ( L; втората трансформационна теорема ни позволява да заместим всички променливи z1, …, zk във fl с вече получената формула 
[image: image1138.wmf]1

%

 и всички останали променливи без x, y с вече получената формула 
[image: image1139.wmf]%

0

;
получаваме функция gl (x, y) ( [F(]; полиномът на Жегалкин за gl (x, y) има вида gl (x, y) = xy ( ax ( by ( c, тъй като всички останали нелинейни членове съдържат поне една променлива, различна от
x, y, z1, …, zk и се анулират; да направим следната смяна на променливите: x = u ( b, y = v ( a; тя е позволена:
ако b = 
[image: image1140.wmf]%

0

, то u ( b = u и заместваме само променлива;
ако b = 
[image: image1141.wmf]1

%

, то u ( b = 
[image: image1142.wmf]u

 ( [F(] и смяната е позволена по втората трансформационна теорема;
така получаваме функция 
hl (u, v) = (u ( b)(v ( a) ( a(u ( b) ( b(v ( a) ( c = uv ( d;
ако d = 
[image: image1143.wmf]%

0

, то hl (u, v) = uv;
ако d = 
[image: image1144.wmf]1

%

, то hl (u, v) = 
[image: image1145.wmf]uv

 и gm (hl (u, v)) = uv;
получихме, че конюнкцията е формула над F(;
така { xy, 
[image: image1146.wmf]x

} ( [F(] ( [F] и { xy, 
[image: image1147.wmf]x

} е пълно множество и от една теорема за пълни множества ( F е пълно множество;

доказаното достатъчно условие още наричаме критерий на 

Пост-Яблонский за пълнота;

в таблицата по-долу със * отбелязваме непринадлежност;
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от таблицата и от критерия на Пост-Яблонский се вижда, че

{ 
[image: image1151.wmf]1

%

, xy, x ( y}, { xy, x ( y, 
[image: image1152.wmf]x

} са пълни множества;
множеството F е базис на F2, ако F е пълно множество и е минимално по включване по това свойство;

от горната таблица множествата { xy, 
[image: image1153.wmf]x

}, { x ( y, 
[image: image1154.wmf]x

} са базиси на F2;
казваме, че функцията f ( F2 е Шеферова, ако [ { f } ] = F2;

съгласно критерия на Пост-Яблонский f е Шеферова, ако

f ( T0, f ( T1, f ( S, f ( M, f ( L; ще покажем едно достатъчно условие за Шеферовост:
Теорема: нека f ( F2 и f ( T0, f ( T1, f ( S; тогава f е Шеферова;
Доказателство:
ще покажем, че f ( M и f ( L и тогава от критерия на Пост-Яблонский функцията f e Шеферова;
тъй като f ( T0, то f (0, 0, …, 0) = 1; също от f ( T1 ( f (1, 1, …, 1) = 0;

но (0, 0, …0) 
[image: image1155.wmf]´

 (1, 1, …, 1) и f (0, 0, …, 0) > f (1, 1, …, 1), така че f ( M;

да допуснем, че f ( L, т.е. f = a0 ( x1 ( …( xk; от f ( T0 ( 

f (0, …, 0) = 1, т.е. a0 = 
[image: image1156.wmf]1

%

;  от f ( T1 ( f (1, 1, …, 1) = 0, т.е.

[image: image1157.wmf]k+1
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 = 0 ( k е нечетно;
сега f * = 
[image: image1158.wmf]1

%

 ( (x1 ( 
[image: image1159.wmf]1

%

) ( …( (xk ( 
[image: image1160.wmf]1

%

) ( 
[image: image1161.wmf]1

%

 = 
[image: image1162.wmf]k+2

пъти

1  1  ...  1
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 ( x1 ( …( xk =
= 
[image: image1163.wmf]1

%

 ( x1 ( …( xk = f ( f ( S – противоречие; така f ( L;

27. Схеми от функционални елементи.
устройство с 2n двоични входа x1, x2, …, xn, y1, y2, …, yn и n+1 двоични изхода z0, z1, …, zn ще наричаме n-разряден двоичен суматор; по зададени числа в двоичен вид x = 
[image: image1164.wmf]12n

xx...x

 и 
y = 
[image: image1165.wmf]12n

yy...y

това устройство намира сумата x + y = 
[image: image1166.wmf]01n

zz...z

в двоичен вид; очевидно z0, z1, …, zn могат да се разглеждат като двоични функции на 2n променливи x1, …, xn, y1, …, yn;

например при n = 1 тези функции в табличен вид са:
	x1
	y1
	z0
	z1

	0
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	0


така построяването на двоичен суматор се свежда до построяване на устройство, което пресмята двоична функция f (x1, x2, …, xn) по зададени значения на двоичните променливи x1, …, xn;

устройство с n двоични входа x1, x2, …, xn и един двоичен изход y, такова че за всеки вектор ( ( J2n подаден на входа, на изхода се получава f (() за някоя функция f ( F2n наричаме функционален елемент и го означаваме с ef;

ще строим двоични функции чрез комбиниране на функционални елементи в съответствие със следната дефиниция:

нека F = { f1, f2, …} ( F2 и EF = { 
[image: image1167.wmf]12

ff
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 } е множеството от съответните им функционални елементи; дефинираме схема от функционални елементи индуктивно:

База: устройството S, което не използва функционален елемент с един вход и един изход, което предава полученото от входа на изхода е схема от функционални елементи над EF; нарича се тривиална схема и тя пресмята идентитета f (x) = x;


Предположение: нека S1 и S2 са схеми от функционални елементи над EF с входове съответно x1, …, xm и u1, …, uk, които пресмятат функциите y1 (x1, …, xm), …, yn (x1, …, xm) и 
v1 (u1, …, uk), …, vl (u1, …, uk);

Стъпка:
· устройството S с входове обединение на входовете на

S1 и S2 и изходи обединението на изходите на S1 и S2 е схема от функционални елементи над EF; тя пресмята функциите
y1( (x1, …, xm, u1, …, uk) = y1 (x1, …, xm), …,
yn( (x1, …, xm, u1, …, uk) = yn (x1, …, xm),
v1( (x1, …, xm, u1, …, uk) = v1 (u1, …, uk), …,
vl( (x1, …, xm, u1, …, uk) = vl (u1, …, uk);









схемата S наричаме обединение на схемите S1 и S2;
· нека i ( N, 1 ( i ( n; устройството S със същите входове като S1 и с изходи y1( = y1, …, yi-1( = yi-1, yi( = yi(( = yi, yi+1( = yi+1, …, yn( = yn е схема от функционални елементи над EF; тя пресмята функциите y1( (x1, …, xm) = y1 (x1, …, xm), …,

yi( (x1, …, xm) = yi(( (x1, …, xm) = yi (x1, …, xm), …,

yn( (x1, …, xm) = yn (x1, …, xm);


казваме, че схемата S е получена от S1 чрез разклоняване на изхода yi;
· нека 
[image: image1168.wmf]12r

iii

y,y,...,y

са избрани изходи на S1; нека f (w1, …, wr) ( F и ef е съответният функционален елемент от EF;

устройството S със същите входове като S1 и с изходи yj( = yj 
за j ( { i1, …, ir} и изхода на ef е схема от функционални елементи над EF; тя пресмята функциите 
yj( (x1, …, xm) = yj (x1, …, xm) за j ( { i1, …, ir} и функцията 
y (x1, …, xm) = 
[image: image1169.wmf]1r

i1mi1m

f (y(x,...,x),...,y(x,...,x))

;



казваме, че схемата S е получена от S1 чрез присъединяване на функционалния елемент ef;

Заключение: няма други схеми от функционални елементи над EF;
да разгледаме множеството F = { 
[image: image1170.wmf]x

, xy, x ( y } и множеството от съответните функционални елементи EF = { 
[image: image1171.wmf]xxyxy

,,

eee

Ú

};
ще построим схема от функционални елементи над EF, която пресмята функцията f (x, y, z) = 
[image: image1172.wmf]x

y ( x
[image: image1173.wmf]z

;

1. построяваме три тривиални схеми за x, y, z и ги обединяваме;

2. разклоняваме x и на единия от изходите присъединяваме отрицание; на изхода z присъединяваме отрицание; 
3. към изходите 
[image: image1174.wmf]x

 и y присъединяваме конюнкция;

4. към изходите 
[image: image1175.wmf]z

 и към изхода x присъединяваме конюнкция;

5. към изходите 
[image: image1176.wmf]x

y и x
[image: image1177.wmf]z

 присъединяваме дизюнкция;

 
под сложност на дадена схема S ще разбираме броя на присъединените функционални елементи в S; означаваме s (S);

например горната схема има сложност 5;
казваме, че множеството от функционални елементи EF е пълно, ако за функция f ( F2 съществува схема над EF;

лесно се вижда, че е в сила следната

Теорема: Множеството EF от функционални елементи е пълно точно когато F е пълно множество от функции;

ще разгледаме някои методи за построяване на схема за произволна функция над пълното множество от функционални елементи

EF = { 
[image: image1178.wmf]xxyxy

,,

eee

Ú

};
нека M е метод за построяване на схема за всяка функция;

със S (f, M) означаваме схемата за функцията f, получена 
чрез метода M; функцията sM (n) = 
[image: image1179.wmf]n

2

f  F

max s ( (f, M))

S 

Î

 наричаме сложност на метода M;

Метод на съвършената дизюнктивна нормална форма

нека f (x1, …, xn) е произволна двоична функция
и K1 ( K2 ( … ( Kr е нейната съвършена дизюнктивна нормална форма;
1. построяваме n тривиални схеми за променливите x1, …, xn;

за i =1, 2, …, n разклоняваме изхода xi присъединяваме отрицаниe; получаваме схема с 2n изхода x1, …, xn,


[image: image1180.wmf]1

x

, …, 
[image: image1181.wmf]n

x

; ако някоя променлива не участва в дизюнктивната нормална форма с отрицание, за нея не прилагаме тази операция;

2. за i =1, 2, …, r нека Ki = 
[image: image1182.wmf]2

1n

12n

xx...x

s

ss

; с последователно присъединяване на конюнкция към някои от изходите 
[image: image1183.wmf]2

1n

12n

x,x,...,x

s

ss

 (ако се налага ги разклоняваме допълнително) строим схема за Ki; получаваме схема с изходи K1, …, Kr;
3. с последователно присъединяване на дизюнкция към изходите

K1, …, Kr получаваме схема за f;
да пресметнем сложността на този метод; ясно е, че най-лошият случай за този метод е функцията 
[image: image1184.wmf]1

%

, като функция на n променливи, тъй като тя съдържа най-много елементарни конюнкции;

броят на отрицанията е n, броят на конюнкциите (n-1).2n и броят на дизюнкциите 2n – 1; така sСДНФ (n)= n.2n + n – 1;
Модифициран метод на съвършената дизюнктивна нормална форма

нека f (x1, …, xn) е произволна двоична функция;
1. ако f има не повече от 2n-1 единични значения, строим схема за f по метода на съвършената дизюнктивна нормална форма;

2. в противен случай строим схема за 
[image: image1185.wmf]f

и към получения  изход присъединяваме отрицание;

да пресметнем сложността на този метод; този път най-лошият случай е функция с точно 2n-1 единични значения,
например x1 ( x2 ( …( xn; броят на отрицанията е n, броят на конюнкциите е (n-1).2n-1, броят на дизюнкциите е 2n-1 – 1; така

sМСДНФ (n) = n.2n-1 + n – 1; така може да се твърди, че този метод е около два пъти по-евтин от предния;

Метод на каскадите

нека f (x1, x2, …, xn) е произволна двоична функция;

да разложим f по първата променлива; получаваме:

f (x1, …, xn) = 
[image: image1186.wmf]1

x

f0 (x2, …, xn) ( x1f1 (x2, …, xn), където

f0 (x2, …, xn) = f (
[image: image1187.wmf]%

0

, x2, …, xn), f1 (x2, …, xn) = f ( 
[image: image1188.wmf]1

%

, x2, …, xn);

f0 и f1 наричаме подфункции на f; ако разложим f0 и f1 по същия начин ще получим функции f00, f01, f10, f11 на променливите

x3, …, xn; продължаваме по същия начин докато достигнем до функции само на променливата xn, т.е. извършваме общо n-1 стъпки; този процес може да се изобрази чрез двоично дърво, което наричаме каскада на подфункциите на f; в корена е функцията f, а върховете на разстояние i от корена са функциите получени на i-тата стъпка от горепосоченото разлагане, наричаме ги i-то ниво на каскадата;

в листата на каскадата, на n-1 ниво стоят най-много четири функции – xn, 
[image: image1189.wmf]n

x

, 
[image: image1190.wmf]%

0

, 
[image: image1191.wmf]1

%

; ще опишем схема ( за тяхното реализиране:

1. построяваме тривиална схема за xn; разклоняваме изхода xn и присъединяваме отрицание; получаваме схема с изходи 

xn и 
[image: image1192.wmf]n

x

;
2. разклоняваме два пъти изхода 
[image: image1193.wmf]n

x

 и два пъти изхода xn; присъединяваме конюнкция към изходите 
[image: image1194.wmf]n

x

 и xn и дизюнкция към изходите 
[image: image1195.wmf]n

x

 и xn; получаваме схема с изходи xn, 
[image: image1196.wmf]n

x

, 
[image: image1197.wmf]%

0

, 
[image: image1198.wmf]1

%

;
сложността на получената схема е 3;
ще опишем схема ( за формулата в дясната част на разлагането по една променлива за функцията f( от i-тото ниво на каскадата,
където ( ( J2i (при i = 0 не пишем индекс); схемата ( има четири входа xi, 
[image: image1199.wmf]i

x

, f(0, f(1;
1. присъединяваме конюнкция към изходите 
[image: image1200.wmf]i

x

 и f(0 и към изходите xi и f(1; получаваме схема с изходи 
[image: image1201.wmf]i

x

f(0 , xif(1;

2. присъединяваме дизюнкция към изходите 
[image: image1202.wmf]i

x

f(0 , xif(1;

сложността на получената схема е сумата 3 + сложноста на схемата

за f(0 + сложността на схемата за f(1;
вече можем да опишем самия метод:
1. построяваме каскада на подфункциите на f;

2. построяваме (n-1)-во на схемата, което е гореописаната схема за функциите xn, 
[image: image1203.wmf]n

x

, 
[image: image1204.wmf]%

0

, 
[image: image1205.wmf]1

%

 и разклоняваме всеки от четирите изхода толкова пъти, колкото се срещат като подфункции в каскадата на (n-2)-во ниво; i = n-1;

3. ако i = 0 – край;
иначе строим (i-1)-во на схемата за f – построяваме тривиална схема за xi, разклоняваме изхода xi и присъединяваме отрицание; за всяка функция f( от (i-1)-вото ниво разклоняваме изхода xi, изхода 
[image: image1206.wmf]i

x

 и строим схемата (, като входовете свързваме с вече получените изходи xi,
[image: image1207.wmf]i

x

, f(0, f(1; получаваме изход за f(; i = i – 1; премини към 3.;

да пресметнем сложността на метода на каскадите; този път 

намирането на функция, за която се получава схема с най-голяма сложност е нетривиална задача; ще оценим грубо отгоре

sК (n); имаме sК (1) = 3 и sК (n) ( 2*sК (n-1) + 4, тъй като схемата на най-лошата функция на n променливи се получава от двете и подфункции на n-1 променливи, всяка от които има схема със сложност не повече от sК (n-1) и четири функционални елементи са необходими за свързването на подфункциите в схемата (;

ще разрешим рекурентното отношение

t (1) = 3, t (n) = 2*t (n-1) + 4;
имаме t (n) + 4 = 2*(t (n-1) + 4) ( t (n) + 4 = 2n-1.(t (1) + 4) = 
[image: image1208.wmf]7

2

.2n – 4, което е една груба оценка за сложността на метода на каскадите;
28. Минимизация на булеви функции. Съкратена дизюнктивна нормална форма.
нека ( е формула над F ( F2; под сложност на ( ще разбираме броят на буквите за променливи във (; например формулата xyz ( x
[image: image1209.wmf]y



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1210.wmf]z

 има сложност 6;
задачата за минимизация на булева функция се формулира по следния начин: дадена е формула ( над F за функцията f ( F; търсим формула (( над F за същата функция, която има минимална сложност; 
ще разгледаме модификация на задачата, за която има задоволително решение: дадена е формула ( за функцията f; да се намери дизюнктивна нормална форма на f с минимална сложност;

нека f ( F2n; нека Nf = { ( | ( ( J2n, f (() = 1 }; Nf наричаме единично множество на функцията f;

ясно е, че ако f, g ( F2n, то Nf = Ng ( f = g;

Лема: Nf ( g = Nf ( Ng, Nfg = Nf ( Ng, 
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лемата е очевидна;
нека f ( F2n и K1 ( K2 ( … ( Kr е дизюнктивна нормална форма на f;

очевидно за всяко j = 1, 2, …, r имаме|
[image: image1212.wmf]j
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| = 2n-m, където m е броят на променливите, които участват в Kj; от лемата имаме, че

Nf = 
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; при това, ако дизюнктивната нормална форма е съвършена, то |
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Теорема: 
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 ( K = K(K((, където K, K(, K(( са елементарни конюнкции, т.е. всички букви на K( се съдържат в K и то със същите степени;
Доказателство:
нека K = K(K((; тогава 
[image: image1221.wmf]N

K

=
[image: image1222.wmf]N

KK

¢¢¢

= 
[image: image1223.wmf]N

K

¢

(
[image: image1224.wmf]N

K

¢¢

 (
[image: image1225.wmf]N

K

 ( 
[image: image1226.wmf]N

K

¢

;

нека 
[image: image1227.wmf]N

K

 ( 
[image: image1228.wmf]N

K

¢

;
ще покажем, че всяка буква която участва в K и K( има една и съща степен; да допуснем противното, т.е. K = 
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тогава 
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да допуснем, че съществува буква y която участва в K(, 
но не участва в K; нека K = 
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построяваме вектор (, така че x1 = (1, …, xk = (k, y = 
[image: image1238.wmf]s

, а останалите променливи са произволни; тогава K (() = 1 и K( (() = 0, т.е.

( (
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нека K е елементарна конюнкция; очевидно е, че добавянето на буква x към K дава елементарната конюнкция xK, която има за единично множество половината от елементите на единичното множество на K; другата половина е единичното множество на елементарната конюнкция
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;
нека f ( F2; елементарната конюнкция K наричаме 
импликанта на f, ако 
[image: image1242.wmf]N
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 ( Nf; лесно може да се покаже, че

ако K е импликанта на f, то K
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 f = 
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, откъдето и наименованието импликанта; импликантата K наричаме проста, ако не съществува импликанта K(, такава че 
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( Nf; от горната теорема това означава, че ако премахнем коя да е буква на K ще получим елементарна конюнкция, която не е импликанта на f;
очевидно е, че във всяка дизюнктивна нормална форма на f участват елементарни конюнкции, които са импликанти на f;
Лема: За всяка импликанта K на f ( F2 съществува проста импликанта K( на f, така че 
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Доказателство: ще опишем алгоритъм за построяване на K( от K;

1. ако K е проста, то K( = K, край;

ако K не е проста, премахваме някоя от буквите на K и преминаваме към 1.;
очевидно алгоритъмът ще приключи изпълнението си след краен брой стъпки, тъй като K има краен брой букви, на всяка стъпка премахваме буква и всяка импликанта на f с една буква очевидно е проста;
под минимална дизюнктивна нормална форма на 
функцията f ( F2 ще разбираме дизюнктивна нормална форма на f с минимална сложност;
Теорема: Всяка минимална дизюнктивна нормална форма на функцията f ( F2 се състои само от прости импликанти;

Доказателство: нека D = K1 ( K2 ( … ( Kr е минимална дизюнктивна нормална форма на f; да допуснем, че например K1 не е проста импликанта; тогава съществува елементарна конюнкция K(,
такава че 
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( Nf и от горната теорема K( е с по-малко 
букви от K1; ще покажем, че D( = K( ( K2 ( …( Kr е дизюнктивна нормална форма на f; имаме 
[image: image1251.wmf]N

D

¢

= 
[image: image1252.wmf]N

K

¢

( 
[image: image1253.wmf]2

N

K

( … ( 
[image: image1254.wmf]r

N

K

( Nf, тъй като

K(, K2, …, Kr са импликанти на f; от друга страна Nf = 
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 = Nf, т.е. D( е дизюнктивна нормална форма на f с по-малко букви от минималната дизюнктивна нормална форма D – противоречие;

Теорема: Нека K1, K2, …, Kr са всички прости импликанти на f ( F2;

тогава D = K1 ( K2 ( … ( Kr е дизюнктивна нормална форма на f;

Доказателство:
ще покажем, че Nf = 
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ясно е, че 
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нека ( ( Nf, ( = ((1, (2, …, (n); нека K = 
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; очевидно K е импликанта на f; по горната лема съществува проста импликанта 
K( = Kj за някое j = 1, 2, …, r, така че 
[image: image1270.wmf]N

K

 ( 
[image: image1271.wmf]N

K

¢

=
[image: image1272.wmf]j

N

K

 и 
( ( 
[image: image1273.wmf]N

K

( 
[image: image1274.wmf]j

N

K

(
[image: image1275.wmf]N

D

 така Nf ( 
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дизюнктивната нормална форма от всички прости импликанти на функцията f ( F2 наричаме съкратена дизюнктивна нормална форма на f;
дизюнктивна нормална форма на f ( F2, която се състои само от прости импликанти и е такава, че ако премахнем коя да е проста импликанта получаваме формула, която не е дизюнктивна нормална форма на f наричаме неприводима дизюнктивна нормална форма на f; ясно е, че всички минимални дизюнктивни нормални 

форми на f са неприводими;

така схемата по която ще намираме минималните дизюнктивни нормални форми на f ( F2 е следната:

1. намираме съкратената дизюнктивна нормална форма на f;

2. намираме всички неприводими дизюнктивни нормални форми на f;

3. минималните дизюнктивни нормални форми на f са тези от неприводимите, които са с минимален брой букви;
29. Минимизация на булеви функции. Алгоритми.
Алгоритъм на Куайн-МакКласки

Лема: ако xK и
[image: image1277.wmf]xK

 са импликанти на f ( F2, то те не са прости;
Доказателство: от свойството слепване имаме, че xK ( 
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 = K;

имаме 
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също от 
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имаме 
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, така че
xK и
[image: image1282.wmf]xK

 не са прости импликанти на f;
междувременно показахме, че ако xK и
[image: image1283.wmf]xK

 са импликанти на f, то

K също е импликанта на f;

нека f (x1, …, xn) ( F2n; ще опишем алгоритъм за построяване на съкратената дизюнктивна нормална форма на f;
за целта строим таблица на Куайн-МакКласки за f; 
колоните на таблицата са номерирани с (n), (n-1), …, (r), като в началото броят им е неопределен, т.е. r се определя от алгоритъма;

1. в колоната (n) записваме всички импликанти на f, които участват в съвършената дизюнктивна нормална форма на f;

i = n; премини към 2.;
2. строим колоната (i-1) по следния начин:
за всяка двойка импликанти K1, K2 от колона (i), такива че

K1 = xK и K2 = 
[image: image1284.wmf]xK

 отбелязваме K1 и K2 в колоната (i) и в колоната (i-1) записваме K; премини към 3.;
3. ако в колоната (i-1) има поне две елементарни конюнкции, премини към 2.; в противен случай:

ако (i-1) = (, то r = i;
ако (i-1) ( (, то r = i-1;
край;
Теорема (Куайн-МакКласки): Всички неотбелязани елементарни конюнкции в таблицата на Куайн-МакКласки и само те са простите импликанти на f;
Доказателство:

Стъпка 1: първо ще покажем, че всяка импликанта на f е в таблицата; нещо повече, ще покажем че колоната (i) съдържа всички импликанти на f с i букви и само те; 

с индукция по i ще покажем, че колоната (i) съдържа всички импликанти на f с i букви;

База: при i = n всички импликанти на f с n букви и само те участват в съвършената дизюнктивна нормална форма на f, от която построихме колоната (n);
Предположение: нека твърдението е изпълнено при i = k ( n,

т.е. колоната (k) съдържа всички импликанти на f с k букви и 

само те;
Стъпка: да допуснем, че в колоната (k-1) липсва импликанта 
K на f с k – 1 < n букви; нека x е буква, която не участва в K;

тогава xK и 
[image: image1285.wmf]xK

 са импликанти на f с k букви и по индукционното предположение те участват в колоната (k); това е противоречие, тъй като алгоритъмът на Куайн-МакКласки в този случай би поставил

K в колоната (k-1); така всяка импликанта на f с (k-1) букви участва в колоната (k-1);

Заключение: за i = n, n-1, …, r колоната (i) съдържа всички импликанти на f с i букви;

с индукция по i ще покажем, че в колоната (i) има само импликанти на f с i букви;

База: при i = n твърдението е очевидно, тъй като колоната (n) съдържа само импликанти от съвършената дизюнктивна нормална форма на f;
Предположение: нека за i = k ( n твърдението е в сила, 
т.е. колоната (k) съдържа само импликанти на f с k букви;

Стъпка: да допуснем, че в колоната (k-1) има елементарна 
конюнкция K, която не е с k – 1 букви; по алгоритъма K се получава

от xK и
[image: image1286.wmf]xK

, които са в колоната (k); по индукционното предположение

xK и 
[image: image1287.wmf]xK

 имат по k букви, така че K има k – 1 букви, което е противоречие; да допуснем, че в колоната (k-1) има елементарна конюнкция K, която не е импликанта на f; отново по алгоритъма,

K се получава от xK и
[image: image1288.wmf]xK

, които са в колоната (k); по индукционното предположение xK и
[image: image1289.wmf]xK

 са импликанти на f и от по-горе K е импликанта на f, което е противоречие;
Заключение: за i = n, n-1, …, r колоната (i) съдържа само импликанти на f с i букви;
Стъпка 2: всяка отбелязана импликанта K на f не е проста; действително, по алгоритъма K има вида K = x(K1 и освен това
K( = 
[image: image1290.wmf]1
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 е импликанта на f в същата колона; по горната лема
K не е проста;
Стъпка 3: всяка неотбелязана импликанта K на f е проста;

да допуснем противното, т.е. неотбелязаната импликанта K на f с 
m букви не е проста; тогава съществува буква x, така че K = x(K1 и 
K1 е импликанта на f с m-1 букви; тъй като K1 е импликанта на f, то

K( = 
[image: image1291.wmf]1
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 е импликанта на f с m букви; при това положение алгоритъмът би отбелязал K и K(, което е противоречие;

пример: (n = 4) нека
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;
образуваме таблицата на Куайн-МакКласки, като елементарните конюнкции в колоната (4) сортираме по брой отрицания; това е удобно, тъй като слепването се извършва върху елементарни конюнкции, които се различават точно с 1 по брой отрицания;

със * са отбелязаните елементарни конюнкции от алгоритъма;
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така съкратената дизюнктивна нормална форма на f е

f = 
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Алгоритъм на Карно-Уейч
алгоритъмът на Карно-Уейч също построява съкратена дизюнктивна нормална форма на двоична функция; той, обаче, е приложим 

за n = 3 или n = 4 и е неприложим при n ( 5; 
при алгоритъма на Карно-Уейч се построяват така наречените карти на Карно-Уейч; картите са двумерни таблици, в които се отбелязват единичните значения на функцията по начин, който осигурява геометрична близост на тези значения, които формират импликантите на функцията;
нека f (x1, x2, x3) ( F23; за функцията f таблицата е с два реда и с четири стълба, като редовете са надписани със значенията за x1, а колоните са надписани със значенията за x2 и x3, 
подредени в код на Грей;
нека g (x1, x2, x3, x4) ( F24; за функцията g таблицата е с четири реда и с четири стълба, като редовете са надписани със значенията за 
x1 и x2, подредени в код на Грей, а колоните са надписани със значенията за x3 и x4, подредени в код на Грей;

например на функцията 
f (x1, x2, x3) = 
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съответства следната карта:
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на функцията 
g (x1, x2, x3, x4) = 
[image: image1321.wmf]1234123412341234

xxxxxxxxxxxxxxxx

ÚÚÚÚ



[image: image1322.wmf]12341234123412341234

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

ÚÚÚÚÚ

 съответства следната карта:
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заради цикличността на кода на Грей, трябва да си мислим, че в картите първият и последният стълб са съседни, както и първият и последният ред; по този начин две съседни единици в ред или в стълб образуват импликанта с две единици, четири единици в ред или в стълб и квадрат от единици със страна 2 образуват импликанта с четири единици, два съседни реда или стълба от единици образуват импликанта с осем единици и при n = 4 целият квадрат може да образува импликанта с шестнадесет единици; при това простите импликанти са точно тези, които не се съдържат в други импликанти;

в примера за функцията f (x1, x2, x3) прости са импликантите в първия ред и в третия стълб; за да определим самите елементарни конюнкции, гледаме коя от променливите запазва значението си за всички вектори в импликантата и всяка такава променлива 

участва в елементарната конюнкция със степен това значение;

например на импликантата в първия ред е 
[image: image1323.wmf]1

x

, а в третия стълб е


[image: image1324.wmf]23
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, т.е. съкратената дизюнктивна нормална форма на f е

f = 
[image: image1325.wmf]1

x

( 
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;
за функцията g (x1, x2, x3, x4) прости са следните импликанти:

· двойките съседни единици във втори, трети и четвърти ред –
-
[image: image1327.wmf]123

xxx

,
[image: image1328.wmf]124
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,
[image: image1329.wmf]123

xxx

;
· двойките съседни единици във втори, трети и четвърти стълб –

-
[image: image1330.wmf]134

xxx

,
[image: image1331.wmf]234
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,
[image: image1332.wmf]134
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;
· квадратът от четирите ъгъла на картата - 
[image: image1333.wmf]24

xx

;

така съкратената дизюнктивна нормална форма на f е

f = 
[image: image1334.wmf]123
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 ( 
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 ( 
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;

Задача за минималните покрития

нека A = { a1, a2, …, an} е крайно множество, P = { S1, S2, …, Sm} е крайно множество и T = (bij)mxn е матрица, в която bij ( { 0, 1};
казваме, че Si ( P  покрива aj ( A точно когато bij = 1;

казваме, че P е покритие на A, ако за всяко aj ( A съществува

Si ( P, така че Si покрива aj; казваме, че P е минимално покритие

на A, ако P е покритие и е минимално по включване с това свойство;

например, нека A = { T0, T1, S, M, L}, P = { 
[image: image1341.wmf]1

%

, 
[image: image1342.wmf]x

, xy, x ( y, x ( y};

ще казваме, че f ( P покрива K ( A, ако f ( K; получаваме следната матрица T:
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ясно е, че P е покритие на А и от критерия на Пост-Яблонский това е равносилно с твърдението P да е пълно множество;
P не е минимално покритие на A, тъй като {
[image: image1345.wmf]x

, xy, x ( y} ( P е покритие;
задачата за минималните покрития формулираме по следния начин:

дадени са A, P, T, така че T задава покритие на A; да се намерят всички подмножества на P, които са минимални покрития;

в конкретния случай, това означава да се намерят всички базиси,

които се съдържат в P;

образуваме двоична функция f (x1, x2, …, xm) по следния начин:
f (x1, x2, …, xm) = D1 ( D2 ( … ( Dn, където Di = 
[image: image1346.wmf]12r
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,

i1, i2, …, ir са редовете на клетките в i-тия стълб на матрицата, 

в които има 1;
в примера 
f (x1, x2, x3, x4, x5) = (x1 ( x2)(x2 ( x5)(x1 ( x3 ( x4 ( x5)(x2 ( x5)(x3 ( x4);

Теорема: нека ( = ((1, (2, …, (m) е характеристичен вектор на подмножество P( на P; f (() = 1 ( P( е покритие на A;

функцията f е монотонна, тъй като е представена с формула
над xy, x ( y и M е затворено множество; в задачата това означава,

че не е възможно P да е покритие и P(, такова че P ( P( да не е покритие;
векторът ( наричаме горна единица за монотонната функция f,

ако f (() = 1 и за всяко (, ( 
[image: image1347.wmf]´

( имаме f (() = 0;

в термините на задачата ще получим, че горните единици на функцията f са точно характеристичните вектори на минималните покрития на A;
на всяко подмножество на P с характеристичен вектор ( съпоставяме елементарна конюнкция по следния начин –

ако i1, i2, …, ir са позициите, в които ( има 1, то на съответното подмножество {
[image: image1348.wmf]12r
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S,S,...,S

} съпоставяме 
елементарната конюнкция

[image: image1349.wmf]12r
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; при това, ако на P1 сме съпоставили K1 и на P2 сме съпоставили K2 и P1 ( P2, то K2 = K1K, където K е елементарна конюнкция без отрицания; като използваме свойството поглъщане,

получаваме K1 ( K2 = K1 ( K1K = K1, т.е. K1 поглъща K2;
така K1 поглъща K2 ( P1 ( P2;

ясно е, че ако формално разкрием скобите във формулата за функцията f, ще получим дизюнкция от всички елементарни конюнкции, които съответстват на покрития на А; при това едно покритие е минимално, точно когато неговата елементарна конюнкция не се поглъща от никоя друга елементарна конюнкция;
Теорема: Дизюнктивната нормална форма на f, която получаваме след като извършим всевъзможните поглъщания съдържа всички елементарни конюнкции, които съответстват на минимални покрития и само тях;
Доказателство:
преди поглъщането в дизюнктивната нормална форма на f са участвали всички елементарни конюнкции, които отговарят на минимални покрития; фактът, че те не могат да се погълнат следва от горните разсъждения;
да допуснем, че някоя елементарна конюнкция K в получената дизюнктивна нормална форма отговаря на покритие P(, което не е минимално; тогава съществува минимално покритие P((, такова че

P(( ( P( и елементарната конюнкция, която отговаря на P(( би погълнала K – противоречие;
на практика поглъщането може да става преди разкриването на всички скоби в отделните дизюнкции, които предстои да се умножават и дори чрез използване на другия закон за поглъщане

D (D ( D() = D (дуален на използвания по-горе), където D и D( са елементарни дизюнкции;
за конкретния пример получаваме:
f (x1, x2, x3, x4, x5) = (x1 ( x2)(x2 ( x5)(x1 ( x3 ( x4 ( x5)(x3 ( x4) =

= (x1 ( x2)(x2 ( x5)(x3 ( x4) = (x1x2 ( x1x5 ( x2 ( x2x5)(x3 ( x4) =

= (x1x5 ( x2)(x3 ( x4) = x1x3x5 ( x1x4x5 ( x2x3 ( x2x4;

така минималните покрития са следните подмножества на P:

{ 
[image: image1350.wmf]1

%

, xy, x ( y }, { 
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%

, x ( y, x ( y },{ 
[image: image1352.wmf]x

, xy}, { 
[image: image1353.wmf]x

, x ( y};

това са и всички базиси, които се съдържат в множеството P;

да се върнем към минимизацията на булеви функции;
нека f ( F2;
построяването на всички неприводими дизюнктивни нормални форми на f от вече получената съкратена дизюнктивна нормална форма на f е задача за минимални покрития;

множеството A е образувано от всички единици на f, например елементарните конюнкции от съвършената дизюнктивна нормална форма на f и множеството P е образувано от всички прости импликанти в съвършената дизюнктивна нормална форма на f;

една проста импликанта K покрива единицата ( на функцията f точно когато K (() = 1; геометрично това означава, че K се съдържа в съответната елементарна конюнкция;
за примерната функция f ( F24 от алгоритъма на Куайн-МакКласки получаваме следната матрица:
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преди да приложим алгоритъма за решаване на задачата за минималните покрития да забележим, че импликантата 
[image: image1370.wmf]yt

 е единствената, която покрива единиците съответстващи на елементарните конюнкции[image: image1371.wmf]xyzt

, 
[image: image1372.wmf]xyzt

; това означава, че тя участва във всяка неприводима дизюнктивна нормална форма на f, а следователно и във всяка минимална дизюнктивна нормална форма на f; такава импликанта наричаме ядрова и можем да я пренебрегнем при образуването на съответната двоична функция,

като премахнем нейният ред и стълбовете с всички елементи, които тя покрива от таблицата като най-накрая я добавяваме във всяка получена минимални дизюнктивна нормална форма;

в нашия случай 
[image: image1373.wmf]yt

 е единствената ядрова импликанта – премахваме я от таблицата, заедно със стълбовете на елементите които тя покрива, т.е. първите четири стълба, присвояваме на останалите неядрови импликанти двоичните променливи t1, t2, t3, t4, t5, t6 и получаваме следната функция на покритието: 
(t2 ( t4)(t1 ( t3)(t3 ( t5)(t4 ( t6)(t5 ( t6);
преобразуваме я в дизюнктивна нормална форма и извършваме всевъзможните поглъщания:
(t2 ( t4)(t1 ( t3)(t3 ( t5)(t4 ( t6)(t5 ( t6) = (t1t3 ( t1t5 ( t3 ( t3t5)

(t4t5 ( t4t6 ( t6t5 ( t6) = (t2 ( t4) (t1t5 ( t3)(t4t5 ( t6) = 

(t2t4t5 ( t2t6 ( t4t5 ( t4t6)(t1t5 ( t3) = (t2t6 ( t4t5 ( t4t6)(t1t5 ( t3) =

= t1t2t5t6 ( t2t3t6 ( t1t4t5 ( t3t4t5 ( t1t4t5t6 ( t3t4t6 =

= t2t3t6 ( t1t4t5 ( t3t4t5 ( t3t4t6 ( t1t2t5t6;
така функцията f има пет неприводими дизюнктивни нормални форми и четири от тях са минимални:
f = 
[image: image1374.wmf]yt
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f = 
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f = 
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f = 
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30. Машини на Тюринг.
машината на Тюринг е абстрактна математическа машина; 

във всеки момент тя се намира в едно от крайно много състояния;
на всеки такт машината чете вход от безкрайна в едната посока лента (без ограничение тази посока е надясно) и записва изход върху същата лента; лентата е разделена на изброимо множество клетки, като във всяка клетка е записана по една буква от входно-изходна азбука; клетките номерираме с числата 1, 2, …; четенето и писането се извършва от така наречената глава, която в края на всеки такт може да се премести една клетка наляво, една клетка надясно или да остане в същата клетка; означаваме съответно с –1, +1, 0 тези възможности за преместване; по-формално:
петорката M = < Q, X, q0, (, F >, където Q е крайно множество от състояния, X е входно-изходна азбука, q0 ( Q е начално състояние,

F е крайно множество от заключителни състояния, F ( Q = (,

( : Q x X ( (Q ( F) x X x { -1, +1, 0} е функция на преходите, наричаме машина на Тюринг с безкрайна в едната посока лента;

една от буквите на X е по-специална; означаваме я с b и я наричаме 

бленк (запълваща буква); ще разглеждаме машините на Тюринг при условие, че само краен брой символи върху лентата са различни от b;

при това положение след краен брой тактове клетките, които не съдържат b ще продължат да бъдат крайно множество;
нека клетката с номер k е последната клетка, която не съдържа b;

думата 
[image: image1390.wmf]12k
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( X*, където 
[image: image1391.wmf]j

i

x

е буквата в клетка j наричаме

лентова дума на машината M;
нека M се намира в състояние q, лентовата дума на M е ((a((( ( X* и главата на M се намира над буквата a; тройката < ((, q, a((( > наричаме конфигурация на машината M;
ясно е, че конфигурацията на M напълно определя бъдещото поведение в съотвествие с функцията на преходите;
конфигурация от вида < (, q0, ( > наричаме начална;

ще опишем формално работата на M;
въвеждаме релацията 
[image: image1392.wmf]M

R
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 ( (X* x Q x X*) x (X* x Q x X*), съставена от наредени двойки конфигурации по следния начин:
< ((b, q, a((( > 
[image: image1393.wmf]A
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 < ((, q(, ba(((( >, ако ( (q, a) = (q(, a(, -1);
< ((, q, ab((( > 
[image: image1394.wmf]A

�

 < ((a(, q(, b((( >, ако ( (q, a) = (q(, a(, +1);
< ((, q, a((( > 
[image: image1395.wmf]A

�

 < ((, q(, a(((( > , ако ( (q, a) = (q(, a(, 0);
неформално, ако ( (q, a) = (q(, a(, p) в края на такта < ((, q, a((( >, машината M сменя текущото си състояние на q(, записва на мястото на a буквата a( и в зависимост от p ( { -1, +1, 0} премества главата си
съответно наляво, надясно или я оставя на същото място;

релацията 
[image: image1396.wmf]M

R
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 наричаме релация на непосредствено преминаване;

дефинираме релацията 
[image: image1397.wmf]M

R

 ‘

 ( (X* x Q x X*) x (X* x Q x X*) като рефлексивно и транзитивно затваряне на 
[image: image1398.wmf]M

R

 �

;
ако K1 = < ((, q, a((( > и K2 = < ((, q(, b((( > са такива, че K1 
[image: image1399.wmf]A

‘

 K2, казваме че K1 преминава в K2; последователността от непосредствени преминавания за достигане от K1 до K2 наричаме изчисление с машината на Тюринг M;
работата на машината M приключва във всеки един от тези случаи:

· машината попада в заключително състояние; тогава казваме, че M спира нормално;

· машината прави опит за движение наляво от най-лявата клетка;

· машината достига до конфигурация, за която функцията ( е недефинирана и не може да продължи работа;

в последните два случая казваме, че М спира аварийно;
възможно е при дадена начална конфигурация машината M никога да не приключи работа; например това ще стане, ако за всяко x ( X имаме ( (q0, x) = (q0, x, +1); в този случай казваме, че M зацикля;
за по-лесно представяне на машините на Тюринг ще дефинираме език, състоящ се от два оператора; нека X = { x1, x2, …, xn};
първият има следния вид (q ( Q):
q ) ( (q, x1), ( (q, x2), …, ( (q, xn)
тук q ( Q;
вторият има следния вид (q ( F):
q ) stop
q наричаме етикет на оператора;
последователност от оператори, такива че за всяко състояние

q ( Q ( F има точно един оператор с етикет q наричаме програма за машината M;
примери: нека X = { 0, 1}, b = 0;
естествените числа ще представяме с лентова дума по следния начин:

0 – 01000…
1 – 01100…
2 – 01110…
…
ще опишем програма за M, която нулира зададено естествено число в горния формат;
0) (1, 0, +1),      -----   прескачаме първата нула

1) (2, 0, -1), (1, 1, +1) преминаваме през всички единици

2) (3, 0, +1), (2, 0, -1) връщаме се обратно и изтриваме единиците

3) (4, 1, -1),       -----   възстановяваме първата единица

4) stop
ще опишем програма за M, която увеличава зададено естествено число с единица;
0) (1, 0, +1),    -----
  прескачаме първата нула

1) (2, 1, -1), (1, 1, +1) преминаваме през всички единици и   

 



  добавяме една
2) (3, 0, 0), (2, 1, -1)   връщаме се обратно
3) stop

ще опишем програма за M, която сравнява две числа записани в лентата едно до друго; тук F = { q<, q>, q= } и машината винаги ще приключва работа със заключително състояние; q< означава, че числото вляво е по-малко, q> - по-голямо и q=, че двете числа са равни; алгоритъмът е следния – изтриваме единици от първото и второто число; което свърши първо е по-малко; посоченият алгоритъм ще разруши числата, записани върху лентата;

0) (1, 0, +1),      -----    прескачаме първата нула

1) (2, 0, +1), (1, 1, +1) преминаваме през първото число

2) (2, 0, +1), (3, 1, +1) преминава през нулите пред остатъка от 

  второто число
3) (8, 0, -1), (4, 1, -1)  връщаме се назад една позиция (при 0    

 второто число има само една единица)

4)  -----      , (5, 0, -1) изтриваме единица от второто число

5) (5, 0, -1), (6, 1, -1) отиваме обратно до остатъка от първото 

 число
6) (13, 0, 0), (7, 1, +1) ако в първото число има само една единица,

  то второто е по-голямо;
7)  -----      , (2, 0, +1) изтриваме една единица от първото число и 

  повтаряме същите действия
8)  -----      , (9, 1, -1)  връщаме се назад една позиция
9) (9, 0, -1), (10, 1, -1) връщаме се до първото число
10) (11, 0, 0), (12, 1, 0) ако е останала една единица числата са 
  равни, ако има повече първото е по-голямо

11) stop (q=)

12) stop (q>)

13) stop (q<)

оператора q) (q(, 0, 0), (q(, 1, 0) предизвиква преминаване в 
от състояние q в състояние q( без да се променя входната лента;
естествено е да я означим q) goto q(;
аналогично командата q) (q(, 0, 0), (q((, 1, 0) можем да я означаваме с

q) if (x=0) goto q( else q((;
нека M е машина на Тюринг; състоянията избираме последователно от множеството { q0, q1, …} по аналогията на машините на Тюринг с програмите за тях; под редактиране от адрес r на M ще разбираме

замяната на всяко състояние qi с qi+r;
нека M1 и M2 са две машини на Тюринг; ще считаме, че преди всяко нормално спиране на M1 главата се позиционира в началото на лентата; да редактираме M2 от адрес n+1 и да заменим всяко заключително състояние q) stop на M1 с q) goto qn+1; получената машина на Тюринг наричаме композиция на M1 и M2;
нека M е машина на Тюринг; нека ( е лентова дума, такава че
< (, q0, ( > 
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 < ((, q, ( > е спиращо изчисление;
функцията fM : X* ( X* такава, че 

fM (() = (((((, ако < (, q0, ( > 
[image: image1401.wmf]A

‘

 < ((, q, ((( > и fM (() е недефинирана, ако
M зацикля при лентовата дума ( наричаме изчислима по Тюринг;

нека M е машина на Тюринг и F = { qy, qn };
дефинираме език, разпознаван от М като множество от думи

LM ( X* съдържащо всички лентови думи, които довеждат M до състояние qy; при това всички лентови думи от X*\LM довеждат M до състояние qn;
дефинираме език, допускан от М като множество от думи

LM ( X* съдържащо всички лентови думи, които довеждат M до състояние qy; при това всички лентови думи от X*\LM довеждат M до състояние qn, спират M или зациклят M;
за конкретна машина на Тюринг M можем да говорим само за едно от двете наименования на езика и това е разликата в дефинициите;

и в двата случая става въпрос за един и същи език;

Теорема: Ако L ( X* се разпознава от машина на Тюринг M, то

X*\L също се разпознава от машина на Тюринг;

Доказателство: неформално разменяме ролите на qy и qn;
подобно твърдение не е в сила за език, допускан от машина на Тюринг;
Машина на Тюринг с безкрайна лента в двете посоки

формалната дефиниция на машина на Тюринг с безкрайна лента в двете посоки не се различава от дадената по-горе дефиниция;

единствената разлика е, че машината не спира при опит да се премине наляво от най-лявата клетка, тъй като най-лява клетка отсъства; тук също важи ограничението за краен брой букви, различни от b; номерацията на клетките на лентата е такава, че входната лентова дума е записана в клетките 1, 2, …, k и клетките наляво се номерират с -1, -2, -3, …; при изчисляване на функция, изходната дума може да е разположена на произволно място по лентата;
Теорема: За всяка машина на Тюринг M с безкрайна лента в двете посоки съществува машина на Тюринг M( с безкрайна лента в едната посока, която изчислява функцията fM;

Доказателство:

нека M = < Q, X, q0, (, F >; ще построим M( = < Q(, X(, q0(, ((, F( >;

тук X( = X x X ( { (}, ( ( X x X; буквата ( стои в най-лявата клетка (без ограничение е номерирана с 0) на лентата на M( и всички останали клетки съдържат букви от X x X, като двойката (xi, xj) записана в клетката с номер k означава, че в M xi е записано в клетката с номер k и xj е записано в клетката с номер –k;

за всяко състояние q ( Q в Q( има две състояния q-, q+, които запазват предназначението на q, но q- означава, че главата на M се е намирала над клетка с положителен номер, а q- над клетка с отрицателен номер; имаме q0( = q0+, F( = { q+|q ( F } ( { q-|q ( F };

функцията (( дефинираме по следния начин:

(( (q+, (xi, xj)) = (q(+, (xi(, xj), m), ако ( (q, xi) = (q(, xi(, m);
(( (q-, (xi, xj)) = (q(-, (xi, xj(), –m), ако ( (q, xj) = (q(, xj(, m);
(( (q+, () = (q-, (, +1);
(( (q-, () = (q+, (, +1);
така M( моделира точно работата на M;
Машина на Тюринг с k ленти

машината на Тюринг с k ленти, като върху всяка лента работи отделна глава; тя има k различни азбуки X1, X2, …, Xk, всяка от които съдържа собствен бленк; ако X = X1 x X2 x …x Xk, то функцията на преходите се дефинира по следния начин:

( : Q x X ( (Q ( F) x X x { -1, 0, +1}k, т.е. всяка глава има собствено поведение на всяка стъпка; за дефиниция на различните изчисления може да използваме коя да е от лентите (например първата);

ще опишем неформално как една k-лентова машина на Тюринг 
M( може да се моделира с еднолентова машина M с безкрайна в едната посока лента; входно-изходната азбука на M има следния вид:

XM = X x { 0, 1}k ( (; елементът x1x2…xk(1(2…(k, записан в клетка на M с номер n означава, че на първата лента в клетката с номер k е записани символ x1, на втората лента в клетката с номер n е записан символ x2, …, на k-тата лента в клетката с номер n е записан
символ xk; ако елементът (i е 1 (i = 1, 2, …, k) това означава, че главата на i-тата лента се намира над клетката с номер n, ако (i е 0 това означава, че главата на i-тата лента не се намира над клетката с номер n; ясно е, че при фиксирано i, (i е 1 точно в една клетка на M;

символът ( е записан в най-лявата клетка на M и изпълнява роля, подобна на тази при моделиране на машина на Тюринг с безкрайна лента в двете посоки; на всеки такт на M( се извършват следните действия:

· M се обхожда k пъти (по един път за всяка лента) и с помощта на специални състояния се извлича k-торката от букви, която е нужна за изчисляване на следващата конфигурация;

· след като следващото състояние, новата k-торка от букви и движенията на всяка от главите, M отново се обхожда k пъти (по един път за всяка лента) и на i-тото обхождане тя записва съответната буква и премества съответната единица (мястото на главата) за i-тата лента;

Недетерминирана машина на Тюринг с k ленти
недетерминираната машина на Тюринг с k ленти се дефинира формално като наредена петорка M = < Q, X, q0, (, F >, 

X = X1 x X2 x …x Xk, където елементите имат същия смисъл като при детерминираната k-лентовата машина, но функцията на преходите има следния вид: ( : Q x X ( 
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; така всяка входна лентова дума поражда (в общия случай безкрайно) дърво на поведението на недетерминираната машина; детерминизацията може да се извърши чрез обхождане в широчина на полученото дърво на поведението – така недетерминираните машина на Тюринг с k-ленти също могат да се моделират с машина на Тюринг с безкрайна в едната посока лента;

Теорема: Машините на Тюринг разпознават езиците от общ тип в йерархията на Чомски;
в доказателството се построява недетерминирана машина на Тюринг с k ленти, която разпознава езика и след това тя се моделира с еднолентова машина с безкрайна в едната посока лента;

машините на Тюринг са начин за формализиране на неформалното понятие алгоритъм; има и други формализми, доказано е че всички те са еквивалентни помежду си, т.е. функциите които тези формализми пораждат са точно изчислимите по Тюринг функции; примери за други формализми са частично-рекурсивните функции на Клини, машините на Пост и т.н.;

еквивалентността на всички известни до момента формални модели дава основание да се формулира следното неформално твърдение:

Тезис на Чърч-Тюринг: Множеството на ефективно изчислимите функции съвпада с множеството на изчислимите по Тюринг функции;

31. Неразрешими задачи. Универсална машина на Тюринг. Сложност на алгоритми.

Теорема: Машините на Тюринг са изброимо много;

Доказателство:

ще дефинираме функция (, която еднозначно съпоставя на всяка машина на Тюринг дума от { 0, 1}*; 
нека Q = { q0, q1, …} е изброимо множество от което избираме състояния; състоянието q0 винаги ще е начално; за машини, които изчисляват функции, q1 винаги е заключително, а за машини, които изчисляват функции винаги q1 = qy, q2 = qn;
нека X = { x0, x1, …} е изброимо множество от букви от което избираме входно-изходна азбука; x0 винаги е бленк за машината;

последователно ще построяваме разширения на (:

първо дефинираме ( върху Q ( X ( { -1, 0, +1};

за всяко qi ( Q, ( (qi) = 1i+1, за всяко xi ( X, ( (xi) = 1i+1,

( (-1) = 1, ( (0) = 11, ( (+1) = 111;
нека сега M = < Q, X, q0, (, F > е машина на Тюринг, където

Q ( Q, X ( X, F = { q1}; дефиницията на функцията на преходите е крайно множество { p1, p2, …, pr} от наредени петорки 
pi = (q, x, q(, x(, m) ( Q x X x (Q ( F) x X x { -1, 0, 1},

където ( (q, x) = (q(, x(, m);
разширяваме функцията ( върху наредените петорки pi по следния начин: ( (pi) = ( (q) 0 ( (x) 0 ( (q() 0 ( (x() 0 ( (m);

разширяваме функцията ( върху машините на Тюринг по следния начин: ( (M) = ( (p1) 00 ( (p2) 00 …00 ( (pr);

така на всяка машина на Тюринг еднозначно съпоставихме дума от
{ 0, 1}*; естествено, не всяка дума от { 0, 1}* е код на машина на Тюринг, но въпреки това машините на Тюринг не са повече от думите над крайната азбука { 0, 1} и следователно са изброимо много;

Теорема: Съществува език над крайна азбука, който не се разпознава с машина на Тюринг;

Доказателство: машините на Тюринг са изброимо много, докато езиците над крайна азбука са неизброимо много;

с други думи, съществуват задачи, които не са разрешими алгоритмично (с машина на Тюринг);

ще посочим една конкретна такава задача;

нека M = < Q, X, q0, (, F > е машина на Тюринг и

нека ( ( X*, ( = x1x2…xk; с по-горе дефинираната функция кодираме

( (() = ( (x1) 0 ( (x2) 0 …0 ( (xn); двойката M и ( кодираме по следния начин: ( (M) 000 ( ((); по-кратко ще записваме кодираната двойка

по следния начин: M, (;
следната задача наричаме стоп-проблем за машина на Тюринг:

по зададени машина на Тюринг M и входна лентова дума ( да се определи дали M спира или зацикля при работата си върху (;

ще докажем, че стоп-проблемът е алгоритмически нерешим с помощта на следната

Теорема: Не съществува машина на Тюринг, която разпознава езика

M, (, такива че машината M спира при работа върху 
лентовата дума (;
Доказателство:
да допуснем, че съществува машина на Тюринг Y, която разпознава описания език; нека qy и qn са съответно допускащото и отхвърлящото състояние на Y, т.е. Y спира в qy, ако M спира върху ( и Y спира в qn, ако M зацикля върху (; построяваме машина на Тюринг Y(, в която заменяме оператор qy) stop с qy) goto qy;

така машината Y( зацикля, ако M спира върху ( и Y( спира, ако
M зацикля върху (; нека C е машина на Тюринг, която започвайки от лентова дума ( спира винаги и оставя на лентата (, (, т.е. (000(;

композираме последователно машините C и Y( и получаваме машина

Z със следното поведение: при подадена входна лентова дума (,

Z зацикля, ако машината кодирана с ( спира върху входната лентова дума ( и Z спира, ако машината кодирана с ( зацикля върху входната лентова дума (; сега да поставим върху лентата описанието

на Z; тогава Z зацикля, ако Z спира върху собственото си описание и

Z спира, ако Z зацикля върху собственото си описание; този абсурд е в резултат на допускането, че съществува машината Y; така стоп-проблемът е алгоритмично неразрешим;
Универсална машина на Тюринг

универсална машина на Тюринг наричаме машина на Тюринг U, която за всяка машина на Тюринг M и входна лентова дума ( работи върху M, ( по същия начин както M работи върху (:

· U спира върху M, ( и оставя върху лентата думата (, ако M спира върху ( и оставя думата (;

· U зацикля върху M, (, ако M зацикля върху (;

Теорема: Съществува универсална машина на Тюринг;

Доказателство:
нека M = < Q, X, q0, (, F >;

ще илюстрираме неформално доказателството;
да разгледаме трилентова машина U;

в началото на първата лента записваме ( (M), на втората лента записваме ( (() и на третата лента записваме ( (q0);

по време на работата на U думата върху втората входна лента ще се променя по същия начин по който би се променяла думата върху входната лента на M; третата лента е работна и ще се използва за записване на междинни резултати – текущо състояние, следвано от текущ входен символ (разделени с една нула); за всяка стъпка на машината M машината U извършва следните действия:

· от втората лента се чете кода на текущата входна буква x и се записва до кода на текущото състояние q на третата лента (след една нула);

· търси се върху първата лента петорка започваща с q, x и се извлича остатъкът от петорката q(, x(, m, ( (q, x) = (q(, x(, m); след това съдържанието на втората лента се модифицира с x(, главата на втората лента се премества в съответствие с m и q( се копира в началото на третата лента;

· ако машината M достига до заключително състояние при работа върху (, U преминава в съответното заключително състояние;

· ако M се зацикли при работата над (, то и U ще се зацикли, тъй като U моделира работата на M;
· ако M спре при опит да премести главата вляво от най-лявата клетка, то и U ще спре, тъй като ще опита да премести главата на втората лента вляво от най-лявата лента;

· ако M спре поради недефинираност на функцията на преходите, то U няма да намери по първата лента съответната петорка и ще преустанови работа в “аварийно заключително състояние”, което е различно от заключителните 

състояния на M;

доказателството на теоремата завършва с трансформиране на трилентовата машина в еднолентова по познатия вече начин;

доказателството за съществуване на универсална машина на Тюринг е математическа обосновка за принципната възможност да се създаде реално изчислително устройство за автоматично изпълнение на алгоритми;

Сложност на алгоритми

нека M = < Q, X, q0, (, F > е машина на Тюринг и нека fM : X* ( X* е съответната функция, изчислима по Тюринг; ще считаме, че fM е тотална функция;

със stepM (() ще означаваме брой стъпки на M при работа върху (;
функцията tM (n) = 
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функцията 
[image: image1404.wmf]n
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%

 наричаме средна сложност 

по време на М;
с usedM (() ще означава брой използвани клетки от M при работа върху (;
функцията sM (n) = 
[image: image1405.wmf]n
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max  used()
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a

M

наричаме сложност по памет на М в най-лошия случай;
функцията 
[image: image1406.wmf]%
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 наричаме средна сложност 
по памет на М;

Теорема: за всяка машина на Тюринг M и за всяко естествено n,

sM (n) ( tM (n);
Доказателство: твърдението е очевидно, тъй като не е възможно

за tM (n) стъпки да бъдат използвани повече от sM (n) клетки;

под полиномиално-разрешима задача разбираме задача, за която съществува машина на Тюринг M, която я решава и функцията

tM (n) е от полиномиален порядък, т.е. съществува полином P (n), такъв че tM (n) ( P (n) за всяко естествено n;
класът на полиномиално-разрешимите задачи ще означаваме с P ;

пример за полиномиално-разрешими задачи са задачата за минимален път в граф, минимално покриващо дърво в граф, разпознаване на контекстно-свободен език и т.н.;
за много задачи не е известен полиномиален алгоритъм – например задачата за намиране на Хамилтонов път в граф, задачата за минималните покрития и др.;

ще казваме, че една задача се свежда полиномиално към друга задача, ако съществува полиномиален алгоритъм, чрез който едната задача се свежда към другата и обратно;

една задача наричаме полиномиално-проверима, ако съществува машина на Тюринг M, която разпознава следния език:

всички думи ((, такива че задачата ( дава резултат (;

( наричаме кандидат-решение;

означаваме с NP класът на полиномиално-проверимите задачи;

очевидно P ( NP , тъй като за полиномиалната проверка на задача от P е достатъчно да я решим и да сравним получения резултат за полиномиално време с кандидат-решението;

същинският въпрос, за който все още не е намерен отговор,

е дали P ( NP ;
задача, която е в класа NP и всяка друга задача от NP се свежда полиномиално към нея, наричаме NP – пълна задача;

означаваме с NP – c класът на NP – пълните задачи;

ясно е, че ако една задача е NP – пълна и тя се свежда полиномиално до друга NP задача, то и другата е NP – пълна;
също е ясно, че всеки две NP – пълни задачи са полиномиално сводими една към друга;

да разгледаме следната задача:

дадена е булевата функция f (x1, x2, …, xn) в конюнктивна нормална форма; съществуват ли значения на променливите (1, (2, …, (n, такива че f ((1, (2, …, (n) = 1;
тази задача наричаме задача за удоволетворимост на булева функция;

Теорема (С. Кук): Задачата за удоволетворимост на булева функция е NP – пълна;

след като имаме една NP – пълна задача, можем да покажем NP – пълнотата на други задачи като ги сведем полиномиално към задачата за удоволетворимост на булева функция; това е направено за много задачи от NP – задача за Хамилтонов път в граф, за максимална клика (антиклика) в граф, за минималните покрития и т.н.; ако за някоя от тези задачи се намери полиномиален алгоритъм, то такъв алгоритъм ще съществува за всички задачи от класа NP – c, тъй като те са сводими полиномиално една към друга; обратно, ако за някоя от тези задачи се покаже, че не съществува полиномиален алгоритъм, то за никоя задача от класа NP – c няма да има полиномиален алгоритъм;

32. Побуквено кодиране. Еднозначност на кодирането.

нека A = { a1, a2, …, an} е крайна азбука, която ще наричаме изходна; информацията, която ще кодираме се представя с думи над тази азбука, които ще наричаме съобщения;

нека B = { b1, b2, …, bm} е крайна азбука, която ще наричаме кодова;

с тази азбука ще кодираме изходните съобщения;

функцията ( : A ( B+, такава че ( (ai) ( ( (aj) за i ( j наричаме побуквен код, а думите (1 = ( (a1), (2 = ( (a2), …, (n = ( (an) ще наричаме кодови думи;

побуквеният код ( наричаме равномерен, ако 
d ((1) = d ((2) = … = d ((n) = d; числото d наричаме дължина на равномерния код;

функцията ( : A ( B+ естествено разширяваме до (* : A+ ( B+,

ако ( ( A+, ( = 
[image: image1407.wmf]12k

iii

aa...a

, то (* (() = ( (
[image: image1408.wmf]1

i

a

)( (
[image: image1409.wmf]2

i

a

)…( (
[image: image1410.wmf]k

i

a

);

процедурата, построяваща (* (() по дадена ( наричаме кодиране;

казваме, че побуквеният код ( : A ( B+ е разделим, ако за всяка дума ( ( B+, съществува не повече от една дума ( ( A+, така че

(* (() = (, т.е. ако ( е инективна функция;

процедурата, която по зададена ( ( B+ намира ( ( A+, така че

(* (() = ( наричаме декодиране; така разделимите кодове са тези побуквени кодове, които осигуряват еднозначно декодиране;

очевидно всеки равномерен код е разделим – кодираната дума се разделя на поддуми с дължина, равна на дължината на кода и след това всяка поддума се заменя с първообраза си в съответствие с дефиницията на кода;
пример за неразделим код: A = { a, b, c}, B = { 0, 1}, (a = 01,

(b = 11, (c = 0111; думата 0111 се декодира по два 
различни начина – c и ab;

побуквеният код ( наричаме префиксен, ако за всеки
i ( j ( { 1, 2, …, n} не съществува ( ( B+, така че (i = (j(, т.е.
(i не е префикс на (j;

Теорема: Всеки префиксен код е разделим;

Доказателство:

нека ( е префиксен код; да допуснем, че ( не е разделим;

тогава съществува дума ( ( B+, която се декодира поне по два различни начина: 
[image: image1411.wmf]12r

iii
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, 
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; 
нека k е такова, че 1 ( k ( min (r, s) и 
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=
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; тогава ( (
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) започват от едно и също място в ( и ( (
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), тъй като 
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 ( 
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; единствената възможност е d (( (
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)) ( d (( (
[image: image1426.wmf]k
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));

ако d (( (
[image: image1427.wmf]k
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)) < d (( (
[image: image1428.wmf]k
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)), тогава ( (
[image: image1429.wmf]k
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) е префикс на ( (
[image: image1430.wmf]k
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) – противоречие;

ако d (( (
[image: image1431.wmf]k
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)) > d (( (
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)), тогава ( (
[image: image1433.wmf]k
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) е префикс на ( (
[image: image1434.wmf]k
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) – противоречие;

така всеки префиксен код е разделим;

обратното твърдение не е вярно – например, нека

A = { a, b, c}, B = { 0, 1}, (a = 01, (b = 00, (c = 0111; този код не е префиксен, но е разделим;

Теорема (неравенство на МакМилан-Крафт): Нека

( : A ( B+ е разделим код, |A| = n, |B| = m, d (( (ai)) = li;

тогава 
[image: image1435.wmf]i
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Доказателство: нека C = 
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; нека t ( N, t > 0;

тогава 
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;

да означим M = max (l1, l2, …, ln); тогава
за всеки i1, i2, …, it ( { 1, 2, …, n} имаме t (
[image: image1438.wmf]12t

iii
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( M.t, тъй като

за всяко i = 1, 2, …, n, 1 ( li ( M;

да означим с N (t, r) броят на всички кодирани съобщения
( (
[image: image1439.wmf]1
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[image: image1441.wmf]t

i
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) с дължина r; 

ще покажем, че N (t, r) ( mr; да допуснем противното, т.е.

N (t, r) > mr; тъй като всички думи с дължина r над B са точно mr на брой, то от принципа на Дирихле получаваме, че има две съобщения, които се кодират еднакво – противоречие с разделимостта на кода;

преобразуваме горната сума:
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;

така за всяко t ( N, t > 0 имаме Ct = (M-1).t + 1;

това е възможно единствено при C ( 1, тъй като показателната функция расте по-бързо от линейната; така 
[image: image1444.wmf]i
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Теорема: За всеки разделим код ( : A ( B+, |A| = n, |B| = m с дължини на кодовите думи l1 ( l2 ( …( ln, съществува префиксен код

((, така че d ((( (a1)) = l1, d ((( (a2)) = l2, …, d ((( (an)) = ln;

Доказателство:
ще считаме, че B = { 0, 1, …, m-1};

всяко дробно число q, 0 ( q < 1 има единствено (евентуално безкрайно) m-ично представяне; 

нека
q1 = 0

q2 = 
[image: image1445.wmf]1
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очевидно за всяко i, qi ( 0 за всяко i, също qi < 1 от неравенството на МакМилан-Крафт, приложимо за разделимия код ( (последният член 
[image: image1448.wmf]n
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 не присъства, за това неравенството е строго); от самия вид на числата qi е ясно, че m-ичното им представяне е крайно;

за i < j имаме: qj – qi = 
[image: image1449.wmf]2j-1
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 и тъй като li ( li+1 ( …( lj-1 първата различна от 0 цифра в m-ичното представяне на qj – qi ще се появи на позиция li или по-наляво от нея (считано от m-ичната точка);
образуваме новият код (( по следния начин:
(( (ai) са първите li цифри в m-ичното представяне на qi;
очевидно d ((( (a1)) = l1, d ((( (a2)) = l2, …, d ((( (an)) = ln; ще покажем, че

(( е префиксен; да допуснем противното, т.е. съществуват индекси

i < j, такива че (( (ai) е префикс на (( (aj), т.е. първите li букви

на (( (aj) съвпадат с буквите на (( (ai); тогава първите li цифри в 

m-ичното представяне на qi съвпадат с първите li цифри в m-ичното представяне на qj; образуваме разликата qj – qi; тъй като числата
qi и qj съвпадат в първите си li позиции, първите li цифри на qj – qi са нули – противоречие с вече пресметнатия вид на qj – qi;

така (( е търсения префиксен код;
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