Лекции по числени методи

Писани са от мен, Иван Димитров Георгиев (вече завършил) студент по информатика, електронната ми поща е ivandg@yahoo.com.

Четени през летния семестър на учебната 2002/2003 година. Лектор тогава беше доц. Спас Ташев.

Използвал съм мои (и на мои колеги) записки от лекции, както и учебника Числени Методи на акад. Борислав Боянов.
Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.

1. Интерполационна задача на Лагранж. Оценка на грешката.
под полином на x от степен на n разбираме следната функция

P : R ( R, P (x) = a0xn + a1xn-1 + …+ an-1x + an, a0 ( 0;

казваме, че x0 ( R е нула (корен) на полинома, ако P (x0) = 0;

казваме, че x0 ( R е k-кратна нула на полинома, ако

P (x0) = P( (x0) = …= P(k-1) (x0) = 0, P(k) (x0) ( 0;

ще считаме, че полиномът който е тъждествено 0 има степен - (;
с Пn ще означаваме множеството от всички полиноми от степен по-малка или равна на n, т.е. всички полиноми от вида
a0xn + a1xn-1 + …+ an-1x + an без ограничение за коефициентите;

Лема (Безу): числото a ( R е корен на полинома P (x) ( 
P (x) = (x – a).Q (x), където Q (x) е полином;

Лема: Ако един полином има повече от n нули, 

той е тъждествено 0;

формулираме интерполационната задача на Лагранж по следния начин: дадени са точки x0, x1, …, xn, xi ( xj при i ( j и точки

y0, y1, …, yn; да се намери полином от най-ниска степен, такъв че

P (xi) = yi за i = 0, 1, …, n; точките x0, x1, …, xn наричаме възли на интерполацията; точките y0, y1, …, yn наричаме стойности;

полиномът ще търсим във вида P (x) = a0xn + a1xn-1 + …+ an-1x + an;
като заместим с дадените условия получаваме следната линейна система за коефициентите a0, a1, …, an:

(*)
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детерминантата на (*) е детерминантата на Вандермонд 

W (x0, x1, …, xn) ( 0, тъй като xi ( xj, i ( j;

така за коефициентите a0, a1, …, an има единствено решение;

получаваме полиномът P (x) = a0xn + a1xn-1 + …+ an-1x + an, който е от степен по-малка или равна на n; от единствеността на решението за коефициентите този полином е решението на задачата;

доказателството е конструктивно, но пресмятането на коефициентите е свързано с решаване на линейна система 

от ред n; ще посочим друг метод за намиране на полинома;

търсим полинома във форма на Лагранж:

P (x) = 
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å

, където li, n (x) са полиноми от n-та степен и

li, n (xj) = (ij за i, j ( { 0, 1, …, n}, където (ij е символът на Кронекер; очевидно полиномът 
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 е решение на задачата;

полиномите li, n (x) наричаме базисни полиноми на Лагранж;

поставените условия за полиномите li, n (x) са достатъчни да ги намерим: от li, n (x0) = … = li, n (xi-1) = li, n (xi+1) = … = li, n (xn) = 0 по лемата на Безу получаваме, че 
li, n (x) = A. (x – x0). ….(x – xi-1).(x – xi+1). …. (x – xn);

константата A намираме от условието li, n (xi) = 1;
така li, n (x) = 
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 и

P (x) = 
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 - интерполационен полином на Лагранж;

да означим w (x) = (x – x0).(x – x1). …. (x – xn);

тогава w( (xi) = 
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така li, n (x) = 
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 и получаваме друг вид на формулата:

P (x) = 
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;

неудобното във формулата на Лагранж е, че при добавяне на нови възли се променят всички събираеми на полинома;

Грешка при интерполиране на функция
нека f ( Cn+1[a, b]; нека x0 < x1 < …< xn ( [a, b];
нека P (x) = 
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 е съответният интерполационният полином на Лагранж с възли

x0, x1, …, xn и стойности f (x0), f (x1), …, f (xn);

под грешка на интерполационния полином на Лагранж разбираме

функцията R (x) = f (x) – P (x); ясно е, че R ( Cn+1[a, b],

R (xi) = f (xi) – P (xi) = 0 за i = 0, 1, …, n;

избираме краен затворен интервал, тъй като например функцията може да е ограничена, а полиномът расте неограничено в ( ( и така грешката ще расте неограничено;

фиксираме x ( [a, b], x ( xi, i = 0, 1, …n;

образуваме функцията ( (t) = w (x).R (t) – w (t).R (x), t ( [a, b];

очевидно ( ( Cn+1[a, b]; 
тъй като P ( Пn, то P(n+1)(t) = 0 за всяко t ( [a, b] ( R(n+1) (t) = f(n+1) (t);
тъй като w (t) = (t – x0).(t – x1). ….(t – xn), то w(n+1) (t) = (n+1)!;

имаме ( (xi) = w (x).R (xi) – w (xi).R (x) = 0, i = 0, 1, …, n;
също ( (x) = w (x). R (x) – w (x).R (x) = 0;
точките x0, x1, …, xn, x образуват n+1 интервала, които се съдържат в интервала [a, b]; за всеки един от тези интервали прилагаме теоремата на Рол за функцията ( (t) и получаваме

n+1 точки t0, t1, …, tn, такива че (( (ti) = 0 за i = 0, 1, …, n;

аналогично, точките t0, t1, …, tn образуват n интервала; за всеки от тези интервали прилагаме теоремата на Рол за функцията (( (t) и получаваме n точки u0, u1, …, un-1, такива че ((( (ti) = 0 за 

i = 0, 1, …, n;

продължавайки по същия начин, на (n+1)-та стъпка ще получим, че съществува една точка ( ( [a, b], такава че ((n+1) (() = 0;

ясно е, че ( ( (min (x0, x1, …, xn, x), max (x0, x1, …, xn, x));

((n+1) (t) = w (x).R(n+1) (t) – w(n+1) (t).R (x) = w (x).f(n+1) (t) – (n+1)!.R (x)

за всяко t ( [a, b];
така ((n+1) (() = w (x).f(n+1) (() – (n+1)!.R (x); 

от друга страна ((n+1) (() = 0; така w (x).f(n+1) (() – (n+1)!.R (x) = 0, т.е.

R (x) = 
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; получихме следната

Теорема: за всяко x ( [a, b] съществува 

( = ( (x) ( (min (x0, x1, …, xn, x), max (x0, x1, …, xn, x)), такова че

f (x) = P (x) + 
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;
ще отбележим, че изключихме от разглеждането случаят x = xi,

i ( { 0, 1, …, n}, но очевидно формулата е в сила и при x = xi;

2. Минимизиране на грешката. Полиноми на Чебишов.

нека f ( Cn+1[a, b];
под минимизиране на грешката разбираме избор на интерполационните възли x0, x1, …, xn, така че

изразът 
[image: image13.wmf]x  [a,b]

max R(x) 

Î

 да има колкото се може по-малка стойност;

считаме, че е известна константа Mn+1 ( R+, 

така че |f(n+1) (x)| ( Mn+1 за всяко x ( [a, b] (такава константа съществува, тъй като f(n+1) е непрекъсната);

при това положение |R (x)| = 
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;

въпросът за минимизация зависи от функцията f, но ние ще считаме, че константата Mn+1 е фиксирана и тогава минимизацията свеждаме до намиране на полином w (x) от степен n+1 със старши коефициент 1, който най-малко се отклонява от нулата в интервала [a, b];

Полиноми на Чебишов
дефинираме следната редица от функции

Tn (x) = cos (n.arccos x), x ( [-1, 1];

например T0 (x) = 1, T1 (x) = x;

нека arccos x = (, ( ( [0, (]; тогава cos ( = x;

имаме Tn+1 (x) + Tn-1 (x) = cos (n+1)( + cos (n-1)( = 

= cos n(.cos ( - sin n(.sin( + cos n(.cos ( + sin n(.sin ( =

= 2.cos n(.cos ( = 2.x.Tn (x); така Tn+1 (x) = 2.x.Tn (x) – Tn-1 (x)

за n = 1, 2, …и с индукция по n очевидно Tn (x) е полином на x от степен n със старши коефициент 2n-1; имаме:
T0 (x) = 1,

T1 (x) = x,

T2 (x) = 2.x.T1 (x) – T0 (x) = 2.x2 – 1,

T3 (x) = 2.x.T2 (x) – T1 (x) = 4.x3 – 3x,

…

не е трудно да се покаже, че ако n = 2k, то Tn (x) е четна функция,
ако n = 2k+1, то Tn (x) е нечетна функция;
също, като разрешим рекурентната зависимост получаваме
Tn (x) = 
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, x ( [-1, 1];

ако използваме рекурентната зависимост като дефиниция на полиномите на Чебишов, те очевидно са дефинирани за всяко x и за |x| > 1 имаме Tn (x) = 
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ще се интересуваме от поведението на полиномите в 
интервала [-1, 1]; там те се задават с 

Tn (x) = cos (n.arccos x) = cos n(, cos ( = x, ( ( [0, (];

имаме Tn (x) = 0 ( cos n( = 0 ( n( = 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image20.wmf]p
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], така че за k = 0, 1, …, n-1 получаваме n различни нули на полинома в точките 
xk = cos (
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image23.wmf]p
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екстремални стойности имаме точно когато cos n( = ( 1 ( 

n( = 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image26.wmf]p

, k ( Z; имаме ( ( [0, 
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], 

така че за k = 0, 1, …, n получаваме n достигания на максимални стойности в точките yk = cos (
[image: image28.wmf]k
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image29.wmf]p

), k = 0, 1, …, n; 

от тях екстремуми са точките yk за k = 1, 2, …, n-1, тъй като y0, yn не са вътрешни за интервала [-1, 1];

ясно е, че Tn (yk) = cos (n.
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image31.wmf]p
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при четно n графиката на полинома на Чебишов изглежда по следния начин:


[image: image34.png]



при нечетно n графиката на полинома на Чебишов изглежда по следния начин:


[image: image35.png]



не е трудно да се покаже, че при x > 1 полиномът на Чебишов монотонно расте към + ( - действително производната е от степен n-1 и приема всичките си нули в [-1, 1] (от по-горе);
също при x < -1 полиномът на Чебишов монотонно расте към + ( (при n четно) или монотонно намалява към - ( (при n нечетно);
нека 
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(x) = 
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; ясно е, че 
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, при това екстремалните стойности отново се достигат в точките y0, …, yn;

Теорема 1.: нека Q (x) е полином от степен n със старши 

коефициент 1; тогава 
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Доказателство: да допуснем противното, т.е.
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; да разгледаме полинома

P (x) = 
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(x) – Q (x); очевидно P (x) е от степен по-малка или равна на n-1; при четно k имаме P (yk) = 
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при нечетно k имаме P (yk) = 
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така за всеки от интервалите [y0, y1], [y1, y2], …, [yn-1, yn] е приложима теоремата на Болцано-Коши: съществуват точки

(1 ( (y0, y1), (2 ( (y1, y2), …, (n ( (yn-1, yn), така че P ((i) = 0,
i = 1, 2, …, n; така полиномът P има поне n нули и е от степен не повече от n-1 ( P (x) ( 0, т.е. 
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(x) ( Q (x), което е противоречие с допускането;

така 
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Теорема 2.: ако Q (x) е полином от степен n със старши 

коефициент 1 и 
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Доказателство: отново разглеждаме полинома P (x) = Q (x) - 
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, който е от степен по-малка или равна на n-1; 

ще посочим поне n нули на P (x); 

за целта ще посочим поне по една нула в интервалите 

[y0, y1], [y1, y2], …, [yn-1, yn];
нека k ( { 1, 2, …, n};

ако P (yk-1). P (yk) < 0, то по теоремата на Болцано-Коши съществува (k ( (yk-1, yk), така че P ((k) = 0 и съответната нула е осигурена;
ако P (yk) = 0 (k ( 0, n), то Q (x) достига екстремум в yk и тогава

Q( (x) = 0, също 
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(x) достига екстремум в yk, така че 
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така P( (yk) = 0 и yk е поне двукратен корен на P (x); така

теоремата на Болцано-Коши не е приложима за интервалите 

[yk-1, yk],[yk, yk+1], но ние намерихме двукратен корен yk и съответните нули отново са осигурени;

ако P (y0) = 0, то теоремата на Болцано-Коши не е приложима за интервала [y0, y1], но y0 осигурява съответната нула;

ако P (yn) = 0, то теоремата на Болцано-Коши не е приложима за интервала [yn-1, yn], но yn осигурява съответната нула;

така намерихме поне n корена (взети с кратностите им) на P (x) и следователно P (x) ( 0, т.е. Q (x) (
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Теорема 3.: нека Q (t) е полином от степен n със старши 

коефициент 1; тогава 
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; при това равенство се достига точно когато Q (t) ( 
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Доказателство: да направим линейна смяна на променливите

t = A.x + B; при това константите A и B избираме по такъв начин, че когато x описва [-1, 1], t описва [a, b]; имаме 

a = - A + B, b = A + B, така A =
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, B = 
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;
разглеждаме полиномът A (x) = Q (
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); старшият коефициент на A (x) е 
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[image: image65.wmf]n

n

A (x).2

(b-a)

 е със старши коефициент 1 от степен n, x ( [-1, 1]; от теорема 1.


[image: image66.wmf]n

n

x  [-1,1]

A (x).2

max 

(b-a)

Î

( 
[image: image67.wmf]°

n-1

x  [-1,1]

1

max (x)

2

Î

=

n

T

( 
[image: image68.wmf]x  [-1,1]

max A (x)

Î

( 
[image: image69.wmf]n

2.n-1

(b-a)

2

 (

[image: image70.wmf]t  [a, b]

max Q (t)

Î

( 
[image: image71.wmf]n

2.n-1

(b-a)

2

;

при това от теорема 2. равенство се достига точно когато


[image: image72.wmf]n

n

A (x).2

(b-a)

 ( 
[image: image73.wmf]°

(x)

n

T

, т.е. A (x) ( 
[image: image74.wmf]°

n

n

(x).(b-a)

2

n

T

; като се върнем с обратната линейна смяна x = 
[image: image75.wmf]2.ta+b

+

b-aa-b

 получаваме:

Q (t) ( 
[image: image76.wmf]n

2.n-1

2.ta+b

(+).(b-a)

b-aa-b

2

n

T

;

нека за интерполационните възли x0, x1, …, xn да изберем нулите на полинома на Чебишов (след линейна смяна), т.е.

xk = 
[image: image77.wmf]b-a

2

.cos (
[image: image78.wmf]2k+1

2n+2

p

) + 
[image: image79.wmf]a+b

2

, k = 0, 1, …, n; тогава

w (x) = 
[image: image80.wmf]n

2.n-1

2.xa+b

(+).(b-a)

b-aa-b

2

n

T

 и от теорема 3. w (x) е полиномът от степен n+1 със старши коефициент 1, който най-малко се отклонява от нулата в [a, b];

при това положение за грешката получаваме следната оценка

|R (x)| = 
[image: image81.wmf](n+1)

w (x).f()

(n+1)!

x

 ( |w (x)|.
[image: image82.wmf]n+1

M

(n+1)!

( 
[image: image83.wmf]n

n+1

2.n-1

(b-a).M

2.(n+1)!

;
3. Разделени разлики. Интерполационен полином във вид на Нютон. 

нека f е функция, дефинирана в [a, b];

нека x0, x1, …, xn са интерполационните възли, два по два различни, и y0 = f (x0), y1 = f (x1), …, yn = f (xn) са съответните стойности;

нека P (x) = 
[image: image84.wmf]n

ii, n

i=0

f (x).l(x)

å

 е съответният интерполационен полином на Лагранж, li, n (x) = 
[image: image85.wmf]ii

w (x)

(x-x).w (x)

¢

;

дефинираме разделена разлика на f с възли x0, …, xn по следния начин: коефициентът пред xn в полинома на Лагранж P (x);

означаваме разделената разлика с f [x0; x1; …; xn]; 

важно е да се отбележи следното - съществено е, че интерполационните възли са два по два различни;

свойства на разделените разлики:

(f и g са функции, дефинирани в интервала [a, b])

1. f [x0; x1; …; xn] = 
[image: image86.wmf]n

i

i=0

i

f (x)

w (x)

¢

å

;

Доказателство: директно от вида на полинома на Лагранж;

2. (f + g)[x0; x1; …; xn] = f [x0; x1; …; xn] + g [x0; x1; …; xn];

Доказателство: директно от свойство 1.;

3. ((f)[x0; x1; …; xn] = (.f [x0; x1; …; xn];

Доказателство: директно от свойство 1.;

свойства 2, 3 определят разделената разлика (при фиксирани възли) като линеен функционал;

4. f [x0; x1; …; xn] = f [
[image: image87.wmf]01n

iii

x;x; ...;x

], където i0, i1, …, in е произволна пермутация на 0, 1, …, n;

Доказателство: от свойство 1. и комутативността на събирането; също, очевидно полиномът на Лагранж не се променя при разместване на възлите;

5. f [x0] = f (x0);

Доказателство: полиномът на Лагранж за един възел x0 съвпада със стойността на функцията в x0, т.е. f (x0);
6. f [x0; x1; …; xn] = 
[image: image88.wmf]12n01n-1

n0

f [x;x;...;x]-f [x;x;...;x]

x-x

, n > 0;

Доказателство: нека Pn-1 (x) е полиномът на Лагранж за функцията f с възли x1, …, xn; нека Qn-1 (x) е полиномът на Лагранж за функцията f с възли x0, …, xn-1; нека Rn (x) е полиномът на Лагранж с възли x0, …, xn;

ще покажем, че Rn (x) = 
[image: image89.wmf]0n-1nn-1

n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)

x-x

;

тъй като от двете страни стоят полиноми от степен по-малка или равна на n, достатъчно е да покажем, че те съвпадат в n+1 точки; за k = 1, 2, …, n-1 имаме Rn (xk) = f (xk), 

Pn-1 (xk) = f (xk), Qn-1 (xk) = f (xk), така че 
[image: image90.wmf]k0n-1kknn-1kk0knk

k

n0n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)(x-x-x+x).f (x)

f (x)

x-xx-x

==


( 
[image: image91.wmf]k0n-1kknn-1k

nk

n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)

R(x)=

x-x

;

имаме Rn (x0) = f (x0), Qn-1 (x0) = f (x0), така че


[image: image92.wmf]00n-100nn-10n00

0

n0n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)(x-x).f (x)

f (x)

x-xx-x

==


( 
[image: image93.wmf]00n-100nn-10

n0

n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)

R(x)=

x-x

;
имаме Rn (xn) = f (xn), Pn-1 (xn) = f (xn), така че

[image: image94.wmf]n0n-1nnnn-1nn0n

n

n0n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)(x-x).f (x)

f (x)

x-xx-x

==


( 
[image: image95.wmf]n0n-1nnnn-1n

nn

n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)

R(x)=

x-x

;

така двата полинома съвпадат във всичките интерполационни възли, така че 

Rn (x) = 
[image: image96.wmf]0n-1nn-1

n0

(x-x).P(x)-(x-x).Q(x)

x-x

; като приравним коефициентите пред xn получаваме:

f [x0; x1; …; xn] = 
[image: image97.wmf]12n01n-1

n0

f [x;x;...;x]-f [x;x;...;x]

x-x

;

свойства 5 и 6 ни позволяват да изобразим разделените разлики в таблица по следния начин:

	x0
	f [x0]
	f [x0; x1]
	f [x0; x1; x2]
	f [x0; x1; x2; x3]
	…

	x1
	f [x1]
	f [x1; x2]
	f [x1; x2; x3]
	…
	…

	x2
	f [x2]
	f [x2; x3]
	…
	…
	…

	x3
	f [x3]
	…
	…
	…
	…

	…
	…
	…
	…
	…
	…


в нулевия стълб стоят интерполационните възли;
в първия стълб стоят разделените разлики на един възел (стойностите на функцията във възлите);
в (k-1)-я стълб (k ( 3) разделената разлика f [xi; xi+1; …; xi+k] се получава от разликата на разделените разлики 
f [xi; xi+1; …; xi+k-1] и f [xi+1; xi+1; …; xi+k], които стоят съответно на същата позиция и една позиция по-надолу в (k-2)-я стълб, като разделим на xi+k – xi; това може да се изобрази със следната картина:

нека f е функция, дефинирана в [a, b];
нека x0, x1, …, xn са интерполационните възли, два по два различни, и y0 = f (x0), y1 = f (x1), …, yn = f (xn) са съответните стойности; нека Pn (x) е съответният полином на Лагранж;

да запишем Pn (x) в следния вид:

Pn (x) = Pn (x) – Pn-1 (x) + Pn-1 (x) – Pn-2 (x) + … + P1 (x) - P0 (x) + P0 (x),

където Pk (x) е полиномът на Лагранж за възлите x0, x1, …, xk,

k = 0, 1, …, n; очевидно P0 (x) = f (x0);

да разгледаме полиномът Pk (x) – Pk-1 (x) от степен по-малка или равна на k, k = 1, 2, …, n;

имаме Pk (xj) = Pk-1 (xj) = f (xj) за всяко j = 0, 1, …, k-1;

тогава Pk (x) – Pk-1 (x) = A.(x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1); при това старшият коефициент A е коефициентът пред xk в Pk (x) – Pk-1 (x), което по дефиниция е точно разделената разлика f [x0; x1; …; xk], тъй като Pk-1 (x) е от степен по-малка или равна на k-1;

така Pk (x) – Pk-1 (x) = f [x0; x1; …; xk].(x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1) и полиномът на Лагранж можем да запишем във вида:

Pn (x) = f (x0) + (x – x0).f [x0; x1] + (x – x0).(x – x1).f [x0; x1; x2] + … +

+ (x – x0).(x – x1). ….(x – xn-1).f [x0; x1; …; xn] – това е интерполационният полином във вид на Нютон;

ще отбележим, че прибавянето на нови възли не променяме нито едно събираемо;

ще изразим грешката чрез разделените разлики;

нека x ( [a, b], x ( xi, i = 0, 1, …, n;

имаме Pn+1 (t) = Pn (t) + f [x0; x1; …; xn; x].(t – x0).(t – x1). ….(t – xn);

при t = x получаваме:
Pn+1 (x) = f (x) = Pn (x) + f [x0; x1; …; xn; x].(x – x0).(x – x1). ….(x – xn);

така получихме следното представяне на грешката:

Теорема: за всяко x ( [a, b], x ( xi, i = 0, 1, …, n имаме

R (x) = f [x0; x1; …; xn; x].w (x);

от представянето на грешката във въпрос №1 получаваме следната
Теорема: ако f ( Cn+1[a, b], то за всяко x ( [a, b], 
x ( xi, i = 0, 1, …, n, съществува 

( = ( (x) ( ( min (x0, …, xn, x), max (x0, …, xn, x)), така че

f [x0; x1; …; xn; x] = 
[image: image98.wmf](n+1)

f()

(n+1)!

x

;

нека например f (x) = xn;

тогава за кои да е възли x0, x1, …, xn интерполационният полином съвпада с xn ( f [x0; x1; …; xn] = 1;

също f [x0; x1; …; xn+1] = 0, тъй като отново интерполационният полином съвпада с xn; това следва и от последната теорема за грешката, тъй като f(n+1) (x) = 0 за всяко x;

ще пресметнем f [x0; x1; …; xn-1];

нека P (x) е интерполационният полином на xn с възли x0, …, xn-1;

тогава xn – P (x) е полином от степен n, при това

x0, x1, …, xn-1 са негови корени, така че

xn – P (x) = A.(x – x0).(x – x1). …(x – xn-1); ясно е, че A = 1, тъй като

P (x) е полином от степен по-малка или равна на n-1;

така xn – P (x) = (x – x0).(x – x1). …(x – xn-1);

разделената разлика f [x0; x1; …; xn-1] е коефициентът пред xn-1 в полинома P (x), който е същия като коефициента пред xn-1 в полинома xn – P (x) със знак минус, 

а именно (по формулите на Виет) - (- (x0 + x1 + …+ xn-1)); 

така f [x0; x1; …; xn-1] = 
[image: image99.wmf]n-1

i

i=0

x

å

;

4. Крайни разлики. Интерполационен полином с крайни разлики.

нека f е функция, h ( R; дефинираме крайна разлика от ред k (със стъпка h) на функцията f, която ще бележим с (hk по следния начин:

(hk f (x) = (hk-1 f (x +h) - (hk-1 f (x),
(h0 f (x) = f (x)
в повечето случаи стъпката h се подразбира и ще я пропускаме в означението;

например:

(0 f (x) = f (x),

(1 f (x) = f (x+h) – f (x),
(2 f (x) = (1 f (x+h) - (1 f (x) = f (x+2.h) – f (x+h) – f (x+h) + f (x) =

= f (x+2.h) – 2.f (x+h) + f (x),

(3 f (x) = (2 f (x+h) - (2f (x) = f (x+3.h) – 2.f (x+2.h) + f (x+h) – f (x+2.h) +

+ 2.f (x+h) – f (x) = f (x+3.h) – 3.f (x+2.h) + 3.f (x+2.h) – f (x),

…
свойство 1. на крайните разлики:

(k f (x) = 
[image: image100.wmf]k

k+j

j=0

k

(-1)f (x+j.h)

j

æö

ç÷

èø

å

;
Доказателство:

индукция по k;

База: при k = 0 имаме (0 f (x) = f (x), което очевидно е изпълнено;

Предположение: нека твърдението е изпълнено за k-1;

Стъпка: имаме (k f (x) = (k-1 f (x+h) - (k-1 f (x) =

= 
[image: image101.wmf]k-1

k-1+j

j=0

k-1

(-1)f (x+( j+1).h)

j

æö

ç÷

èø

å

 - 
[image: image102.wmf]k-1

k-1+j

j=0

k-1

(-1)f (x+j.h)

j

æö

ç÷

èø

å

 =

= 
[image: image103.wmf]k-1

k-1+j-1k-1+j

j=1

k-1k-1

(-1)f (x+ j.h)-(-1)f (x+ j.h)

j-1j

æö

æöæö

ç÷

ç÷ç÷

èøèø

èø

å

 + 
[image: image104.wmf]k

(-1)f (x)

+

+ 
[image: image105.wmf]k-1+k-1

(-1)f (x+k.h)

 = 
[image: image106.wmf]k-1

k+j

j=1

k

(-1)f (x+ j.h)

j

æö

ç÷

èø

å

 + 
[image: image107.wmf]0+k

k

(-1)f (x+0.h)

0

æö

ç÷

èø

 + 

+ 
[image: image108.wmf]k+k

k

(-1)f (x+k.h)

k

æö

ç÷

èø

 = 
[image: image109.wmf]k

k+j

j=0

k

(-1)f (x+j.h)

j

æö

ç÷

èø

å

;

нека x0, x1, …, xn е редица от възли; казваме, че редицата е регулярна (със стъпка h), ако за k = 0, 1, …, n имаме:


[image: image110.wmf]ii

0  i  k

0  i  k

maxxminx=k.h

££

££

-

;

това означава, че възлите от редицата се поставят на реалната права по следния начин: 

първо се поставя точката x0;

нека са поставени възлите x0, …, xk, k ( 0; тогава възелът xk+1 се поставя на разстояние h наляво от най-левия поставен възел или на разстояние h надясно от най-десния поставен възел;

например редиците

x0, x0+h, x0+2.h, …, x0+n.h
x0, x0-h, x0-2.h, …, x0-n.h
са регулярни редици от възли със стъпка h;

свойство 2. на крайните разлики:

ако xi, xi+2, …, xi+k е регулярна редица от възли със стъпка h, то

f [xi; xi+1; …; xi+k] = 
[image: image111.wmf]k

m

k

Δ f (x)

h.k!

, където xm е най-левия възел;

без ограничение можем да смятаме, че

xi+j = xi + j.h, j = 1, 2, …, n, тъй като разделената разлика не се променя при пермутация на възлите; така xm = xi;

провеждаме индукция по k:

База: при k = 0 имаме f [xi] = (0 f (xi) = f (xi), което очевидно е изпълнено;

Предположение: нека твърдението е изпълнено за k-1;

Стъпка: имаме f [xi; xi+1; …; xi+k] = 
[image: image112.wmf]i+1i+2i+kii+1i+k-1

i+ki

f [x;x;...;x]-f [x;x;...;x]

x-x

 = (от индукционното предположение) 
[image: image113.wmf]k-1k-1

i+1i

k-1k-1

Δ f (x)Δ f (x)

-

h.(k-1)!h.(k-1)!

k.h

 =

= 
[image: image114.wmf]k-1k-1

ii

k

Δ f (x+h)-Δ f (x)

h.k!

 = 
[image: image115.wmf]k

i

k

Δ f (x)

h.k!

;

нека x0, x1, …, xn е регулярна редица със стъпка h;

за k = 0, 1, …n, … дефинираме цялото число 

mk = 
[image: image116.wmf]0i

0  i  k

x-minx

h

££

; ясно е, че за k = 0, 1, …, n с въведеното mk точките x0, x1, …, xk могат да се представят по следния начин (след евентуално разместване) x0 – mk.h, x0 – (mk  – 1).h, …, x0 – (mk – k).h;

Теорема: нека x0, x1, …, xn е регулярна редица със стъпка h;

ще покажем, че интерполационният полином на функция f за възлите x0, x1, …, xn може да се представи във вида:

P (x) = 
[image: image117.wmf]n

k-1

k

0k

k=0

t+m

 f (x-m.h)

k

æö

D

ç÷

èø

å

, където t = 
[image: image118.wmf]0

x-x

h

;
ще отбележим, че биномният коефициент е обобщен (в горната му част стои реално число)

Доказателство: да представим интерполационният полином P (x) във вид на Нютон с разделени разлики:

P (x) = f (x0) + (x – x0).f [x0; x1] + … + 
+ (x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1).f [x0; x1; …; xk] + …+
+ (x – x0).(x – x1). ….(x – xn-1).f [x0; x1; …; xn];
ще преобразуваме k-тото събираемо
(x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1).f [x0; x1; …; xk];

имаме (x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1) = (x – x0 + mk-1.h).

.(x – x0 + (mk – 1).h). ….(x – x0 + (mk – k + 1).h) = (t + mk-1).h.

.(t + mk-1 – 1).h. ….(t + mk-1 – k + 1).h =
= hk. (t + mk-1).(t + mk-1 – 1). ….(t + mk-1 – k + 1);

от свойствата на крайните разлики имаме:
f [x0; x1; …; xk] = 
[image: image119.wmf]k
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;
така за k-тото събираемо получаваме:

(x – x0).(x – x1). ….(x – xk-1).f [x0; x1; …; xk] = hk. (t + mk-1).(t + mk-1 – 1). ….(t + mk-1 – k + 1). 
[image: image120.wmf]k
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като сумираме по k получаваме исканата формула:
P (x) = 
[image: image123.wmf]n
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, където t = 
[image: image124.wmf]0

x-x

h

;
тази формула наричаме интерполационен полином с крайни разлики;

като следствие от теоремата ще получим някои известни интерполационни формули;

за регулярната редица от възли x0, x0+h, …, x0+n.h имаме 

mk = 0, k = 0, 1, …, n и интерполационната формула с крайни разлики приема вида: P (x) = 
[image: image125.wmf]n
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 - нарича се интерполационна формула на Нютон за интерполиране напред;

за регулярната редица от възли x0, x0-h, …, x0-n.h имаме 

mk = k, k = 0, 1, …, n и интерполационната формула с крайни разлики приема вида: P (x) = 
[image: image126.wmf]n

k

0

k=0

t+k-1

 f (x-k.h)

k

æö

D

ç÷

èø

å

 - нарича се интерполационна формула на Нютон за интерполиране назад;

за регулярната редица от възли x0, x0+h, x0-h, x0+2.h, x0-2.h, …, имаме mk = 
[image: image127.wmf]k
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, k = 0, 1, …, n и интерполационната формула с крайни разлики приема вида: P (x) = 
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 - нарича се интерполационна формула на Гаус за интерполиране напред;

за регулярната редица от възли x0, x0-h, x0+h, x0-2.h, x0+2.h, …, имаме mk = 
[image: image129.wmf]k+1
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, k = 0, 1, …, n и интерполационната формула с крайни разлики приема вида: P (x) = 
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 - нарича се интерполационна формула на Гаус за интерполиране назад;

изложените интерполационни формули се използват по следния начин: ако точката x, за която интерполираме функцията f е близко до началото на интервала, в който е зададена функцията се използва интерполационната формула на Нютон за интерполиране напред; ако x е близко до края на този интервал – интерполационната формула на Нютон за интерполиране назад;

ако x е в средата на интервала – някоя от интерполационните формули на Гаус; тези формули са алгебрично еквивалентни за фиксиран брой възли, но достигат тази еквивалентност по различен начин в зависимост от това къде се намира точката x;

5. Интерполационна задача на Ермит. Разделени разлики с повтарящи се възли.

ще формулираме интерполационната задача на Ермит:

дадени са възли x0, x1, …, xn, два по два различни; дадена е функция f; търсим полином P (x) от най-ниска степен, такъв че

P (x0) = f (x0), P( (x0) = f( (x0), …, 
[image: image131.wmf]00
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,
    (*)  P (x1) = f (x1), P( (x1) = f( (x1), …, 
[image: image132.wmf]11
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,
…

P (xn) = f (xn), P( (xn) = f( (xn), …, 
[image: image133.wmf]nn
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;

естествено за функцията f предполагаме, че притежава производна от ред най-малко max ((0 – 1, (1 – 1, …, (n – 1);

ясно е, че интерполационната задача на Ермит е обобщение на интерполационната задача на Лагранж – задачата на Лагранж се получава при (0 = (1 = … = (n = 1;

Теорема: Интерполационната задача на Ермит притежава единствено решение;

Доказателство: полиномът ще търсим от степен по-малка или равна на N = (0 + …+ (n - 1 във вида P (x) = a0.xN + a1.xN-1 + … + aN;
равенствата (*)  задават линейна система от (0 + …+ (n уравнения за коефициентите a0, …, aN; да разгледаме съответната хомогенна система, т.е. при f ( 0; първата група равенства означават, че x0 е поне (0-кратна нула на P (x), втората група равенства означават, че x1 е поне (1-кратна нула на P (x), …, n-тата група равенства означават, че x0 е поне (n-кратна нула на P (x); така P (x) има поне (0 + …+ (n, т.е. N+1 нули и е от степен най-много N,
така че P (x) ( 0; така показахме, че хомогенната система има единствено нулевото решение ( детерминантата на системата е различна от 0 ( нехомогенната система има единствено решение; това решение за коефициентите определя единственото решение на интерполационната задача на Ермит; наричаме го интерполационен полином на Ермит;
под полином на Ермит на функцията f за възлите 
t0, t1, …, tN разбираме следното: решението на интерполационната задача на Ермит, като x0, x1, …, xn са различните възли измежду 
t0, t1, …, tN; (i е броят на срещанията на xi в редицата t0, t1, …, tN, 
i = 0, 1, …, n;
дефинираме грешка на интерполационния полином на Ермит: нека f ( CN+1[a, b], t0, t1, …, tN ( [a, b]; нека P (x) е съответният полиномът на Ермит за функцията f; под грешка на полинома на Ермит разбираме функцията R (x) = f (x) – P (x); 

имаме R(k) (xi) = 0, k = 0, 1, …, (i – 1, i = 0, 1, …, n; 
също R (x) ( CN+1[a, b] и R(N+1) (x) = f (N+1) (x), тъй като P (x) ( ПN; фиксираме x ( [a, b], x ( xi, i = 0, 1, …, n;

да разгледаме функцията ( (t) = R (x).w (t) – R (t).w (x), t ( [a, b];
тук w (t) = (t – t0).(t – t1). ….(t – tN); очевидно w(k) (xi) = 0, 

k = 0, 1, …, (i – 1, i = 0, 1, …, n, тъй като xi е (i-кратен корен 
на w (t); също w(N+1) (t) = (N+1)!; ясно е, че ( (t) ( CN+1[a, b];
на първа стъпка за i = 0, 1, …, n имаме: 

( (xi) = R (x).w (xi) – R (xi).w (x) = 0; 
също ( (x) = R (x).w (x) – R (x).w (x) = 0;

точките x, x0, x1, …, xn са n+2 различни точки в които ( (t) се анулира ( по теоремата на Рол съществуват n+1 точки, различни от възлите в които (( (t) се анулира;

също за i ( { 0, 1, …, n}, (i ( 2, имаме
(( (xi) = R (x).w ((xi) – R( (xi).w (x) = 0; така съществуват n + 1 + k2 различни точки в [a, b] където (( (t) се анулира, където k2 е броят на числата (i, такива че (i ( 2, i = 0, 1, …, n;
на втора стъпка по същия начин получаваме n + 1 + k2 – 1 + k3 точки, в които ((( (t) се анулира, където k3 е броят на числата (i, такива че (i ( 3, i = 0, 1, …, n;

…

продължавайки по същия начин на стъпка max ((0, (1, …, (n) ще получим N + 1 – (max ((0, (1, …, (n) – 1) различни точки, в които (
[image: image134.wmf]01n
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(t) се анулира; N+1 точки идват от условията (*), изваждаме max ((0, (1, …, (n) – 1, тъй като на всяка стъпка (без първата) намаляваме броя на точките с 1; в следващите стъпки тези точки на анулиране на производната ще започнат да намаляват, тъй като условията свършват и на N-тата стъпка точките ще са 2; 

на следващата стъпка по теоремата на Рол съществува ( ( [a, b], така че ((N+1) (() = 0;

имаме ((N+1) (() = R (x).w(N+1) (() – R(N+1) (().w (x) = 0 (
0 = R (x).(N+1)! – f (N+1) (().w (x) ( R (x) = 
[image: image135.wmf](N+1)

w (x).f()

(N+1)!

x

;
така получихме следната

Теорема: за всяко x ( [a, b], 

съществува ( = ( (x) ( ( min (x0, …, xn, x), max (x0, …, xn, x)), така че

f (x) = P (x) + 
[image: image136.wmf](N+1)
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 = P (x) + 
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;
изключихме от разглежданията случаят x = xi, i = 0, 1, …, n, но

формулата очевидно е в сила и в този случай;

нека f е функция, достатъчно пъти диференцируема, 

t0, t1, …, tN са точки;
ще дефинираме разделена разлика с кратни възли за функцията f по следния начин: 

[image: image138.wmf]01N

f [t,t, ..., t]

 е коефициентът пред xN в интерполационният полином на Ермит за функцията f и възлите 
t0, t1, …, tN; ясно е, че при (0 = (1 = … = (n = 1, разделената разлика с кратни възли съвпада с разделената разлика, дефинирана във въпрос №3;
в сила са трите свойства:
(f, g са достатъчно пъти диференцируеми)
1. (f + g)[t0; t1; …; tN] = f [t0; t1; …; tN] + g [t0; t1; …; tN];

Доказателство: полиномът на Ермит на f + g очевидно е сума на полиномът на Ермит на f и полиномът на Ермит на g;

2. ((f)[t0; t1; …; tN] = (.f [t0; t1; …; tN];

Доказателство: полиномът на Ермит на (f очевидно е полиномът на Ермит на f, умножен с (;
3. f [t0; t1; …; tN] = f [
[image: image139.wmf]01N

iii

t;t; ...;t

], където i0, i1, …, iN е произволна пермутация на 0, 1, …, N;

Доказателство: очевидно полиномът на Ермит не се променя при разместване на възлите;
при n = 0 имаме N = (0 – 1; интерполационната задача на Ермит приема следния вид: да се намери полином P (x) от най-ниска степен, такъв че P (x0) = f (x0), P( (x0) = f( (x0), …, 
[image: image140.wmf](N)(N)

00
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; 
този полином се получава директно чрез известната формула на Тейлър: P (x) = 
[image: image141.wmf]2N
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;

той е решението на задачата на Ермит, тъй като интерполационният полином на Ермит е единствен;

между другото получихме, че f [
[image: image142.wmf]000
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] = 
[image: image143.wmf](N)
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;

нека t0, t1, …, tN са интерполационни възли, не непременно различни;

с индукция по N ще покажем, че съответният интерполационен полином на Ермит за функцията f може да се 

запише в следния вид:

P (x) = f (t0) + (x – t0).f [t0; t1] + (x – t0).(x – t1).f [t0; t1; t2] + … +
+ (x – t0).(x – t1). ….(x – tN-1).f [t0; t1; …; tN];
База: 

при N = 0 имаме P (x) = f (t0), тъй като полиномът P (x) е 

най-много от нулева степен и съвпада с функцията в t0;

при N = 1: ако t0 ( t1, то задачата на Ермит се свежда до задача на Лагранж и P (x) = f (t0) + (x – t0).f [t0; t1] – полиномът на Лагранж във вид на Нютон; ако t0 = t1, то от по-горе 

P (x) = f (t0) + (x – t0).f ((t0) = f (t0) + (x – t0).f [t0; t0];
Предположение: нека твърдението е изпълнено за възлите

t0, t1, …, tN-1;
Стъпка: да означим с PN-1 (x) полиномът на Ермит за възлите
t0, t1, …, tN-1; и да разгледаме полиномът P (x) – PN-1 (x);

очевидно този полином е от степен по-малка или равна на N;

ако tN-1 ( tN ((n = 1) имаме: P(k) (xi) – PN-1(k)(xi) = 0 за k = 0, 1, …, (i – 1,

i = 0, 1, …, n-1, т.е. xi е корен на P (x) – PN (x), 
при това с кратност (i; имаме N = (0 + (1 + … + (n-1, така че

P (x) – PN-1 (x) = A.
[image: image144.wmf]0
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= A.(x – t0).(x – t1). ….(x – tN-1), където A е коефициентът пред xN в полиномът P (x), който съвпада с f [t0; t1; …; tN], тъй като PN-1 (x) е от степен по-малка или равна на N-1;

ако tN-1 = tN ((n ( 2) имаме: P(k) (xi) – PN-1(k)(xi) = 0 за k = 0, 1, …, (i – 1,

i = 0, 1, …, n-1, т.е. xi е корен на P (x) – PN (x) с кратност (i;

също P(k) (xn) – PN-1(k)(xn) = 0 за k = 0, 1, …, (n – 2, т.е. xn е корен на 

P (x) – PN (x) с кратност (n – 1; имаме N = (0 + (1 + … + (n – 1, така че

P (x) – PN-1 (x) = A.
[image: image145.wmf]0
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= A.(x – t0).(x – t1). ….(x – tN-1), където A е коефициентът пред xN в полиномът P (x), който съвпада с f [t0; t1; …; tN], тъй като PN-1 (x) е от степен по-малка или равна на N-1;

и в двата случая имаме:

P (x) = PN-1 (x) + (x – t0).(x – t1). ….(x – tN-1).f [t0; t1; …; tN] =

= f (t0) + (x – t0).f [t0; t1] + (x – t0).(x – t1).f [t0; t1; t2] + … +
+ (x – t0).(x – t1). ….(x – tN-1).f [t0; t1; …; tN];
ще изразим грешката на полинома на Ермит като използваме разделени разлики с кратни възли;

нека f ( CN+1[a, b]; нека t0, t1, …, tN ( [a, b]; нека x ( [a, b];

нека PN+1 (t) е полиномът на Ермит с възли t0, …, tN, x и

PN (t) е полиномът на Ермит с възли t0, …, tN;

тогава PN+1 (t) = PN (t) + (t – t0).(t – t1). ….(t – tN).f [t0; t1; …; tN; x];

при t = x получаваме:
PN+1 (x) = f (x) = PN (x) + (x – t0).(x – t1). ….(x – tn).f [t0; t1; …; tN; x];

така получихме следната

Теорема: за всяко x ( [a, b] имаме R (x) = w (x).f [t0; t1; …; tN; x];

от представянето на грешката по-горе получаваме следната

Теорема: за всяко x ( [a, b] съществува ( = ( (x) ( 

( min (t0, t1, …, tN, x), max (t0, t1, …, tN, x)), такова че
f [t0; t1; …; tN; x] = 
[image: image146.wmf](N+1)
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;
Теорема: нека y0, y1, …, yN ( [a, b]; ако функцията f е дефинирана и има непрекъсната N-та производна, то


[image: image147.wmf]1122NN
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; с други думи разделената разлика е непрекъсната функция на своите аргументи при условие, че f е достатъчно гладка;

теоремата излагаме без доказателство;

Лема 1.: нека са дадени възли t0, …, tN, a - не непременно различни;

тогава f [t0; t1; …; tN] = g [a; t0; …; tN], където g (x) = (x – a).f (x);

тук f (x) е достатъчно пъти диференцируема;
Доказателство:
нека P (x) е интерполационният полином на Ермит за функцията 
f (x) и възли t0, t1, …, tN; ще покажем, че Q (x) = (x – a).P (x) е интерполационният полином на Ермит на g (x) за възлите 

t0, …, tN, a; нека x0, …, xn са различните възли измежду

t0, …, tN и се срещат съответно по (0, (1, …, (n пъти;

имаме 

Q(k) (xi) = 
[image: image148.wmf]kk
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,

k = 0, 1, …, (i – 1, i = 0, 1, …, n; ако a ( xi, i = 0, 1, …, n, то
Q (a) = (a – a).P (a) = (a – a).f (a) = g (a); ако a = xk, k ( { 0, 1, …, n}, то

[image: image149.wmf]k
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[image: image150.wmf]kk
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;

при j = 0 в последната сума равенството

[image: image151.wmf]k

()

(0)

(x-a)(a).P(a)

u

 = 
[image: image152.wmf]k

()

(0)

(x-a)(a).f(a)

u

 е изпълнено, 
тъй като (x – a)(0)(a) = 0;
така и в двата случая полиномът Q (x) е полиномът на Ермит за функцията g (x) = (x – a).f (x); тъй като Q (x) = (x – a).P (x), то старшият коефициент на P (x) съвпада със старшия коефициент на Q (x), т.е. f [t0; t1; …; tN] = g [a; t0; …; tN];

Твърдение: нека t0 ( t1 ( … ( tN; 
ако t0 < tN, то f [t0; t1; …; tN] = 
[image: image153.wmf]12N01N-1

N0

f [t;t;...;t]-f [t;t;...;t]

t-t

;
ако t0 = tN, то f [t0; …; tN] = 
[image: image154.wmf](N)

0

f(t)

N!

;
Доказателство:

нека g1 (x) = (tN – x).f (x), g2 (x) = (x – t0).f (x);

от лема 1. (-g1)[t0; …; tN] = f [t0; …; tN-1] (  
g1[t0; …; tN] = – [t0; …; tN-1]; g2 [t0; …; tN] = f [t1; …; tN];
така g2 [t0; …; tN] + g1 [t0; …; tN] = f [t1; …; tN] – f [t0; …; tN-1];
от друга страна g1 [t0; …; tN] + g2 [t0; …; tN] = (g1+g2)[t0; …; tN] =

= (tN – t0).f [t0; …; tN]; окончателно 
f [t0; t1; …; tN] = 
[image: image155.wmf]12N01N-1

N0

f [t;t;...;t]-f [t;t;...;t]

t-t

;
при t0 = tN твърдението следва от горните разглеждания;

като използваме твърдението можем да построим таблица на разделените разлики с кратни възли, както при разделените разлики с различни възли; ще направим това за функцията 

f (x) = x2 и възлите t0 = 1, t1 = 1, t2 = 2, t3 = 3;
	t0 = 1
	f [1] = 1
	f [1; 1] = 2
	f [1; 1; 2] = 1
	f [1; 1; 2; 3] = 0

	t1 = 1
	f [1] = 1
	f [1; 2] = 3
	f [1; 2; 3] = 1
	

	t2 = 2
	f [2] = 4
	f [2; 3] = 5
	
	

	t3 = 3
	f [3] = 9
	
	
	


полиномът на Ермит получаваме по следния начин:

P (x) = f (1) + (x – 1).f [1; 1] + (x – 1).(x – 1).f [1; 1; 2] + 

(x – 1).(x – 1).(x – 2).f [1; 1; 2; 3] = 1 + 2.x – 2 + x2 – 2.x + 1 = x2, което можеше да се очаква, тъй като полиномът на Ермит е единствен и степента на x2 е по-малка или равна на 3;

Лема 2.: нека t0, t1, …, tN са възли, не непременно различни, N ( 1;

f e достатъчно пъти диференцируема; тогава


[image: image156.wmf]01N

(f [t;x]) [t;...;t]

 = 
[image: image157.wmf]01N

f [t;t;...;t]

;

Доказателство: от формулата за грешката е в сила:

f (x) = f (t0) + (x – t0).f [t0; t1]; тогава
f [t0; t1; …; tN] = (f (t0) + (x – t0).f [t0; x])[t0; t1; …; tN] =

= f (t0)[t0; t1; …; tN] + ( (x – t0).f [t0; x])[t0; …; tN] =
= (f [t0; x])[t1; …; tN]; използвали сме, че N ( 1 и лема 1.;

Лема (на Стефенсън): Нека f и g са достатъчно пъти диференцируеми; нека t0, …, tN са възли; тогава


[image: image158.wmf]n

01N01kkk+1N

k=0

=(f.g) [t;t;...;t]=f [t;t;...;t].g [t;t;

...;t]

å

;

Доказателство: индукция по N;

База: при N = 0 твърдението очевидно е изпълнено;

Предположение: нека твърдението е изпълнено за N-1 възли;

Стъпка: от формулата за грешката имаме:

f (x) = f (t0) + (x – t0).f [t0; x]; така

[image: image159.wmf]01N00001N

001N012N

(f (x).g (x)) [t;t;...;t]=((f (t)+(x-t).

f [t;x]).g (x)) [t;t;...;t] =

=f (t).g [t;t;...;t]+(f [t;x].g (x)) [t;

t;...;t];

 
използвали сме свойствата на разделените разлики и лема 1.;
от индукционното предположение 

[image: image160.wmf]012N

(f [t;x].g (x)) [t;t;...;t]
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 =

= (от лема 2.) 
[image: image162.wmf]n
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; така

[image: image163.wmf]01N

(f (x).g (x)) [t;t;...;t]

 = 
[image: image164.wmf]n

01kkk+1N

k=0

f [t;t;...;t].g [t;t;...;t]

å

;
ще използваме лемата на Стефенсън за да намерим разделената разлика f [t0; t1; …; tN], където f (x) = 
[image: image165.wmf]1

x

, ti ( 0, i = 0, 1, …, N;

имаме x.f (x) = 1; тогава (x. f (x))[t0; t1; …; tN] = 1[t0; t1; …; tN] = 0;
от друга страна (x.f (x))[t0; t1; …; tN] = 
[image: image166.wmf]n

01kkk+1N

k=0
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 =

= t0.f [t0; …; tN] + f [t1; …; tN] ( f [t0; …; tN] = 
[image: image167.wmf]0

1
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t

f [t1; …; tN] = … =
= 
[image: image168.wmf]N

01N-1

(-1)

t.t.....t

.f [tN] = 
[image: image169.wmf]N

01N

(-1)
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;
ще намерим конкретния вид на полинома на Ермит при
(0 = (1 = …= (n = 2; търсим P (x), такъв че:
P (xi) = f (xi), P ((xi) = f ((xi), i = 0, 1, …, n; полиномът P (x) трябва да е от степен ( N = 2.n + 1; полиномът ще търсим във вида
P (x) = 
[image: image170.wmf]NN
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, така че Li (xj) = (ij, Li( (xj) = 0 и
Mi (xj) = 0, Mi( (xj) = (ij; тези условия еднозначно определят полиномите: имаме Mi (x) = A.
[image: image171.wmf]2
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 ( 
Mi( (x) = A.
[image: image172.wmf]2
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2.w(x).w(x).(x-x)-w(x)
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; при x = xi получаваме:

Mi( (xi) = A.(2.(w( (xi))2 – (w( (xi))2 = A.w( (xi)2 и от Mi( (xi) = 1 (
A = 
[image: image173.wmf]2

i

1

w(x)

¢

; така Mi (x) = [image: image174.wmf]2
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ii

w(x)

(x-x).w(x)

¢

;
търсим Li (x) във вида Li (x) = (li, n (x))2.(A.(x – xi) + B);

очевидно са изпълнени всички условия освен Li (xi) = 1 ( B = 1 и

Li( (xi) = 0; имаме Li( (x) = 2.li, n (x).li, n( (x).(A.(x – xi) + 1) + A.(li, n (x))2;

имаме li, n (x) = 
[image: image175.wmf]ii
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 ( li, n( (x) = 
[image: image176.wmf]i
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;

тогава li, n( (xi) = 
[image: image177.wmf]ii
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така A = – 
[image: image178.wmf]i
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; окончателно за полинома на Ермит получаваме:

[image: image179.wmf]2
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полученият полином наричаме интерполационен полином на Фейер;

6. Системи на Чебишов. Интерполиране с тригонометрични полиноми.

най-общо една интерполационна задача се задава по следния начин: дадена са линейно независими функции (0 (x), …, (n (x), дефинирани в интервал (, с които интерполираме; 

при зададени n+1 два по два различни възела x0, x1, …, xn и n+1 стойности y0, y1, …, yn; търсим линейна комбинация 

P (x) = 
[image: image180.wmf]n

kk
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a.(x)

j

å

, такава че P (xi) = yi, i = 0, 1, …, n; P (x) наричаме обобщен полином;

нека (0 (x), …, (n (x) са функции, дефинирани в интервал (;

казваме, че те образуват система на Чебишов в (, ако обобщеният полином P (x) = 
[image: image181.wmf]n
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 има най-много n различни корена в ( за произволни константи a0, a1, …, an, не всичките нули;

Теорема: функциите (0, (1, …, (n образуват система на Чебишов 

в ( ( D = 
[image: image182.wmf]00n0

0nnn

(x)(x)

(x)(x)

jj

jj

K

KKK

K

 ( 0 за всеки две по две различни точки x0, …, xn ( (;

Доказателство: нека (0, (1, …, (n образуват система на Чебишов в ( и да допуснем, че съществуват x0, …, xn, такива че D = 0; тогава хомогенната система с детерминанта D ще има ненулево решение

a0, …, an; така обобщеният полином P (x) =
[image: image183.wmf]n

kk

k=0

a.(x)
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å

 ще има поне n+1 корена в (, което е противоречие;

нека D ( 0 за всеки две по две различни точки x0, …, xn ( (;

да допуснем, че съществува ненулев обобщен полином 

P (x) =
[image: image184.wmf]n

kk
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a.(x)
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, който има поне n+1 корена в (; 

нека това са x0, x1, …, xn; така хомогенната система с детерминанта D ще има ненулево решение a0, …, an ( D = 0 – противоречие;

ясно е, че ако функциите (0, (1, …, (n образуват система на Чебишов, то общата интерполационна задача има единствено решение, тъй като детерминантата на системата за коефициентите на обобщения полином е различна от 0;

примери за системи на Чебишов:

1, x, x2, …, xn в (- (, + () – от основната теорема на алгебрата;

1, x2 в (- (, + () не образуват система на Чебишов, тъй като

полиномът a.x2 + b може да има повече от един корен; ясно е, че тъй като a.x2 + b е четна функция, то 1, x2 образуват система на Чебишов в [0; +() и в (-(, 0);

ще докажем, че 
[image: image185.wmf]0
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x,x,...,x
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образуват система на Чебишов в 

(0, + () за (i ( R, (i ( (j при i ( j; индукция по n:
База: при n = 0 за всяко (0, обощеният полином a0.
[image: image186.wmf]0

x

l

(а0 ( 0) очевидно няма корени в (0, + () ( 
[image: image187.wmf]0

x

l

 е система на Чебишов 

в (0, +();

Предположение: нека твърдението е изпълнено за 
[image: image188.wmf]0
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, т.е. 
[image: image189.wmf]0
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 е система на Чебишов в (0, +() за всеки

(0, …, (n-1, (i ( (j, i ( j;
Стъпка: да разгледаме обобщеният полином

P (x) = 
[image: image190.wmf]0

1n

01n

a.x+a.x+...+a.x
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, не всичките ai са нули;

да допуснем, че P (x) се анулира в n+1 различни точки;

имаме P (x) = 0 ( 
[image: image191.wmf]010n0

01n

x(a+a.x+...+a.x)

ll-ll-l

 = 0 (

[image: image192.wmf]10n0
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; така функцията 
[image: image193.wmf]10n0

01n

a+a.x+...+a.x

l-ll-l

 се анулира поне в n+1 различни точки; тези n+1 точки образуват n интервала, във всеки от които прилагаме теоремата на Рол – производната се анулира поне n пъти; това означава, че

изразът 
[image: image194.wmf]10n0
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().a.x+...+().a.x
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 се анулира поне n пъти, което е противоречие с индукционното предположение;

по аналогичен начин може да се покаже, че функциите 
[image: image195.wmf]0
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x
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 при (i ( (j, i ( j образуват система на Чебишов в 

(- (, + ();

лесно може да се покаже, че функциите 
[image: image196.wmf]01n

111
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x-ax-ax-a

, където |ai| > 1, ai ( aj при i ( j, образуват система на 

Чебишов в [-1, 1];

ще покажем, че 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, …, cos nx, sin nx образуват система на Чебишов във всеки интервал с дължина 2(, изключвайки единият му край; без ограничение ще разглеждаме интервала [0, 2();

изразът t (x) = a0 + 
[image: image197.wmf]n
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a.cos kx+b.sin kx
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, където наричаме тригонометричен полином от степен n;

нека z = 
[image: image198.wmf]x

i

e

= cos x + i.sin x; тогава zk = cos kx + i.sin kx и

z-k = cos kx – i.sin kx; така cos kx = 
[image: image199.wmf]k-k

z+z

2

, sin kx = 
[image: image200.wmf]k-k

z-z

2.
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;

ясно е, че отрицателните степени на z са дефинирани, тъй като

|z| = 1 за всяко x;

така t (x) = 
[image: image201.wmf]k-kk-k
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= 
[image: image202.wmf]n
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; в скобите стои полином на комплексната променлива z с комплексни коефициенти от степен по-малка или равна на 2.n – той има не повече от 2.n корена; при това съответствието между корените на t (x) и последният полином е взаимноеднозначно, тъй като eix е биекция в [0; (); така тригонометричният полином tn (x) има не повече от 2n корена ( 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, …, cos nx, sin nx образуват система на Чебишов в [0, 2();

ясно е, че линейна комбинация на тригонометрични полиноми е тригонометричен полином; също, ако t (x) и u (x) са тригонометрични полиноми от степени съответно m и n, 

то t (x).u (x) е тригонометричен полином от степен m+n; действително при умножаването на двата тригонометрични полинома използваме равенствата:


[image: image203.wmf]1

sin kx.sin lx=(cos (k-l)x-cos (k+l)x)

2

1

cos kx.cos lx=(cos (k-l)x+cos (k+l)x)

2

1

sin kx.cos lx=(sin (k-l)x+sin (k+l)x)

2


да разгледаме интерполационната задача за интерполиране с тригонометрични полиноми: дадени са възли

0 ( x0 < x1 < …< x2n < 2( и стойности y0, …, y2n; търсим тригонометричен полином t (x) от най-ниска степен, такъв че

t (xi) = yi, i = 0, 1, …, 2n;

ще проверим, че търсеният тригонометричен полином има вида

t (x) = 
[image: image204.wmf]2n
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, където 
[image: image205.wmf]2n
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2222

;
ще отбележим, че знаменателят е дефиниран, тъй като
за j = 0, …, i-1, i+1, …, 2n от 0 ( xi < 2(, -2( < -xj ( 0 (
-( < 
[image: image206.wmf]ij

x-x

2

 < (; очевидно е, че li (xj) = (ij; остава да покажем, че
li (x) е тригонометричен полином от степен n;

преработваме числителя: имаме 
[image: image207.wmf]01001
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получихме тригонометричен полином от степен 1;
останалите 2n-2 събираеми групираме по двойки по същия начин и в числителя получаваме произведение на n тригонометрични полинома от степен 1 – от по-горе това е тригонометричен полином от степен n; в знаменателя имаме число и то не променя нищо;

така t (x) =
[image: image208.wmf]2n
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 е тригонометричен полином от степен n, тъй като е линейна комбинация на тригонометрични полиноми от степен n; окончателно t (x) е решението на интерполационната задача; формата на t (x) е твърде неудобна за пресмятане;

ще покажем, че функциите 1, cos x, cos 2x, …, cos nx образуват система на Чебишов в интервала [0, (]; действително, за

x ( [0, (] имаме Tn (cos x) = cos nx; така произволен тригонометричен полином на 1, cos x, …, cos nx е всъщност алгебричен полином от степен n на cos x, така че тригонометричният полином има не повече от n корена (cos x е биекция в [0, (]); интерполационният тригонометричен полином за тази система на Чебишов с възли x0, x1, …, xn, два по два различни, и стойности y0, y1, …, yn изглежда по следния начин t (x) = 
[image: image209.wmf]n
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, където


[image: image210.wmf]0i-1i+1n
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ясно е, че cli (x) е линейна комбинация на 1, cos x, …, cos nx – използваме формулата [image: image211.wmf]1

cos kx.cos lx=(cos (k-l)x+cos (k+l)x)

2

 и последователно разкриваме скобите в числителя;

ще покажем, че функциите 1, sin x, sin 2x, …, sin nx образуват система на Чебишов в интервала (0, (); да допуснем, че тригонометричен полином на 1, sin x, sin 2x, …, sin nx има n+1 корена; тъй като този полином е нечетна функция, то в интервала

[-(, () той ще има 2n+2 корена, което е противоречие с факта, че

1, cos x, sin x, …, cos nx, sin nx е система на Чебишов в [-(, ();

интерполационният тригонометричен полином за тази система на Чебишов с възли x0, x1, …, xn, два по два различни, и стойности 

y0, y1, …, yn изглежда по следния начин t (x) = 
[image: image212.wmf]n
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, където
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ясно е, че sli (x) е тригонометричен полином на 1, sin x, …, sin nx – 

използваме, че 
[image: image214.wmf]ii
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, факта че cli (x) е тригонометричен полином на 1, cos x, …, cos nx и формулата 
[image: image215.wmf]1

sin kx.cos lx=(sin (k-l)x+sin (k+l)x)

2

;

ще посочим по-добър вид на интерполационния тригонометричен полином, като изберем по специален начин възлите;

функцията Dn (x) = 
[image: image216.wmf]1

2

 + cos x + cos 2x + …+ cos nx наричаме ядро на Дирихле; при x = 0 имаме Dn (x) = n + 
[image: image217.wmf]1
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, при x ( 0 имаме 
[image: image218.wmf]x1x

(x).2sin(+cos x + cos 2x + ... + cos nx)

.2sin

222

xx

2sin2sin

22

x3xx5x3x11

sinsinsinsinsin...sin (n+)xsin (n-)x

2222222

x

2sin

2

==

+-+-++-

==

n

D


= 
[image: image219.wmf]1
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; това равенство е вярно дори при x = 0 с граничен преход; ще намерим нулите на Dn (x); 

имаме: Dn (x) = 0 ( 
[image: image220.wmf]1
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 ( 
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(n+)x

2

 = k.( ( x = 
[image: image222.wmf]2.k
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,

k = 0, 1, …, 2n, тъй като x ( [0, 2();

нека xk = 
[image: image223.wmf]2.k

2.n+1
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, k = 0, 1, …, 2n са възли и y0, …, y2n стойности;

ще покажем, че 
[image: image224.wmf]i
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действително 
[image: image225.wmf](0)
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така интерполационният тригонометричен полином се записва във вида: 
[image: image228.wmf]2n2n
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7. Интерполиране с кубични сплайн-функции. Теорема на Холидей.

нека x1 < …< xn са възли; дефинираме сплайн от ред r за възлите x1, …, xn по следния начин: функция s (x) ( Cr-1(- (, + (), такава че за i = 1, 2, …, n+1 в интервала (xi-1, xi) s (x) съвпада с алгебричен полином от степен r; (x0 = - (, xn+1 = + ();

например сплайните от ред 1 са непрекъснати начупени линии, като “начупването” е във възлите x1, …, xn;

под сплайн от ред 0 ще разбираме стъпаловидна функция, която е константа във всеки един от интервалите (xi-1, xi), i = 1, …, n+1; така сплайните от ред r могат да се въведат като неопределени интеграли на сплайните от ред r-1;

най-прост пример за сплайн с един възел е следната функция:

gt (x) = 
[image: image229.wmf]r

r

+

(x-t), xt

(x-t)=

0, x<t

³

; очевидно тя има r-1 непрекъснати производни, включително в точката t; функцията gt (x) наричаме отсечена степенна функция;

Теорема: Всяка сплайн-функция s (x) с възли x1 < x2 < …< xn се представя по единствен начин във вида s (x) = 
[image: image230.wmf]n
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, където p (x) е полином от степен r, c1, c2, …, cn ( R, при това

за i = 1, 2, …, n, ci = 
[image: image231.wmf](r)(r)
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;

Доказателство: за k = 1, 2, …, n+1 (x0 = - (, xn+1 = + () нека

s (x) = Pk (x), x ( (xk-1, xk), Pk (x) е от степен r;

тъй като s (x) е сплайн за k = 1, 2, …, n са изпълнени равенствата

Pk-1(m) (xk) = Pk(m) (xk), m = 0, 1, …, r-1; да развием по формулата на Тейлър полиномите Pk-1 (x) и Pk (x) около точката xk; получаваме:

Pk-1 (x) = 
[image: image232.wmf](r)
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тогава Pk (x) – Pk-1 (x) = 
[image: image234.wmf](r)(r)
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; като съберем равенствата за i = 0, 1, …, k получаваме представянето 
Pk (x) = P0 (x) + 
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; като вземем предвид, че
s (x) = Pk (x) в (xk-1, xk) окончателно получаваме
s (x) = P0 (x) + 
[image: image236.wmf](r)(r)

k

r

kik-1i

i+

i=1

P(x)-P(x)

(x-x)

r!

å

;

ще покажем, че функциите 1, x, …, xr, 
[image: image237.wmf]r
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, 
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, …, 
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 са линейно независими, с което представянето на s (x) е единствено; 
нека a0 + a1x + … + arxr + c1
[image: image240.wmf]r
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 + c2
[image: image241.wmf]r
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 + … + cn
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 = 0 за всяко x ( R; при x < x1 имаме a0 + a1x + … + arxr = 0 ( 

a0 = a1 = … = ar = 0, тъй като 1, x, …, xr са линейно независими;
при x1 < x < x2 получаваме c1
[image: image243.wmf]r

1

(x-x)

 = 0 ( c1 = 0, тъй като в противен случай 
[image: image244.wmf]r
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 ще има повече от r корена; по същия начин последователно за i = 2, 3, …, n получаваме cn = 0 и така функциите 1, x, …, xr, 
[image: image245.wmf]r
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, 
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2+

(x-x)

, …, 
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 са линейно независими;
получихме, че множеството от всички сплайни от ред r за фиксирани n възела x1, x2, …, xn е линейно пространство с размерност r + n + 1 и 1, x, …, xr, 
[image: image248.wmf]r
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, 
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, …, 
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 е един негов базис;
сплайн от ред 3 наричаме кубичен сплайн;
ще формулираме интерполационна задача за кубични сплайни:
нека f (x) ( C[a, b]; нека a = x0 < x1 < … < xn = b са възли; търсим кубичен сплайн s (x) с възли x0, x1, …, xn, такъв че
s (xi) = f (xi), i = 0, 1, …, n;
във всеки от интервалите [xi, xi+1], s (x) е полином от трета степен;

за i = 0, 1, …, n да положим s(( (xi) = Mi, за i = 0, 1, …, n-1 да положим hi = xi+1 – xi; да фиксираме i ( { 0, 1, …, n-1};

тъй като s(( (x) е линейна функция в [xi, xi+1], която минава през точките (xi, Mi) и (xi+1, Mi+1), то 
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 =
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 за x ( [xi, xi+1]; интегрираме последното тъждество и получаваме


[image: image253.wmf]22
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, x ( [xi, xi+1], където Ai е константата от интегрирането; след още едно интегриране получаваме: 
[image: image254.wmf]33
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x ( [xi, xi+1], където Bi е новата константа от интегрирането (без ограничение сме извадили Ai.xi);

константите Ai и Bi определяме от условията s (xi) = yi, s (xi+1) = yi+1;

имаме 
[image: image255.wmf]32
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така 
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;

по този начин, ако числата Mi, i = 0, 1, …, n са определени, то сплайнът е напълно определен; за да определим Mi използваме, че s( (x) е непрекъсната в xi, i = 1, 2, …, n, т.е. s( (xi – 0) = s( (xi + 0);

имаме s( (xi – 0) = [image: image259.wmf]i-1ii-1i-1

ii-1i
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hy-yh
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,
s( (xi + 0) =
[image: image260.wmf]ii+1ii
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;
получаваме следните линейни уравнения за M0, M1, …, Mn:
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, i = 1, 2, …, n-1;

така интерполационният сплайн не е еднозначно определен, тъй като имаме n-1 уравнения за n+1 неизвестни; за да бъде определен трябва да се добавят две допълнителни условия;
най-често се добавят условията M0 = Mn = 0; кубичните сплайни, удоволетворяващи тези условия се наричат естествени сплайни;

матрицата на системата за естествения сплайн има доминиращ главен диагонал, т.е. за i = 0, 1, …, n модулът на i-тия елемент по главния диагонал е строго по-голям от сумата на модулите на останалите елементи в i-тия ред; действително за i = 0 и i = n това очевидно е изпълнено, за i = 1, 2, …, n-1 - 
[image: image262.wmf]i-1ii-1i
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 ;

по-късно ще покажем, че такава матрица има детерминанта, която е различна от 0 и тогава системата има единствено решение; така съществува единствен естествен кубичен сплайн, който е решение на интерполационната задача;

ще опишем метод на прогонката за решаване на тридиагонални системи с доминиращ главен диагонал;

нека системата има вида 
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;

търсим числа (i, (i, такива че xi+1 = (i.xi + (i, i = 0, 1, …, n-1;
от последното уравнение имаме 
[image: image264.wmf]nn
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; така
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; 

за i = n-1, n-2, …, 1 имаме аi.xi-1 + bi.xi + ci.xi+1 = di (
ai.xi-1 + bi.xi + ci.((i.xi + (i) = di ( (bi + (i.ci).xi = - ai.xi-1 + di – ci.(i;

така 
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така рекуретно получаваме двойките 
((n-1, (n-1), ((n-2, (n-2), …, ((0, (0) – тази стъпка от метода наричаме обратно прогонване; лесно може да се покаже, че делението навсякъде е позволено, тъй като матрицата е с доминиращ главен диагонал; имаме x1 = (0.x0 + (0, също от първото уравнение

b0.x0 + c0.x1 = d0 ( b0.x0 + c0.((0.x0 + (0) = d0 ( x0 = 
[image: image270.wmf]000
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 (делението е позволено); накрая за i = 1, 2, …, n рекурентно получаваме xi = (i-1.xi-1 + (i-1 – тази стъпка се нарича право прогонване;

ще покажем едно интересно свойство на кубичните естествените сплайни;

Теорема (на Холидей): Нека a = x0 < x1 < …< xn = b са възли и функцията f има втора непрекъсната производна в [a, b]; тогава 
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, където s (x) е естественият кубичен сплайн, който интерполира функцията в дадените възли;

Доказателство: ще покажем, че е в сила равенството
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имаме 
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имаме 
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за i = 1, 2, …, n: 
[image: image277.wmf](

)

(

)

ii

i-1i-1

xx

xx

f (x)-s (x).s (x)dxs (x)df (x)-s (x)

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

=

òò

 =

= 
[image: image278.wmf](

)

(

)

i

x

i

x

i-1

i-1

x

x

s (x).f (x)-s (x)f (x)-s (x)s (x) dx 

¢¢¢¢¢¢¢¢¢

-

ò

; тъй като s((( (x) е константа в (xi-1, xi), то 
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; сега използваме, че

f (xi) = s (xi) за i = 0, 1, …, n и получаваме: 

[image: image281.wmf](
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 = 
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 = 
s(( (b).( f( (b) - s( (b)) - s(( (a).(f( (a) - s( (a)) = 0, тъй като 
s(( (a) = s(( (b) = 0; така 
[image: image283.wmf](
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;

8. B-сплайни. Свойства.

нека x0 < x1 < …< xr са възли, r > 1;

разглеждаме функцията gt (x) = 
[image: image286.wmf]r-1

+

(x-t)

;

разделената разлика на функцията gt (x) за възлите x0, x1, …, xr е

gt [x0; x1; …; xr] = 
[image: image287.wmf]r-1

r
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k=0

k

(x-t)

w(x)

¢

å

;
функцията B (x0; x1; …; xr; t) = gt [x0; x1; …; xr] наричаме B-сплайн от ред r-1 за възлите x0, x1, …, xr; ясно е, че B-сплайнът е сплайн, тъй като е линейна комбинация на отсечените степенни функции;

свойства:

1. за всяко t ( x0 имаме B (x0; x1; …; xr; t) = 0;

действително, B (x0; x1; …; xr; t) = 
[image: image288.wmf]r-1
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w(x)

¢

å

 = 
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 =

= (x – t)r-1 [x0; x1; …; xr] = 0, тъй като полиномът е от степен 

r-1 и възлите са r+1 на брой;

2. за всяко t ( xr имаме B (x0; x1; …; xr; t) = 0;

действително, B (x0; x1; …; xr; t) = 
[image: image290.wmf]r-1
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 = 
[image: image291.wmf]r
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 = 0;

3. за всяко t ( (x0, xr), B (x0; x1; …; xr; t) > 0;

нека t ( (x0, xr) е фиксирана точка; 
нека P (x) = b0.xr + b1.xr-1 + … + br е интерполационният полином на функцията gt (x) = 
[image: image292.wmf]r-1

+

(x-t)

 с възли x0, x1, …, xr;

да разгледаме функцията P (x) – gt (x); 
очевидно P (xi) – gt (xi) = 0 за i = 0, 1, …, r; нещо повече, тези нули са изолирани – в противен случай полиномът P (x) ще съвпадне с (x – t)r-1 или с 0, което очевидно не е вярно; така по теоремата на Рол съществуват r изолирани нули на производната P( (x) - gt( (x); продължавайки по същия начин ще получим, че P(r-2) (x) – gt(r-2)(x) има поне 3 изолирани нули;

имаме P(r-2) (x) = 
[image: image293.wmf]2
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, gt(r-2) (x) = (r-1)! 
[image: image294.wmf]1

+
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; ако допуснем, че b0 = 0, то ще получим противоречие, тъй като пресичайки една права с други две не можем да получим 3 изолирани нули; да допуснем, че b0 < 0; нека трите изолирани нули са x1 < x2 < x3;

ще разгледаме различни случаи в зависимост от положението на t: (за удобство, P(r-2) (x) = ax2 + bx + c, gt(r-2) (x) = d 
[image: image295.wmf]+

(x-t)

;

· t ( x1 < x2 < x3; тогава имаме следните три равенства: ax12 + bx1 + c = d.(x1 – t), 

ax22 + bx2 + c = d.(x2 – t), ax32 + bx3 + c = d.(x3 – t), което очевидно е противоречие, тъй като една квадратна функция има най-много две различни нули;

· x1 < t ( x2 < x3; тогава имаме следните три равенства: ax12 + bx1 + c = 0,

ax22 + bx2 + c = d.(x2 – t), ax32 + bx3 + c = d.(x3 – t);

получаваме ax2 + (b-d)x + c + d.t = a.(x – x2).(x – x3), при x = x1 имаме d.(t – x1) = a.(x1 – x2).(x – x3); от лявата страна стои положително число (d > 0), от дясната стои отрицателно число (a < 0) – противоречие;
· x1 < x2 < t ( x3; тогава имаме следните три равенства: ax12 + bx1 + c = 0,

ax22 + bx2 + c = 0, ax32 + bx3 + c = d.(x3 – t);
получаваме ax2 + bx + c = a.(x – x1).(x – x2), при 

x = x3 имаме d.(x3 – t) = a.(x3 – x1).(x3 – x2); от лявата страна имаме неотрицателно число (d > 0), от дясната - отрицателно число (a < 0) – противоречие;

· x1 < x2 < x3 < t; тогава имаме следните три равенства: ax12 + bx1 + c = 0,

ax22 + bx2 + c = 0, ax32 + bx3 + c = 0, което очевидно е противоречие, тъй като една квадратна функция може да има най-много две нули;

така получихме противоречие във всички случаи ( b0 > 0; така B (x0; …; xr; t) = b0 > 0;
може да се покажем, че първата производна на B (x0; …; xr; t) се анулира точно веднъж, втората производна точно два пъти и т.н.;

нека { xi} е растяща редица от различни възли; с тази редица свързваме редица от B-сплайни от ред r-1 по следния начин:

Bi, r-1 (t) = B (xi; …; xi+r; t) за всяко i; ще покажем, че функциите

Bi, r-1 (t) са линейно независими за всяко i = m, m+1, …, m+N за всеки избор на m и N; нека 
[image: image296.wmf]m+N

ii, r-1

i=m
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 = 0 за всяко t;

при t ( (xm, xm+1) получаваме 0 = 
[image: image297.wmf]m+N

ii, r-1

i=m

a.B(t)
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 = am.Bm, r-1 (t), но

Bm, r-1 (t) > 0 ( am = 0; аналогично за i = m+1, …, m+N получаваме 

ai = 0 и така функциите Bi, r-1 (t) са линейно независими;

нека a = x0 < x1 < …< xn = b са възли, f (x) е функция, която е дефинирана в [a, b]; търсим кубичен сплайн, който интерполира функцията във възлите във вид на линейна комбинация на кубични B-сплайни в интервала [a, b]; за целта добавяме възли

x-3 < x-2 < x-1 < a, b < xn+1 < xn+2 < xn+3 и разглеждаме редицата от 

B-сплайни B-3, 3 (x), B-2, 3 (x), …, Bn-1, 3 (x); търсим сплайн във вида

S (x) = 
[image: image298.wmf]n-1

ii, 3
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å

, където ai са неизвестни числа; за i = 0, 1, …, n имаме: S (xi) = f (xi) ( 
[image: image299.wmf]n-1

ii, 3i

i=-3
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 = f (xi); точно три от събираемите на S (x) не са 0 в xi – това са Bi-3, 3 (xi), Bi-2, 3 (xi), Bi-1, 3 (xi); така последното равенство записваме във вида 

ai-3.Bi-3, 3 (xi) + ai-2.Bi-2, 3 (xi) + ai-1.Bi-1, 3 (xi) = f (xi);
получаваме линейна система от n+1 уравнения за n+3 неизвестни

a -3, a -2, …, an-1 и подобно на интерполацията по-горе трябва да се добавят две допълнителни условия за да бъде еднозначно определен сплайнът (например да е естествен); без доказателство използваме, че посочените сплайни образуват базис на пространството от кубичните сплайни, дефинирани в интервала [a, b], така че системата има решение, тъй като знаем, че съществува кубичен сплайн, дефиниран в [a, b], който е решение на интерполационната задача;

съществува проста схема за пресмятане на стойностите на 

B-сплайните основаваща се на следната

Теорема: нека { xi} е растяща редица от различни възли;

всяко r ( 2, t ( (-(, +() е изпълнено 
[image: image300.wmf]ii+r+1

i,ri,r-1i+1,r-1

i+r+1ii+r+1i

t-xx-t

B(t)=B(t)+B(t)

x-xx-x

;

Доказателство: очевидно е равенството 
[image: image301.wmf]r

+

(x-t)

 = (x – t). 
[image: image302.wmf]r-1

+

(x-t)

;

тогава Bi, r (t) = 
[image: image303.wmf]r

+

(x-t)

[xi; xi+1; …; xi+r+1] = 

( (x – t). 
[image: image304.wmf]r-1

+

(x-t)

) [xi; xi+1; …; xi+r+1]; по формулата на Стефенсън получаваме Bi, r (t) = (x – t)[xi].
[image: image305.wmf]r-1

+

(x-t)

[xi; xi+1; …; xi+r+1] + 

+ (x – t)[xi; xi+1]. 
[image: image306.wmf]r-1

+

(x-t)

[xi+1; …; xi+r+1]; разделената разлика на x – t с три и повече възела очевидно е 0 и няма повече събираеми;

така Bi, r (t) = (xi – t).
[image: image307.wmf]r-1r-1
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 +

+ Bi+1, r-1 (t) = (xi – t).
[image: image308.wmf]i+1, r-1i, r-1
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 + Bi+1, r-1 (t) =

= 
[image: image309.wmf]ii+r+1
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;

ще отбележим, че при t ( (xi, xi+r+1) Bi, r (t) е изпъкнала комбинация на Bi, r-1 (t) и Bi+1, r-1 (t) и това може да се използва за да се покаже, че Bi, r (t) > 0 за всяко t ( (xi, xi+r+1) (с индукция по r);

за да можем да изчисляваме B-сплайните трябва да намерим стойността им в граничния случай при r = 1;
имаме Bi, 1 (t) = 
[image: image310.wmf]+

(x-t)

[xi; xi+1; xi+2];
за t ( (- (, xi], Bi, 1 (t) = 0;
за t ( [xi, xi+1], 
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за t ( [xi+1, xi+2],


[image: image312.wmf]+i+2+i+1
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за t ( [xi+2, + (), Bi, 1 (t) = 0;

9. Приближения в нормирани пространства. 

нека F е линейно пространство над R; въвеждаме норма в F: на всеки елемент f ( F съпоставяме елемент 
[image: image313.wmf]f

 ( R със следните свойства: (f ( F, ( ( R)

1. 
[image: image314.wmf]f

 ( 0, 
[image: image315.wmf]f

 = 0 ( f = (;
2. 
[image: image316.wmf]ff

l=l

;

3. 
[image: image317.wmf]f+gfg

£+

 - неравенство на триъгълника;

линейно пространство, в което е въведена норма наричаме линейно нормирано пространство;

като следствие от неравенството на триъгълника имаме:


[image: image318.wmf]fgf-g

-£

 (f, g ( F);
примери: нека F = Rn; дефинираме евклидова норма: 
за всяко f = (f1, f2, …, fn), 
[image: image319.wmf]f

 = 
[image: image320.wmf]222

12n

f+f+...+f

; ясно е, че са изпълнени свойствата; последното неравенство изказва факта, че дължината на сумата на два вектора е по-малка или равна от сумата на дължините на двата вектора;
нека F = C[a, b]; за всяка функция f ( F дефинираме

[image: image321.wmf]x  [a,b]

f=maxf

Î

 - равномерна норма; очевидни са трите свойства;

Теорема: в Rn всяка норма е непрекъсната функция от координатите на векторите;
Доказателство: нека 
[image: image322.wmf]x

 е произволна норма в Rn;
нека e1, e2, …, en е стандартния базис на Rn;
нека a = (a1, a2, …, an) = 
[image: image323.wmf]n

kk
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å

,  b = (b1, b2, …, bn) = 
[image: image324.wmf]n

kk
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å

; имаме

[image: image325.wmf]nnnn
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= 
[image: image326.wmf]n
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 ( 0 при a ( b; такa 
[image: image327.wmf]  
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 ( 
[image: image328.wmf]  
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 при a ( b;

казваме, че две норми 
[image: image329.wmf] 1

x

и 
[image: image330.wmf] 2

x

са еквивалентни, ако съществуват положителни константи m, M ( R, такива че 
m.
[image: image331.wmf] 2

x

 ( 
[image: image332.wmf] 1

x

 ( M.
[image: image333.wmf] 2

x

за всяко x ( F; очевидно еквивалентността на нормите е релация на еквивалентност;
Теорема: Всеки две норми в Rn са еквивалентни;
Доказателство: ще покажем, че всяка норма е еквивалентна на евклидовата; нека 
[image: image334.wmf]x

 e произволна норма в Rn и 
[image: image335.wmf]2

x

 е евклидовата норма; единичната сфера 
S = { a = (a1, a2, …, an)| 
[image: image336.wmf]2

  

a

 = 1, т.е. 
[image: image337.wmf]n
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 = 1 } е ограничено и затворено множество, така че по теоремата на Вайерщрас функцията 
[image: image338.wmf]x

 достига минимум и максимум в S;
нека m = 
[image: image339.wmf]x  S

infx

Î

 = 
[image: image340.wmf]*

x

; очевидно m ( 0; при това m ( 0, тъй като в противен случай 
[image: image341.wmf]*

x

 = 0 ( 
[image: image342.wmf]*

x

 = 0 – противоречие с 
[image: image343.wmf]*

x

 ( S;

нека x ( Rn; имаме 
[image: image344.wmf]x

 = 
[image: image345.wmf]22
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 ( m.
[image: image346.wmf]2

x

, 
тъй като 
[image: image347.wmf]2

x

x

 ( S; съвсем аналогично, ако M = 
[image: image348.wmf]x  S

supx

Î

 = 
[image: image349.wmf]1

*

x

, то

M > 0 и 
[image: image350.wmf]x

 ( M.
[image: image351.wmf]2

x

 за всяко x ( Rn; така 
[image: image352.wmf]x

 и 
[image: image353.wmf]2

x

 са еквивалентни;

като следствие от доказаната теорема съвсем лесно се вижда, че
множеството S = { a | 
[image: image354.wmf]  

a

 ( r } ( Rn е ограничено и затворено за произволна норма 
[image: image355.wmf]x

 в Rn;
нека F е линейно пространство над R; въвеждаме скаларно произведение в F: на всеки два вектора f, g ( F съпоставяме
число (f, g) ( R като са изпълнени следните свойства: 
(f, g, h ( F, (, ( ( R)
1. (f, g) = (g, f);

2. ((f + (g, h) = (.(f, h) + (.(g, h);

3. (f, f) ( 0, (f, f) = 0 ( f = 0;

примери: нека F = Rn; за всеки два вектора f = (f1, …, fn),
g = (g1, …, gn) дефинираме (f, g) = f1g1 + f2g2 + … + fngn; очевидно свойствата са изпълнени;
нека F = C[a, b]; за всеки две функции f, g ( F дефинираме

(f, g) = 
[image: image356.wmf]b

a

f (x).g (x) dx

ò

; свойствата са изпълнение – например 3. е изпълнено, тъй като интеграл от положителна функция е положително число; при това нулата е единствената непрекъсната функция, чийто квадрат има интеграл 0;

ако в F е въведено скаларно произведение, можем да въведем норма по естествен начин: 
[image: image357.wmf]f

 = 
[image: image358.wmf](f, f)

; неравенството на триъгълника следва от неравенството на Коши-Буняковски:

|(f, g)| ( 
[image: image359.wmf](f, f)

.
[image: image360.wmf](g, g)

; при това равенство имаме точно когато f и g са линейно зависими;
ще формулираме задачата за приближаване в линейно нормирано пространство;
нека F е линейно нормирано пространство;

нека (0, (1, …, (n са линейно независими елементи на F;

с Fn ще означаваме (n+1)-мерното подпространство, породено от тези елементи, т.е. Fn = { 
[image: image361.wmf]n
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|(a0, …, an) ( Rn+1 } ;

нека f ( F е елемент, който ще приближаваме;

числото En (f) = 
[image: image362.wmf]n

F

inff-

j Î

j

 наричаме най-добро приближение на f с елементи от Fn; ако съществува елемент (* ( Fn, такъв че


[image: image363.wmf]f-

*

j

 = En (f), (* наричаме елемент на най-добро приближение;

Теорема: Съществува елемент на най-добро приближение;

Доказателство: да означим 
Ф (a) = Ф (a0, a1, …, an) = 
[image: image364.wmf]f-

j

 =
[image: image365.wmf]n

kk

k=0

f-a

j

å

; ще покажем, че Ф е непрекъсната функция на a; действително: (a, b ( Rn+1)

|Ф (a) – Ф (b)| =| 
[image: image366.wmf]n

kk

k=0

f-a

j

å

 - 
[image: image367.wmf]n

kk

k=0

f-b

j

å

| ( 
[image: image368.wmf]nnn

kkkkkkkkk

k=0k=0k=0

(b-a) (b-a) b-a

j£j=j

ååå

 ( 0 при a ( b;
нека ( (a) = 
[image: image369.wmf]n

kk

k=0

a

j

å

; ( (a) е непрекъсната функция на a:
(a, b ( Rn+1) |( (a) - ( (b)| = |
[image: image370.wmf]n

kk

k=0

a

j

å

-
[image: image371.wmf]n

kk

k=0

b

j

å

| ( 
[image: image372.wmf]nnn

kkkkkkkkk

k=0k=0k=0

(a-b) (a-b) a-b

j£j=j

ååå

 ( 0 при a ( b;
при това положение, ( (a) достига минимум върху (n+1)-мерната сферата Sn+1 = { a ( Rn+1| 
[image: image373.wmf]a1

=

}; нека 
[image: image374.wmf]min()

 Î

Y

n+1

aS

a

 = ( = 
[image: image375.wmf]()

Y

*

a

;
тогава ( = 
[image: image376.wmf]n

kk

k=0

a

*

j

å

 > 0, тъй като (0, …, (n са линейно независими и 
[image: image377.wmf]1

=

*

a

; нека a ( (;
имаме 
[image: image378.wmf]f-

j

 ( 
[image: image379.wmf]j

 - 
[image: image380.wmf]f

 = ( (a) - 
[image: image381.wmf]f

 = ( (
[image: image382.wmf]a

a

a

) - 
[image: image383.wmf]f

 = 
[image: image384.wmf]a

.( (
[image: image385.wmf]a

a

) - 
[image: image386.wmf]f


( 
[image: image387.wmf]a

.( - 
[image: image388.wmf]f

 > 2.
[image: image389.wmf]f

 при 
[image: image390.wmf]a

 > 
[image: image391.wmf]3f

m

 = R; използвали сме, че 
[image: image392.wmf]a

a

 ( Sn+1;
така при 
[image: image393.wmf]a

 > R имаме 
[image: image394.wmf]f-

j

 > 2.
[image: image395.wmf]f

 = 2.
[image: image396.wmf]f-

J

 ( 2.En (f);

така En (f) = 
[image: image397.wmf]n

F

inff-

j Î

j

 = 
[image: image398.wmf]01n

nn

kkkk

(a,a,...,a)  ,R

k=0k=0

inff-ainff-a

ÎÎ£

j=j

åå

n+1n+1

RaRa

 =

= 
[image: image399.wmf] ,R

inf()

Î£

F

n+1

aRa

a

; функцията Ф (a) е непрекъсната и тогава тя достига минимум върху кълбото { a ( Rn+1|
[image: image400.wmf]aR

£

}, което е ограничено и затворено множество; така съществува елемент на най-добро приближение;
Лема: нека F е линейно пространство, f ( F; множеството от всички елементи на най-добро приближение на f е изпъкнало;

Доказателство: нека (1, (2 ( Fn и 
[image: image401.wmf]1

f-

j

 = 
[image: image402.wmf]2

f-

j

 = En (f);

нека ( ( [0, 1];

ясно е, че 
[image: image403.wmf]12

.(1).

lj+-lj

 ( Fn (
En (f) ( 
[image: image404.wmf]12

f-(.(1).)

lj+-lj

 = 
[image: image405.wmf]12

.(f-)(1).(f-)

lj+-lj

 (
( (.
[image: image406.wmf]1

f-

j

 + (1 - ().
[image: image407.wmf]2

f-

j

 = (.En (f) + (1 - ().En (f) = En (f);

така 
[image: image408.wmf]12

f-(.(1).)

lj+-lj

 = En (f) (
[image: image409.wmf]12

.(1).

lj+-lj

 също е елемент на най-добро приближение;
казваме, че нормираното линейно пространство F е строго нормирано, ако от 
[image: image410.wmf]f+gfg

=+

 ( f и g са линейно зависими;

например, ако във F има скаларно произведение и 
[image: image411.wmf]f

 = 
[image: image412.wmf](f, f)

, то F е строго нормирано;
Теорема: Ако F е строго нормирано линейно пространство, то за всеки елемент f ( F съществува единствен елемент на най-добро приближение;

Доказателство: да допуснем, че има два елемента на най-добро приближение (1 ( (2, 
[image: image413.wmf]1

f-

j

 = 
[image: image414.wmf]2

f-

j

 = En (f);

от лемата имаме 
[image: image415.wmf]12

f-

2

j+j

 = En (f) ( 
[image: image416.wmf]12

1

f-f-

2

j+j

 = En (f) (

[image: image417.wmf]12

f-f-

j+j

 = 2.En (f) = 
[image: image418.wmf]1

f-

j

 + 
[image: image419.wmf]2

f-

j

; тъй като F е строго нормирано линейно пространство, то f - (1 и f - (2 са линейно зависими, т.е. съществуват ((, () ( (0, 0), такива че

(.(f - (1) + (.(f - (2) = 0 ( (( + ().f = (.(1 + (.(2;
ако ( + ( = 0, то (.(1 + (.(2 = 0 ( (.(1 - (.(2 = 0 ( (( ( 0) (1 = (2 – противоречие;
ако ( + ( ( 0, то f = 
[image: image420.wmf]12

+

+

l.jm.j

lm

 ( Fn ( En (f) = 0 ( f = (1 = (2 – противоречие; така елементът на най-добро приближение е единствен;
10. Равномерни приближения с алгебрични полиноми. 

доказаната теорема за единственост на елемента на най-добро равномерно приближение в строго нормирано линейно пространство дава достатъчно, но не и необходимо условие за единственост на най-доброто приближение; ще покажем това с конкретен пример;

нека F = C[a, b] и Fn = { 
[image: image421.wmf]n

k

k

k=0

a.x

å

| (a0, a1, …, an) ( Rn };

нормата във F ще е равномерната норма: 
[image: image422.wmf]x  [a,b]

f=maxf

Î

;

C[a, b] не е строго нормирано: нека f = x, g = 1, [a, b] = [0, 1];

тогава 
[image: image423.wmf]x  [0,1]

f=maxx1

Î

=

, 
[image: image424.wmf]x  [0,1]

g=max11

Î

=

, 
[image: image425.wmf]x  [0,1]

f+g=maxx+12

Î

=

;

така 
[image: image426.wmf]f+g

 = 
[image: image427.wmf]f

 + 
[image: image428.wmf]g

, но f и g очевидно не са линейно зависими;

нека f ( C[a, b]; елементите на най-добро приближение на f, естествено, наричаме полиноми на най-добро равномерно приближение на f;
Теорема (Чебишов): Нека f ( C[a, b]; необходимо и достатъчно условие P (x) ( Fn да е полином на най-добро равномерно приближение на функцията f е да съществуват n+2 точки
a ( x0 < x1 < …< xn+1 ( b, такива че f (xi) – P (xi) = 
[image: image429.wmf]i

(-1)f -P

e 

,

i = 0, 1, …, n+1, където ( = 1 или ( = -1; (в такъв случай казваме, 
че f и P осъществяват алтернанс в n+2 точки)
Доказателство: ще покажем само достатъчността на условието;

да допуснем, че 
[image: image430.wmf]f -P

 > En (f) =  
[image: image431.wmf]f -Q

, Q ( Fn;

разглеждаме полиномът P – Q ( Fn; нека за определеност ( = 1 (случаят ( = -1 се разглежда аналогично);

имаме P (x0) – f (x0) = 
[image: image432.wmf]f -P

 > 
[image: image433.wmf]f -Q

 ( Q (x0) – f (x0) ( 

P (x0) – Q (x0) > 0;
P (x1) – f (x1) = - 
[image: image434.wmf]f -P

 < - 
[image: image435.wmf]f -Q

 < Q (x1) – f (x1) ( 

P (x1) – Q (x1) < 0;
…

така в точките на алтернанс полиномът P (x) – Q (x) си сменя знака

n+2 пъти; по теоремата на Болцано-Коши полиномът се анулира в n+1 точки, но P (x) – Q (x) ( Fn ( P ( Q – противоречие;

така P е полином на най-добро равномерно приближение;

Теорема: за всяка функция f ( C[a, b] съществува единствен полином на най-добро равномерно приближение;

Доказателство: нека P и Q са полиноми на най-добро равномерно приближение, т.е. 
[image: image436.wmf]f -P

 = 
[image: image437.wmf]f -Q

 = En (f); по горната лема полиномът 
[image: image438.wmf]P+Q

2

 също е полином на най-добро равномерно приближение, т.е. 
[image: image439.wmf]P+Q

f -

2

 = En (f); по теоремата на Чебишов съществуват n+2 точки a ( x0 < x1 < … < xn+1 ( b, такива че

f (xi) –  
[image: image440.wmf]ii

P (x)+Q (x)

2

 = 
[image: image441.wmf]i

P+Q

(-1)f -

2

e 

; така за i = 0, 1, …, n+1


[image: image442.wmf]iiiiii

i

P (x)+Q (x)f (x)-P (x)f (x)-Q (x)

f (x)-+

222

=

 = En (f);
от друга страна |f (xi) – P (xi)| (  En (f), |f (xi) – Q (xi)| (  En (f);

така En (f) = 
[image: image443.wmf]iiii

f (x)-P (x)f (x)-Q (x)

+

22

 (
[image: image444.wmf]iiii

f (x)-P (x)f (x)-Q (x)

2

+

(
( En (f); така 
[image: image445.wmf]iiii

f (x)-P (x)f (x)-Q (x)

+

 = 2.En (f) (

[image: image446.wmf]ii

f (x)-P (x)

 = En (f), 
[image: image447.wmf]ii

f (x)-Q (x)

 = En (f);

при това f (xi) – P (xi) и f (xi) – Q (xi) са с еднакви знаци, тъй като 
[image: image448.wmf]iiii

f (x)-P (x)f (x)-Q (x)

+

22

 = En (f); получихме, че за i = 0, 1, …, n
P (xi) = Q (xi), но P (x) и Q (x) са полиноми от Fn ( P ( Q;

така полиномът на най-добро равномерно приближение е единствен;
примери: нека f ( C[a, b], f има втора производна и f(((x) ( 0 в [a, b]; да намерим полиномът P (x) = c.x + d на най-добро равномерно приближение на f от първа степен; по теоремата на Чебишов P (x) и f (x) имат три точки на алтернанс;
ако допуснем, че две от тях са вътрешни за [a, b], то ще получим, че функцията f (x) – P (x) има два екстремума в (a, b), т.е. производната на f (x) приема два пъти стойност d, което е противоречие с f(( (x) ( 0; така точките a, b са две от точките на алтернанс и другата точка на алтернанс е x0 ( (a, b);

имаме следните равенства:
f (a) – (c.a + d) = (.L, f (x0) – (c.x0 + d) = -(.L, f (b) – (c.b + d) = (.L, където L = 
[image: image449.wmf]f -P

 > 0, ( = 1 или ( = -1; тъй като точката x0 е екстремум за разликата f (x) – P (x), то f( (x0) - P( (x0) = 0, 
т.е. c = f( (x0);
от първото и третото равенство получаваме c = 
[image: image450.wmf]f (b)-f (a)

b-a

;

така x0 е единствената точка, за която f( (x0) = 
[image: image451.wmf]f (b)-f (a)

b-a

;

сега d получаваме като съберем първите две равенства:

d = 
[image: image452.wmf]00

f (a)-c.a+f (x)-c.x

2

; оттам можем да намерим ( и L;

така P (x) = 
[image: image453.wmf]f (b)-f (a)

b-a

.x + 
[image: image454.wmf]00

f (b)-f (a)f (b)-f (a)

f (a)-.a+f (x)-.x

b-ab-a

2

, където x0 ( (a, b) е единствената точка, такава че f( (x0) = 0;

нека f (x) = xn; да намерим полиномът P (x) от степен n-1 на 

най-добро равномерно приближение за функцията f в [-1, 1];

съгласно теоремата на Чебишов P (x) напълно се определя от условието да съществуват n+1 точки –1 ( x0 < x1 < … < xn ( 1, такива че xin – P (xi) = 
[image: image455.wmf]in

(-1)x -P

e 

, i = 0, 1, …, n; това означава, че полиномът xn – P (x) приема максималната си по модул стойност

в n+1 точки в интервала [-1, 1]; полиномът 
[image: image456.wmf]n-1

(x)

2

n

T

, където Tn (x) е полиномът на Чебишов е точно такъв полином – в точките

xk = [image: image457.wmf]k

cos 

n

p

, k = 0, 1, …, n той приема максимална по модул стойност (-1)k; така P (x) = xn - 
[image: image458.wmf]n-1

(x)

2

n

T

;

нека f (x) = sin 100.x и търсим полином P (x) на най-добро равномерно приближение от степен 100 в [0, 2(]; това означава, че

P (x) и sin 100.x имат 102 точки на алтернанс;

очевидно е, че P (x) ( 0 е търсеният полином, тъй като

sin 100.x приема алтернативно максималната си по модул стойност в [0, 2(] дори 200 пъти;

11. Равномерни приближения с линейни положителни оператори. Теорема на Коровкин. Оператори на Бернщайн.

съотвествие L, което съпоставя на всяка функция от едно множество функция от друго множество наричаме оператор;

ще разглеждаме само оператори L : C[a, b] ( C[a, b];

нека f ( C[a, b]; стойността на L (f) в точката x ще 

означаваме с L (f; x);

казваме, че L е линеен оператор, ако L ((f + (g) = (.L (f) + (.L (g) за всеки две функции f, g ( C[a, b], (, ( ( R;

казваме, че L е положителен оператор, ако от f (x) ( 0 за всяко 

x ( [a, b] ( L (f; x) ( 0 за всяко x ( [a, b];

ако L е положителен линеен оператор, то от f (x) ( g (x) за всяко 
x ( [a, b] ( L (f; x) ( L (g; x) за всяко x ( [a, b]; действително,

f (x) ( g (x) ( f (x) – g (x) ( 0 ( L (f – g; x) ( 0 ( L (f; x) – L (g; x) ( 0, т.е. L (f; x) ( L (g; x) за всяко x ( [a, b];

нека f ( C[a, b]; дефинираме модул на непрекъснатост на функцията f по следния начин:

( (f, () = 
[image: image459.wmf]x-y, x, y  [a,b]

supf (x)-f (y)

£dÎ

; 

( (f, () е дефинирано за всяко ( ( [0, b-a], при това ( (f, () е добре дефинирано, тъй като f е непрекъсната в [a, b] ( равномерна непрекъсната в [a, b] по теоремата на Кантор;

свойства на модула на непрекъснатост:

1. ( (f, () ( 0 при ( ( 0 : нека ( > 0; тъй като f е равномерна непрекъсната, то съществува A > 0, така че |f (x) – f (y)| < ( за всеки x, y ( [a, b], такива че |x – y| < A; при това положение

( (f, () < ( при ( < A ( ( (f, () ( 0 при ( ( 0;

2. ако 0 ( (1 ( (2, то ( (f, (1) ( ( (f, (2) – ако допуснем, че 
( (f, (1) > ( (f, (2) ще получим противоречие с дефиницията;

3. за всяко ( ( 0, k ( N, ( (f, k.() ( k.( (f, () : нека x, y ( [a, b],

|x – y| ( k.(; без ограничение ще смятаме, че x ( y; интервалът [x, y] разбиваме на k подинтервала 
[x0, x1], [x1, x2], …, [xk-1, xk], xi = x + 
[image: image460.wmf]i

.(y-x)

k

, i = 0, 1, …, k 

(x0 = x, xk = y); очевидно |xi+1 – xi| = 
[image: image461.wmf]y-x

k

 ( (;

имаме |f (x) – f (y)| = |f (x0) – f (x1) + f (x1) – f (x2) + … + 

+ f (xk-1) – f (xk)| ( |f (x0) – f (x1)| + |f (x1) – f (x2)| + … + 

|f (xk-1) – f (xk)| ( k.( (f, () ( ( (f, k.() ( k.( (f, ();

4. за всяко ( ( 0, ( ( R+, ( (f, (.() ( (( + 1).( (f, () : 

имаме ( ( [(]+1 ( (.( ( ([(] + 1).( (
(1.) ( (f, (.() ( ( (f, ([(] + 1).() ( (3.)
( (f, ([(] + 1).() ( ([(]+1).( (f, () ( ((+1).( (f, ();

5. за всеки x, y ( [a, b], ( > 0 е изпълнено:

|f (x) – f (y)| ( 
[image: image462.wmf]2

2

(x-y)

(+1)

d

.( (f, () :

ако |x – y|( (, то |f (x) – f (y)| ( ( (f, () ( 
[image: image463.wmf]2

2

(x-y)

(+1)

d

.( (f, (), 
тъй като 
[image: image464.wmf]2

2

(x-y)

+1

d

 ( 1;
ако |x – y|> (, то |f (x) – f (y)| ( ( (f, |x – y|) = ( (f, 
[image: image465.wmf] x-y 

.d

d

)

( ( (f, 
[image: image466.wmf]2

2

(x-y)

.d

d

) (от 1. и 
[image: image467.wmf] x-y 

1

>

d

) ( 
[image: image468.wmf]2

2

(x-y)

(+1)

d

.( (f, ();

Теорема (Коровкин): нека L е положителен линеен оператор на C[a, b]; нека L (1; x) = 1, L (t; x) = x + ( (x), 

L (t2; x) = x2 + ( (x); за произволна функция f ( C[a, b] е в сила:

|f (x) – L (f; x)| ( ( (f, 
[image: image469.wmf](x)-2.x.(x)

b a 

);

Доказателство: L (1; x) = 1 означава, че L запазва всички константи; нека x ( [a, b], ( > 0;

за всяко t ( [a, b] имаме f (x) – f (t) ( 
[image: image470.wmf]2

2

(x-t)

(+1)

d

.( (f, () ( 
L (f (x) – f (t); y) ( L (
[image: image471.wmf]2

2

(x-t)

(+1)

d

.( (f, (); y) ( 
f (x) – L (f; y) ( ( (f, ()(1 + 
[image: image472.wmf]2

2

L ( (x-t);y)

d

) = 

= ( (f, ()(1 + 
[image: image473.wmf]22

2

x-2.x.L (t; y)+L (t;y)

d

) = 

( (f, ()(1 + 
[image: image474.wmf]22

2

x-2.x.(y+(y))+y+(y)

a b 

d

); при y = x получаваме
f (x) – L (f; x) ( ( (f, ()(1 + 
[image: image475.wmf]2

(x)-2.x.(x)

b a 

d

);

между другото тъй като L ( (x – t)2; y) ( 0 за всяко y ( [a, b], то

( (x) – 2.x.( (x) ( 0;

съвсем аналогично се показва, че
 L (f; x) – f (x) ( ( (f, ()(1 + 
[image: image476.wmf]2

(x)-2.x.(x)

b a 

d

);
така |f (x) – L (f; x)| ( ( (f, ()(1 + 
[image: image477.wmf]2

(x)-2.x.(x)

b a 

d

);

при ( (x) ( 2.x.( (x) полагаме ( = ( (x) – 2.x.( (x) и получаваме

|f (x) – L (f; x)| ( ( (f, 
[image: image478.wmf](x)-2.x.(x)

b a 

);
при ( (x) = 2.x.( (x) неравенството приема вида

|f (x) – L (f; x)| ( ( (f, () за всяко ( > 0 и тъй като ( (f, () ( 0 при

( ( 0, то f (x) = L (f; x);
така неравенството |f (x) – L (f; x)| ( ( (f, 
[image: image479.wmf](x)-2.x.(x)

b a 

) =

= ( (f, 0) = 0 отново е изпълнено;
Следствие: Нека L1, L2, …, Ln, … е редица от линейни положителни линейни оператори, за които Ln (1; x) = 1 

за всяко n ( N, за всяко x ( [a, b] имаме 
[image: image480.wmf]n

L(t ;x)-x

 ( 0 при n ( (, 


[image: image481.wmf]22

n

L(t ;x)-x

 ( 0 при n ( (; тогава за всяка функция
f ( C[a, b] имаме 
[image: image482.wmf]n

L(f ;x)-f (x)

 ( 0 при n ( ( за всяко x ( [a, b];

Доказателство: нека (n (x) = Ln (t; x) – x, (n (x) = Ln (t2; x) – x2;
от условието (n ( 0 равномерно при n ( (, (n ( 0 равномерно при n ( (; тогава за всяко x ( [a, b] имаме:
|f (x) – Ln (f; x)| ( ( (f, 
[image: image483.wmf]nn

(x)-2.x.(x)

b a 

) ( ( (f, 0) = 0 при n ( (;

като пример да разгледаме операторите на Бернщайн:

Bn (f; x) = 
[image: image484.wmf]n
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f () x(1-x)
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n
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å

, дефинирани в C[0, 1];

ясно е, че Bn (f; x) е полином от степен по-малка или равна на n;

лесно се вижда, че Bn (f; x) е положителен линеен оператор;
пресмятаме:
Bn (1; x) = 
[image: image485.wmf]n
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 x(1-x)=(x+1-x)
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 = 1;

[image: image486.wmf]nnn

kn-kkn-kk-1(n-1)-(k-1)

n

k=0k=1k=1

nn-1n-1

k

B (t ;x)= x(1-x)= x(1-x)=x. x(1-x)

kk-1k-1

n

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

ååå



[image: image487.wmf]n-1

i(n-1)-in-1

i=0

n-1

=x. x(1-x)=x.(x+1-x)

i

æö

ç÷

èø

å

 = x;
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така имаме (n (x) = Bn (t; x) – x = 0, (n (x) = Bn (t2; x) – x2 = 

= 
[image: image490.wmf]x.(1-x)

n

 ( 0 при n ( ( за всяко x ( [0, 1];

така за всяка непрекъсната функция f ( C[0, 1], 
|f (x) – Bn (f; x)| ( 0 при n ( ( за всяко x ( [0, 1];
Теорема (Вайерщрас): ако f ( C[a, b], то за всяко ( > 0 съществува полином P (x), такъв че |f (x) – P (x)| < ( за всяко x ( [a, b];
Доказателство: без ограничение можем да смятаме, че
[a, b] = [0, 1]; ако [a, b] ( [0, 1], правим линейна смяна 
x ( a + t.(b - a), t ( [0, 1]; нека ( > 0; от по-горе |f (x) – Bn (f; x)| ( 0 
при n ( ( за всяко x ( [a, b] ( съществува N ( N, 
такова че при n > N имаме |f (x) – Bn (f; x)|< ( за всяко x ( [0, 1];
теоремата е доказана;
12. Приближение в хилбертово пространство. Метод на най-малките квадрати.
нека H е линейно пространство; казваме, че H е хилбертово пространство, ако в H е въведено скаларно произведение, т.е. на всеки два елемента f, g ( H е съпоставено число (f, g) със следните свойства: (f, g, h ( H, (, ( ( R)
1. (f, g) = (g, f);

2. ((.f + (.g, h) = (.(f, h) + (.(g, h);

3. (f, f) ( 0, (f, f) = 0 ( f = 0;

ще разглеждаме случая в който скаларното произведение е реално число; всяко хилбертово пространство може да се нормира по следния начин: за всяко f ( H, 
[image: image491.wmf]f

 = 
[image: image492.wmf](f, f)

; при това относно тази норма H е строго нормирано пространство;

в дефиницията за хилбертово пространство се изисква още H да е пълно относно тази норма, т.е. всяка редица на Коши да е сходяща, но пълнотата няма да се използва в нашите разглеждания;

ако f, g ( H и (f, g) = 0, казваме че f и g са ортогонални;

нека (0, (1, …, (n ( H са линейно независими и нека Hn е 

(n+1)-мерното подпространство, породено от тези елементи, т.е.

Hn = { 
[image: image493.wmf]n
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|(a0, …, an) ( Rn+1 } ; нека f ( H;

както знаем, съществува елемент на най-добро приближение, при това той е единствен, тъй като H е строго нормирано;

ще посочим метод за намиране на този елемент на най-добро приближение;
нека (* ( Hn, 
[image: image494.wmf]f-
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j

 = En (f) = 
[image: image495.wmf]n
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; тогава 
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 = 
[image: image497.wmf]n
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;

нека ( = 
[image: image498.wmf]n
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, (* = 
[image: image499.wmf]n
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; тогава 
[image: image500.wmf]nn
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ясно е, че Ф (a0, a1, …, an) е квадратична форма;
при това (a0*, a1*, …, an*) е точка на локален минимум (
[image: image501.wmf]01n01n01n

12n
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0

aaa
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;

за k = 1, 2, …, n имаме:
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така a0*, a1*, …, an* са решение на следната линейна система:


[image: image503.wmf]n
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, k = 0, 1, …, n;

детерминантата на системата е детерминантата на Грам за

(0, (1, …, (n; тя е различна от 0, тъй като (0, (1, …, (n са линейно независими; действително, нека b0, b1, …, bn са 

векторите-стълбове на системата и нека

(0.b0 + (1.b1 + … + (n.bn = 0, (i ( R; тогава
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[image: image511.wmf]n

kk1

k=0

(,)0

a.jj=

å

, …, 
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kknn

k=0

(,.)0

a.jaj=

å

 (
(събираме всички равенства) 
[image: image519.wmf]nn
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 = 0 ( (0 = (1 = … = (n = 0, тъй като (0, (1, …, (n са линейно независими; така векторите стълбове b0, b1, …, bn на детерминантата на Грам са линейно независими ( 
тя е различна от 0;
и така a0*, a1*, …, an* е единственото решение на получената система; системата може да бъде записана в следния вид:

[image: image521.wmf]n
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, k = 0, 1, …, n и оттук получаваме следната
Теорема: елементът ( = 
[image: image522.wmf]n
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 е елемент на най-добро приближение за f ( H ( (f - (, (k) = 0 за k = 0, 1, …, n или което е все същото, f - ( е ортогонален на всеки вектор от Hn;
в случая когато елементите (0, (1, …, (n образуват ортонормирана система, т.е. ((i, (j) = (ij за всеки i, j ( { 1, 2, …, n} линейната система е в диагонален вид и ak = (f, (k), k = 0, 1, …, n;

така елементът на най-добро приближение е (* = 
[image: image523.wmf]n
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;

коефициентите (f, (k), k = 0, 1, …, n наричаме коефициенти на Фурие;
ще отбележим, че ако (0, (1, …, (n не са ортогонални, те могат да се ортогонализират по метода на Грам-Шмид и да се получи ортонормиран базис на Hn; това става по следния начин: избираме 
[image: image524.wmf]00
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, (0 се избира така че (
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,
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, k = 0, 1, …, n-1;
така векторите 
[image: image534.wmf]0
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, 
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, …, 
[image: image536.wmf]n
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 образуват ортонормиран базис на Hn;

ще пресметнем En (f) за ортонормирана система (0, (1, …, (n;

имаме En (f)2 = 
[image: image537.wmf]2
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[image: image538.wmf]nnn

kkklkl

k=0k=0l=0

(f, f) - 2.a(,f) a.a(,)

***

j+jj=

ååå



[image: image539.wmf]nnnn

2

kkklklk

k=0k=0l=0k=0

(f, f) - 2.(,f).(,f) (,f).(,f).(,)(f, f)

 - (f, )

=jj+jjjj=j

åååå

;

така получихме, че 
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[image: image542.wmf]2
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;
това неравенство е известно като неравенство на Бесел;

имаме En (f) = 
[image: image543.wmf]n
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(f, f) - (f, )

j

å

;
ще разгледаме един пример;

нека H = C[0, 2(]; за всеки f, g ( H дефинираме

(f, g) = 
[image: image544.wmf]2

0

f (x).g (x) dx
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 - ясно е, че аксиомите за скаларно произведение са изпълнени;

да разгледаме системата 

1, cos x, sin x, cos 2.x, sin 2.x, …, cos n.x, sin n.x;

лесно се пресмята, че 
[image: image545.wmf]2
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[image: image546.wmf]2

0

0,m n

sin nx. sin mx dx

,m=n

p

¹

=

p

ò

, 
[image: image547.wmf]2
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;

така системата е ортогонална; можем да я ортонормираме:

имаме 
[image: image548.wmf]1
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, 
[image: image549.wmf]1
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, 
[image: image550.wmf]1

sin nx

=

p

, за m, n ( N;

така системата 
[image: image551.wmf]1
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[image: image552.wmf]cos x

p

, 
[image: image553.wmf]sin x
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, 
[image: image554.wmf]cos 2.x
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, 
[image: image555.wmf]sin 2.x
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[image: image556.wmf]cos n.x
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, 
[image: image557.wmf]sin n.x
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 е ортонормирана; нека f ( H; тогава елементът на най-добро приближение за f се дава по формулата 

(* = (f, 
[image: image558.wmf]1
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 + 
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Метод на най-малките квадрати

дадени са краен брой точки x1, x2, …, xm и стойности

f (x1), f (x2), …, f (xm) на някаква функция f;

нека (0, (1, …, (n са линейно независими функции върху точките

x1, x2, …, xm; естествено това означава, че n < m;

търсим обобщен полином ( =
[image: image562.wmf]n
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, който минимизира израза


[image: image563.wmf]2
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, където (i са отнапред зададени положителни числа, наречени тегла; тяхната роля е да се уеднакви грешката при измерванията на функцията f в различните точки; ще покажем, че такъв обобщен полином съществува – казваме, че този полином приближава функцията f по метода на най-малките квадрати;
нека да означим с H линейното пространство от всички функции, дефинирани върху x1, x2, …, xm; H превръщаме в нормирано хилбертово пространство, като въвеждаме следното скаларно произведение: за всеки f, g ( H, (f, g) = 
[image: image564.wmf]m
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 и естествената норма за всяко f ( H, 
[image: image565.wmf]f

 = 
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= 
[image: image567.wmf]m
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;

нека Hn е (n+1)-мерното подпространство на H, породено от

(0, (1, …, (n, т.е. Hn = { 
[image: image568.wmf]n
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|(a0, …, an) ( Rn+1 } ;
тогава задачата се свежда до задача за приближение в хилбертовото пространство H; действително,
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и очевидно

( е елемент на най-добро приближение на f точно когато

( минимизира 
[image: image570.wmf]2
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;

нека например (k = xk, k = 0, 1, …, n;

тогава ( = an.xn + an-1.xn-1 + … + a1.x + a0 и от по-горе коефициентите a0, a1, …, an се определят от следната система:
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, k = 0, 1, …, n, където
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, 

(f, (k) = 
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;

така системата за коефициентите на търсения обобощен 

полином е: 
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, k = 0, 1, …, n;

нека е дадена линейната система:
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при m > n;

в матрична форма: A.x = b;

предполагаме, че векторите-стълбове на системата са линейно независими; решение на система по метода на най-малките квадрати наричаме n-орката числа x10, x20, …, xn0, която минимизира израза 
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;

нека H = Rn с обикновено скаларно произведение и евклидова норма; ясно е, че задачата се свежда до задача за приближение в хилбертовото пространство H - (1, …, (n са векторите-стълбове на матрицата на системата, функцията f е вектор-стълбът b; получаваме следната система за x10, x20, …, xn0:
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така получаваме системата: 
[image: image582.wmf]nmm
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, k = 1, …, n;

в матричен вид системата е следната: (AT.A).x = AT.b;

13. Ортогонални полиноми.

нека [a, b] е даден интервал (възможно безкраен);

нека е дадена функцията ( (x), дефинирана в [a, b] и ( (x) ( 0

за всяко x ( [a, b]; нека, освен това, 
[image: image583.wmf](x) dx0

b
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m >

ò

за всеки 

(, (, a ( ( < ( ( b; функцията ( (x) наричаме тегло в 

интервала [a, b]; нека H е линейно пространство от непрекъснати функции; за всеки две функции f, g ( H дефинираме скаларно произведение по следния начин: (f, g) = 
[image: image584.wmf]b
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m
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;

естествено, предполагаме че интегралът съществува за всеки две функции f, g ( H; лесно се проверява, че аксиомите за скаларно произведение са изпълнени;

две функции f, g наричаме ортогонални с тегло ( (x) ако (f, g) = 0;

ще казваме, че P0, P1, P2, …, Pn, … е редица от ортогонални полиноми в [a, b] с тегло ( (x), ако:

1. Pi ( Пi, i = 0, 1, …;

2. (Pi, Pi) ( 0 за i = 0, 1, …;

3. (Pi, Pj) = 0 за всеки i ( j ( { 0, 1, …};

ще отбележим някои свойства на редиците от ортогонални полиноми:
Свойство 1.: за всяко n ( 0, полиномите P0, P1, …, Pn са линейно независими : нека a0, a1, …, an ( R и
a0.P0 (x) + a1.P1 (x) + … + an.Pn (x) = 0 за всяко x ( [a, b];

за k = 0, 1, …, n умножаваме скаларно това равенство с Pk (x); получаваме: 
a0.(P0, Pk) + a1.(P1, Pk) + … + ak.(Pk, Pk) + … + an.(Pn, Pk) = (0, Pk) = 0;
тъй като (Pi, Pj) = 0 при i ( j имаме: ak.(Pk, Pk) = 0; от (Pk, Pk) > 0 получаваме ak = 0; така a0 = a1 = … = an = 0 ( P0, P1, …, Pn са линейно независими;
Свойство 2.: всеки полином f ( Пn се представя по единствен начин във вида f = a0.P0 + a1.P1 + … + an.Pn, където ai ( R :
действително, тъй като Пn е (n+1)-мерно линейно пространство, то

линейно независимите полиноми P0, P1, …, Pn образуват 

базис на Пn; ще получим явен вид за коефициентите ak: умножаваме даденото равенство скаларно с Pk и получаваме

(f, Pk) = ak.(Pk, Pk), т.е. ak = 
[image: image585.wmf]k
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, k = 0, 1, …, n;

Свойство 3.: ако Pn (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an, то a0 ( 0, т.е.

Pn (x) е полином от степен точно n : действително, да допуснем че

a0 = 0; тогава Pn ( Пn-1 и от предното свойство съществуват

a0, a1, …, an-1 ( R, такива че Pn = a0.P0 + a1.P1 + … + an-1.Pn-1, което е противоречие с линейната независимост на P0, P1, …, Pn;

Свойство 4.: за произволен полином f ( Пn-1 имаме : (f, Pn) = 0 :

от свойство 2. f = a0.P0 + a1.P1 + … + an-1.Pn-1, ai ( R (
(f, Pn) = a0.(P0, Pn) + a1.(P1, Pn) + … + an-1.(Pn-1, Pn) = 0;

Свойство 5.: за всяко n ( N полиномът Pn (x) има n различни нули, които лежат в отворения интервал (a, b) : нека k е броят на точките, в които Pn (x) си сменя знака в (a, b) и тези точки са
(1 < (2 < …< (k ( (a, b); това означава, че (1, (2, …, (k са корени на Pn (x) с нечетна кратност; тъй като 
Pn ((1) = Pn ((2) = … = Pn ((k) = 0 и Pn ( Пn, Pn ( 0 ( k ( n;
да допуснем, че k < n; разглеждаме полиномът

Q (x) = Pn (t).(x - (1).(x - (2). ….(x - (k), където t ( ((k, b) и Pn (t) ( 0; ясно е, че Pn (x).Q (x) ( 0 за всяко x ( [a, b] и

Pn (x).Q (x) не е нулевият полином; при това положение 


[image: image586.wmf]b
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; от друга страна Q (x) ( Пn-1 (k < n) (
(свойство 4.) (Q, Pn) = 
[image: image587.wmf]b
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 (x).P (x).Q (x) dx0
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, което е противоречие;

така k = n, т.е. (1, (2, …, (n ( (a, b) са нулите на полинома Pn (x) и са различни;
Свойство 6.: за всяко n ( 2 съществуват константи An, Bn, Cn ( R, такива че Pn (x) = (An.x + Bn).Pn-1 (x) + Cn.Pn-2 (x) : тъй като
x.Pn-1 (x) ( Пn, то съществуват a0, a1, …, an ( R, такива че
x.Pn-1 (x) = a0.P0 (x) + a1.P1 (x) + …+ an.Pn (x);

за k = 0, 1, …, n умножаваме това равенство скаларно с Pk (x); получаваме: 
(x.Pn-1, Pk) = a0.(P0, Pk) + …+ ak.(Pk, Pk) + … + an.(Pn, Pk) = ak.(Pk, Pk); имаме (x.Pn-1, Pk) =
[image: image588.wmf]bb
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= (Pn-1, x.Pk); така (Pn-1, x.Pk) = ak.(Pk, Pk), k = 0, 1, …, n;

при k = 0, 1, …, n-3 имаме x.Pk ( Пn-2 ( (Pn-1, x.Pk) = 0 ( ak = 0, тъй като (Pk, Pk) ( 0;

така x.Pn-1 (x) = an-2.Pn-2 (x) + an-1.Pn-1 (x) + an.Pn (x);
ако допуснем, че an = 0, то отляво ще стои полином от степен точно n, отдясно - полином от степен по-малка или равна на n-1 – противоречие; така an ( 0; имаме Pn (x) = 
[image: image589.wmf]n-2
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,

при това от свойство 2. и от горното равенство имаме

an-2 = 
[image: image590.wmf]n-1n-2
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, an-1 = 
[image: image591.wmf]n-1n-1
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; при това като приравним коефициентите пред n-тите степени в горното равенство и предположим, че Pn (x) има старши коефициент (n ( 0 (предварително избран) за n = 0, 1, …, то an = 
[image: image592.wmf]n-1

n

a

a

;

Свойство 7.: ако Q (x) е полином от степен n със същия старши коефициент като Pn (x), то 
[image: image593.wmf]b
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 ( 
[image: image594.wmf]b
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 :

ясно е, че Q (x) = Pn (x) + R (x), където R (x)  = Q (x) – Pn (x) ( Пn-1;

тогава (Q, Q) = (Pn + R, Pn + R) = (Pn, Pn) + 2.(Pn, R) + (R, R), но

(Pn, R) = 0, тъй като R ( Пn-1, (R, R) ( 0 ( (Pn, Pn) ( (Q, Q), т.е.
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; при това равенство се достига при

(R, R) = 0, т.е. R = 0, т.е. при Q = Pn;

Теорема: при даден интервал [a, b], тегло ( (x) в [a, b] и реално число ( ( 0 съществува единствен полином Pn от степен n със старши коефициент (, който е ортогонален на всички полиноми от степен по-малка или равна на n-1;

Доказателство: провеждаме индукция по n;

База: при n = 0 полиномът еднозначно е определен от условието

P0 (x) = ( и той е ортогонален на нулевия полином;

Предположение: нека сме определили еднозначно полиномите

P0 (x), P1 (x), …, Pn-1 (x);

Стъпка: тъй като P0 (x), P1 (x), …, Pn-1 (x) образуват ортогонална система от ненулеви полиноми, те са линейно независими и образуват базис на Пn-1; търсим Pn (x) във вида 

Pn (x) = (.xn + Q (x), където Q (x) ( Пn-1 ( 

Q (x) = b0.P0 (x) + b1.P1 (x) + … + bn-1.Pn-1 (x), bi ( R;

така Pn (x) = (.xn + b0.P0 (x) + b1.P1 (x) + … + bn-1.Pn-1 (x);

от условията за ортогоналност за k = 0, 1, …, n-1

(Pn, Pk) = (.(xn, Pk) + bk.(Pk, Pk) ( (.(xn, Pk) + bk.(Pk, Pk) = 0 (
bk = -
[image: image597.wmf]n
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, k = 0, 1, …, n-1; така Pn (x) се определя еднозначно, при това Pn (x) е ортогонален на всички полиноми от Пn-1, тъй като е ортогонален на полиномите от базис на Пn-1, а следователно е ортогонален на всяка тяхна линейна комбинация;
примери:
1. нека интервалът е [-1, 1], теглото е ( (x) = 
[image: image598.wmf]2

1

1-x

,


[image: image599.wmf]1
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; полиномите на Чебишов T0 (x), T1 (x), …, Tn (x), … които разгледахме по-горе образуват редица от ортогонални полиноми : очевидно Tn (x) ( Пn; 
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; 

връзката от свойство 6. е Tn (x) = 2.x.Tn-1 (x) – Tn-2 (x), n ( 2;

тези полиноми още наричаме полиноми на Чебишов от първи род;
2. нека интервалът е [-1, 1], теглото е ( (x) = 
[image: image602.wmf]2
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[image: image603.wmf]1
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; разглеждаме редицата от полиноми

Un (x) = Tn+1( (x), n = 0, 1, …; очевидно Un (x) ( Пn;

лесно се проверява, че те образуват редица от ортогонални полиноми; наричат се полиноми на Чебишов от втори род;
3. нека интервалът е [-1, 1], ( (x) ( 1; разглеждаме редицата от
полиноми Ln (x) 
[image: image604.wmf]n
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; ясно е, че (x2 – 1)n е полином от степен точно 2.n ( Ln (x) ( Пn; с интегриране по части лесно се проверява, че 
[image: image605.wmf]1
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 = 0 при n ( m, т.е. { Ln} е редица от ортогонални полиноми; наричаме ги полиноми на Льожандър;
4. нека интервалът е [0, + (), ( (x) = e -x;

разглеждаме редицата Lgn (x) = [image: image606.wmf]n-x(n)x

(x.).

ee

;
по формулата на Лайбниц получаваме

Lgn (x) = 
[image: image607.wmf]nn
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 ( Пn;
както при полиномите на Льожандър с интегриране по части се проверява, че 
[image: image608.wmf]1
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 = 0 при m ( n ( { Lgn} е редица от ортогонални полиноми; Lgn (x) наричаме полиноми на Лагер;

5. нека интервалът е (- (, + (), ( (x) = 
[image: image609.wmf]2
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;

разглеждаме редицата En (x) = 
[image: image610.wmf]22
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ee

;

ясно е, че E0 (x) = 1, E1 (x) = - 2.x;

имаме En( (x) = 
[image: image611.wmf]2222
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 = En+1 (x) + 2.x.En (x) ( En+1 (x) = En( (x) – 2.x.En (x), откъдето с непосредствена индукция по n получаваме, че En (x) ( Пn; тези полиноми също образуват редица ортогонални полиноми, наричат се полиноми на Ермит;

14. Числено диференциране.

формулираме задачата за числено диференциране:

дадена е функция f, дефинирана в [a, b]; дадени са точки

x0, x1, …, xn и стойностите на функцията f (x0), f (x1), …, f (xn)

в тези точки; дадена е точка x ( [a, b], търси се f ((x);

за функцията f ще предполагаме, че е достатъчно гладка; 

производната на f ще приближаваме с производната на интерполационния полином P (x) на функцията f за възлите 

x0, x1, …, xn; по формулата на Нютон имаме:

f (x) = P (x) + f [x0; x1; …; xn; x].w (x), w (x) = (x – x0).(x – x1). ….(x – xn);

ще покажем, че f [x0; x1; …; xn; x] е диференцируема в точката x;

имаме 
[image: image612.wmf]01n01n01n01n
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тъй като разделената разлика е непрекъсната по своите аргументи; получаваме:
f( (x) = P( (x) + f [x0; x1; …; xn; x].w( (x) + f [x; x0; x1; …; xn; x].w (x);

така грешката при приближението f( (x) ( P( (x) е
R (x) = f [x0; x1; …; xn; x].w( (x) + f [x; x0; x1; …; xn; x].w (x);

като използваме връзката между разделените разлики и производните на функцията f получаваме:
R (x) = 
[image: image613.wmf](n+1)(n+2)

f().w(x)f().w(x)

+

(n+1)!(n+2)!

¢

xh

, 
(, ( ( (min (x0, x1, …, xn, x), max (x0, x1, …, xn, x));
ако изберем x = xk, k ( { 1, 2, …, n }, то грешката приема вида

R (xk) = 
[image: image614.wmf](n+1)

k
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¢

x

; ако изберем x, така че w( (x) = 0, то

R (x) = 
[image: image615.wmf](n+2)
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; не е трудно да се провери, че w( (x) = 0, ако възлите x0, x1, …, xn са четен брой и симетрично разположени около точката x;

ще казваме, че функцията ( (x) е O (( (x)) при x ( a, ако

частното 
[image: image616.wmf](x)
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 е ограничено при x ( a; ще казваме, 

че функцията ( (x) е o (( (x)), ако 
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;

ще изведем формулите при n = 2, като ще предполагаме, че възлите са равноотдалечени, т.е. x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2.h, h > 0;

стойността на производната на функцията ще търсим във възлите;

предполагаме, че функцията има трета непрекъсната производна;

записваме интерполационният полином P (x) чрез формулата на Нютон за интерполиране напред; имаме:

P (x) = f0 + 
[image: image618.wmf]00
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;

така f( (x0) приближаваме с P( (x0) = 
[image: image620.wmf]2
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[image: image621.wmf]012
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;

грешката при това приближение е R (x0) = 
[image: image622.wmf](n+1)

0

f().w(x)

(n+1)!

¢

x

 = 
[image: image623.wmf]2

f ().h

3

¢¢¢

x

,

( ( (x0, x2); 

по същия начин f( (x1) приближаваме с 


[image: image624.wmf]2
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[image: image625.wmf]02

- f (x)f (x)

;
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=

 грешката при това приближение е 
R (x1) = 
[image: image626.wmf](n+1)

1

f().w(x)

(n+1)!

¢

x

 = 
[image: image627.wmf]2

f ().h
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¢¢¢

x

-

, ( ( (x0, x2); 
накрая f( (x2) приближаваме с 
P( (x2) = 
[image: image628.wmf]2
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[image: image629.wmf]012

f (x)4.f (x) +3.f (x)
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 грешката при това приближение е 
R (x2) = 
[image: image630.wmf](n+1)

2

f().w(x)

(n+1)!

¢

x

 = 
[image: image631.wmf]2

f ().h

3

¢¢¢

x

, ( ( (x0, x2); 
така грешката и в трите случая е O (h2); виждаме, обаче, че в получената формула за f( (x1) не участва f (x1); така използвайки стойностите на f само в двата възела x0, x2 намираме приближено стойността на производната в средата на интервала [x0, x2] с грешка O (h2), където 2.h = x2 – x0; при това, формулите за приближаване с два възела (при n = 1), при които стойността на производната на функцията се търси във възлите 
имат грешка O (h);

ще изведем формула за приближение на втората производна на функцията f в точката x1 при дадени равноотдалечени възли

x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2.h; можем да постъпим както по-горе – да изразим интерполационния полином и да намерим втората му производна и съответната грешка; ще посочим още един начин за извеждане на формулата, чрез така наречения “метод на неопределените коефициенти”; развиваме f по формулата на Тейлър около точката x1 :


[image: image632.wmf]234
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f (x) = f (x)+f (x).(x-x)+f (x).+f (x).+
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( ( (x0, x2); при x = x0, x = x1, x = x2 получаваме равенствата:


[image: image633.wmf]234

IV

011111

hhh

f (x) = f (x)-f (x).h+f (x).-f (x).+f().

;

2624

¢¢¢¢¢¢

x


f (x1) = f (x1) ;

[image: image634.wmf]234
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211112

hhh

f (x) = f (x)+f (x).h+f (x).+f (x).+f().

;

2624

¢¢¢¢¢¢

x


тук (1, (2 ( (x0, x2);

търсим (, (, (, такива че (.f (x0) + (.f (x1) + (.f (x2) = f(( (x1) + O (hk), където грешката O (hk) да е възможно най-малка, т.е. k да е възможно най-голямо;
в нашия случай получаваме:
(.f (x0) + (.f (x1) + (.f (x2) = (( + ( + ().f (x1) + (-( + ().
[image: image635.wmf]1

f (x).h
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 +

+ (( + ().
[image: image636.wmf]2

1

h

f (x).

2
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+ (-( + ().
[image: image637.wmf]3
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 + ((.
[image: image638.wmf]4
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24
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 + (.
[image: image639.wmf]4

IV

2

h

f().

24

x

);

тъй като търсим f(( (x1) избираме ( + ( + ( = 0, - ( + ( = 0,

(( + ().
[image: image640.wmf]2

h

2

 = 1; получаваме ( = ( = 
[image: image641.wmf]2

1

h

, ( = 
[image: image642.wmf]2

2

h

-

;

така f(( (x1) = 
[image: image643.wmf](

)

4

IVIV

012

12

22

f (x)-2.f (x)+f (x)

1h

-.f()+f().

hh24

xx

;

окончателно приближаваме f(( (x1) с [image: image644.wmf]012

2

f (x)-2.f (x)+f (x)

h

 и 
грешката е 
[image: image645.wmf]2

IV

h

- f().

12

x

, ( ( (x0, x2), т.е. O (h2);

ще отбележим, че задачата за числено диференциране в някакъв смисъл не е коректна, тъй като малки изменения на функцията могат да доведат до големи изменения на нейната производна;

ще илюстрираме това с пример:

от изведените изрази за грешката в горните формули се вижда, че тя намалява, ако h намалява; на практика, обаче, това не ни позволява да изчисляваме производните на функция с произволно голяма точност; да разгледаме например формулата

f( (x1) ( 
[image: image646.wmf]02

- f (x)f (x)

2.h

+

, грешката е 
[image: image647.wmf]2

f ().h

6

¢¢¢

x

-

; на практика стойностите на функцията са известни с някаква точност, т.е. в компютъра те се представят като 
[image: image648.wmf]f

%

 (x0) = f (x0) + (1, 


[image: image649.wmf]f

%

(x2) = f (x2) + (2 и в действителност грешката приема вида


[image: image650.wmf]2

f ().h
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 + 
[image: image651.wmf]21

h

e-e

; така в действителност при h ( 0 грешката расте неограничено;

15. Числено интегриране. Интерполационни квадратурни формули. Квадратурни формули на Гаус.

дадена е функция f, която е интегруема в интервала [a, b]; задачата е да се пресметне интегралът I (f) = 
[image: image652.wmf]b

a

f (x) dx

ò

; 

от анализа е известно, че този интеграл се смята точно в много редки случаи – когато подинтегралната функция е достатъчно проста; съществуват, обаче, числени методи които позволяват да пресметнем интегралът с произволно голяма точност;

един подход е следния: представяме I (f) във вида:

I (f) = 
[image: image653.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)+R (f)

å

; тук a ( x0 < x1 < … < xn ( b и Ak ( R;
за приближена стойност на интеграла взимаме 
[image: image654.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)

å

,

а функционалът R (f) представлява грешката от приближението;

такива формули за приближаване на интеграли наричаме квадратурни формули; числата xk наричаме възли, числата Ak наричаме коефициенти на квадратурната формула;

казваме, че квадратурната формула е точна за функцията f, ако

R (f) = 0; обикновено квадратурните формули се избират по такъв начин, че те да са точни върху алгебрични полиноми от възможно най-висока степен;

да си мислим, че възлите са фиксирани и търсим коефициентите;

ще покажем, че в общия случай можем да осигурим точност на квадратурната формула за полиноми от степен ( n;

да разгледаме базисните полиноми на Лагранж за възлите

x0, x1, …, xn : lk, n (x) = 
[image: image655.wmf]kk

w(x)

(x-x).w(x)

¢

, k = 0, 1, …, n;
знаем, че lk, n (xj) = (kj, j = 0, 1, …, n; нека P е полином от степен ( n; тогава P съвпада с интерполационния си полином за възлите

x0, x1, …, xn, т.е. 
[image: image656.wmf]n

kk,n

k=0

P (x)=P(x).l(x)

å

; 

така 
[image: image657.wmf]b

a

P (x) dx

ò

 = 
[image: image658.wmf]bb

nn

kk,nkk,n

k=0k=0

aa

P(x).l(x) dx=P(x).l(x) dx

åå

òò

;

да изберем Ak = 
[image: image659.wmf]b

k,n

a

l(x) dx

ò

; тогава I (P) = 
[image: image660.wmf]n

kk

k=0

A.P (x)

å

 и R (P) = 0, т.е. квадратурната формула е точна за всеки полином от степен ( n;

при този избор на коефициентите квадратурната се нарича интерполационна; ще покажем, че условието квадратурната формула да е точна върху всеки полином от степен ( n еднозначно определя коефициентите; действително, формулата е точна върху всички полиноми от степен ( n ( I (lk, n) = 
[image: image661.wmf]n

jk, nj

j=0

A.l (x)

å

 =

= 
[image: image662.wmf]n

jkj

j=0

A.

d

å

 = Ak; така формулата, която е точна върху алгебрични полиноми от възможно най-висока степен е интерполационната квадратурна формула; за произволна функция f, интегралът 


[image: image663.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 приближаваме с 
[image: image664.wmf]b

n

k,nk

k=0

a

l(x) dx . f (x)

å

ò

 - това е интегралът на интерполационния полином на функцията f за дадените възли;

ще отбележим, че е възможно формулата да е точна върху полиноми от степен ( n+1;

Квадратурни формули на Гаус
да разгледаме една квадратурна формула от най-общ вид;

нека ( (x) е тегло в [a, b]; имаме:

I (f) = 
[image: image665.wmf]b

a

(x).f (x) dx

m 

ò

 = 
[image: image666.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)+R (f)

å

;

казваме, че една квадратурна формула има алгебрическа степен на точност m, ако тя е точна за всички полиноми от степен m и съществува полином от степен m+1, за който тя не е точна;

лесно се вижда, че максималната алгебрическа степен на точност за горната квадратурна формула е поне n; действително, по-горе показахме, че за всеки избор на възлите интерполационната квадратурна формула е точна за всеки полином от степен n;

ще покажем, че не съществува квадратурна формула от този вид с алгебрическа степен на точност 2.n+2; да допуснем, че съществува такава формула и да разгледаме полиномът 

P (x) = (x – x0)2.(x – x1)2. ….(x – xn)2; очевидно 
[image: image667.wmf]b

a

(x).P (x) dx

m 

ò

 > 0;

от друга страна 
[image: image668.wmf]n

kk

k=0

A.P (x)0

=

å

, което означава че квадратурната формула не е точна за полиномът P (x);

Теорема: за всяко естествено число n същестува единствена квадратурна формула от горния вид с алгебрическа степен на точност 2.n+1; тя е интерполационна и нейните възли са нулите на унитарен полином от степен n+1, който е ортогонален на всички полиноми от степен ( n;

Доказателство: 

нека w (x) е полином от степен n+1 със старши коефициент 1, който е ортогонален в [a, b] с тегло ( (x) на всички полиноми от степен ( n; вече знаем, че съществува единствен такъв полином 

w (x) и той има n+1 различни нули x0, x1, …, xn в интервала (a, b);

да построим интерполационната квадратурна формула с тези възли : 
[image: image669.wmf]b
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(x).f (x) dx
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 = 
[image: image670.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)+R (f)

å

, Ak = 
[image: image671.wmf]b

k,n

a

l(x) dx

ò

;

ще покажем, че тя е точна върху всеки полином от 

степен ( 2.n+1; нека f (x) ( П2n+1; делим f (x) с частно и 

остатък на w (x); имаме f (x) = w (x).q (x) + r (x), където r (x) ( Пn;

също q (x) ( Пn, тъй като w (x) е от степен точно n+1 и f (x) е от степен ( 2.n+1; тогава 
[image: image672.wmf]bbb
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òòò
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[image: image673.wmf]bb
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 (
[image: image674.wmf]b

a

(x).w (x).q (x) dx
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ò

 = (w, q) = 0);

тъй като квадратурната формула е интерполационна, 


[image: image675.wmf]b

a

(x).r (x) dx

m 

ò

 = 
[image: image676.wmf]n

kk

k=0

A.r (x)

å

; от друга страна за k = 0, 1, …, n имаме

f (xk) = w (xk).q (xk) + r (xk) = r (xk) ( 


[image: image677.wmf]bb
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(x).f (x) dx(x).r (x) dx

m =m 

òò

 = 
[image: image678.wmf]n

kk

k=0

A.r (x)
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 = 
[image: image679.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)

å

, т.е. квадратурната формула е точна върху полиномът f (x);

обратно, нека квадратурната формула


[image: image680.wmf]b

a

(x).f (x) dx

m 

ò

 = 
[image: image681.wmf]n

kk

k=0

A.f (x)+R (f)

å

 е точна върху всеки полином от степен ( 2.n+1; тъй като тя е точна върху всички полиноми от степен ( n от разглежданията по-горе ( тя е интерполационна;

да разгледаме полиномът w (x) = (x – x0).(x – x1). ….(x – xn);

тъй като w (x) ( Пn+1 за произволен полином P (x) ( Пn имаме

w (x).P (x) ( П2n+1 ( квадратурната формула е точна върху

w (x).P (x), т.е. 
[image: image682.wmf]b

a

(x).w (x).P (x) dx

m 

ò

 = 
[image: image683.wmf]n

kkk

k=0

A.w (x). P (x)

å

 = 0 (
w (x) е ортогонален на всеки полином от Пn;
единствеността на квадратурната формула следва от факта, че съществува единствен унитарен полином от степен n, който е ортогонален на всички полиноми от степен по-малка или 

равна на n;

квадратурната формула от горния вид, която има алгебрическа степен на точност 2.n+1 наричаме квадратурна 

формула на Гаус; ще покажем, че коефициентите Ak са положителни : действително за k = 0, 1, …, n имаме 

ln, k 2 (x) ( П2n+1 ( I (ln, k 2 (x)) = 
[image: image684.wmf]b

2

n, k

a

(x).l (x) dx

m 

ò

 = 
[image: image685.wmf]nn
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åå

; така Ak = 
[image: image686.wmf]b

2

n, k

a

(x).l (x) dx

m 

ò

 > 0;

ще покажем, че 
[image: image687.wmf]b

n

k

k=0

a

A(x) dx

=m 

å

ò

 : действително, 1 ( П2n+1 (

[image: image688.wmf]b
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k=0

a

(x).1 dxA.1
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å

ò

, т.е. 
[image: image689.wmf]b
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k

k=0

a

A(x) dx

=m 

å

ò

;

16. Формули на правоъгълниците, трапците и Симпсън. Оценка на грешката. Суматорни формули.

Лема (обобщена теорема за средните стойности): 

нека f (x) и g (x) са непрекъснати функции в [a, b] и f (x) ( 0 

(f (x) ( 0) за всяко x ( [a, b]; тогава съществува ( ( [a, b], такова че


[image: image690.wmf]bb

aa

f (x).g (x) dx=g().f (x)dx

x

òò

;

Доказателство: ако f (x) = 0 за всяко x ( [a, b] твърдението е очевидно; ще проведем разсъжденията при f (x) ( 0 за 

всяко x ( [a, b] (при f (x) ( 0 те са аналогични);

нека f (x) > 0 за някое x ( [a, b] ( 
[image: image691.wmf]b

a

f (x)dx

ò

 > 0;

тъй като g (x) е непрекъсната в [a, b] то g (x) достига минимум

m = g (x1) и максимум M = g (x2); неравенствата

m ( g (x) ( M умножаваме с f (x) ( 0 и получаваме:

m. f (x) ( f (x).g (x) ( M. f (x); интегрираме получените неравенства:


[image: image692.wmf]b
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m.f (x) dx
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(
[image: image694.wmf]b
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[image: image695.wmf]b
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[image: image697.wmf]b
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M.f (x) dx

ò

 ( (
[image: image698.wmf]b
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f (x)dx
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 > 0)

g (x1) = m ( 
[image: image699.wmf]b

a

b

a

f (x).g (x) dx

f (x) dx

ò

ò

 ( M = g (x2); по теоремата за междинните стойности съществува ( ( [x1, x2] ([x2, x1]), такова че

g (() = 
[image: image700.wmf]b

a

b

a

f (x).g (x) dx

f (x) dx

ò

ò

 ( 
[image: image701.wmf]bb
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f (x).g (x) dx=g().f (x)dx
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òò

;

ще изведем някои от така наречените елементарни квадратурни формули при n = 0, 1, 2;

при n = 0 интерполационният полином на Лагранж за 

функцията f е L0 (f; x) = f (x0); имаме l0, 0 (x) = 1 ( 
[image: image702.wmf]b

0, 0

a

l (x) dx=b-a

ò

; така квадратурната формула е f (x0).(b – a); 

специално при x0 = 
[image: image703.wmf]a+b

2

 получаваме f (
[image: image704.wmf]a+b

2

).(b – a);

така 
[image: image705.wmf]b

a

f (x) dx

ò

приближаваме с f (
[image: image706.wmf]a+b

2

).(b – a) – формула на правоъгълниците; ще пресметнем оценка за грешката

R (f) = I (f) - 
[image: image707.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = f (
[image: image708.wmf]a+b

2

).(b – a) - 
[image: image709.wmf]b

a

f (x) dx

ò

;
предполагаме, че f има втора непрекъсната производна;

развиваме f по формулата на Тейлър около 
[image: image710.wmf]a+b

2

;

имаме f (x) = 
[image: image711.wmf]2

x

a+b

(x-)

a+ba+ba+b

2

f ()+(x-).f ()+.f ()

2222

¢¢¢

x

 (

[image: image712.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image713.wmf]2

bbb

x

aaa

a+b

(x-)

a+ba+ba+b

2

f () dx+(x-).f () dx+.f () dx

2222

¢¢¢

x

òòò

 =

= 
[image: image714.wmf]2

b

x

a

a+b

(x-)

a+b

2

f ().(b - a)+.f () dx

22

¢¢

x

ò

, тъй като 
[image: image715.wmf]b

a

a+ba+b

(x-).f () dx0

22

¢

=

ò

; така R (f) = 
[image: image716.wmf]2

b

x

a

a+b

(x-)

2

.f () dx

2

¢¢

x

ò

;

по теоремата за средните стойности, 
[image: image717.wmf]22

bb

x

aa

a+ba+b

(x-)(x-)

22

.f () dxf (). dx

22

¢¢¢¢

x=h

òò

 (( ( [a, b]) = 
[image: image718.wmf]3

(b-a)

f ().

24

¢¢

h

;

обикновено тези формули не се използват в този вид; на практика се използват така наречените суматорни формули;
интервалът [a, b] се разделя на равни части чрез точките
a = x0, x1, …, xm = b, xi = x0 + 
[image: image719.wmf]i.(b-a)

m

 и интегралът се смята по следния начин: 
[image: image720.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image721.wmf]i

i-1

x

m

i=1

x

f (x) dx

å

ò

, като за всеки от интегралите 
[image: image722.wmf]i

i-1

x

x

f (x) dx

ò

 се прилага някоя от елементарните квадратурни формули; например, ако използваме формулата на правоъгълниците получаваме: 

[image: image723.wmf]i

i-1

x

x

f (x) dx

ò

 = f (
[image: image724.wmf]i-1i

x+x

2

).(xi – xi-1) + 
[image: image725.wmf]3

ii-1

i

(x-x)

f ().

24

¢¢

x

, където (i ( [xi-1, xi];

тогава 
[image: image726.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image727.wmf]i

i-1

x

3

mm

i-1iii-1

ii-1i

i=1i=1

x

x+x(x-x)

f (x) dxf ().(x-x)+f ().

224

¢¢

=x=

åå

ò

 


[image: image728.wmf]3

m

i-1i

i

3

i=1

x+x

b-a(b-a)

f ().+f ().

2m24.m

¢¢

=x

å

; 
интегралът приближаваме с  
[image: image729.wmf]m

i-1i

i=1

x+x

b-a

.f ()

m2

å

- суматорна квадратурна формула на правоъгълниците;
грешката е R (f) 
[image: image730.wmf]333

mm

ii

322

i=1i=1

(b-a)(b-a)1(b-a)

f ()...f ().f ()

24.m24.mm24.m

¢¢¢¢¢¢

=x=x=x

åå

, 
( ( [a, b]; използвали сме, че числото 
[image: image731.wmf]m

i

i=1

1

.f ()

m

¢¢

x

å

 се намира между минималната и максималната стойност на f(( (x) в [a, b] ( съществува ( ( [a, b], такова че 
[image: image732.wmf]m

i

i=1

1

.f ()

m

¢¢

x

å

 = f(( (();

нека n = 1; да изберем x0 = a, x1 = b;

интерполационният полином на Лагранж за 

функцията f е L1 (f; x) = 
[image: image733.wmf]x-bx-a

f (a).+f (b).

a-bb-a

;

имаме
[image: image734.wmf]bbb

aaa

x-bx-a1

f (a).+f (b). dx=.(f (b).x-a dx-f (a).x-

b dx)

a-bb-ab-a

òòò

 =

= 
[image: image735.wmf]22

1(b-a)(b-a)b-a

.(f (b).+f (a).)=.(f (a)+f (b))

b-a222

;

така 
[image: image736.wmf]b

a

f (x) dx

ò

приближаваме с 
[image: image737.wmf]b-a

.(f (a)+f (b))

2

 – формула на трапците; ще пресметнем оценка за грешката

R (f) = I (f) - 
[image: image738.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image739.wmf]b-a

.(f (a)+f (b))

2

 - 
[image: image740.wmf]b

a

f (x) dx

ò

;
предполагаме, че f има втора непрекъсната производна;

от вида на Нютон на интерполационния полином на f имаме:

f (x) = L1 (f; x) + f [a; b; x].(x – a).(x – b) (

[image: image741.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image742.wmf]bb

1

aa

L (f; x) dx+f [a;b;x].(x-a).(x-b) dx

òò

 (
R (f) =
[image: image743.wmf]b

a

f [a;b;x].(x-a).(x-b) dx

ò

; имаме f [a; b; x] = 
[image: image744.wmf]x

f ()

2

¢¢

x

 (
R (f) = 
[image: image745.wmf]b

x

a

f ()

.(x-a).(x-b) dx

2

¢¢

x

ò

; тъй като (x – a).(x – b) ( 0 за всяко x ( [a, b] можем да приложим лемата ( 
R (f) = 
[image: image746.wmf]b

a

f ()

(x-a).(x-b) dx

2

¢¢

h

ò

, ( ( [a, b]; 
[image: image747.wmf]b-a

b

2

b-a

a

2

b-ab-a

(x-a).(x-b) dx=(u+).(u-) du

22

-

òò

 (смяната е x = u + 
[image: image748.wmf]a+b

2

) =


[image: image749.wmf]b-a

b-ab-a

2232333

22

2

b-ab-a

b-a

22

2

(b-a)u(b-a)(b-a)(b-a)(b-a)

=u- du=-.u=--

4341246

--

-

=

ò


така R (f) = 
[image: image750.wmf]3

(b-a)

- f ().

12

¢¢

h

, ( ( [a, b];
съответната суматорна формула се получава като разделим интервала [a, b] на равни части чрез точките a = x0, x1, …, xm = b, 
xi = x0 + 
[image: image751.wmf]i.(b-a)

m

; интегралът смятаме по следния начин:

[image: image752.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image753.wmf]i

i-1

x

m

i=1

x

f (x) dx

å

ò

; прилагаме формулата за трапците за всеки от интегралите
[image: image754.wmf]i

i-1

x

x

f (x) dx

ò

 и получаваме: 


[image: image755.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image756.wmf]3

m

ii-1ii-1

i-1ii

i=1

x-x(x-x)

.(f (x)+f (x)) f ().

212

¢¢

-x

å

 =

= 
[image: image757.wmf]3

m

i-1ii

3

i=1

b-a(b-a)

.(f (x)+f (x)) f ().

2.m12.m

¢¢

-x

å

, (i ( [xi, xi-1];
интегралът приближаваме с 
[image: image758.wmf]m

i-1i

i=1

b-a

.(f (x)+f (x))

2.m

å

 = 
[image: image759.wmf]m-1

i

i=1

b-a

f (a)+f (b)+2.f (x)

2.m

æö

ç÷

èø

å

 - суматорна квадратурна формула на трапците; грешката е R (f) = 

= 
[image: image760.wmf]333

mm

ii

322

i=1i=1

(b-a)(b-a)1(b-a)

f ()..f ().f ()

12.m12.mm12.m

¢¢¢¢¢¢

-x=-x=-x

åå

, ( ( [a, b]

(използвали сме същите съображения като при суматорната формула на правоъгълниците);

нека n = 2 и да изберем x0 = a, x1 = 
[image: image761.wmf]a+b

2

 = c, x2 = b; интерполационният полином на Лагранж за функцията f е 

L2 (f; x) = 
[image: image762.wmf](x-b).(x-c)(x-a).(x-c)(x-a).(x-b)

f (a).+f (b).f (c).

(a-b).(a-c)(b-a).(b-c)(c-a).(c-b)

+

;
имаме: 


[image: image763.wmf]b-a

b

2

b-a

a

2

b-a

(x-b).(x-c) dx=(u-).u du

2

-

òò

 (смяната е x = u + c) = 


[image: image764.wmf]b-a

b-ab-a

2323

22

22

b-ab-a

b-a

22

2

b-au(b-a)(b-a)

=u-.u du=-.u=

23412

--

-

ò

;


[image: image765.wmf]b-a

b

2

b-a

a

2

b-a

(x-a).(x-c) dx=(u+).u du

2

-

òò

 (смяната е x = u + c) =


[image: image766.wmf]b-a

b-ab-a

2323

22

22

b-ab-a

b-a

22

2

b-au(b-a)(b-a)

=u.u du=.u=

23412

--

-

++

ò

;

от по-горе 
[image: image767.wmf]b

3

a

(b-a)

(x-a).(x-b) dx=-

6

ò

;

имаме 
[image: image768.wmf]b

333

2

a

(b-a)(b-a)(b-a)

L(f;x) dx=f (a).+f (b).-f (c).

(a-b)(b-a)(b-a)(a-b)

12.(a-b).12.(b-a).6..

2222

ò

= 
[image: image769.wmf](

)

b-ab-aa+b

.f (a)+4.f (c)+f (b).f (a)+4.f ()+f (b)

662

æö

=

ç÷

èø

;

така интегралът 
[image: image770.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 приближаваме с 
[image: image771.wmf]b-aa+b

.f (a)+4.f ()+f (b)

62

æö

ç÷

èø

 - формула на Симпсън;

ще пресметнем оценка за грешката

R (f) = I (f) - 
[image: image772.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image773.wmf]b-aa+b

.f (a)+4.f ()+f (b)

62

æö

ç÷

èø

 - 
[image: image774.wmf]b

a

f (x) dx

ò

;

да построим интерполационният полином на Ермит H (x) удоволетворяващ следните условия:

H (a) = f (a), H (b) = f (b), H (
[image: image775.wmf]a+b

2

) = f (
[image: image776.wmf]a+b

2

), H( (
[image: image777.wmf]a+b

2

) = f ((
[image: image778.wmf]a+b

2

);

както знаем, 
H (x) = L2 (f; x) + f [a; b; 
[image: image779.wmf]a+b

2

; 
[image: image780.wmf]a+b

2

].(x – a).(x - 
[image: image781.wmf]a+b

2

).(x – b);

нека f има непрекъсната четвърта производна;

от формулата за грешката получаваме:

f (x) = H (x) + 
[image: image782.wmf](iv)

2

x

f()

a+b

.(x-a).(x-).(x-b)

4!2

x

, ( ( (a, b);

интегрираме това равенство и получаваме:

[image: image783.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image784.wmf]b

a

H (x) dx

ò

 + 
[image: image785.wmf]b

(iv)

2

x

a

f()

a+b

.(x-a).(x-).(x-b) dx

4!2

x

ò

 =

= 
[image: image786.wmf]b

2

a

L (f; x) dx

ò

 + f [a; b; 
[image: image787.wmf]a+b

2

; 
[image: image788.wmf]a+b

2

].
[image: image789.wmf]b

a

a+b

(x-a).(x-).(x-b) dx

2

ò

 +

+ 
[image: image790.wmf]b

(iv)

2

x

a

f()

a+b

.(x-a).(x-).(x-b) dx

4!2

x

ò

;
имаме 
[image: image791.wmf]b

a

a+b

(x-a).(x-).(x-b) dx

2

ò

 = 
[image: image792.wmf]b-a

2

b-a

2

b-ab-a

(u+).u.(u-) du

22

-

ò

 (смяната е x = u + 
[image: image793.wmf]a+b

2

) = 0, тъй като интегрираме нечетна функция в симетричен относно нулата интервал;
така R (f) = 
[image: image794.wmf]b

(iv)

2

x

a

f()

a+b

.(x-a).(x-).(x-b) dx

4!2

x

ò

; тъй като


[image: image795.wmf]2

a+b

(x-a).(x-).(x-b)

2

 ( 0 за всяко x ( [a, b] 
можем да приложим лемата ( 
[image: image796.wmf]bb

(iv)

(iv)

22

x

aa

f()

a+bf()a+b

.(x-a).(x-).(x-b) dx.(x-a).(x-).(x-b) dx

4!24!2

x

h

=

òò

,

( ( [a, b];
имаме 
[image: image797.wmf]b

2

a

a+b

(x-a).(x-).(x-b) dx

2

ò

 = 
[image: image798.wmf]b-a

2

2

b-a

2

b-ab-a

(u+).u.(u-) du

22

-

ò

 (смяната е x = u +
[image: image799.wmf]a+b

2

) = 
[image: image800.wmf]b-a

22

42

b-a

2

(b-a)

u-u du

4

-

ò

 = 
[image: image801.wmf]b-ab-a

523555

22

b-ab-a

22

u(b-a)u(b-a)(b-a)(b-a)

=-.=--

5438048120

--

=

;

така R (f) = 
[image: image802.wmf](iv)55

(iv)

f()(b-a)(b-a)

- f().

4!1202880

h

-=h

;
това означава, че квадратурната формула на Симпсън е точна дори за полиноми от трета степен, въпреки че тя има три възела;

съответната суматорна формула се получава като разделим интервала [a, b] на равни части чрез точките a = x0, x1, …, xm = b, 
xi = x0 + 
[image: image803.wmf]i.(b-a)

m

; интегралът смятаме по следния начин:

[image: image804.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image805.wmf]i

i-1

x

m

i=1

x

f (x) dx

å

ò

; прилагаме формулата на Симпсън за всеки от интегралите
[image: image806.wmf]i

i-1

x

x

f (x) dx

ò

 и получаваме: 


[image: image807.wmf]b

a

f (x) dx

ò

 = 
[image: image808.wmf]5

m

iv

ii-1i-1iii-1

i-1ii

i=1

x-xx+x(x-x)

.f (x)+4.f ()+f (x) f ().

622880

æö

-x

ç÷

èø

å

 =

= 
[image: image809.wmf]5

m

iv

i-1i

i-1ii

5

i=1

x+x

b-a(b-a)

.f (x)+4.f ()+f (x) f ().

6.m22880.m

æö

-x

ç÷

èø

å

, (i ( [xi, xi-1];
интегралът приближаваме с 
[image: image810.wmf]m

i-1i

i-1i

i=1

x+x

b-a

.f (x)+4.f ()+f (x)

6.m2

æö

ç÷

èø

å



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image811.wmf]m

i-1i

i=1

b-a

.(f (x)+f (x))

2.m

å

 = 
[image: image812.wmf]m-1m

ii-1

i

i=1i=1

xx

b-a

f (a)+f (b)+2.f (x)4.f ()

6.m2

+

æö

+

ç÷

èø

åå

 - суматорна квадратурна формула на Симпсън; грешката е R (f) = 

= 
[image: image813.wmf]555

mm

iviviv

ii

544

i=1i=1

(b-a)(b-a)1(b-a)

f ()..f ().f ()

2880.m2880.mm2880.m

-x=-x=-x

åå

, 

( ( [a, b]; (използвали сме същите съображения като при суматорната формула на правоъгълниците и суматорната формула на трапците);

17. Приближено решаване на нелинейни уравнения. Брой на корените на алгебричен полином в даден интервал. Теореми на Щурм, Бюдан-Фурие, Декарт.

нека f (x) е реална функция; решаваме уравнението f (x) = 0, т.е. търсим нулите на функцията f; 

първо ще разгледаме задачата за решаване на уравнението

f (x) = 0, където f (x) е алгебричен полином с реални коефициенти;

нека f (x) = a0xn + a1xn-1 + … + an-1x + an, a0 ( 0, ai ( R;

както знаем, при n ( 5 в общия случай уравнението f (x) = 0 не е решимо в радикали;
полиномът f (x) има n комплексни нули, взети с техните кратности;

за да локализираме корените на f (x), трябва да намерим някаква ограничена област, която ги съдържа;

Теорема: нека f (x) = a0zn + a1zn-1 + … + an, ai ( C, a0 ( 0, 
ai ( 0 за някое i ( { 1, 2, …, n}, тогава всяка нула x на f (z)

удоволетворява неравенството |x| ( R, където R е 

единственият положителен корен на уравнението 

|a0|tn - |a1|tn-1 - … - |an-1|t - |an| = 0; с други думи всички корени на уравнението f (z) = 0 лежат в кръг с център в нулата и радиус R в комплексната равнина; 

Доказателство: първо ще покажем, че уравнението

|a0|tn - |a1|tn-1 - … - |an-1|t - |an| = 0 действително има точно един положителен корен; при t > 0 това уравнение е еквивалентно с |a0| = 
[image: image814.wmf]2
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; ясно е, че функцията в дясната страна на равенството е непрекъсната и строго монотонно намаляваща в (0, + (); при това тя клони към + ( при x ( 0 и към 0 при x ( + (; при това положение съществува единствено R ( R, което е решение на даденото уравнение; при това за t > R имаме

|a0| > 
[image: image815.wmf]2
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, т.е. 

|a0|tn - |a1|tn-1 - … - |an-1|t - |an| > 0;

нека сега x е произволен корен на f (z) = 0;

имаме a0xn + a1xn-1 + … + an = 0 ( 
|a0|.|x|n + |a1|.|x|n-1 + … + |an| = 0; ако допуснем, че |x| > R ще получим, че 0 = |a0|.|x|n + |a1|.|x|n-1 + … + |an| > 
|a0|.|x|n - |a1|.|x|n-1 + … - |an| >  0 (от по-горе) – противоречие;

така |x| ( R;

има прости методи за намиране на краен интервал, който съдържа всички реални корени на даден полином, но ние няма да се спираме на тях;

нека f (x) = a0xn + a1xn-1 + … + an-1x + an, a0 ( 0, ai ( R;
ще разгледаме следната задача: даден е интервал [a, b]; търси се броят на корените на f (x) в интервала [a, b];

Лема: нека c ( R и f (c) = 0; тогава за всяко достатъчно малко ( > 0 имаме f (c - ().f( (c - () < 0, f (c + ().f( (c + () > 0;

Доказателство: нека c е m-кратен корен на f (x), т.е.

f (c) = f( (c) = … = f(m-1) (c) = 0, f(m) (c) ( 0;
да развием f (x) по формулата на Тейлър около точката c; имаме 

f (x) = 
[image: image816.wmf](n)

2n

f (c)f(c)

f (c) + f (c).(x-c)+.(x-c)+...+.(x-c)

2n!

¢¢

¢

 (
f (x) = 
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;
тогава f( (x) = 
[image: image818.wmf](m)(m+1)(n)
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;

да изберем ( толкова малко, че f( (x) и f (x) да нямат нули в 

(c - (, c + (), които са различни от c;

за x ( (c - (, c + () имаме: 
[image: image819.wmf](m)(m+1)(n)
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;

при x = c изразът 
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n-m

(m)(m+1)(n)

n-m

f (c)f (c)f(c)

+.(x-c)+...+.(x-c)

m!(m+1)!n!

f (c)f (c)f(c)

+.(x-c)+...+.(x-c)

(m-1)!m!(n-1)!

 е положителен, производните на f (x) са непрекъснати, така че можем да считаме, че ( е толкова малко, че изразът да е положителен в (c - (, c + (); при това положение знакът на частното


[image: image822.wmf]f (x)
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 е знакът на x – c, т.е. при x ( (c - (, c) имаме f (x).f( (x) < 0,

при x ( (c, c + () имаме f (x).f( (x) > 0;

нека е дадена крайна редица от числа a0, a1, …, an, които са различни от нула; казваме, че числата ak и ak+1 (0 ( k ( n-1) образуват вариация, ако ak.ak+1 < 0; броят на вариациите на редицата a0, a1, …, an означаваме с V (a0, a1, …, an); 

например V (5, -1, 2, 3, -4) = 3;

ако е дадена крайна редица от числа, между които има равни нула, то броят на вариациите на такава редица се дефинира като броят на вариациите на редицата от същите числа, като премахнем нулите; например V (5, 0, -1, 2, 3, 0, -4) = 3;

нека f (x) има само прости корени; тогава f (x) и f( (x) нямат общ корен и са взаимно прости; прилагаме алгоритъмът на Евклид за намиране на най-голям общ делител на f (x) и f( (x); 

имаме:

f (x) = f( (x).Q1 (x) - R1 (x),

f ((x) = R1 (x).Q2 (x) - R2 (x),
R1 (x) = R2 (x).Q3 (x) - R3 (x),
…
Rk-2 (x) = Rk-1 (x).Qk (x) - Rk (x);
Rk-1 (x) = Rk (x).Qk+1 (x); (Rk+1 (x) = 0);

тъй като f (x) и f( (x) са взаимно прости, то Rk (x) е ненулева константа;
редицата f (x), f( (x), R1 (x), R2 (x), …, Rk (x) се нарича редица на Щурм за полинома f (x); тя притежава следните три свойства:
1. преди всеки корен на f (x), f (x) и f( (x) имат различни знаци, а след този корен f (x) и f( (x) имат еднакви знаци (лемата);

2. Rk (x) е ненулева константа;

3. (полагаме R0 (x) = f( (x), R-1 (x) = f (x)) 

ако Ri (c) = 0, за някое i = 0, 1, …, k-1, c ( R, то 

Ri-1 (c).Ri+1 (c) < 0 : действително, ако допуснем че

Ri-1 (c) = 0 или Ri+1 (c) = 0, тогава последователно получаваме Ri+2 (c) = 0, …, Rk (c) = 0 – противоречие;

сега от равенството Ri-1 (c) = Ri (c).Qi+1 (c) – Ri+1 (c) получаваме

Ri-1 (c) = - Ri+1 (c) ( Ri-1 (c).Ri+1 (c) < 0;
Теорема (на Щурм): да означим с V (x) броят на вариациите на редицата f (x), f( (x), R1 (x), R2 (x), …, Rk (x) в точката x; ако f (x) има само прости корени и f (a) ( 0, f (b) ( 0, то броят на корените на 

f (x) в интервала [a, b] е V (a) – V (b);
Доказателство: ще проследим как се изменя числото V (x) когато 

x се движи от a към b; тъй като функциите в редицата са непрекъснати, то промяна на V (x) може да има само когато x минава през корен на някоя от функциите f (x), f( (x), …, Rk-1 (x);

не разглеждаме Rk (x), тъй като Rk (x) е ненулева константа;

когато x минава през корен на f, то от свойство 1. преди корена 

f (x) и f( (x) имат различни знаци, а след корена f (x) и f( (x) имат еднакви знаци, което означава че V (x) намалява с 1 когато x преминава през корен на f;

нека x минава през корен на Ri (x) за някое i = 0, 1, …, k-1 

(R0 (x) = f( (x)); тогава в достатъчно малка околност на корена, от свойство 3. имаме Ri-1 (x).Ri+1 (x) < 0; това означава, че V (x) не се променя, тъй като преди корена и след корена на Ri (x) редицата Ri-1 (x), Ri (x), Ri+1 (x) има точно една вариация;

така при преминаване на x от a до b ще се изгубят толкова вариации, колкото са корените на f в (a, b); при това, тъй като

f (a) ( 0, f (b) ( 0, то V (x) не се изменя когато x тръгва от a и не се изменя, когато x достигне b; така броят на корените на f (x) в [a, b] е точно V (a) – V (b);

ще отбележим, че в доказателството на теоремата използваме само свойства 1., 2., 3., така че теоремата може да се обобщи за произволен полином f (x) и произволна редица от полиноми с първи член f (x), която има трите свойства;

Следствие: нека f (x) е полином, f (a) ( 0, f (b) ( 0;

ако V (x) е броят на вариациите на редицата

f (x), f( (x), R1 (x), …, Rk (x), то V (a) – V (b) дава броят на нулите на 

f (x) в [a, b], без да отчитаме тяхните кратности;

Доказателство: ясно е, че ако f (x) има кратен корен, то Rk (x) е неконстантен полином и в общия случай редицата

f (x), f( (x), R1 (x), …, Rk (x) не е редица на Щурм за f (x);

имаме, че Rk (x) дели f (x), f( (x), …, Rk-1 (x);

разглеждаме редицата 
[image: image823.wmf]k-1
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;

да означим с W (x) броят на вариациите на тази редица за 

точката x; съвсем лесно се вижда, че тази редица притежава свойствата 1., 2., 3. за полинома 
[image: image824.wmf]k
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; от горната теорема получаваме, че броят на нулите на 
[image: image825.wmf]k
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 в [a, b] е W (a) – W (b); 

но f (a) ( 0, f (b) ( 0, така че Rk (a) ( 0, Rk (b) ( 0 ( W (a) = V (a), 
W (b) = V (b); така броят на нулите на 
[image: image826.wmf]k
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 в [a, b] е V (a) – V (b); при това броят на нулите на 
[image: image827.wmf]k
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 в [a, b] е точно броят на нулите на f (x) в [a, b], ако не отчитаме кратностите им;

Теорема (Бюдан – Фурие): нека f (x) е полином от степен точно n;

да означим с V (x) броят на вариациите на редицата

f (x), f( (x), …, f(n) (x); ако f (a) ( 0, f (b) ( 0, то V (a) – V (b) е броят на нулите на f (x) в [a, b] или с четно число по-малко, при това многократните корени се броят с техните кратности;

Доказателство: отново ще разгледаме как се изменя числото V (x), когато x се движи от a към b; тъй като f (x), f( (x), …, f(n) (x) са непрекъснати, то изменение на V (x) може да има само когато x преминава през нула на f (x) или на f(i) (x), i = 1, 2, …, n-1, (f(n) (x) е ненулева константа); 

нека c е m-кратна нула на f (x), т.е. f (c) = f( (c) = … = f(m-1) (c) = 0, 

f(m) (c) ( 0; по лемата в достатъчно малка околност на c за 

i = 0, 1, …, m-1 f(i) (x) и f(i+1) (x) имат различни знаци при x < c и еднакви знаци при x > c; това означава, че преди корена c редицата f (x), f( (x), …, f(m) (x) има m вариации, а след корена c тя няма вариации ( при преминаване на x през m-кратен корен на f (x) се губят m вариации;

нека c е m-кратна нула на f(i) (x), i ( 1, т.е. 

f(i) (c) = f(i+1) (c) = … = f(i+m-1) (c) = 0, f(i+m) (c) ( 0, 
но c не е нула на f(i-1) (x), т.е. f(i-1) (c) ( 0;
отново преди корена c редицата f(i) (x), f(i+1) (x), …, f(i+m) (x) има m вариации, а след корена c няма вариации; 

ако m е четно число, то f(i) (x) не изменя знака си, когато x минава през c ( броят на вариациите между f(i-1) (x) и f(i) (x) не се изменя; така при преминаване на x през c се губят m вариации;

ако m е нечетно число, то f(i) (x) сменя знака си, когато x минава през c ( броят на вариациите между f(i-1) (x) и f(i) (x) се увеличава или намаля с 1; така при преминаване на x през c се губят

m ( 1 вариации;

получихме, че и в двата случая при преминаване на x през c V (x) намалява с четно число;

окончателно, при преминаване на x през корен на f, V (x) намалява с кратността на корена, а при преминаване на x през корен 

на f(i), i ( 1, V (x) намалява с четно число; тъй като f (a) ( 0, f (b) ( 0,

то V (x) не се изменя при тръгване от a и не се изменя или намаля с четно число при достигане на b; така броят на корените на f (x) в [a, b], броени с техните кратности е V (a) – V (b) или с четно число по-малко;

Следствие (правило на Декарт): нека f (x) = a0xn + a1xn-1 + … + an,

a0 ( 0, an ( 0; тогава броят на положителните корени на f (x) е броят на вариациите на редицата a0, a1, …, an или с четно число 

по-малък;

Доказателство: да изберем M толкова голямо, че при x ( M знакът на f (M), f( (M), …, f(n-1) (M), f(n) (M) да се определя от знака на a0;

очевидно f (x) не се анулира при x ( M;

така броят на положителните корени на f (x) е броят на 

корените на f (x) в интервала [0, M] (f (0) ( 0);

по горната теорема това е V (0) – V (M) или с четно число по-малко, където V (x) е броят на вариациите на редицата f (x), f( (x), …, f(n) (x);

очевидно V (M) = 0, тъй като f (M), f( (M), …, f(n-1) (M), f(n) (M) имат еднакви знаци; имаме: f (0) = an, f( (0) = 2.an-1, f(( (0) = 6.an-2, …, 

f(n-1) (0) = (n-1)!.a1, f(n) (0) = n!a0 ( броят на вариациите на редицата 

f (0), f( (0), …, f(n) (0) съвпада с броя на вариациите на редицата

an, an-1, …, a0, който очевидно съвпада с броя на вариациите на редицата a0, a1, …, an; окончателно броят на положителните корени на f (x) е броят на вариациите на редицата a0, a1, …, an или с четно число по-малко;

ще отбележим, че при горните предположения броят на отрицателните корени на f (x) е равен на броя на вариациите на редицата от коефициентите на f (-x) или е с четно число по-малък;

18. Теорема за неподвижната точка.

нека F е линейно пространство над R; казваме, че във F е въведено разстояние (метрика), ако на всеки два елемента

x, y ( F е съпоставено число r (x, y) ( R със следните свойства:

1. r (x, y) ( 0 за всеки x, y ( R;

2. r (x, y) = 0 ( x = y;

3. r (x, y) = r (y, x);

4. r (x, z) ( r (x, y) + r (y, z) за всеки x, y, z ( F – неравенство на триъгълника;
ако F е линейно пространство, в което е въведено разстояние, казваме че F е линейно метрично пространство;

ако F е нормирано линейно пространство, то нормата поражда естествено разстояние – за всеки x, y ( F, r (x, y) = 
[image: image828.wmf] x-y 

;

нека F е линейно метрично пространство; нека { xn} е редица от елементи на F; казваме, че { xn} е редица на Коши, ако за всяко

( > 0 съществува индекс N ( N, така че за всеки n, m > N 

имаме: r (xn, xm) < (; казваме, че F е пълно относно въведенето разстояние, ако всяка редица на Коши е сходяща; естествено, една редица { xn} е сходяща в F и клони към x ( F, 

ако r (xn, x) ( 0 при n ( (; бележим xn ( x при n ( (;

например множеството на рационалните числа Q, разгледано като линейно пространство над себе си не е пълно относно разстоянието, породено от нормата |x| за всяко x ( Q; действително, съществуват редици на Коши с елементи на Q, които клонят към ирационални числа; напротив при същата схема множеството на реалните числа R е пълно;

нека F е линейно пространство; всяка функция A : F ( F наричаме оператор на пространството F; ако y е образ на x под действието на A записваме y = Ax; казваме, че x ( F е неподвижна точка за оператора A, ако Ax = x;

нека F е линейно метрично пространство и A е оператор на F;

казваме, че A е свиващ оператор, ако съществува q ( R, 0 < q < 1, такова че r (Ax, Ay) ( q.r (x, y) за всеки x, y ( F;

Теорема (за неподвижната точка): нека F е линейно метрично пространство, което е пълно относно разстоянието; нека A е свиващ оператор на F; тогава съществува единствена неподвижна точка ( ( F на оператора A;

Доказателство: първо ще покажем единствеността;

нека x, y ( F са такива, че Ax = x, Ay = y; 

имаме r (Ax, Ay) ( q.r (x, y), 0 < q < 1 ( r (x, y) ( q.r (x, y) ( 

r (x, y) = 0 ( x = y;
сега ще покажем, че A има неподвижна точка;

нека x0 ( F; образуваме редицата x0, x1 = Ax0, x2 = Ax1, …, 

xn+1 = Axn, …, …; ще покажем, че редицата { xn} е редица на Коши;

за всяко n ( 1 имаме: r (xn+1, xn) = r (Axn, Axn-1) ( q.r (xn, xn-1);

с непосредствена индукция получаваме, че r (xn+1, xn) ( qn.r (x1, x0);

нека m > n ( 1; имаме r (xm, xn) ( r (xm, xm-1) + r (xm-1, xm-2) + … + 

+ r (xn+1, xn) ( qm-1.r (x1, x0) + qm-2.r (x1, x0) + … + qn.r (x1, x0) =

= qn.r (x1, x0).(qm-n-1 + qm-n-2 + … + 1) ( 
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; използвали сме очевидното неравенство 1 + q + … + qm-n-1 ( 
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така за всеки m, n ( N, m > n ( 1, имаме r (xm, xn) ( 
[image: image831.wmf]n

10

q

.r (x,x)

1-q

;

нека ( > 0; нека N е толкова голямо, че 
[image: image832.wmf]N

10

q

.r (x,x)

1-q

 < (; такова N може да се избере, тъй като 
[image: image833.wmf]n
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q

.r (x,x)

1-q

 ( 0 при n ( ( (0 < q < 1);

тогава при m, n > N имаме: 
r (xm, xn) ( 
[image: image834.wmf]n
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[image: image835.wmf]N
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 < (; 
така { xn} е редица на Коши; тъй като F е пълно пространство, то

{ xn} е сходяща; нека xn ( ( при n ( (; ще покажем, че ( е неподвижна точка за оператора A; имаме r (xn, () ( 0 при n ( (;

от друга страна r (Axn, A() ( q.r (xn, () ( r (Axn, A() ( 0 при n ( (, т.е. Axn ( A( при n ( (; от равенството xn+1 = Axn след граничен преход при n ( ( получаваме ( = A(;

доказателството на теорема е конструктивно, описаният метод за намиране на неподвижна точка на свиващия оператор A се нарича метод на простата итерация;

изискването A да е свиващ оператор в цялото пространство F е прекалено силно; ще изведем едно следствие от теоремата;

ако x ( F под (-околност на x ще разбираме 

множеството { y | r (x, y) < (};
Следствие: нека ( ( F е неподвижна точка на оператора A и съществува (-околност O на (, така че A е свиващ оператор в O, т.е. съществува q, 0 < q < 1, такова че r (Ax, Ay) ( q.r (x, y) за всеки x, y ( O; тогава ( е единствена неподвижна точка на A в O и за всяко x0 ( O редицата x0, x1 = Ax0, x2 = Ax1, … е сходяща и клони към корена (;

Доказателство: достатъчно е да покажем, че ако x ( O, то Ax ( O и директно да приложим горната теорема; имаме x ( O, т.е.

r (x, () < ( ( r (Ax, () = r (Ax, A() ( q.r (x, y) < r (x, y) < ( ( Ax ( O;
19. Ред на сходимост на итерационните процеси. Методи на секущите, на хордите и на Нютон.

казваме, че xn ( x със скорост на геометрична прогресия, ако

r (xn, x) ( C.qn за всяко n ( N, където C и q са положителни константи и q < 1; в означенията на теоремата за неподвижната точка ще покажем, че редицата { xn}, xn+1 = Axn, в общия случай е сходяща със скорост на геометрична прогресия; имаме 

r (xn, () = r (Axn-1, A() ( q.r (xn-1, () ( q2.r (xn-2, () ( …( qn.r (x0, (); така в общия случай методът на простата итерация е сходящ със скорост на геометрична прогресия;

казваме, че редицата { xn} има ред на сходимост p (p > 1), ако съществува положителни константи C и q, q < 1, такива че

ако r (xn, x) ( C.
[image: image836.wmf]n

p

q

; ясно е, че ако r (yn, x) ( C.qn или 

r (yn, x) ( C.
[image: image837.wmf]n

s

q

, където s < p, то xn ( x много по-бързо отколкото

yn ( x, по-точно xn = o (yn) при n ( (;

казваме, че xn ( x със скоростта на степен ред, ако съществуват положителни константи p и C, такива че r (xn, x) ( 
[image: image838.wmf]p

C

n

; ясно е, че сходимостта със скорост на степен ред е най-бавната от всички изброени сходимости;

оттук нататък ще си мислим, че пространството F е пространството на реалните числа; ясно е, че свиващите изображения в това пространство са функциите, които удоволетворяват условието на Липшиц с константа по-малка от 1;

методът на простата итерация ни позволява да решаваме уравнения от вида x = f (x), където f е реална функция и е свиващ оператор със скоростта на геометрична прогресия в общия случай;

Теорема: нека функцията f има непрекъсната p-та производна в околност на точката ( и е изпълнено: 

f (() = (, f( (() = 0, …, f(p-1) (() = 0, f(p) (() ( 0; тогава съществува околност O на (, така че за всяко x0 ( O редицата

x0, x1 = f (x0), x2 = f (x1), …има ред на сходимост p;

Доказателство: 

развиваме f в ред на Тейлър около точката (; имаме: 

f (x) = f (() + 
[image: image839.wmf](p-1)(p)
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 , където ( е между ( и x ( f (x) = f (() + [image: image840.wmf](p)
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x

;

за n = 1, 2, …при x = xn получаваме: f (xn) = f (() +
[image: image841.wmf](p)
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n

f()

.(x-)

p!

h

x

;

да означим M = 
[image: image842.wmf](p)

U

f()

sup
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h Î 
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, където U е достатъчно малка 

околност на (; тогава f (xn) – f (() ( M.(xn - ()p ( 

|xn+1 - (| ( M.|xn - (|p ( M.Mp.|xn-1 - (|p.p ( … ( 

( 
[image: image843.wmf]n+1
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;

така, ако изберем x0, така че 
[image: image844.wmf]1
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, т.е. |x0 - (| < 
[image: image845.wmf]1
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 ще получим, че |xn+1 - (| ( C.
[image: image846.wmf]n+1

p
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, т.е. редицата { xn} има ред на сходимост p;

Метод на Нютон
нека [a, b] е краен интервал и f (x) ( C2[a, b]; при това е изпълнено:

1. f (a).f (b) < 0; 

2. f( (x) ( 0 за x ( [a, b];

3. f(( (x) ( 0 за x ( [a, b];

ясно е, че тези условия гарантират, 
че f (x) има единствен корен ( ( [a, b];
чрез метода на Нютон се построява редица x0, x1, … от последователни приближения на корена ( по следния начин:

избираме x0 = a или x0 = b, така че да имаме f (x0).f(( (x0) > 0;

за n = 0, 1, …ако сме избрали xn, избираме xn+1 по следния начин:

прекарваме допирателната през (xn, f (xn)) към графиката на f (x) и избираме xn+1 да е нейната пресечна точка с Ox;


ще изведем формула за xn+1: допирателната през xn, f (xn) има уравнение: y = f( (xn).(x – xn) + f (xn) ( xn+1 е решение на уравнението 0 = f( (xn).(x – xn) + f (xn), т.е. xn+1 = xn - 
[image: image847.wmf]n
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;

ще отбележим, че изискването f (x0).f(( (x0) > 0 е съществено, тъй като в противен случай редицата { xn} може да излезе от 

интервала [a, b]; при тези условия лесно може да се покаже аналитично, че редицата x0, x1, …е сходяща и клони към корена ( (това се вижда и от картината);

ще покажем, че при достатъчно добро начално приближение, редицата { xn}, построена в метода на Нютон има ред на 

сходимост 2; ясно е, че при методът на Нютон се търсят неподвижни точки на функцията ( (x) = 
[image: image848.wmf]f (x)
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 по метода на простата итерация; имаме (( (x) = 1 - 
[image: image849.wmf]2
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 = 
[image: image850.wmf]2
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;

така (( (() = 0, тъй като f (() = 0; може да се покаже, че в общия случай ((( (() ( 0 и от теоремата по-горе получаваме, че при начално приближение x0 достатъчно близко до (, редицата

x0, x1, …има ред на сходимост 2, т.е. |xn - (| ( C.
[image: image851.wmf]n

2

q

, C > 0, 

0 < q < 1; така методът на Нютон има квадратична сходимост;

чрез метода на Нютон можем да намираме
[image: image852.wmf]a

, a > 0 по следния начин: ясно е, че 
[image: image853.wmf]a

 е положителният корен на f (x) = x2 – a;

избираме x0, така че x02 > a; за интервала [0, x0] имаме

f (0) = - a < 0, f (x0) = x02 – a > 0, f( (x) ( 0, f(( (x) ( 0;
ще отбележим, че f( (0) = 0, но това не се отразява на сходимостта на метода; избираме начално условие x0 и строим редицата

xn+1 = xn - 
[image: image854.wmf]n

n
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 = 
[image: image855.wmf]n

n
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; при n ( ( тази редица клони към

положителния корен на f (x), т.е. към
[image: image856.wmf]a

;

Метод на хордите
нека [a, b] е краен интервал и f (x) ( C2[a, b]; при това е изпълнено:

4. f (a).f (b) < 0; 

5. f( (x) ( 0 за x ( [a, b];

6. f(( (x) ( 0 за x ( [a, b];

ясно е, че тези условия гарантират, 
че f (x) има единствен корен ( ( [a, b];
чрез метода на хордите се построява редица x0, x1, … от последователни приближения на корена ( по следния начин:

избираме x0 = a или x0 = b, така че да имаме f (x0).f(( (x0) < 0;

нека за определеност x0 = a; за n = 0, 1, …ако сме избрали

xn, избираме xn+1 по следния начин: прекарваме права през

(xn, f (xn)) и (b, f (b)) (през (xn, f (xn)) и (a, f (a)), ако x0 = b) и избираме точката xn+1 като пресечна точка на тази права с Ox;


ще изведем формула за xn+1: правата през (b, f (b)) и (xn, f (xn)) има уравнение y = f (xn) + (x – xn).f [xn; b] ( xn+1 е решение на уравнението 0 = f (xn) + (x – xn).f [xn; b], т.е. xn+1 = xn - 
[image: image857.wmf]n

n

f (x)

f [x; b]

;

така xn+1 = xn - 
[image: image858.wmf]n

n

n

f (x)

.(b-x)

f (b) - f (x)

; изборът на x0, така че

f (x0).f(( (x0) < 0 е съществен, тъй като в противен случай редицата

{ xn} може да излезе от интервала [a, b]; при тези условия лесно може да се покаже аналитично, че редицата { xn} е сходяща и клони към корена (; ще покажем, че ако интервалът [a, b] е достатъчно малък, то методът на хордите има сходимост със скоростта на геометрична прогресия; от една страна имаме:

f (x) = f (xn) + (x – xn).f [xn; b) + (x – xn).(x – b).f [xn; b; x] (
f (xn+1) = (xn+1 – xn).(xn+1 – b).f [xn; b; xn+1] = (xn+1 – xn).(xn+1 – b).
[image: image859.wmf]1
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,

където (1 ( [a, b]; от друга страна

f (x) = f (() + (x - ().f( ((x) = (x - ().f( ((x) ( f (xn+1) = (xn+1 - ().f( ((2),

(2 ( [a, b]; така (xn+1 – xn).(xn+1 – b).
[image: image860.wmf]1
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 = (xn+1 - ().f( ((2) (
|xn+1 - (| = |xn+1 – xn|.|xn+1 – b|.
[image: image861.wmf]1
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|xn+1 - (| ( 
[image: image862.wmf]M

2.m

.|a – b|.|xn - (|, тъй като a = x0 < xn < xn+1 < (;

тук M = 
[image: image863.wmf][a, b]
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, m = 
[image: image864.wmf][a, b]
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; така, ако [a, b] е толкова малък, че 
[image: image865.wmf]M

2.m

.|a – b| < 1, то |xn+1 - (| ( q.|xn - (|, 0 < q < 1, така че методът на хордите е сходящ със скоростта на геометрична прогресия;

Метод на секущите
нека [a, b] е краен интервал и f (x) ( C2[a, b]; при това е изпълнено:

7. f (a).f (b) < 0; 

8. f( (x) ( 0 за x ( [a, b];

9. f(( (x) ( 0 за x ( [a, b];

ясно е, че тези условия гарантират, 
че f (x) има единствен корен ( ( [a, b];
чрез метода на хордите се построява редица x0, x1, … от последователни приближения на корена ( по следния начин:

избираме начални приближения x0 и x1 ( [a, b], такива че

f (x0).f(( (x0) > 0 и f (x1).f(( (x1) > 0; за n = 1, 2, …ако сме избрали

xn и xn-1 избираме xn+1 по следния начин: прекарваме права през

(xn-1, f (xn-1)) и (xn, f (xn)) и избираме xn+1 като пресечната точка на тази права с Ox;


ще изведем формула за xn+1 : правата през (xn-1, f (xn-1)) и (xn, f (xn)) има уравнение y = f (xn) + (x – xn).f [xn; xn-1] ( xn+1 е решение на уравнението 0 = f (xn) + (x – xn).f [xn; xn-1], т.е. xn+1 = xn - 
[image: image866.wmf]n
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;

така xn+1 = xn - 
[image: image867.wmf]n

n-1n
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.(x-x)

f (x) - f (x)

; изборът на x0 и x1, така че

f (x0).f(( (x0) > 0 и f (x1).f(( (x1) > 0 е съществен, тъй като в противен случай редицата { xn} може да излезе от интервала [a, b]; при тези условия не е трудно да се покаже аналитично, че редицата { xn} е сходяща и клони към корена (;

Теорема: при горните предположения за функцията f (x) нека началните приближения x0 и x1 удоволетворяват условията

|x0 - (| ( C.
[image: image868.wmf]0
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q

, |x1 - (| ( C.
[image: image869.wmf]1

r

q

, 0 < q < 1, C.
[image: image870.wmf]M

2.m

 ( 1, r = 
[image: image871.wmf]1+5
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,

където M = 
[image: image872.wmf][a, b]
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, m = 
[image: image873.wmf][a, b]
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; 

тогава |xn - (| ( C.
[image: image874.wmf]n
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 за всяко n ( N;

Доказателство: индукция по n;

База: при n = 0, 1 твърдението е изпълнено от условието;

Предположение: нека |xn-1 - (| ( C.
[image: image875.wmf]n-1

r

q

, |xn - (| ( C.
[image: image876.wmf]n

r
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;

Стъпка: имаме f (x) = f (xn) + (x – xn).f [xn; xn-1) + 

+ (x – xn).(x – xn-1).f [xn; xn-1; x] ( 

f (xn+1) = (xn+1 – xn).(xn+1 – xn-1).f [xn; xn-1; xn+1] = 

= (xn+1 – xn).(xn+1 – xn-1).
[image: image877.wmf]1
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, където (1 ( [a, b]; от друга страна

f (x) = f (() + (x - ().f( ((x) = (x - ().f( ((x) ( f (xn+1) = (xn+1 - ().f( ((2),

(2 ( [a, b]; така (xn+1 – xn).(xn+1 – xn-1).
[image: image878.wmf]1

f ()

2

¢¢

h

 = (xn+1 - ().f( ((2) (
|xn+1 - (| = |xn+1 – xn|.|xn+1 – xn-1|.
[image: image879.wmf]1
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|xn+1 - (| ( 
[image: image880.wmf]M

2.m

.|xn-1 – (|.|xn - (|, тъй като ( < xn+1 < xn 

(xn > xn+1 > (); по индукционното предположение получаваме, че

|xn+1 - (| ( 
[image: image881.wmf]M

2.m

.C.
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.C.
[image: image883.wmf]n
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[image: image884.wmf]n-1n
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, тъй като C.
[image: image885.wmf]M
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 ( 1;

имаме r2 - r - 1 = 0 ( rn-1 + rn = rn-1(r + 1) = rn-1.r2 = rn+1;

окончателно |xn+1 - (| ( C.
[image: image886.wmf]n+1
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;

така, ако началните приближения x0 и x1 са достатъчно близко до корена (, то реда на сходимост на редицата { xn} е 
[image: image887.wmf]1+5

2

 ( 1.618;

20. Решаване на линейни системи алгебрични уравнения. Методи на Гаус и Жордан. Метод на квадратния корен.

дадена е матрица A = 
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, вектор-стълб b = 
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решаваме линейната система A.x = b, x = 
[image: image890.wmf]1
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ще предполагаме, че системата има реални коефициенти, въпреки че разгледаните методи се пренасят без изменения 

в комплексния случай;

от линейната алгебра знаем, че тази система има единствено решение ( det A ( 0 и то се дава по формулите на Крамер:


[image: image891.wmf]k

k

det A

x=

det A

, k = 1, 2, …, n, където Ak е матрицата, получена от A като заменим k-тият стълб със стълба от свободните членове;

формулите на Крамер, обаче, не са приложими при числено решаване на линейни системи, тъй като при тях трябва да се изчислят n+1 детерминанти от n-ти ред;

навсякъде в разгледаните методи предполагаме, че det A ( 0;

Метод на Гаус
образуваме следната разширена матрица 
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, където sk = 
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; стълбът 
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 е контролен стълб, чрез който се проверява дали не е загубена точност при изчисленията;

на първата стъпка първият ред, умножен с 
[image: image895.wmf]i1
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 прибавяме към 

i-тият ред за i = 2, 3, …, n; това е еквивалентно на изключване на

x1 от всички уравнения освен първото;

получаваме следната матрица
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;

на втората стъпка вторият ред, умножен с 
[image: image897.wmf]i2
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 прибавяме към

i-тия ред за i = 3, 4, …, n;
след n-1 стъпки получаваме триъгълната матрица
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; 

това е правият ход на метода на Гаус;

получената система е еквивалентна на дадената; от нея последователно получаваме: xn = 
[image: image899.wmf]n
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, от (n-1)-вото уравнение изразяваме xn-1 чрез вече получената стойност на xn и т.н.

от първото уравнение изразяваме x1 чрез вече получените стойности на x2, x3, …, xn; това е обратният ход на 

метода на Гаус;

ако на k-тата стъпка от правия ход akk(k-1) = 0, то съществува

j ( { k+1, …, n }, такова че ajk(k-1) ( 0 – в противен случай ще получим противоречие с det A ( 0; тогава разменяме j-тото и k-тото уравнение и продължаваме по същия начин;

по време на обратния ход за контрол върху изчисленията решаваме същата триъгълна система, но с вектор-стълб

s1, s2(1), …, sn(n); получаваме решение x1(, x2(, …, xn(, което трябва да се различава с единица от решението x1, x2, …, xn, т.е.

xi( = xi + 1, i = 1, 2, …, n;
при метода на Гаус на всяка стъпка се извършва деление на елементите по главния диагонал; ако на някоя стъпка делим на число, което по абсолютна стойност е близко до нулата е възможно да се получат големи грешки от закръгляването на числата при работа с компютър; затова най-често се използва следната модификация – метод на Гаус с избор на главен елемент:

на първата стъпка се избира елементът asl, 1 ( s ( n, 1 ( l ( n, който е най-голям по абсолютна стойност; разменят се редовете

1 и s и се разменят стълбовете 1 и l; след това по гореописания начин се анулират всички елементи в първия стълб на матрицата;

на втората стъпка се избира елементът apq(1), 2 ( p ( n, 2 ( q ( n, който е най-голям по абсолютна стойност; разменят се редовете

2 и s, разменят се стълбовете 2 и q и след това се анулират елементите във втория стълб;

след n-1 стъпки получаваме триъгълна система, която решаваме с един обратен ход;

възможно е на k-тата стъпка елементът да не се избира от цялата подматрица, а само от k-тия стълб, т.е. да се избира максималното от числата |akk(k-1)|,|ak+1, k(k-1)|, …, |ank(k-1)|;

и в двата случая избраният елемент е различен от нула, тъй като в противен случай ще получим противоречие с det A ( 0;

лесно се вижда, че при методът на Гаус се извършват 

O (n3) операции за решаване на линейна система;

Метод на Гаус-Жордан
при методът на Гаус-Жордан матрицата A се преобразува до диагонална по следния начин:

първата стъпка е същата като при метода на Гаус;

на втората стъпка освен че анулираме елементите 

a23(1), a24(1), …, a2n(1) анулираме и елементът a21;
по същия начин на k-тата стъпка анулираме всички елементи в 

k-тия стълб освен елементът в k-тия ред;

така получаваме диагонална матрица
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и тогава за k = 1, 2, …, n директно получаваме xk = 
[image: image901.wmf](n-1)
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 без обратен ход; контролът при метода на Гаус-Жордан се извършва по същия начин като при метода на Гаус;

естествено, методът на Гаус-Жордан също може да се модифицира с избор на главен елемент;

лесно може да се види, че методът на Гаус-Жордан също извършва

O (n3) операции за решаване на системата;

Метод на квадратния корен
при този метод предполагаме, че A е симетрична, т.е. AT = A и положително определена, т.е. за всеки вектор x ( Rn имаме 
(A.x, x) ( 0; при това (A.x, x) = 0 ( x = 0;
от критерия на Силвестър знаем, че в такъв случай главните минори 
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 са положителни за k = 1, 2, …, n;
ще търсим триъгълна матрица L във вида 
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,
такава че L.LT = A; нека за момент да си мислим, че сме намерили такава матрица L; тогава системата A.x = b приема вида

L.LT.x = b; решаваме системата L.y = b с един обратен ход, тъй като L е тригъгълна матрица и след това LT.x = y с още един обратен ход – LT също е триъгълна матрица; така получаваме решението x;

определяме L от равенството L.LT = A, т.е.
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;

при умножаване на първия ред на L със стълбовете на LT получаваме: l112 = a11 ( l11 = [image: image907.wmf]11

a

; за k = 2, 3, …, n 

l11.lk1 = a1k ( lk1 = 
[image: image908.wmf]1k1k
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; при това a11 > 0, тъй като A е положително определена; така получаваме елементите l11, …, ln1;

при умножаване на втория ред на L със стълбовете на LT получаваме: l21.l11 = a21 = a12, което отразява необходимостта матрицата A да бъде симетрична;

l212 + l222 = a22 ( l22 = 
[image: image909.wmf]2

2221
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; за k = 3, 4, …, n

l21.lk1 + l22.lk2 = a2k ( lk2 = 
[image: image910.wmf]2k21k1

22

a-l.l

l

; 
така получаваме елементите l22, l32, …, ln2;

по същия начин на k-тата стъпка получаваме елементите

lkk, lk, k+1, …, lk, n;
ще отбележим, че на всяка стъпка коренуваме числата

akk - 
[image: image911.wmf]k-1
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, k = 1, 2, …, n; не е трудно да се покаже, че akk - 
[image: image912.wmf]k-1
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е отношението на k-тия главен минор на матрицата върху k-1-ия главен минор; така коренуването е позволено, тъй като A е положително определена матрица;

21. Решаване на линейни системи алгебрични уравнения. Метод на ортогонализацията. Блочни методи.
Метод на ортогонализацията
при този метод решението се търси като линейна комбинация на векторите c1, c2, …, cn ( Rn, такива че (A.ck, cl) = 0 за всеки

k > l, k, l ( { 1, 2, …, n};
такива вектори можем да намерим подобно на метода на 

Грам-Шмид по следния начин:

нека e1, e2, …, en е базис на Rn;

избираме c1 = e1;

търсим c2 = e2 + (1.c1, така че (A.c2, c1) = 0;

имаме (A.c2, c1) = (A.e2, c1) + (1.(A.c1, c1) ( (1 = 
[image: image913.wmf]21

11
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;

делението е позволено, тъй като A е положително определена и 

c1 ( 0; изобщо на k-тата стъпка след като сме получили

c1, c2, …, ck-1 търсим ck = ek + (1.c1 + (2.c2 + … + (k-1.ck-1, 

така че (A.ck, ck-1) = 0, …(A.ck, c1) = 0; от тези условия последователно получаваме (1 = 
[image: image914.wmf]kk-1
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(2 = 
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;

делението навсякъде е позволено, тъй като матрицата А е положително определена; ще отбележим, че ако A допълнително е симетрична, то от (A.ck, cl) = 0 при k > l ( 

(A.ck, cl) = 0 за всеки k ( l, така че във формулите за (i липсва второто събираемо в числителя;

сега решението на системата A.x = b търсим като линейна комбинация на c1, c2, …, cn, т.е. във вида (1.c1 + (2.c2 + … + (n.cn;

коефициентите (1, (2, …, (n намираме по следния начин:

имаме A.((1.c1 + (2.c2 + … + (n.cn) = b;

умножаваме скаларно по c1 и получаваме:

(1.(A.c1, c1) = (b, c1);

умножаваме скаларно по c2 и получаваме:
(1.(A.c1, c2) + (2.(A.c2, c2) = (b, c2);

…

умножаваме скаларно по cn и получаваме:

(1.(A.c1, cn) + (2.(A.c2, cn) + … + (n.(A.cn, cn) = (b, cn);

така получихме триъгълна система за (1, (2, …, (n, която се решава с един обратен ход; ще отбележим, че ако A е симетрична системата всъщност е диагонална и (k = 
[image: image917.wmf]k
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, k = 1, 2, …, n;

Метод на ограждането
методът на ограждането е блочен метод, тъй като при него матрицата A се обработва на блокове;
при този метод намираме обратната матрица A-1 на A;

тогава очевидно решението на системата A.x = b ще се дава с формулата x = A-1.b;

да означим с A1, A2, …, An = A подматриците на A, съответстващи на главните минори на A; ще предполагаме, че тези минори са различни от 0, т.е че всички матрици A1, A2, …, An са обратими;

с индукция по i = 1, 2, …, n строим матрицата Ai-1;

База: обратната матрица на A1 = (a11) е A1-1 = (
[image: image918.wmf]11
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);

Предположение: да предположим, че сме построили 

матрицата Ak-1-1;

Стъпка: разделяме матрицата Ak на блокове по следния начин:

Ak = 
[image: image919.wmf]k-1

kk

Au

va

æö

ç÷

èø

; тук u е (n-1)-мерен вектор-стълб, v е (n-1)-мерен вектор-ред; обратната матрица Ak-1 търсим във вида 
[image: image920.wmf]Bx
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,

където B е квадратна матрица от ред n-1, x е (n-1)-мерен 

вектор-стълб, y е (n-1)-мерен вектор-ред, ( е число;

имаме 
[image: image921.wmf]k-1
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; не е трудно да се види, че умножението може да се извърши по блокове по следния начин:

Ak-1.B + u.y = Ek-1
v.B + akk.y = 0
Ak-1.x + u.( = 0
v.x + akk.( = 1

по индукционното предположение Ak-1-1 вече е изчислена;

от първото равенство получаваме B + Ak-1-1.u.y = Ak-1-1 ( 

B = Ak-1-1 – Ak-1-1.u.y;
от второто равенство получаваме v.Ak-1-1 – v.Ak-1-1.u.y + akk.y = 0 ( (v.Ak-1-1.u - akk).y = v.Ak-1-1; така y = 
[image: image924.wmf]-1
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.v.Ak-1-1;

от третото равенство получаваме x = - (.Ak-1-1.u;

от последното равенство получаваме - (.v.Ak-1-1.u + akk.( = 1 (
( = 
[image: image925.wmf]-1
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;

окончателно последователно получаваме:

( = 
[image: image926.wmf]-1
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, y = 
[image: image927.wmf]-1
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.v.Ak-1-1, x = - (.Ak-1-1.u,

B = Ak-1-1 – Ak-1-1.u.y;

ако на някоя стъпка получим деление на нула, тогава методът не е приложим;

22. Норми на вектори и матрици. Сходимост на редове от матрици.
разглеждаме n-мерното векторно пространство Rn;
да напомним, че в Rn е въведена норма, ако на всеки вектор
x = (x1, x2, …, xn) ( Rn е съпоставено реално число
[image: image928.wmf]x

 със следните свойства (x, y ( Rn, ( ( R)
1. 
[image: image929.wmf]x

 ( 0, 
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 = 0 ( x = 0;

2. 
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;
3. 
[image: image932.wmf]£+

x+yxy

 - неравенство на триъгълника;

най-често се работи с норми от следния вид:

(x = (x1, x2, …, xn) ( Rn) 
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и по-специално при 
p = 1, 2, (; ще проверим, че за тези стойности на p са изпълнени свойствата на нормата;
имаме 
[image: image935.wmf] 1
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 = 
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;
свойство 1. е очевидно; 
свойство 2.: 
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свойство 3.: 
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имаме 
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, което е точно евклидовата норма 
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; ако x = 0, очевидно 
[image: image945.wmf]¥

 

x

= 0;

ако x ( 0, нека |xj| = 
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така [image: image950.wmf]¥
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 = 
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;
свойство 1. е очевидно;
свойство 2.: 
[image: image952.wmf]¥¥

££££££

l=l=l=l=l

iii

1  i  n1  i  n1  i  n

xmax.xmax.x.maxxx

;
свойство 3.: 
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нека An е линейното пространство от квадратните матрици от 

ред n с елементи реални числа; казваме, че в An е въведена 

матрична норма, ако на всяка матрица A ( Аn е съпоставено реално число
[image: image954.wmf]A

 със следните свойства (A, B ( An, ( ( R):
1. 
[image: image955.wmf]A

 ( 0, 
[image: image956.wmf]A

 = 0 ( A = O;

2. 
[image: image957.wmf]l=l

AA

;

3. 
[image: image958.wmf]£+

A+BAB

 - неравенство на триъгълника;

4. 
[image: image959.wmf]£

A.BA.B

;

нека в Rn е въведена някаква норма 
[image: image960.wmf]x

; по формулата


[image: image961.wmf]x = 1

А=supA.x

 се определя матрична норма, която се нарича съгласувана с нормата 
[image: image962.wmf]x

 в Rn; ще проверим, че това действително е матрична норма;
свойство 1.: очевидно 
[image: image963.wmf]A

 ( 0 като супремум на множество от неотрицателни числа; ако A = O, очевидно 
[image: image964.wmf]A

 = 0;

нека 
[image: image965.wmf]A

 = 0; ще покажем, че A = O; имаме, че 
[image: image966.wmf]=

x = 1

supA.x0

 (

[image: image967.wmf]=

A.x0

 за всяко x ( Rn, 
[image: image968.wmf]x

 = 1, т.е. A.x = 0 за всяко x ( Rn, 


[image: image969.wmf]x

 = 1; ако e1, e2, …, en е произволен базис на Rn, то 
[image: image970.wmf]2

1n

12n

e

ee

,  , ... , 

eee

 също е базис на Rn и A.
[image: image971.wmf]j

j

e

e

 = 0 за j = 1, 2, …, n, тъй като 
[image: image972.wmf]j

j

e

e

 = 1; така A.x = 0 за всеки вектор x ( Rn ( A = O;
свойство 2.: имаме 
[image: image973.wmf]l.l.=l.=l=l=l

x = 1x = 1x = 1x = 1

А=sup(A).xsup(A.x)sup.A.x.supA.xA

;
свойство 3.: имаме

[image: image974.wmf]==£+£

£+=+

x = 1x = 1x = 1

x = 1x = 1

A+Bsup(A+B).xsupA.x+B.xsupA.xB.x

supA.xsupB.xAB;


свойство 4.: ще покажем следното важно свойство:


[image: image975.wmf]A.x

 ( 
[image: image976.wmf]A

.
[image: image977.wmf]x

; ако 
[image: image978.wmf]x

 = 0, т.е. x = 0 неравенството очевидно е изпълнено; ако 
[image: image979.wmf]x

 = 1, то 
[image: image980.wmf]A

.
[image: image981.wmf]x

 = 
[image: image982.wmf]A

 = 
[image: image983.wmf]y = 1

supA.y

 ( 
[image: image984.wmf]A.x

;
нека 
[image: image985.wmf]x

 ( 0; тогава 
[image: image986.wmf]A.x

 = 
[image: image987.wmf]£

x

A..xA.x

x

, тъй като 
[image: image988.wmf]=

x

1

x

;

сега имаме: 
[image: image989.wmf]==£==

x = 1x = 1x = 1x = 1

A.Bsup(A.B).xsupA.(B.x)supA.B.xA.supB.xA

.B;


сега ще намерим матричните норми
[image: image990.wmf]1

A

, 
[image: image991.wmf]2

A

, 
[image: image992.wmf]¥

A

;, които са съгласувани с векторните норми 
[image: image993.wmf]1

x

, 
[image: image994.wmf]2

x

, 
[image: image995.wmf]¥

x

;

нека A = (aij), aij ( R, x = (x1, x2, …, xn);

ще покажем, че 
[image: image996.wmf]1

A

 = 
[image: image997.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

;
ако 
[image: image998.wmf]1

x

= 1 имаме, че 
[image: image999.wmf]1

A.x

 = 
[image: image1000.wmf]åå

nn

ijj

i=1j=1

a.x

 (
[image: image1001.wmf]åå

nn

ijj

i=1j=1

a.x

 = 
= 
[image: image1002.wmf]åå

nn

jij

j=1i=1

x.a

 ( 
[image: image1003.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

.
[image: image1004.wmf]å

n

j

j=1

x

 = 
[image: image1005.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

.
[image: image1006.wmf]1

x

= 
[image: image1007.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

;
така 
[image: image1008.wmf]1

1

x = 1

supA.x

 ( 
[image: image1009.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

;
от друга страна, нека 
[image: image1010.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

 = 
[image: image1011.wmf]å

0

n

ij

i=1

a

;

разглеждаме вектора x, такъв че xk = 
[image: image1012.wmf]d

0

kj

; очевидно 
[image: image1013.wmf]1

x

= 1;

също 
[image: image1014.wmf]1

A.x

 = 
[image: image1015.wmf]åå
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ijj

i=1j=1

a.x

 = 
[image: image1016.wmf]d

åå

0

nn

ijjj

i=1j=1
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 = 
[image: image1017.wmf]å

0

n

ij

i=1
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 = 
[image: image1018.wmf]££

å

n
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1  j  n

i=1

maxa

;

така 
[image: image1019.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

 ( 
[image: image1020.wmf]1

1

x = 1

supA.x

;
окончателно 
[image: image1021.wmf]1

A

 = 
[image: image1022.wmf]1

1

x = 1

supA.x

 = 
[image: image1023.wmf]££

å

n

ij

1  j  n

i=1

maxa

;
ще отбележим, че ако x, y ( Rn са вектори-стълбове, 
то (x, y) = yT.x = xT.y;
да разгледаме матрицата AT.A – тя е симетрична; 
действително (AT.A)T = AT.(AT)T = AT.A; при това 
(AT.A.x, x) = xT.AT.A.x = (A.x)T.A.x = (A.x, A.x) ( 0 за всяко x ( Rn; 

ако A е неособена, то (A.x, A.x) = 0 ( A.x = 0 ( x = 0 и тогава
AT.A е положително определена;
тъй като AT.A е симетрична, то всички собствени стойности на
AT.A са реални; при това, ако ( е собствена стойност на AT.A и 
x ( Rn е собствен вектор, съответстващ на (, то 

(AT.A.x, x) = ((.x, x) = (.(x, x) ( 0, (x, x) > 0 ( ( ( 0;

така собствените стойности на AT.A са неотрицателни числа;
ще покажем, че 
[image: image1024.wmf]2

A

 = 
[image: image1025.wmf]1

l

, където (1 е най-голямата собствена стойност на AT.A; нека 0 ( (n ( (n-1 ( … ( (1 са собствените стойности на AT.A; тъй като AT.A е симетрична, то съществува ортонормиран базис a1, a2, …, an на Rn, който е съставен от собствени вектори на AT.A; за определеност, нека ai съотвества на собствената стойност (i, i = 1, 2, …, n;

имаме 
[image: image1026.wmf]12

a

 = 1 и 
[image: image1027.wmf]T

121111111

A.a=(A.a,A.a)=(A.A.a,a)=(.a,a)=

l



[image: image1028.wmf]1111111

.(a,a)=.(a,a)=

=lll

 ( 
[image: image1029.wmf]2

2

x = 1

supA.x

 ( 
[image: image1030.wmf]1

l

;

нека x ( Rn и 
[image: image1031.wmf]2

x

 = 1, x = (1.a1 + (2.a2 + … + (n.an, (i ( R;

при това 
[image: image1032.wmf]2

x

 = 
[image: image1033.wmf]nnnnn

2

iijjijiji

i=1j=1i=1j=1i=1

(x,x)(.a,.a)..(a,a)

=mm=m m=m

ååååå

,

тъй като (ai, aj) = (ij, i, j ( { 1, 2, …, n }; 
така 
[image: image1034.wmf]n

2

i

i=1

m

å

 = 1 (
[image: image1035.wmf]n

2

i

i=1

m

å

 = 1; имаме


[image: image1036.wmf]nnnn

TTT

2iijjiijj

i=1j=1i=1j=1

nnnnnn

22

iiijjiijijii1i1

i=1j=1i=1j=1i=1i=1

A.x=(A.x,A.x)=(A.A.x,x)(A.A..a,.a)(.(A.A
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=mlm=mlm=ml£lm=l
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отново сме използвали, че (ai, aj) = (ij, i, j ( { 1, 2, …, n };

така 
[image: image1037.wmf]2

2

x = 1

supA.x

 ( 
[image: image1038.wmf]1

l

; окончателно 
[image: image1039.wmf]2

A

 = 
[image: image1040.wmf]2

2

x = 1

supA.x

 =
[image: image1041.wmf]1

l

, където (1 е най-голямата собствена стойност на AT.A;

в частния случай когато A е симетрична, имаме AT.A = A.A = A2 и ако 0 ( |(n|( |(n-1| ( … ( |(1|са собствените стойности на A, то собствените стойности на AT.A = A2 са 0 ( (n2 ( (n-12 ( …( (12;
така 
[image: image1042.wmf]2

A

 = 
[image: image1043.wmf]2

1

l

 = |(1|, т.е. 
[image: image1044.wmf]2

A

 е най-голямата по модул собствена стойност на матрицата A;
ще покажем, че 
[image: image1045.wmf]A

¥

 = 
[image: image1046.wmf]n

ij

1  i  n

j=1

maxa

££

å

;
ако 
[image: image1047.wmf]x

¥

= 1 имаме, че 
[image: image1048.wmf]A.x

¥

 = 
[image: image1049.wmf]n
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1  i  n

j=1

maxa.x

££

å

 ( 
[image: image1050.wmf]n
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1  i  n

j=1

maxa.x

££

å

 ( 
( 
[image: image1051.wmf]..
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ijkijij
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j=1j=1j=1

maxamaxxmaxaxmaxa

¥
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ååå

;

така 
[image: image1052.wmf]x = 1

supA.x

¥

¥

 ( 
[image: image1053.wmf]n

ij

1  i  n

j=1

maxa

££

å

;
от друга страна, нека 
[image: image1054.wmf]n

ij

1  i  n

j=1

maxa

££

å

 = 
[image: image1055.wmf]0

n

ij

j=1

a

å

;
разглеждаме вектора x, такъв че xk = sgn 
[image: image1056.wmf]0

ik

a

, ако 
[image: image1057.wmf]0

ik

a

 ( 0 
и xk = 1, ако 
[image: image1058.wmf]0

ik

a

 = 0; очевидно 
[image: image1059.wmf]x

¥

= 1, тъй като всички координати на x са 1 или -1 и освен това 
[image: image1060.wmf]0

ik

a

.xk = |
[image: image1061.wmf]0

ik

a

| за всяко

k = 1, 2, …, n; също 
[image: image1062.wmf]A.x

¥

 = 
[image: image1063.wmf]n

ijj

1  i  n

j=1

maxa.x

££

å

 = 
[image: image1064.wmf]0

n

ij

j=1

a

å

, тъй като 
[image: image1065.wmf]n
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j=1

maxa.x

££

å

 ( 
[image: image1066.wmf]nn

ijjij
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££££
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 = 
[image: image1067.wmf]0

n
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j=1
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å

 и

[image: image1068.wmf]n

ijj

1  i  n

j=1

maxa.x

££

å

 ( 
[image: image1069.wmf]0

n

ijj

j=1

a.x

å

 = 
[image: image1070.wmf]0

n

ij

j=1

a

å

; така 
[image: image1071.wmf]n

ij

1  i  n

j=1

maxa

££

å

 ( 
[image: image1072.wmf]x = 1

supA.x

¥

¥

;
окончателно 
[image: image1073.wmf]A

¥

 = 
[image: image1074.wmf]x = 1

supA.x

¥

¥

 = 
[image: image1075.wmf]n

ij

1  i  n

j=1

maxa

££

å

;
ще казваме, че една редица от n-мерни вектори { xk} е сходяща и има граница вектора x, ако 
[image: image1076.wmf]k

x-x

 ( 0 при k ( ( за някоя векторна норма 
[image: image1077.wmf]x

; бележим xk ( x при k ( (;
всеки две норми в 
[image: image1078.wmf]n

R

са еквивалентни; при това положение, 
ако 
[image: image1079.wmf]k

x-x

 ( 0 при k ( ( за някоя векторна норма 
[image: image1080.wmf]x

, 
то 
[image: image1081.wmf]k

x-x

 ( 0 при k ( ( за произволна векторна норма 
[image: image1082.wmf]1

x

; 
това следва от неравенствата m.
[image: image1083.wmf]x

 ( 
[image: image1084.wmf]1

x

 ( M.
[image: image1085.wmf]x

, (m, M > 0) за произволен вектор x; така получаваме еквивалентно определение за сходимост: xk ( x при k ( (, ако 
[image: image1086.wmf]k

x-x

 ( 0 при k ( ( за произволна векторна норма 
[image: image1087.wmf]x

;
Теорема: нека { xk} = { (x1(k), …, xn(k)) } е редица от n-мерни вектори;
тогава редицата { xk } е сходяща и има граница x = (x1, x2, …, xn) (
xi(k) ( xi при k ( ( за всяко i = 1, 2, …, n;
Доказателство: нека { xk } е сходяща и има граница x;

тогава 
[image: image1088.wmf]k

x-x

¥

( 0 при k ( (, т.е. 
[image: image1089.wmf](k)

ii

1  i  n

maxx-x

££

 ( 0 при k ( ( (
xi(k) ( xi при k ( ( за всяко i = 1, 2, …, n;
нека xi(k) ( xi при k ( ( за всяко i = 1, 2, …, n; тогава
xi(k) – xi ( 0 при k ( ( за всяко i = 1, 2, …, n ( |xi(k) – xi|( 0 при 
k ( ( за всяко i = 1, 2, …, n ( 
[image: image1090.wmf](k)

ii

1  i  n

maxx-x

££

 ( 0 при k ( (, т.е.


[image: image1091.wmf]k

x-x

¥

( 0 при k ( (;
нека { Ak} = { (aij)(k) } е редица от матрици; ще казваме, че редицата
{ Ak} е сходяща и има граница матрицата A, 
ако 
[image: image1092.wmf]k

A-A

 ( 0 при k ( ( за някоя матрична норма 
[image: image1093.wmf]A

;

бележим Ak ( A при k ( (;
всяка матрична норма очевидно можем да разгледаме като векторна норма в 
[image: image1094.wmf]2

n

R

; при това, всеки две норми в 
[image: image1095.wmf]2

n

R

са еквивалентни, така че всеки две матрични норми са еквивалентни; както по-горе получаваме еквивалентно определение за сходимост: Ak ( A при k ( (, ако 
[image: image1096.wmf]k

A-A

 ( 0 

при k ( ( за произволна матрична норма 
[image: image1097.wmf]A

;
Теорема: нека { Ak} = { (aij)(k) } е редица от матрици;
имаме Ak е сходяща и има граница A = (aij) ( aij(k) ( aij за всеки 
i, j ( { 1, 2, …, n };
Доказателство: разглеждаме матриците като вектори от 
[image: image1098.wmf]2

n

R

и прилагаме горната теорема;
нека A е матрица; символът a0.E + a1.A + a2.A2 + … + ak. Ak + …,

ai ( R, наричаме матричен ред; за k = 0, 1, … сумите 
Sk = a0.E + a1.A + a2.A2 + … + ak.Ak наричаме парциални суми на реда; казваме, че матричният ред е сходящ и има сума S, ако редицата от парциалните суми S0, S1, …, Sk, …е сходяща и има граница S;

Лема: нека C е неособена матрица; нека { Ak} е редица от матрици;
ако { Ak } е сходяща и има граница A, то редицата { C-1.Ak.C } е сходяща и има граница C-1.A.C; ако редицата { C-1.Ak.C } е сходяща и има граница B, то редицата { Ak} е сходяща и има 
граница C.B.C-1;

Доказателство: нека { Ak} е сходяща редица, 
т.е. 
[image: image1099.wmf]k

A-A

 ( 0 при k ( (; имаме 
[image: image1100.wmf]-1-1-1-1

kkk

C.A.C-C.A.CC.(A-A).CC.C.A-A

=£

 ( 0 при k ( (;

така { C-1.Ak.C } е сходяща и има граница C-1.A.C;
нека { C-1.Ak.C } е сходяща и има граница B; матрицата C-1 е неособена, прилагаме първата част на лемата и получаваме, че

редицата { C.C-1.Ak.C.C-1} = { Ak} е сходяща и има граница C.B.C-1;

Следствие: нека C е неособена матрица; нека 
[image: image1101.wmf]k

k

k=0

a.A

¥

å

 е матричен ред; ако матричният ред е сходящ и има сума S, то редът 
[image: image1102.wmf]-1k

k

k=0

a.(C.A.C)

¥

å

 е сходящ и има сума C-1.S.C; ако редът 
[image: image1103.wmf]-1k

k

k=0

a.(C.A.C)

¥

å

 е сходящ и има сума T, то редът 
[image: image1104.wmf]k

k

k=0

a.A

¥

å

 е сходящ и има сума C.T.C-1;
Доказателство: нека Sk = a0.E + a1.A + … + ak.Ak; ако Sk ( S при 
k ( (, то от горната теорема C-1.Sk.C ( C-1.S.C при k ( (; при това C-1.Sk.C = C-1.(a0.E + a1.A + … + ak.Ak).C = a0.C-1.E.C + a1.C-1.A.C + … + ak.C-1.Ak.C = a0.E + a1.C-1.A.C + … + ak.(C-1.A.C)k, тъй като за всяко k = 1, 2, …е изпълнено равенството 
(C-1.A.C)k = 
[image: image1105.wmf]-1-1-1

k

C.A.C. C.A.C .  ...  .C.A.C

144444424444443

 = C-1.Ak.C; така редът 2аналогична на първата с използване на неособената матрица C-1;
нека 
[image: image1106.wmf]k

k

k=0

a.A

¥

å

 е матричен ред; разглеждаме степенния ред

[image: image1107.wmf]k

k

k=0
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¥

l

å

; нека R е радиусът на сходимост на този ред;
Теорема: нека (1, (2, …, (n са собствените стойности на 
матрицата A; ако |(i| < R за всяко i = 1, 2, …, n, то матричният ред 
[image: image1108.wmf]k

k

k=0

a.A

¥

å

 е сходящ; ако |(i| > R за някое i ( { 1, 2, …, n }, редът е разходящ;

Доказателство: нека (1, (2, …, (s са различните собствени стойности на матрицата A с кратности m1, m2, …, ms;

от алгебрата знаем, че матрицата A има жорданова нормална форма B = 
[image: image1109.wmf]1
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, където Bj = 
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 е жорданова клетка от ред mj, j = 1, 2, …, s; при това съществува неособена матрица C, такава че A = C-1.B.C; от горното следствие е достатъчно да разгледаме сходимостта на реда 
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ясно е, че Bk = 
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; нека j ( { 1, 2, …, n };

имаме Bj2 = 
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; 
Bj3 = 
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; с индукция по k лесно се вижда, че (
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Bjk = 
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j

(m-1)

kkkk

jjjj

k

j

j

(m-2)

kkk

jjj

k

j

j

k

j

k

j

k

j

()()()()

1!2!3!(m-1)!

()()()

0

1!2!(m-2)!

()

000

1!

0000

æö

¢¢¢¢¢¢

llll

l

ç÷

ç÷

ç÷

¢¢¢

lll

ç÷

l

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

¢

l

ç÷

l

ç÷

ç÷

ç÷

l

èø

K

K

KKKKKK

K

K

;
нека Sk (x) = a0 + a1.x + … + ak.xk, k = 0, 1, …; парциалните суми на степенния ред са Sk ((), а на матричния ред са Sk (B), k = 0, 1, … ;

от горните матрични равенства получаваме, че 
Sk (Bj) = 
[image: image1122.wmf]j
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;

така матрицата Sk (B) се състои от клетките Sk (Bj), j = 1, 2, …, n, разположени по диагонала и нули извън тези клетки;

нека |(j| < R за всяко j = 1, 2, …, n; както е известно от анализа,

редиците { Sk ((j)}, { Sk( ((j) }, …, { 
[image: image1123.wmf]j
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} са сходящи за всяко 
j = 1, 2, …, n; при това положение, редиците от елементите на матриците Sk (Bj) са сходящи ( редиците от елементите на Sk (B) са сходящи ( матричният ред 
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 е сходящ; нека (например) |(1| > R; тогава редицата

Sk ((1) е разходяща, т.е. редицата от съответния елемент на Sk (B) е разходяща ( матричният ред 
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редът 
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Лема: нека 
[image: image1128.wmf]x

 е векторна норма и 
[image: image1129.wmf]A

 е съответната съгласувана матрична норма; нека (1, (2, …, (n са собствените стойности на A;

тогава |(i| ( 
[image: image1130.wmf]A

 за всяко i = 1, 2, …, n;

Доказателство: нека i ( { 1, 2, …., n }; нека x е собствен вектор, съответен на собствената стойност (i; имаме


[image: image1131.wmf]A.x
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; от друга страна 
[image: image1134.wmf]A.x

 ( 
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, тъй като матричната норма е съгласувана; 
така |(i|.
[image: image1137.wmf]x

 ( 
[image: image1138.wmf]A
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 и x ( 0 ( |(i| ( 
[image: image1140.wmf]A

;
ще отбележим, че горното неравенство е изпълнено за произволна матрична норма, не само за съгласуваните норми;

ще изведем някои следствия от горната теорема;
Следствие 1.: нека R е радиусът на сходимост на реда 
[image: image1141.wmf]k
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ако 
[image: image1142.wmf]A

 < R за някоя матрична матрична норма, то матричният ред 
[image: image1143.wmf]k
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Доказателство: имаме |(| ( 
[image: image1144.wmf]A

 < R за всяка собствена стойност ( на матрицата A;
Следствие 2.: матричният ред E + A + A2 + … + Ak + … е сходящ (
всички собствени стойности на A са по модул по-малки от 1;
Доказателство: радиусът на сходимост на реда 1 + ( + … + (k + … 

е 1 и редът е разходящ при ( = ( 1; директно прилагаме теоремата;
от следствие 1. получаваме, че ако така, ако 
[image: image1145.wmf]A

 < 1, то матричният ред E + A + A2 + … + Ak + … е сходящ;

Следствие 3.: матричният ред E + A + A2 + … + Ak + … е сходящ (
Ak ( O при k ( (;
Доказателство: както в доказателството на теоремата, ще си мислим, че A е в жорданова нормална форма; елементите на Ak са нули или от вида 
[image: image1146.wmf]k
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.(k-s, където ( е собствена стойност на A;

ако матричният ред е сходящ, то всички собствени стойности на A са по модул по-малки от 1 ( Ak ( О при k ( (; (степенната функция расте по-бързо от полиномите); обратно, ако матричният ред е разходящ, то за някоя собствена стойност ( имаме |(| ( 1 (
съответните елементи 
[image: image1147.wmf]k
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Следствие 4.: ако всички собствени стойности на матрицата A са по модул по-малки от 1, то матрицата E – A е обратима и

E – A = E + A + … + Ak + …;
Доказателство: в условията на следствието матричният ред

E – A = E + A + … + Ak + … действително е сходящ;
в равенството (E – A).(E + A + … + Ak) = E – Ak+1 извършваме граничен преход при k ( (; от горното следствие получаваме, че

Ak+1 ( O ( (E – A).(E + A + … + Ak + …) = E; така E – A е обратима

и (E – A)-1 = E + A + … + Ak + …;
23. Итерационни методи за решаване на системи линейни алгебрични уравнения. Методи на простата итерация и Зайдел. Сходимост.
решаваме линейната система A.x = b, A е квадратна матрица от ред n, A = (aij), b е n-мерен вектор-стълб, x е n-мерен вектор-стълб от неизвестни; предполагаме, че A е неособена, т.е. системата има единствено решение;
при итерационните методи преобразуваме системата A.x = b в еквивалентна на нея система x = B.x + d, където B е квадратна матрица от ред n, а d е n-мерен вектор-стълб; това може да стане например по следния начин: x = x – C.(A.x – b), където C е произволна неособена матрица или по-точно x = (E – C.A).x + C.b;
сега избираме начално приближение x(0) и по формулата
x(k+1) = B.x(k) + d изчисляваме редица, x(0), x(1), …, x(k), …;
ако редицата е сходяща, очевидно след граничен преход получаваме, че нейната границата е търсеното решение; в такъв случай казваме, че итерационния процес x(k+1) = B.x(k) + d е сходящ; в противен случай, казваме че итерационният процес е разходящ;
Теорема: итерационния процес x(k+1) = B.x(k) + d е сходящ при произволно начално приближение x(0) ( всички собствени стойности на матрицата B са по модул по-малки от 1;

Доказателство: имаме x(1) = B.x(0) + d, x(2) = B.(B.x(0) + d) + d =
= B2.x(0) + (E + B).d, …, x(k+1) = Bk+1.x(0) + (E + B + … + Bk).d;
извършваме граничен преход при k ( (; от условието на теоремата матричният ред е сходящ и има сума (E – B)-1;
от друга страна Bk+1 ( O ( x(k+1) ( (E – B)-1.d при k ( ( ( итерационният процес е сходящ; обратно, ако някоя собствена стойност на B е по модул по-голяма или равна на 1, то матричният ред E + B + … + Bk + … е разходящ; при x(0) = 0 получаваме

x(k+1) = (E + B + … + Bk).d ( редицата x(k) е разходяща (при подходящ избор на d);
Следствие: ако 
[image: image1148.wmf]B

 < 1 за някоя съгласувана матрична норма, то итерационният процес x(k+1) = B.x(k) + d е сходящ при произволно начално приближение x(0) със скоростта на геометрична прогресия;

Доказателство: действително, всички собствени стойности на B по модул са по-малки или равни от коя да е норма на B; освен това, ако x е границата на редицата x(n) имаме:
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(в последното неравенство използваме съгласуваната матрична норма); оттук с индукция по k лесно получаваме

[image: image1153.wmf](k)
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 и от 
[image: image1156.wmf]B

 < 1 ( скоростта на сходимост е на геометрична прогресия;
оттук нататък ще предполагаме, че матрицата A има ненулеви диагонални елементи; ако A е неособена и има нулеви диагонални елементи, то чрез подходящо разместване на редове и стълбове можем да получим матрица с ненулеви диагонални елементи;

ще разглеждаме итерационни процеси от вида 
x(k+1) = (E – C.A).x(k) + C.b, където C е неособена матрица;
да разгледаме случаят когато C = 
[image: image1157.wmf]11
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;
ясно е, че в този случай еквивалентното преобразувание, което сме използвали е изразяване на xk от k-тото уравнение, k = 1, 2, …, n;

итерационният процес изглежда по следния начин:
xi(k+1) = 
[image: image1158.wmf]n

ij

(k)

i

i

j=1,j  i

iiii

a

b

.x+

aa

¹

-

å

, i = 1, 2, …, n; този метод се нарича метод на простата итерация; ще видим как изглеждат достатъчните условия за сходимост на метода при използване на стандартните норми; матрицата B в случая е E – C.A; нека B = (bij), C = (cij);
имаме 
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така 
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; това всъщност е условието матрицата A да е с доминиращ главен диагонал;
имаме 
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така 
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; това всъщност е условието матрицата AT да е с доминиращ главен диагонал;
имаме 
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ще използваме, че ако (1, (2, …, (n са всички собствени стойности на BT.B, тo (1 + (2 + … + (n = tr (BT.B) = 
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а именно 
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Метод на Зайдел
методът на Зайдел е модификация на метода на простата итерация; при него i-тата координата на (k+1)-то приближение

xi(k+1) се изчислява като се използват вече изчислените стойности на първата, втората, ..., (i-1)-та координата на (k+1)-то приближение; формулите изглеждат така:
xi(k+1) = 
[image: image1181.wmf]i-1n
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не е трудно да се забележи, че еквивалентното преобразувание, което сме използвали е следното: представяме матрицата A като
U + V, където U е долна триъгълна матрица, включваща главния диагонал и V е горна триъгълна матрица, т.е.
U = 
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 и системата

A.x = b преобразуваме във вида U.x = - V.x + b; така в матричен вид итерационният процес се представя така:
U.x(k+1) = -V.x(k) + b; матрицата U е обратима, така че имаме

x(k+1) = -U-1.V.x(k) + U-1.b, т.е. методът на Зайдел е еквивалентен на итерация с матрицата B = -U-1.V;
Теорема: Необходимо и достатъчно условие методът на Зайдел да е сходящ при произволно начално приближение е корените на уравнението 
[image: image1184.wmf]11121n
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 = 0 да са по модул 

по-малки от 1;
Доказателство: от горните разглеждания и от теоремата за сходимост на итерационните процеси получаваме, че необходимо и достатъчно условие методът на Зайдел да е сходящ е собствените стойности на матрицата -U-1.V да са по модул по-малки от 1;

от друга страна собствените стойности на -U-1.V са решение на уравнението |-U-1.V - (.E| = 0 ( |(.U + V| = 0, което е твърдението на теоремата;

тази теорема рядко се използва практически; може да се покаже, че методът на Зайдел е сходящ за някои класове матрици;

ще покажем, че методът на Зайдел е сходящ за матрици с доминиращ главен диагонал със скоростта на геометрична прогресия, при това ще покажем, че той изобщо е по-бързо сходящ от метода на простата итерация;
нека 
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за метода на простата итерация имаме:

xi(k+1) = 
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, i = 1, 2, …, n;
за точното решение x = (x1, …, xn) имаме 
xi = 
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, i = 1, 2, …, n;
така |xi(k+1) – xi| = 
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имаме 0 ( (i < 1, 0 ( (i < 1, 0 ( (i + (i ( ( < 1 ( (( < 1;
за метода на Зайдел имаме:
xi(k+1) = 
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, i = 1, 2, …, n;
така |xi(k+1) – xi| = 
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и методът на Зайдел е сходящ със скоростта на геометрична прогресия;
имаме 
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 = (, което показва, че методът на Зайдел е по-бързо сходящ в този случай;
24. Метод на Ричардсън.
да разгледаме итерационен процес от вида:
x(k+1) = (E – C.A).x(k) + C.b при C = (E, ( ( 0, т.е.
x(k+1) = (E – (.A).x(k) + (.b; при този итерационен процес матрицата
B = E - (.A има собствени стойности 1 - (.(i, i = 1, 2, …, n, където
(1, (2, …, (n са собствените стойности на матрицата A;

веднага се вижда, че ако A има собствени стойности с различни знаци, то итерационният процес не е сходящ; затова ще предполагаме, че A е симетрична и положително определена;

тъй като A е симетрична, то B = E - (.A също е симетрична и
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 за всяка друга матрична норма 
[image: image1215.wmf] . 

, тъй като коя да е норма на матрица е по-голяма или равна на максималната по модул собствена стойност на матрицата; както знаем, итерационният процес е сходящ, ако 
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 < 1, при това колкото по-малко е 
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, толкова е по-бърза сходимостта; затова ще изберем (, така че 
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 да е минимимално; на практика се знаят долна граница m и горна граница M за собствените стойности на матрицата A;
така задачата се свежда до намиране на (, така че
[image: image1220.wmf]m    M
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 да е минимално; това всъщност е задача за намиране на права, която минава през началото и приближава най-добре равномерно правата y = 1; не е трудно да се види, че това е правата, която минава през средата на отсечката m ( x ( M, y = 1; тази права има уравнение y = 
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така итерационният процес добива вида: 

x(k+1) = (E –
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.A).x(k) +
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.b; този метод се нарича метод на Ричардсън; имаме 
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така 
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като използваме оценките от предния въпрос получаваме, че
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; така методът на Ричардсън е сходящ със скоростта на геометрична прогресия; при това, скоростта на сходимост зависи от дължината на интервала [m, M] – колкото е по-къс този интервал, толкова по-бързо сходящ е метода;

25. Градиентни методи за решаване на системи линейни алгебрични уравнения.
разглеждаме задачата за решаване на линейната система
A.x = b, където A е симетрична и положително определена матрица; нека A = (aij), b = (bj);
въвеждаме функционала 
f (x) = (Ax, x) – 2.(b, x) = 
[image: image1235.wmf]nnn
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;

ясно е, че f (x) е квадратична форма на променливите x1, …, xn,

ще покажем, че f (x) има единствен минимум и той съвпада с решението на системата; нека x( е решението на системата;
имаме f (x) – f (x() = (Ax, x) – 2.(b, x) – (Ax(, x() + 2.(b, x() =

= (Ax, x) – 2.(Ax(, x) – (Ax(, x() + 2.(Ax(, x() = (Ax, x) – 2.(Ax(, x) + (Ax(, x() = (Ax, x) – (Ax(, x) + (Ax(, x() – (Ax(, x) = (A.(x - x(), x) + (Ax(, x( - x) =

= (A.(x - x(), x) - (Ax(, x - x() = (A.(x - x(), x) - (x(, A.(x - x()) 
(A – симетрична) = (A.(x - x(), x - x() ( 0 за всяко x ( Rn, тъй като A е положително определена; при това (A.(x - x(), x - x() = 0 ( x = x(;

така f (x) достига единствен минимум при x = x(;

имаме 
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;

получаваме, че grad f (x) = 2.(A.x – b);

така grad f (x) = 0 ( x е решение на системата, така че f (x) дори има единствен локален минимум;
така задачата за решаване на системата A.x = b се свежда до задачата за намиране на минимума на функционала f (x);
един метод за намиране на минимума на f (x) е методът на най-бързото спускане; при него от дадено приближение x(k) се получава ново приближение x(k+1) по такъв начин, че да се осигури възможно най-голямо намаляване на функцията f (x); от анализа е известно, че направлението на най-бързото намаляване на f (x) в околност на дадена точка е направлението на градиента в тази точка; така x(k+1) се избира по формулата x(k) + (.grad f (x(k)), 

като ( се избира по такъв начин, че f (x(k) + (.grad f (x(k))) да е минимално; да означим ck = grad f (x(k)) = 2.(A.x(k) – b); имаме
f (x(k) + (.ck) = (A.(x(k) + (.ck), x(k) + (.ck) – 2.(b, x(k) + (.ck) =

= (A.x(k), x(k)) + (.(A.ck, x(k)) + (2.(A.ck, ck) + (.(A.x(k), ck) – 2.(b, x(k)) –  

– 2.(.(b, ck) = (2.(A.ck, ck) + (.(2.(A.x(k) – b), ck) + f (x(k));

така 
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f (x(k) + (.ck) = 2.(.(A.ck, ck) + (ck, ck); при това ck ( 0, тъй като в противен случай x(k) съвпада с решението, така че
(A.ck, ck) > 0 и минималната стойност на f (x(k) + (.ck) се достига в единствената нула на производната, т.е. при ( = 
[image: image1240.wmf]kk
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така итерационният процес се дава по формулата:
x(k+1) = x(k) 
[image: image1241.wmf]kk
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.ck, където ck = 2.(A.x(k) – b); 
ако означим rk = A.x(k) – b, получаваме x(k+1) = x(k) 
[image: image1242.wmf]kk
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може да се покаже, че този метод е сходящ със скоростта на геометрична прогресия;
друг метод за намиране на минимум на f (x) е методът на покоординатното спускане; при него, ако е дадено приближението x1(k), x2(k), …, xn(k), новото приближение получаваме по следния начин: за i = 1, 2, …, n xi(k+1) е такова, че функцията

g (t) = f (x1(k+1), …, xi-1(k+1), t, xi+1(k), …, xn(k)) приема минимална стойност; не е трудно да се покаже, че този метод е еквивалентен на метода на Зайдел; при това методът на покоординатното спускане е сходящ със скоростта на геометрична прогресия, така че методът на Зайдел е сходящ със скоростта на геометрична прогресия за положително определени матрици;

26. Число на обусловеност на матрица.

дадена е системата A.x = b; при използване на някой числен метод за решаване на тази система, полученото решение се различава от истинското, поради следните причини – началните данни могат да бъдат зададени неточно, по време на пресмятанията се прави грешка при закръглянето и освен това при итерационен метод ние спираме на някоя стъпка;
нека, например, сме получили приближение 
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 на решението;
нека A.
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x и 
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 са близки; ще използваме някаква векторна норма и матричната норма, съгласувана с нея;
Лема: за всяко x ( Rn е в сила: 
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;
Доказателство: второто неравенство е в сила, тъй като използваме съгласуваната матрична норма; имаме 
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ще изведем оценка за относителната грешка 
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последователно получаваме: A.(x - 
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от друга страна, 
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получихме следните неравенства:
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числото 
[image: image1271.wmf]-1
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 се нарича число на обусловеност на матрицата A и се бележи с ( (А); от полученото неравенство се вижда, че 
( (А) ( 1 за всяка неособена матрица A; това може да се види и директно: 
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; при това всички собствени стойности на E са единици, така че 
[image: image1273.wmf]E1
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; матрици с число на обусловеност близко до 1 се наричат добре обусловени матрици, а матрици с голямо число на обусловеност се наричат лошо обусловени матрици; от горните неравенства се вижда, че ако A е добре обусловена матрица, то отговорът на горния въпрос е положителен – малка относителна грешка в стълба от свободните членове води до малка относителна грешка в решението; при лошо обусловени матрици, това може да не е така;
друг въпрос е как се отразяват малки изменения в началните данни за системата A на решението; с други думи, ако
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имаме A.x = 
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това означава, че при добре обусловени матрици малки изменения в началните данни водят до малки изменения в решението; при лошо обусловени матрици това може да не е така;

ще дадем оценка за ( (А) с използване на собствените 
стойности на A; нека 0 < |(1| ( |(2| ( … ( |(n| са собствените стойности на матрицата A; тогава 0 <
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1

l

 ( 
[image: image1289.wmf]n-1

1

l

 ( … ( 
[image: image1290.wmf]1

1

l

 са собствените стойности на матрицата A-1; 
имаме 
[image: image1291.wmf]A

 ( |(n|, 
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; така числото на обусловеност съществено зависи от ширината на спектъра на матрицата A; в частност, ако A е симетрична матрица, то


[image: image1295.wmf]2

A

 = |(n|, 
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 (A-1 също е симетрична) и
( (А) = 
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;
при много от методите за решаване на системи от вида A.x = b се изисква матрицата A да е симетрична и положително определена;

ако A не е симетрична, то можем да извършим симетризация като умножим отляво двете страни с AT; очевидно системата 
(AT.A).x = AT.b е еквивалентна на първоначалната система и 

по-горе показахме, че матрицата AT.A е симетрична и положително определена; при такова преобразувание, обаче, в общия случай обусловеността на системата се влошава; например, ако приемем че A е симетрична и има собствени стойности 
0 < |(1| ( |(2| ( … ( |(n|, то AT.A = A2 има собствени стойности

0 < (12 ( (22 ( … ( (n2; имаме ( (А2) = 
[image: image1301.wmf]2
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 (A2 е симетрична) (
( (А2) = ( (А)2; при това положение ( (А.AT) ( ( (А); така по съображения за непрекъснатост, ако A е близка до симетрична, то при симетризация на A обусловеността на системата се влошава;
27. Метод на Данилевски за намиране на собствени стойности и собствени вектори на матрица.

нека A е матрица; задачата с която ще се занимаваме е намиране на собствените вектори и собствените стойности на матрицата A;
собствените стойности на A са корените на характеристичното уравнение det (A - (.E) = 0; това е алгебрично уравнение от n-та степен; ако знаем характеристичното уравнение, по някой от методите за намиране на нули на полином можем да намерим собствените стойности на A; собствен вектор на A, съответен на собствена стойност ( на A е такъв ненулев вектор x, че A.x = (.x; 
ясно е, че такива вектори съществуват и те са ненулевите решения (такива със сигурност има) на хомогенната система (A - (.E).x = 0;
методът на Данилевски е метод за намиране на характеристичния полином на матрицата A; при този метод матрицата A се преобразува чрез подобно преобразувание във вида 
B = 
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, където * са някакви числа, всяка матрица Fi е квадратна от ред ki
и има вида 
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; с други думи B = C-1.A.C, където C е неособена матрица; от алгебрата знаем, че A и B имат еднакви характеристични полиноми; характеристичният полином на B се пресмята лесно – ясно е, че той е произведение на характеристичните полиноми на матриците F1, F2, …, Fs;
имаме |Fi - (.E| = 
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; като развием тази детерминанта по първия ред получаваме 
|Fi - (.E| = 
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така получаваме 
|A - (.E| = 
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;
сега ще намерим матрицата C; за целта ще опишем последователно преобразуванията на подобие;
полагаме An = A;
нека след n-k преобразувания сме стигнали до следната матрица:
Ak = 
[image: image1308.wmf]11121,k-11k1,n-11n
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;
ако k = 1, то матрицата Ak е в търсения вид (с една клетка) и няма нужда да преобразуваме;
при k > 1: искаме k-тият ред да добие вида 
[image: image1309.wmf]k-1

(0...010...0)

;
ако ak,k-1 ( 0 делим всички елементи в (k-1)-ия стълб на ak,k-1 и след това прибавяме (k-1)-ия стълб, умножен с –aki към i-тия стълб за
i = 1, 2, …, k-2, k, …, n; тези преобразувания съответстват на умножаване на Ak отдясно с някаква матрица Ck; за да намерим Ck прилагаме към E същите преобразувания и получаваме:
Ck = 
[image: image1310.wmf]k,1k,k-2k,kk,n
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получената матрица Ak.Ck не е подобна на Ak; за да я преобразуваме в подобна на Ak я умножаваме отляво с Ck-1; за да намерим Ck-1 извършваме преобразувания по стълбове към Ck, така че да получим E и едновременно тези преобразувания ги 
прилагаме към E; тези преобразувания са прибавяне на (k-1)-я стълб, умножен с aki към i-тия стълб, i = 1, …, k-2, k, …, n и след това умножаване на (k-1)-я стълб с ak,k-1;
така Ck-1 = 
[image: image1311.wmf]ред k-1
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матрицата Ck-1.Ak.Ck има същите редове от k-ти до n-ти както матрицата Ak.Ck, тъй като умножаването с Ck-1 променя само 
(k-1)-я ред на Ak.Ck; при това положение k-тият ред на Ck-1.Ak.Ck действително има вида 
[image: image1312.wmf]k-1

(0...010...0)

;
нека ak,k-1 = 0, но за някое i = 1, 2, …, k-2 имаме aki ( 0; при това положение разменяме местата на i-тия и (k-1)-я стълб; това преобразувание съотвества на умножаване на Ak отдясно с матрицата U = 
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, получена от единичната матрица E с разместване на i-ти и (k-1)-и ред; 
матрицата Ak.U не е подобна на Ak, така че я умножаваме отляво
с U-1; лесно се съобразява, че U-1 = U, така че умножаването на

Ak.U отляво с U-1 съответства на размяна на (k-1)-ия ред и i-тия ред на матрицата Ak.U; очевидно матрицата U-1.Ak.U има същите редове от k-ти до n-ти, както матрицата Ak.U, но вече в нея 
ak,k-1 ( 0 и можем да постъпим както по-горе; 
ще получим съответна матрица Dk-1.U-1.Ak.U.Dk, за която k-тият ред има вида 
[image: image1314.wmf]k-1
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; така в случая Ck = U.Dk;
нека ak,i = 0 за всяко i = 1, 2, …, k-1; в този случай матрицата Ak има следния вид: Ak = 
[image: image1315.wmf]1
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, където M е клетка от търсения вид; индуктивно по гореописания начин продължаваме с матрицата M1, която има по-малък ред от Ak; да предположим, че сме получили M2 = V-1.M1.V, където M2 е в търсения вид; тогава полагаме Ck = 
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 и 
Ck-1.Ak.Ck = 
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; окончателно C = Cn.Cn-1. ….Ck;
така B = C-1.A.C, където B е в търсения вид;
сега ще опишем как се намират собствените вектори;
нека ( е собствена стойност на матрицата A (и на матрицата B);

да предположим, че x е собствен вектор на матрицата B, отговарящ на (, т.е. B.x = (.x; тогава C-1.A.C.x = (.x (
A.C.x = (.(C.x) ( C.x е собствен вектор на A, отговарящ на (;
обратно, ако x е собствен вектор на матрицата A, отговарящ на (, то аналогично C-1.x е собствен вектор на матрицата B, 
отговарящ на (; при това C.(C-1.x) = x, така че собствените вектори на A, отговарящи на ( имат вида C.x, където x е собствен 
вектор на B, отговарящ на (; поради тази причина ще търсим собствените вектори на B, отговарящи на (;
решаваме системата (B - (.E).x = 0; да разгледаме случаят s = 1; системата изглежда по следния начин: (имаме k1 = n и ще изпускаме индекса (1) в означенията)
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 или още
(p1 - ().x1 + p2.x2 + … + pn-1.xn-1 + pn.xn = 0
x1 - (.x2 = 0
x2 - (.x3 = 0
…
xn-1 - (.xn = 0
тъй като ( е собствена стойност на B, то детерминантата на системата е 0; последните n-1 уравнения са линейно независими;

изразяваме x1, x2, …, xn-1 чрез xn; имаме xn-1 = (.xn, 
xn-2 = (.xn-1 = (2.xn, …, x1 = (n-1.xn; така собствените вектори, съответни на собствената стойност ( са всички ненулеви вектори, пропорционални на ((n-1, (n-2, …, (, 1);
в общия случай при s ( 1 представяме x във вида
x = (x(1), x(2), …, x(s)), където x(j) е вектор с дължина kj, j = 1, 2, …, s;
решаваме системата (B - (.E).x = 0 се свежда до следните системи:

(Fs - (.E).x(s) = 0
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първата система се решава аналогично на по-горе; при решаване на втората система x(s-1) се замества с решението x(s) на първата система; така получаваме система за x(s-1) с матрица Fs-1 - (.E и тя се решава аналогично на по-горе, но в общия случай стълба от свободните членове е ненулев; по този начин последователно изчисляваме x(s), x(s-1), …, x(1) и получаваме собствен вектор на B, съответен на (; не е трудно да се съобрази как ще се получи фундаментална система собствени вектори, съответни на ( - 
броят m на векторите в тази система ще е точно броя на онези Fi, такива че|Fi - (.E| = 0; при това положение общото решение на горната система зависи от m параметъра и ако дадем m пъти линейно независими стойности за тези параметри ще получим 
m-те линейно независими собствени вектори, съответни на (;

28. Метод на Якоби за намиране на собствени стойности и собствени вектори на матрица.

методът на Якоби е итерационен метод за приближено намиране на собствени стойности на симетрични матрици;
нека A е симетрична матрица; от алгебрата знаем, че съществува ортогонална матрица U, такава че D = U-1.A.U = UT.A.T и D е диагонална матрица; нека D = 
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; както знаем, характеристичните полиноми на A и D са едни и същи, но характеристичният полином на D е ((1 - ().((2 - (). ….((n - (), така че собствените стойности на D са (1, …, (n, така че собствените стойности на A са (1, …, (n; при това собствените вектори на D, съответни на (1, …, (n са съответно единичните вектори 
e1, e2, …, en и от предния въпрос знаем, че при това положение U.e1, U.e2, …, U.en, т.е. стълбовете на матрицата U, са собствените вектори на A, съответни на (1, …, (n; така за да намерим собствените вектори и собствените стойности на A е достатъчно да намерим матрицата U;
нека S (A) = 
[image: image1325.wmf]nn
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; лесно се проверява, че S (A) = tr (AT.A);
ще покажем, че S (A) не се изменя при подобно преобразувание с ортогонална матрица; имаме S (UT.A.U) = tr ((UT.A.U)T.UT.A.U) =

= tr (UT.AT.U.UT.A.U) = tr (UT.AT.A.U) = tr (AT.A), тъй като следата на една матрица не се изменя при подобно преобразувание;
ясно е, че S (A) ( 
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, при това S (A) = 
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 ( A е диагонална матрица; така матрицата U може да се търси по такъв начин, че сумата на квадратите на извъндиагоналните елементи на U-1.A.U да достига своя нулев минимум или което е същото, сумата от квадратите на диагоналните елементи да достига своя максимум, който е S (U-1.A.U) = S (A); методът на Якоби е итерационен метод, при който се минимизира сумата на квадратите на извъндиагоналните елементи като се прилагат последователно подобни преобразувания с подходяща ортогонална матрица;
ще отбележим, че при тези подобни преобразувания матрицата A остава симетрична, което се вижда от (UT.A.U)T = UT.AT.U = UT.A.U;

да положим A0 = A; нека на (k-1)-тата стъпка сме получили 
матрицата Ak-1 = (aij(k-1)) избираме най-големият по модул извъндиагонален елемент на Ak-1, нека той е apq(k-1), 

p < q ( { 1, 2, …, n } (Ak е симетрична);
ако apq(k-1) = 0, то матрицата A е диагонална и итерационният процес приключва; оттук нататък предполагаме, че apq(k-1) ( 0;
да означим Uk = 
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 = (uij(k)), получена от единичната с промяна в указаните редове и стълбове; тъй като матрицата 
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 е ортогонална, то Uk също е ортогонална;
при това Uk-1 = UkT = 
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 = (vij(k))

ъгълът ( ще определим по-късно; полагаме Ak = Uk-1.Ak-1.Uk,

B = Ak-1.Uk = (bij); пресмятаме елементите на B;
ясно е, че елементите на B са същите като елементите на A с изключение на елементите в стълбовете p и q; имаме 
bip = 
[image: image1331.wmf]n
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biq = 
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= - аip(k-1).sin ( + aiq(k-1).cos (, i = 1, 2, …, n;
пресмятаме елементите на Ak; ясно е, че елементите на Ak са същите като елементите на B с изключение на елементите в редовете p и q; имаме:
api(k) = 
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 = bpi.cos ( + bqi.sin (, i = 1, 2, …, n;
aqi(k) = 
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ще изразим app(k), apq(k), aqp(k), aqq(k); имаме 

app(k) = bpp.cos ( + bqp.sin (;
apq(k) = bpq.cos ( + bqq.sin (;
aqp(k) = - bpp.sin ( + bqp.cos (;
aqq(k) = - bpq.sin ( + bqq.cos (;
тъй като Ak е симетрична, то имаме 
apq(k) = aqp(k) = bpq.cos ( + bqq.sin ( = 
= (- аpp(k-1).sin ( + apq(k-1).cos ().cos ( + 
+ (- аqp(k-1).sin ( + aqq(k-1).cos ().sin ( = sin (.cos (.(aqq(k-1) – app(k-1)) +

+ apq(k-1).(cos2 ( - sin 2 () = 
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използвали сме, че Ak-1 е симетрична;
сега ще определим (, така че apq(k) = aqp(k) = 0, т.е.
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при това apq(k-1) ( 0, така че делението е позволено;
ясно е, че съществува единствен такъв ъгъл ( ( (0, 
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от горните връзки имаме следните равенства:
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 = (bpp.cos ( + bqp.sin ()2 + (- bpp.sin ( + bqp.cos ()2 =

= bpp2 + bqp2;
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bpp2 + bpq2 = (аpp(k-1).cos ( + apq(k-1).sin ()2 + 

+ (- аpp(k-1).sin ( + apq(k-1).cos ()2 = 
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bqq2 + bqp2 = (- аqp(k-1).sin ( + aqq(k-1).cos ()2 + 

+ (аqp(k-1).cos ( + aqq(k-1).sin ()2 = 
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от тези равенства получаваме:
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сега използваме, че сме избрали apq(k) = aqp(k) = 0 и Ak-1 е симетрична, получаваме: 
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нека да означим с t (Ak) сумата на квадратите на извъндиагоналните елементи на матрицата Ak;

имаме t (Ak) = S (Ak) - 
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t (Ak-1) – 2.
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; използвали сме, че S (Ak) = S (UT.Ak-1.U) = S (Ak-1);

при това apq(k-1) е максималният по модул извъндиагонален елемент на Ak-1 ( (броят на извъндиагоналните елементи на Ak-1 е n.(n-1)) n.(n-1).
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така t (Ak) = t (Ak-1) – 2.
[image: image1367.wmf](

)

2

(k-1)

pq

a

 ( 
[image: image1368.wmf]2

1-

n.(n-1)

æö

ç÷

èø

.t (Ak-1) = q.t (Ak-1), където q = 
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 < 1; оттук с индукция по k получаваме, че

t (Ak) ( qk.t (A) ( t (Ak) ( 0 при k ( (; така сумата от квадратите на извъндиагоналните елементи на матрицата клони към 0 и методът е сходящ със скоростта на геометрична прогресия;
за всяко k = 1, 2, … имаме 
|A - (.E| = |Ak - (.E| = (a11(k) - ().(a22(k) - (). ….(ann(k) - () + (, където ( е сума от множители, всеки от които съдържа извъндиагонален елемент на Ak ( ( ( 0 при k ( ( ( 

(a11(k) - ().(a22(k) - (). ….(ann(k) - () ( |A - (.E| при k ( (;

така диагоналните елементи на Ak клонят към собствените стойности на A при k ( (; ясно е, че в такъв случай стълбовете на матрицата U1.U2. ….Uk при k ( ( клонят към собствените вектори на матрицата A;
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