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нека x0, …, xn ( [a, b];

в множеството от всички функции, дефинирани в интервала [a, b] въвеждаме оператор Ln (f (t); x), който съпоставя на всяка функция интерполационният полином на Лагранж:

Ln (f (t); x) = 
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ясно е, че ако Q ( Пn, то Ln (Q (t); x) = Q (x), тъй като интерполационният полином е единствен;
ще покажем, че 
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;
това може да стане по два начина:
очевидно 
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 е полином на x от степен по-малка 
или равна на n; за k = 0, 1, …, n имаме 
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така 
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при втория начин имаме:
Ln (1; x) = 
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; от друга страна 1 ( Пn ( Ln (1; x) = 1;

така 
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по-общо (по аналогичен начин) може да се покаже, че
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, за m ( { 0, 1, …, n};
ще покажем, че 
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 за m = 1, 2, …, n;

разглеждаме функцията f (t) = (x – t)m;
имаме Ln (f (t); t) = 
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; от друга страна
Ln (f (t); t) = (x – t)m, тъй като f (t) ( Пn; така
(x – t)m = 
[image: image13.wmf]n
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; при t = x получаваме 
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ще покажем, че 
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разглеждаме полиномът R (t) = (x – t)n+1 – Ln ( (x – t)n+1; t) ( Пn+1;

ясно е, че R (xj) = 0, j = 0, 1, …, n, тъй като във възлите интерполационният полином съвпада с функцията;

така R (t) = A.(t – x0).(t – x1). ….(t – xn); тъй като Ln ( (x – t)n+1; t) е полином от степен по-малка или равна на n, то коефициентът пред

tn+1 идва от (x – t)n+1 и той е (-1)n+1;
така R (t) = (-1)n+1.(t – x0).(t – x1). ….(t – xn);

в равенството 
(x – t)n+1 – Ln ( (x – t)n+1; t) = (-1)n+1.(t – x0).(t – x1). ….(t – xn)

при t = x получаваме
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ще изразим 
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разглеждаме полиномът R (t) = (x – t)n+2 – Ln ( (x – t)n+2; t) ( Пn+2;

ясно е, че R (xj) = 0, j = 0, 1, …, n, тъй като във възлите интерполационният полином съвпада с функцията;
(n+1)-ят корен на R (t) също е реален, тъй като R (t) не може да има един комплексен корен; тъй като Ln ( (x – t)n+2; t) е полином от степен по-малка или равна на n, то коефициентът пред
tn+2 идва от (x – t)n+2 и той е (-1)n+2; нека c ( R е (n+1)-ят 
корен на R (t); тогава R (t) = (-1)n+2.(t – c).(t – x0). ….(t – xn);

в тъждеството (-1)n+2.(t – c).(t – x0). ….(t – xn) = 

= (x – t)n+2 – Ln ( (x – t)n+2; t) приравняваме коефициентите пред

tn+1; в лявата страна имаме (-1)n+1.(c + x0 + … + xn), в дясната страна имаме (-1)n+1.(n+2).x, тъй като Ln ( (x – t)n+2; t) е от степен 

по-малка или равна на n; така 
(-1)n+1.(c + x0 + … + xn) = (-1)n+1.(n+2).x ( c = (n+2).x – x0 - … - xn;

така в сила е равенството:

(-1)n+2.(t + x0 + … + xn – (n+2).x).(t – x0).(t – x1). ….(t – xn)

= (x – t)n+2 – Ln ( (x – t)n+2; t) при t = x получаваме:

Ln ( (x – t)n+2; t) = 
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нека да имаме рационалната дроб 
[image: image19.wmf]01n
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където P (x) е полином от степен по-малка или равна на n и

xi ( xj при i ( j;

точките x0, …, xn разглеждаме като интерполационни възли;

имаме P (x) = Ln (P (t); x) = 
[image: image20.wmf]n
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 и по този начин директно получаваме коефициентите в разлагането на първоначалната дроб на елементарни дроби;

да разгледаме следната интерполационна задача:

дадени са n+1 точки x0 < x1 < … < xn и n стойности

s0, s1, …, sn-1; търси се полином P (x) от степен най-много n-1, такъв че
[image: image23.wmf]i+1
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= si за i = 0, 1, …, n-1;

нека Q (x) ( Пn е такъв че Q( (x) = P (x);

също така, нека Q (x0) = A; ясно е, че полиномът Q е определен еднозначно;
по формулата на Лайбниц-Нютон получаваме:

[image: image24.wmf]i+1

i

x

x

P (x) dx

ò

 = 
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 = Q (xi+1) – Q (xi), i = 0, 1, …, n-1;

така Q (x0) = A, Q (x1) = A + s0, Q (x2) = A + s0 + s1, …,

Q (xn) = A + s0 + s1 + …+ sn-1; по интерполационната формула на Лагранж имаме, че Q (x) = 
[image: image26.wmf]nk
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, тъй като
от по-горе 
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; получихме, че ако съществува полином P (x), който удоволетворява условията, той е единствен;
обратно, за i = 0, 1, …, n-1 имаме 
[image: image31.wmf](
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така полученият полином действително е решение;
нека f ( Cn+1[a, b], x0, …, xn ( [a, b];

от теоремата за грешката при n = 0 получаваме формулата за крайните нараствания: f (x) = f (x0) + 
[image: image32.wmf]0
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също от |w (x)| ( (b – a)n+1 получаваме следната оценка за грешката: |f (x) – Ln (f (t); x)|( 
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например при f (x) = sin x получаваме, че
|sin x – Ln (sin t; x)|( 
[image: image34.wmf]n+1
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( 0 при n ( (, което показва че sin x се интерполира равномерно с произволна точност;
примерна задача: f ( C2[x0, x1], |f (( (x)| ( M; да се покаже, че

|f (x) – L1 (f (t); x)| ( 
[image: image35.wmf]2
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решение: с теоремата за грешката и използване на факта, че
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задача:

нека t1 < t2 < … < tn и f (x) = (x – t1).(x – t2). ….(x – tn);

нека x1 < x2 < … < xn и g (x) = (x – x1).(x – x2). ….(x – xn);

да се пресметне 
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решение:

точките x1, x2, …, xn разглеждаме като възли;

така g (x) = w (x) и 
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ще покажем, че [image: image43.wmf]2n2
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при n = 0 формулата очевидно е изпълнена; нека n > 0;

точките 0, 1, …, n разглеждаме като възли;
нека f (x) = 
[image: image44.wmf]1

2.x+1

; да пресметнем f [0; 1; …; n];

имаме 
f [0; 1; …; n] = 
[image: image45.wmf]nn

i=0i=0

f (i)1

w (i)(2.i+1).(i-0). ... .(i - (i-1)).(i 

- (i+1). ... .(i - n)

==

¢

åå


= 
[image: image46.wmf]n-in

nn

i

i=0i=0

n

(-1)(-1)1

(-1);

i

(2.i+1).(i!).(n-i)!n!2.i+1

æö

=

ç÷

èø

åå


от друга страна по формулата на Стефенсън имаме:
0 = ((2.x + 1)f) [0; 1; …; n] = 
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по същия начин 3.f [1; 2; …; n] + 2.f [2; 3; …; n] = 0 и
f [1; 2; …; n] = 
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задача: да се покаже, че 
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, където
xk ( 0, xk ( -1, k = 1, 2, …, n, f (x) = (x – x1).(x – x2). ….(x – xn);

нека g (x) = (x+1).f (x); тогава g( (x) = f (x) + (x+1).f( (x) ( 
g( (xk) = f (xk) + (xk+1).f( (xk) = f( (xk).(1+xk);

тогава 
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; от друга страна 
h (x) = (1 – x1.x).(1 – x2.x). ….(1 – xn.x) е полином от степен n (
h[-1, x1, …, xn] е старшият коефициент на h, т.е. (-1)n.x1.x2. ….xn;

h (-1) = (-1)n.f (-1), g( (-1) = f (-1) ( 
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така 
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 =  (-1)n.x1.x2. ….xn - (-1)n = (-1)n+1.(1 - x1.x2.….xn);

задача: да се пресметне сумата 
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нека f (x) = xk; разглеждаме възлите 0, 1, ..., n;
имаме (n f (0) = 
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от друга страна (n f (0) = 1n.n!.f [0; 1; …; n];

така (n f (0) = n! при k = n и (n f (0) = 0 при k < n;

окончателно: 
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задача: нека f е функция; x0 < x1 < …са равноотдалечени точки;

ако (n+1 f (xi) = 0 за i = 0, 1, …, то съществува единствен полином

q (x) от степен n, такъв че q (xi) = f (xi), i = 0, 1, …;
действително, нека q (x) е полиномът, който интерполира f в точките x0, x1, …, xn; с индукция ще покажем, че q (xm) = f (xm), 

m = n, n+1, …; при m = n това очевидно е изпълнено; нека е изпълнено за m ( n; от интерполационната формула на Нютон имаме: f (x) = q (x) + f [xm-n; xm-n+2; …; xm; x].w (x) (
f (xm+1) = q (xm+1) + f [xm-n; xm-n+2; …; xm; xm+1].w (xm+1) = q (xm+1) + 
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задача: да се пресметне 13 + 33 + … + (2.n-1)3;

да означим S (n) = 13 + 33 + … + (2.n-1)3, n = 1, 2, …;

имаме (0 S (n) = S (n) за всяко n = 1, 2, …;

(1 S (n) = S (n+1) – S (n) = (2.n+1)3 за всяко n = 1, 2, …;

(2 S (n) = S (n+2) – 2.S (n+1) + S (n) = (2.n+3)3 – (2.n+1)3 =

= 2.( 4.n2 + 12.n + 9 + 4.n2 + 8.n + 3 + 4.n2 + 4.n + 1) =

= 24.n2 + 48.n + 26 за всяко n = 1, 2, …;

(3 S (n) = (2 S (n+1) - (2 S (n) = 24.(n+1)2 + 48.(n+1) + 26 – 24.n2 –

– 48.n – 26 = 48.n + 72 за всяко n = 1, 2, …;

(4 S (n) = (3 S (n+1) - (3 S (n) = 48.(n+1) + 72 – 48.n – 72 = 48 за всяко n = 1, 2, …;

(5 S (n) = 0 за всяко n = 1, 2, …;

така S (n) е полином на n от степен 4; получаваме го по формулата на Нютон:
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задача: нека f ( C(n+1)[a, b] и f(n+1) ( 0 за всяко x ( [a, b]; да се докаже, че системата { 1, x, x2, …, xn, f (x) } образува система на Чебишов в интервала [a, b];

решение: да разгледаме обобщен полином ( (x) = 
[image: image65.wmf]n

k

kn+1

k=0

a.x+a.f (x)

å

;

да допуснем, че ( (x) има n+2 различни нули; по теоремата на Рол, приложена n+1 пъти съществува ( ( (a, b), такова че
((n+1) (() = 0; имаме ((n+1) (() = 
[image: image66.wmf](n+1)

n+1

a.f ()

x

, 
[image: image67.wmf](n+1)

f ()

x

 ( 0 ( an+1 = 0;

така ( (x) = 
[image: image68.wmf]n

k

k

k=0

a.x

å

 и ( (x) има n+2 различни нули ( ( (x) ( 0;

така { 1, x, x2, …, xn, f (x) } образуват система на Чебишов в [a, b];

задача: нека f (x) е функция, дефинирана в [a, b]; нека I1 (f; x) е сплайнът от първа степен с възли x1 < …< xn-1, който интерполира функцията f (x) във възлите a = x0 < x1 < …< xn-1 < xn = b;
да се покаже, че |f (x) – I1 (f; x)| ( ( (f; (x), където (x = 
[image: image69.wmf]i+1i

0  i  n-1

maxx-x

££

 и ( е модулът на непрекъснатост;
решение: за i = 0, 1, …, n-1 имаме
I1 (f; x) = 
[image: image70.wmf]i+1i

ii+1

ii+1i+1i

x-xx-x

f (x).+f (x).

x-xx-x

 за x ( [xi, xi+1];

имаме f (x) = 
[image: image71.wmf]i+1ii+1i

i+1ii+1ii+1i

x-xx-xx-x

f (x).f (x).f (x).

x-xx-xx-x

=+

 (
за x ( [xi; xi+1] |f (x) - I1 (f; x)| = 
[image: image72.wmf](

)

(

)

i+1i

ii+1

i+1ii+1i

x-xx-x

f (x)-f (x).f (x)-f (x).

x-xx-x

+

 ( 
[image: image73.wmf]i+1i

ii+1

i+1ii+1i

x-xx-x

.f (x)-f (x)f (x)-f (x)

x-xx-x

+

 ( ( (f; xi+1 – xi);

така |f (x) – I1 (f; x)| ( ( (f; (x);

задача: нека f (x) ( C1[0, 1], xk = 
[image: image74.wmf]k

n

, k = 0, 1, …, n; да се покаже, че съществува M ( R, така че |f (x) – I1 (f; x)| ( 
[image: image75.wmf]M

n

 за всяко x ( [0; 1];

Решение: в означенията на предната задача имаме: (x = 
[image: image76.wmf]1

n

, 
[image: image77.wmf]11

   [0,1]

x-y, x, y  [0,1]x-y, x, y  [0,1]

nn

11

(f ;)=supf (x)-f (y)supf ().x-y.supf ();

nn

xÎ

£Î£Î

¢¢

w =x£x

така |f (x) – I1 (f; x)| ( ( (f; 
[image: image78.wmf]1

n

) ( 
[image: image79.wmf]M

n

, където M = 
[image: image80.wmf]   [0,1]

supf ();

xÎ

¢

x


задача: ако P ( Пn е полиномът на най-добро равномерно приближение на f, то (.P ( Пn е полиномът на най-добро равномерно приближение на (.f, ( ( R;

решение: при ( = 0 твърдението е очевидно; при ( ( 0

имаме En (f) = 
[image: image81.wmf]f-P

 = 
[image: image82.wmf]1

f-P

aa

a

 ( 
[image: image83.wmf]1

a

.En ((.f);

също En ((.f) = 
[image: image84.wmf]f-Q

a

 = |(|.
[image: image85.wmf]Q

f-

a

 ( |(|.En (f);

така En (f) = |(|.En (f) и Q = P.(;

задача: ако f = g + P, където P ( Пn и Q ( Пm, m ( n, е полиномът на най-добро равномерно приближение за g, то Q + P е полиномът на най-добро равномерно приближение за f от Пm;
решение: нека R ( Пm е полиномът на най-добро равмномерно приближение за f; 
имаме Em (f) = 
[image: image86.wmf]f-R

 = 
[image: image87.wmf]g+P-R

 ( 
[image: image88.wmf]g-Q

 =
[image: image89.wmf]f-P-Q

 ( Em (f);

така R = P + Q, тъй като полиномът на най-добро равномерно приближение е единствен;
задача: ако f е четна функция, то полиномът на най-добро равномерно приближение от Пn на f е четен;
решение: имаме En (f) = 
[image: image90.wmf]f (x)-P (x)

; ясно е, че 

[image: image91.wmf]f (x)-P (x)

 = 
[image: image92.wmf]f (-x)-P (-x)

, тъй като при транслация разстоянията се запазват; така En (f) = 
[image: image93.wmf]f (x)-P (x)

 = 
[image: image94.wmf]f (-x)-P (-x)

 = 
[image: image95.wmf]f (x)-P (-x)

 ( P (x) = P (-x), тъй като полиномът на най-добро равномерно приближение за f от Пn е единствен;
аналогично се показва, че ако f е нечетна функция, то полиномът на най-добро равномерно приближение от Пn на f е нечетен;
задача: да се намери полиномът на най-добро равномерно приближение P ( П2 на функцията |x| в интервала [-1, 1];

решение: тъй като |x| е четна в [-1, 1], то P е четен, т.е. P има вида P = a.x2 + b; да отбележим, че полиномът на най-добро равномерно приближение от трета степен на f също е четен, така че коефициентът пред третата му степен е 0 ( полиномът P е полином на най-добро приближение на f от трета степен; по теоремата на Чебишов P и f има пет точки на алтернанс;

в тези пет точки функцията f – P достига екстремална стойност, така че в тях производната (f – P)( или не съществува или е 0;

лесно се вижда, че в такъв случай точките на алтернанс са

-1, -(, 0, (, 1, където ( ( (0, 1); при това f( (() - P( (() = 0, т.е.

1 – 2.a.( = 0; имаме:
|-1| - a.(-1)2 – b = (.L
|-(| - a.(-()2 – b = -(.L
|0| - a.02 – b = (.L
|(| - a.(2 – b = -(.L
|1| - a.12 – b = (.L, т.е.
1 – a – b = (.L
( - a.(2 – b = -(.L
b = -(.L
така a = 1, ( = 
[image: image96.wmf]1

2

 , L = 
[image: image97.wmf]1

8

, ( = -1, b = 
[image: image98.wmf]1

8

;

така полиномът на най-добро равномерно приближение на |x|от втора степен в [-1, 1] е f (x) = x2 + 
[image: image99.wmf]1

8

;

задача: да се намери полиномът на най-добро равномерно приближение P ( П2 на функцията f (x) = 
[image: image100.wmf]-x-1,x  [-1,0]

3.x-1,x  [0,1]

Î

Î


в интервала [-1, 1];
решение: f (x) е сплайн с един възел 0, така че f (x) = a.x + b + c.x+;

имаме: -a + b = 0, b = -1, 2 = a + b + c, така f (x) = – x – 1 + 4.x+;

ясно е, че x+ = 
[image: image101.wmf]x+x

2

 ( f (x) = 2.|x| + x – 1; така от една задача 

по-горе, тъй като x – 1 ( П1, то P (x) = Q (x) + x – 1, където Q (x) е полиномът от втора степен на най-добро равномерно приближение на функцията 2.|x|в [-1, 1]; от предната задача и от една задача по-горе имаме: Q (x) = 2.(x2 + 
[image: image102.wmf]1

8

) = 2.x2 + 
[image: image103.wmf]1

4

;
така P (x) = 2.x2 + 
[image: image104.wmf]1

4

 + x – 1 = 2.x2 + x - 
[image: image105.wmf]3

4

;
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