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5 октомври (семинарни)

Комплексни числа

Разглеждаме множеството C = {  (a, b) | a, b ( R }

Това множество се нарича множество на комплексните числа и то е поле.
Дефинираме следните операции:
· (a, b) + (c, d) = (a + b, c + d)

· (a, b) . (c, d) = (ac – bd, ad + bc)

Ако z1, z2 и z3 ( C

· z1 + z2 = z2 + z1
· z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3
· Съществува елемент 0 = (0, 0), такъв че z1 + 0 = 0 + z1 = z1
· Ако (а, b) ( C, съществува (-a, -b) ( C, така че (a, b) + (-a, -b) = 0

· z1 . z2 = z2 . z1
· z1 . (z2 . z3) = (z1 . z2) . z3
· z1 . (z2 + z3) = z1 . z2 + z1 . z3
· Съществува елемент 1 = (1, 0), такъв че z1 . 1 = 1 . z1 = z1
· Ако z1 ( 0, съществува z1-1, така че z1 . z1-1 = 1

Oзначaваме i = (0, 1), то i2 = (0, 1) . (0, 1) = (-1, 0), т.е i2 = -1; i се нарича имагинерна единица;
Tъй като (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a . 1 + b . i можем да дефинираме множеството на комплексните числа C като { a + b.i | a, b ( R; i2 = -1}

Ако z = a + b.i, 
‘a’ се нарича реална част на z (бележи се Rez);
‘b’ се нарича имагинерна част на z (бележи се Imz);

Ако z = a + b.i, то числото z = a – b.i се нарича комплексно спрегнато на z. Важат следните зависимости:

· z = z

· z1 + z2 = z1 + z2
· z1 . z2  = z1 . z2
· z + z = 2 . Rez
· z . z = Rez2 + Imz2 ( 0, ( R
· z . z = 0 ( z = (0, 0)
Комплексните числа се изобразяват в комплексната равнина - по абцисата (реална ос) се нанасят реалните части, а по ординатата (имагинерна ос) се нанасят имагинерните части. 

На чертежа z3 = z1 + z2; z4 = z2 – z1
Модулът на едно комплексно число е разстоянието от него до началото на комплексната равнина

|z| = |a + b.i| = (a2 + b2 = (z . z = r
Свойства на модула:
· |z1| + |z2| ( |z1 + z2|

· |z1 . z2| = |z1| . |z2|

Тригонометрично представяне на комплексни числа

Нека с ( означим ъгълът, който радиус-векторът на едно комплексно число z = a + b.i сключва с положителната посока на реалната ос. Тогава:
a = r. cos(; b = r. sin( ( a + b.i = r (cos( + i.sin()

r e модулът на z, ( се нарича аргумент на z
Нека z1 = r1 (cos(1 + i.sin(1); z2 = r2 (cos(2 + i.sin(2). Tогава:

z1 + z2 = r1.cos(1 + r2.cos(2 + i . (r1.sin(1 + r2.sin(2)

z1 - z2 = r1.cos(1 - r2.cos(2 + i . (r1.sin(1 - r2.sin(2)

z1 . z2 = r1.r2 ( cos((1 + (2) + i . sin ((1 + (2) )

z1 / z2 = r1/r2 ( cos((1 - (2) + i . sin ((1 - (2) )

Формула на Моавър:
zn = (r (cos( + i . sin ())n = rn (cos(n.() + i . sin (n.() )

8 октомври
1. Детерминанти
Числово поле – Нека F е множество от произволни числа, т.е. F ( C и F има поне два елемента, т.е. |F| ( 2. F е числово поле, ако за всеки a, b ( F е изпълнено:
1. a + b ( F

2. a – b ( F
3. a . b ( F
4. a / b ( F, при условие, че b ( 0
Това поле F е затворено относно четирите основни аритметични операции (събиране, изваждане, умножение, деление)
Примери: Q, R, C са числови полета; Z не е числово поле (условие 4 не е изпълнено за всеки a и b)
Причината F да има поне два елемента е в това, че дефиницията трябва да изключи множеството {  0 } от понятието поле (поради условие 4)
Твърдение: Всяко числово поле F съдържа множеството на рационалните числа Q.
Доказателство: Нека a ( F; 

съгласно условие 2 ( а – а ( F, т.е. 0 ( F, но |F| ( 2 ( съществува a ( F и а ( 0; съгласно условие 4 ( а / а ( F, т.е. 1 ( F; 
1 ( F ( 1 + 1 ( F, т.е. 2 ( F; за всяко n ( N, 1 + 1 ....(n пъти).. 1 ( F, т.е. n ( F; 
0, n ( F ( 0 - n ( F, т.е. - n ( F ( за всяко n ( Z, n ( F; 
Нека r ( Q, т.е. r = m / n, където m, n ( Z, n ( 0, но m, n ( F ( m / n ( F (n ( 0), т.е. r ( F ( за всяко r ( Q, r ( F ( Q ( F
Нека m, n ( N; 
Матрица с m реда и n стълба или матрица от тип mxn се нарича таблица от числа с m реда и n стълба от някакво числово поле F.

а11 а12 ……а1n

a21 a22 ……a2n
A  =
…………………


A = (aij) i - ти ред и j - ти стълб

…………………


i = 1..m, j = 1..n (aij ( F)

am1 am2 ……amn
Fmxn – множество от всички матрици с m реда и n стълба с елементи от полето F.
Матрицата А е квадратна, ако: m = n.
В такъв случай елементите а11, а22 ... аnn образуват главния диагонал на матрицата, а елементите a1n, a2n-1, a3n-2 ... an1 образуват втория диагонал.
Цел: На всяка квадратна матрица А ( Fnxn (n ( N) да се съпостави по някакъв начин число от самото поле F (число, характеризиращо матрицата) и това число ще го наричаме детерминанта на матрицата А.
n = 2
Решаваме следната система от уравнения
a11.x1 + a12.x2 = b1
a21.x1 + a22.x2 = b2
A =  a11 a12
       a21 a22   се нарича матрица на системата

(аij, bk) ( F
Умножаваме първото уравнение с a22, второто с -а12 и ги събираме.

Получаваме:
(а11.а22 – а12.а21) . x1 = b1.a22 – b2.a12
Умножаваме първото уравнение с -a21, второто с а11 и ги събираме.

Получаваме:
(а11.а22 – а12.а21) . x2 = -b1.a21 + b2.a11
Коефициентите пред x1 и x2 са едни и същи;

Числото (а11.а22 – а12.а21) наричаме детерминанта на матрицата А.

Означения: detA,   a11 a12 




  a21 a22
detA = а11.а22 – а12.а21 (произведението на елементите от главния диагонал минус произведението на елементите от втория диагонал)

Нека detA = (
Нека b1.a22 – b2.a12 = (1 ( (1 =  b1 a12





    b2 a22
Нека -b1.a21 + b2.a11 = (2 ( (2 =  а11 b1
     а21 b2
Това може да се провери чрез дефиницията ( (x1 = (1; (x2 = (2
Ако ( ( 0, то системата има единствено решение x1 = (1/(; x2 = (2/( (прави се проверка в условието)
(1 се получава от (, като първият стълб се замени със свободните членове.
(2 се получава от (, като вторият стълб се замени със свободните членове.
n = 3
Решаваме следната система от уравнения
a11.x1 + a12.x2 + а13.x3 = b1
a21.x1 + a22.x2 + a23.x3 = b2
a31.x1 + a32.x2 + a33.x3 = b3

      
  a11 a12 а13
  A =    a21 a22 а23 
      
  а31 а32 а33  се нарича матрица на системата

(аij, bk) ( F
Умножаваме първото уравнение с a22.a33 – a23.a32, второто с – а12.a33 + a13.a32, третото с a12.a23 – a13.a22 и ги събираме.
Получаваме:
(а11.а22.а33 – а11.а23.а32 – а12.а21.а33 + а13.а21.а32 
+ а12.а23.а31 – а13.а22.а31) . x1 = b1.a22.а33 – b1.a23.а32 – b2.a12.a33 + b2.a13.a32 + b3.a12.a23 – b3.a13.a22
Числото (а11.а22.а33 – а11.а23.а32 – а12.а21.а33 + а13.а21.а32  + а12.а23.а31 – а13.а22.а31) наричаме детерминанта на матрицата А.
Нека detA = (
Означаваме дясната страна на горното равенство с (1; имаме (x1 = (1
Аналогично, получаваме (x2 = (2; (x3 = (3; където с (2 и (3 сме означили десните страни на равенствата за x2 и x3, които са аналогични на равенството за x1.
Не е трудно да се установи чрез проверка (по дефиниция за детерминанта от трети ред), че (i (i=1,2,3) се получава от ( като заменим i – тият стълб със стълба от свободните членове, т.е.

         b1 a12 а13
        a11 b1 а13
     a11 a12 b1
(1 =   b2 a22 а23   (2 =    a21 b2 а23   (3 =  a21 a22 b2
         b3 а32 а33
        a31 b3 а33
     a31 a32 b3
Ако ( ( 0, то системата има единствено решение x1 = (1/(; x2 = (2/(; x3 = (3/(  (прави се проверка в условието)
Правило на Сарус:

Знак “+”

Знак “-”
a11 a12  а13

a11 a12  а13
         a21  a22  а23
 
a21  a22  а23
         а31  а32  а33

а31  а32  а33
В детерминантата от трети ред със знак “+” участват главният диагонал и двата равнобедрени триъгълника с основи успоредни на главния диагонал; със знак “-“ участват вторият диагонал и двата равнобедрени триъгълника с основи успоредни на втория диагонал.
Предположение за определение за детерминанта от n-ти ред:


а11 а12 ……а1n

a21 a22 ……a2n
A  =
…………………  ( Fnxn, F – поле, n ( N

…………………

an1 an2 ……ann
n = 2
detA е сумата на всички произведения от вида: а1i1a2i2, където i1 и i2 са измежду 1 и 2 и са различни; по отношение за знака – половината събираеми са с “-“, другата половина с “+”
n = 3
detA е сумата на всички произведения от вида: а1i1a2i2a3i3, където i1, i2, i3 ( {1,2,3} и са две по две различни; по отношение за знака – половината събираеми са с “-“, другата половина с “+”

Груба дефиниция: detA трябва да се дефинира като сума от всевъзможните произведения : а1i1a2i2…anin, където 
i1, i2, … in ( { 1,2, …n } и са две по две различни; половината събираеми са с “-“, другата половина с “+”
Нека n ( N
Пермутация на числата 1, 2, …n са тези числа написани в някакъв ред i1, i2,…in; броят на пермутациите е равен на n!
Нека е дадена пермутация ( = i1…ik…il…in
Казваме, че ik и il образуват инверсия, ако k < l и ik > il
Броят на всички инверсии в ( се означава [(] = [i1,i2,…,in]

( e четна (нечетна), ако [(] е четно (нечетно).
Пермутацията ( = 1, 2…, n се нарича главна пермутация. [(]=0 в този случай.
Пермутацията ( = n, n-1, …1 има n(n-1)/2 инверсии.
Нека е дадена пермутация ( = i1…ik…il…in; образуваме нова пермутация (, като разменим местата на ik и il (( = i1…il…ik…in).

Тогава казваме, че е извършена транспозиция (ik <-> il).

Лема: Всяка транспозиция променя четността на дадена пермутация.
Доказателство:

Нека е дадена пермутация ( = …i…j…; извършваме транспозицията
(i <-> j); получаваме ( = …j…i…
Нека разгледаме частния случай, когато i и j са съседни, 
т.е. ( = …ij…; ( = …ji…
Очевидно [(] = [(] + 1 при i < j и [(] = [(] - 1 при i > j, защото позицията на i и j спрямо останалите елементи не се променя ( [(] и [(] са с различна четност ( транспозицията на съседни елементи променя четността на пермутацията
В общия случай: i и j са произволно разположени

( = …ik1k2…kt j…
( = …jk1k2…kt i…
Можем да считаме, че t ( 1, тъй като случаят t = 0 е разгледан.

Върху ( извършваме последователно транспозициите: i <-> k1, 

i <-> k2,… i <-> kt; получаваме ( = …k1k2…kt ij…; при това четността на ( е променена t пъти.

След това извършваме транспозицията : i <-> j и получаваме
( = …k1k2…kt ji…; при това четността на ( е променена 1 път.

Накрая извършваме последователно транспозициите 
j <-> kt, j <-> kt-1, …j <-> k1; получаваме

( = …jk1k2…kt i…= (; при това четността на ( е променена t пъти
При преобразуването на ( в ( четността е променена общо 2t +1 пъти, но 2t +1 – нечетно ( ( и ( имат различна четност

Следствие: При n ( 2 броят на четните пермутации е равен на броя на нечетните пермутации (= n!/2); при n = 1 не може да се говори за инверсии

Доказателство: 

Означаваме с r и s броят съответно на четните и нечетните пермутации.

Върху всяка четна пермутация извършваме една фиксирана транспозиция (например 1 <-> 2). Получаваме като резултат r различни нечетни пермутации ( s ( r (1)
Върху всяка нечетна пермутация извършваме една фиксирана транспозиция (например 1 <-> 2). Получаваме като резултат s различни четни пермутации ( r ( s (2)
От (1) и (2) ( r = s, т.е. броят на четните пермутации е равен на броя на нечетните пермутации

Разглеждаме детерминантата от втори ред:

a11 a12
a21 a22  = а11.а22 – а12.а21 
В отделните събираеми сме сортирали елементите аij по i (на първо място стои а1i1, a на второ място – a2i2);
Разглеждаме пермутацията i1, i2 и забелязваме, че когато тя е четна събираемото е със знак “+”, а когато е нечетна – със знак “–”
1 2 e четна (има 0 инверсии) – а11.а22 е със знак “+”
2 1 e нечетна (има 1 инверсия) – а12.а21 е със знак “–”
Разглеждаме детерминантата от трети ред:

a11 a12 а13
a21 a22 а23
a31 a32 а33  =  (а11.а22.а33 – а11.а23.а32 – а12.а21.а33 + а13.а21.а32  + 

                     a12.а23.а31 – а13.а22.а31)
В отделните събираеми сме сортирали елементите аij по i (на първо място стои а1i1, на второ място – a2i2, на трето място – a3i3);
Разглеждаме пермутацията i1, i2, i3 и забелязваме отново, че когато тя е четна събираемото е със знак “+”, а когато е нечетна – със знак “-“
1 2 3 e четна (има 0 инверсии) - а11.а22.а33 е със знак “+”

1 3 2 е нечетна (има 1 инверсия) - а11.а23.а32 е със знак ”–“

2 1 3 е нечетна (има 1 инверсия) - а12.а21.а33 е със знак “–”

2 3 1 е четна (има 2 инверсии) - а12.а23.а31 е със знак “+”

3 1 2 е четна (има 2 инверсии) - а13.а21.а32  е със знак “+”

3 2 1 е нечетна (има 3 инверсии) -  а13.а22.а31 е със знак “–”
Заключаваме, че ако в отделните събираеми на детерминантата 

от n-ти ред сме сортирали елементите аij по i (на първо място стои а1i1, на второ място – a2i2, ... на n-то място - anin), тогава знакът пред събираемото е “+”, ако пермутацията i1, i2, …in е четна и “–“, ако тя е нечетна; т.е. знакът пред а1i1a2i2... anin е (-1)[ i1, i2,…in ]
12 октомври (семинарни)
N-ти корени на единицата
Нека z = r (cos( + i . sin(). По формула на Моавър получаваме:


( z  = r/n (cos( (( + 2k()/n ) + i . sin ( (( + 2k()/n ) ); за k = 0, 1, ..., n-1 се получават n различни комплексни числа, които повдигнати на степен n дават z
Разглеждаме числото 1 = 1 . (cos 2k( + i . sin 2k()


( 1 = cos 2k(/n + i . sin 2k(/n; k = 0, 1, …, n-1

Означаваме k-тия корен на единицата с (k
 (k = cos 2k(/n + i . sin 2k(/n = (cos 2(/n + i . sin 2(/n)k = (1k
N-тите корени на единицата са всичките решения на уравнението
xn – 1 = 0

Други зависимости за тях са (k = (n-k; (1 + (2 + ... + (n-1 = 0
Метод на Гаус за решаване на системи от линейни уравнения
a11.x1 + a12.x2 + ... + а1n.xn = b1
a21.x1 + a22.x2 + … + a2n.xn = b2

…………………………………
an1.x1 + an2.x2 + … + ann.xn = bn
Tърси се решение на тази система – наредена n-торка от числа, които обръщат уравненията на системата в тъждества
Две системи са еквивалентни ако множествата от решенията им съвпадат.
Елементарни преобразувания на системата я привеждат в еквивалентна на нея система:
· разменяне местата на две уравнения в системата

· умножаване на едно уравнение с число различно от 0

· прибавяне към едно уравнение на някое друго уравнение, умножено с число

Една система е съвместима, ако тя има решение; една съвместима система е определена, ако има точно едно решение и неопределена ако има повече от едно решение; ако няма решение системата е несъвместима;

а11 а12 ……а1n

a21 a22 ……a2n
A  =
…………………   се нарича матрица на системата

…………………

an1 an2 ……ann


а11 а12 ……а1n   b1

a21 a22 ……a2n  b2
A  =
…………………  …   се нарича разширена матрица на системата

…………………  …


an1 an2 ……ann  bn
((A(( - друго означение за матрица
Метод на Гаус (метод на последователно елиминиране на неизвестните)
На стъпка s:
· избираме една променлива (нека да е xi), която не е избирана в предишните стъпки; намираме уравнение с ненулев коефициент пред нея (някой ред в матрицата l ( s,
такъв че ali ( 0); разменяме местата на ред l и ред s
· разделяме почленно ред s със аsi
· към ред j (j = s +1, s + 2, …, n) прибавяме ред s умножен с –aji; по този начин елиминираме променливата xi във всички уравнения, които са надолу от ред s
След извършване на тези степки се получава триъгълна или трапецовидна матрица.


а11΄ а12 ΄…  а1n΄ b1΄

0 a22΄  … ... a2n΄ b2΄
A  =
0  0  а33΄ ……...   b3΄   се нарича тригълна матрица

………… ... ... ...   … 

0 0 …... ...0 ann΄  bn΄


а11΄ а12 ΄…… а1n΄ b1΄

0 a22΄ …... ... a2n΄ b2΄

0  0  а33΄………...   b3΄

…………... ... …...   ... 
A  =
0 0 …акn-s΄ … akn΄ bk΄   се нарича трапецовидна матрица


0 0 0 0. ... …... …   0


…………... ... …...   …

0 0 0 0. ... …... …   0 
Възможно е тези матрици да се получат в неявен вид ако на всяка стъпка сме избрали произволна променлива. Тогава триъгълната (трапецовидната) матрица може да се получи като се разменят колоните. Това, обаче, не се препоръчва, принципът на смятането е един и същ, без значение дали матрицата е в явен или неявен вид:

От реда само с един ненулев коефициент изразяваме съответната променлива; от реда където тази променлива участва с точно една друга изразяваме последната и т.н. накрая получаваме всичките променливи; при трапецовидната матрица нещата са аналогични, налага се, обаче, в базовото уравнение (което съдържа повече от един ненулеви коефициенти) всички променливи с изключение на една да се параметризират и след това да започне изразяването (системата има безброй много решения в зависимост от параметрите);
Възможно препятствие – на някой ред е възможно да се получи несъвместимост (0 = ненулево число), тогава и системата е несъвместима
15 октомври
F – поле; А = (аij) ( Fnxn (n ( N)


а11 а12 ……а1n

a21 a22 ……a2n
A  =
…………………

…………………

an1 an2 ……ann
Детерминантата на тази матрица се задава с формулата:
detA = ( (-1)[ i1, i2,…in ] . а1i1 . a2i2 ... anin, 
където събирането се извършва по всички пермутации i1, i2,…in на числата 1, 2, …, n; детерминантата има n! събираеми (члена), половината са със знак “+”, другата половина със знак “-“
Развитие на detA
при n = 1 det (a11) = a11, detA ( F
пример при n = 5
a12 . a24 . a35 . a41 . a52 не участва в развитието, тъй като 2 4 5 1 2 не е пермутация на 1, 2, ..., n
a12 . a24 . a35 . a41 . a53 – участва в detA със знак 
(-1)[ 2 4 5 1 3 ] = (-1)1+2+2 = (-1)5 = -1
Свойство: ако ( = j1, j2,…jn; ( = k1, k2,…kn са пермутации на 1, 2,..., n,  то p = аj1 k1 . a j2k2 ... ajnkn, участва в detA със знак (-1)[ j1, j2,…jn ]+[ k1, k2,…kn ]
Доказателство: 
Записваме p = а1i1 . a2i2 ... anin (i1, i2,…in – пермутация) - 
разменяме последователно -  a jmkm <-> ajsks; всеки път имаме транспозиция jm<->js и km<->ks съответно в ( и в ( ( ( и ( променят четността си ( [(] + [(] запазва четността си ( числата [(] + [(] и 
[1, 2, …, n] + [i1, i2,…in] са от една и съща четност, т.е. четността на 

[(] + [(] съвпада с четността на [i1, i2,…in]; но p участва в detA със знак

(-1)[ i1, i2,…in ] = (-1)[(] + [(] = (-1)[ j1, j2,…jn ]+[ k1, k2,…kn ]
Означаваме:


а11 а21 ……аn1

a12 a22 ……an2
At  =
…………………   ( Fnxn

…………………

a1n a2n ……ann
At се нарича транспонирана матрица на А;
(Аt)t = A; Ако А = (aij)nxn, то At = (bij)nxn, където bij = aji
Теорема: detA = detAt
Доказателство:
detAt = ( (-1)[ i1, i2,…in ] . b1i1 . b2i2 ... bnin = ( (-1)[ i1, i2,…in ] . аi11 . ai22 ... ainn ( всяко събираемо на detAt участва и в detA и то със знак (по свойството) (-1)[ i1, i2,…in ] + [ 1, 2, …, n ] = (-1)[ i1, i2,…in ], т.е. със същия знак
от (Аt)t = A следва, че всяко събираемо на detA участва в detAt и то със същия знак ( двете развития съвпадат, т.е. detA = detAt
2. Основни свойства на детерминантите.
Свойство 0: Триъгълна детерминанта (aij = 0 при j > i)


а11    0  ……   0

a21 a22 0 …   0

а31 a32 a33 0…0  = a11.a22…ann

…………………     (същото и при aij = 0 при i > j)

an1 an2 ……ann
Доказателство: Взимаме произволен член от detA:
(-1)[ i1, i2,…in ] . а1i1 . a2i2 ... anin; ако за някое k (1 ( k ( n) имаме ik > k, тогава akik = 0 и този член е равен на 0 ( ненулевите членове са при
ik ( k за k = 1, 2, …, n, т.е. i1 ( 1 ( i1 = 1; i2 ( 2, i2 ( i1 ( i2 = 2 

и т.н. in = n; накрая detA = (-1)[ 1, 2, …, n ] a11.a22…ann = a11.a22…ann
Нека означим 


а11 а12 ……а1n

a21 a22 ……a2n
(  =
………………… 

…………………

an1 an2 ……ann
Свойство 1: Ако за някое k (1 ( k ( n) имаме ak1 = ak2 = … = akn = 0, то ( = 0
Доказателство:  ( = ( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ... anin, но akik = 0 ( всички събираеми се анулират, т.е. ( = 0
Свойство 2: Нека за някое k (1 ( k ( n) имаме:

ak1 = ak1( + ak1((
ak2 = ak2( + ak2((
…
akn = akn( + akn((
тогава ( = (1 + (2, където


а11  а12 ……..а1n

a21   a22 ……a2n 
(1  =
………………  … 
ak1( ak2( ……akn(

…………………..

an1 an2 ….. …ann


а11  а12 ……… а1n

a21   a22 ……. a2n
(2  =
………………… … 
ak1(( ak2(( ……akn((

…………………....

an1 an2 …… …ann
Доказателство:
( = ( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ... anin = 
( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... (akik ( + akik (()... anin =
( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . ( а1i1 . a2i2 ... akik (... anin + а1i1 . a2i2 ... akik ((... anin ) =
( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ( ... anin + 
( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ((... anin = (1 + (2
Свойство 3: Нека за някое k (1 ( k ( n) сме умножили почленно 
к-тият ред на матрицата с числото ( ( F; означаваме детерминантата на тази матрица с (( ( (( = ( . (


а11  а12 ………  а1n

a21   a22 ……...a2n 
((  =
…………………. …
(ak1 (ak2 ……(akn

……………………..

an1 an2 ……. …ann
Доказателство: (( = ( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... (akik ... anin = 
( . ( (-1)[ i1, i2,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ... anin = ( . (
Свойство 4: Ако за някои k и l, k ( l - ak1 = al1, ak2 = al2, …, akn = aln, то ( = 0
Доказателство: Без ограничение на общността можем да смятаме, че k < l;
кой да е член p от ( изглежда така:
p = (-1)[ i1, i2,… ik ,… il ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akik ... alil ... anin 

друг член q в развитието на (, получен след извършване на транспоцизия il<->ik изглежда така:
q = (-1)[ i1, i2,… il,… ik ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... akil ... alik ... anin 
Тъй като akik  = alik и akil  = alil ( |p|=|q|
Oсвен това: 
Нека ( = i1, i2,… ik ,… il ,…in и ( = i1, i2,… il ,… ik ,…in ; ( е получената от ( с една транспозиция ( ( и ( са с различни четности (
(-1)[ i1, i2,… ik ,… il ,…in ] = - (-1)[ i1, i2,… il,… ik ,…in ] ( p = - q ( p + q = 0;

тъй като транспозицията е фиксирана ( на всяка четна пермутация се съпоставя точно една нечетна и обратно, но те са по равен брой и две по две се унищожават ( ( = 0
Свойство 5: Ако за някои k и l, k ( l, ( ( F - ak1 = (al1, ak2 = (al2, …, akn = (aln, то ( = 0
Доказателство: На кратко - комбиниране на свойство 3 със свойство 4
Свойство 6: Ако за някои k и l, k ( l, ( ( F променим k-ти ред по следния начин - ak1 = ak1 + (al1, ak2 = ak2 + (al2, …, akn = akn + (aln, 

то ( не се изменя
Доказателство: На кратко - комбиниране на свойство 2 със свойство 5
Свойство 7: Ако за някои k и l, k ( l, разменим местата на k-ти ред и l-ти ред детерминантата си сменя знака.

 а11 а12 …а1n
  
 ………………
ред k  a l1 a l2 …a ln
 
 ……………...   =   - (
ред l   ak1 ak2 …akn

 ……………… 
 
 an1 an2 …ann
Означаваме горната детерминанта с ((
В (( към ред k прибавяме ред l (използваме свойство 6 с ( = 1)
Получаваме:

 а11 а12 ……………….…а1n
 
 ………………………………
ред k  аk1+a l1 ak2+al2 .…akn+a ln
(( =

 ……………………………...
ред l   ak1 ak2 …………………akn

 ……………………………...

 an1 an2 …………………ann
От ред l изваждаме ред k (използваме свойство 6 с ( = -1)
Получаваме:

 а11 а12 …………….….…а1n
 
 …………………….…………
ред k  аk1+a l1 ak2+al2 ..…akn+a ln
(( =

 ….…………………………...
ред l   -al1 -al2 …………………-aln

 ……………………….……...

 an1 an2 ……………….…ann
Kъм ред k прибавяме ред l (използваме свойство 6 с ( = 1)
Получаваме:

 а11 а12 …а1n….

 ……………..…
ред k  a k1 a k2 …a kn
(( =    
 ………………..   =  - ( (по свойство 3)

ред l   -al1 -al2 .…-aln

 ……………..… 

 an1 an2 …..ann
Свойство 8: Нека (2, (3,..., (n ( F и
a11 = (2.a21 + (3.a31 + …+ (n.an1

a12 = (2.a22 + (3.a32 + …+ (n.an2
……
a1n = (2.a2n + (3.a3n + …+ (n.ann
В такъв случай казваме, че първият ред е линейна комбинация на останалите. (първият е взет за определеност, свойството важи за кой да е ред) Тогава ( = 0.

Доказателство: Прилагаме свойство 6: прибавяме към първи ред втория умножен с -(2; прибавяме към първи ред третия умножен с 

-(3 и т.н. Накрая на първия ред остават само нули и от свойство 1 ( 

( = 0
22 октомври
Забележка: Свойствата от 1 до 8 важат ако навсякъде заменим “ред” със “стълб”; това е в сила поради факта, че транспонираната детерминанта съвпада с оригиналната (detAt = detA)
3. Адюнгирани количества и поддетерминанти.
Цел: Изразяване на детерминанта от ред n чрез детерминанта от ред n-1;
Нека ( = |aij| ( aij ( F – поле ). Фиксираме p и q  (1 ( p ( n, 1 ( q ( n). В ( разглеждаме всички членове, които съдържат apq.
Това са (-1)[ i1, …, q ,…in ] . а1i1 . a2i2 ... apq ... anin ( ip = q; i1, …, ip-1, ip+1, … in е пермутация на числата 1, …, q-1, q+1, …, n );
от всички тези членове извеждаме apq пред скоба; изразът в скобите се означава с Apq – адюнгирано количество на apq от (.
Apq = ( (-1)[ i1, i2,…, ip-1, q, ip+1, …in ] . а1i1 . a2i2 ... ap-1ip-1  . ap+1ip+1 … anin – сума от 
(n-1)! събираеми;
Apq не съдържа елементи от ред p и стълб q на детерминантата (.

Пример при n=3:

a11 a12 а13
a21 a22 а23
a31 a32 а33  =  (а11.а22.а33 – а11.а23.а32 – а12.а21.а33 + а13.а21.а32  + 

                     a12.а23.а31 – а13.а22.а31)
Нека p=3, q=1; тогава A31 = a12.a23 – a22.a13
apq.Apq изчерпва всички членове от детерминантата (, които съдържат apq (по определение) ( за всяко i (1 ( i ( n) имаме:

ai1.Ai1 + ai2.Ai2 + … + ain.Ain = (; т.е.  ( aikAik = (
Аналогично, за всяко j (1 ( j ( n) имаме:

a1j.A1j + a2j.A2j + … + anj.Anj = (; т.е. ( akjAkj = (
Тези изрази наричаме развитие на детерминантата ( по адюнгираните количества на i-ти ред (j-ти стълб);
Нека разгледаме (. Задраскваме ред p и стълб q. Получаваме детерминанта от ред n-1:

 а11 а12 …a1q-1 a1q+1….…………а1n

 а21 а22 …a2q-1 a2q+1….…………а2n
 
 …………………….…………………
 аp-11 аp-12 …ap-1q-1 ap-1q+1……  аp-1n
      (pq =
 аp+11 аp+12 …ap+1q-1 ap+1q+1……аp+1n
 ……………………….………………

 an1 an2 …anq-1 anq+1………….…ann
(pq се нарича поддетерминанта от ред n-1 на apq от (.

Развитието на (pq:
(pq = ( (-1)[ i1, i2,…, ip-1, ip+1, …in ] . а1i1 . a2i2 ... ap-1ip-1  . ap+1ip+1 … anin – сумата е по всички пермутации i1, …, ip-1, ip+1, …, in на числата 
1, 2, …, q-1, q+1, …n
Пример при n=3;

a11 a12 а13
 ( =   a21 a22 а23
a31 a32 а33  
Нека p=3, q=1; (31 =  a12 а13   = a12.a23 – a22.a13 

                                  a22 а23
(забелязваме, че в този случай Apq = (pq)
В сила е следната теорема: Apq = (-1)p+q . (pq
Доказателство:
Apq и (pq се състоят от едни и същи събираеми като се абстрахираме от знаците. Нека a е едно такова събираемо:
a = а1i1 . a2i2 ... ap-1ip-1  . ap+1ip+1 … anin , където i1, …, ip-1, ip+1, …, in е пермутация на числата 1, 2, …, q-1, q+1, …n;
a участва в Apq със знак (-1)[(], където ( = i1, i2,…, ip-1, q, ip+1, …in;

a участва в (pq със знак (-1)[(], където ( = i1, i2,…, ip-1, ip+1, …in;

Всяка инверсия в ( я има и в (.
Разглеждаме (; нека k на брой от числата i1, i2,…, ip-1 са по-големи от q (образуват инверсия с q), 0 ( k ( p-1; имаме k инверсии на q с числата преди него; от числата i1, i2,…, ip-1 p-1-k на брой са по-малки от q; броят на естествените числа, които са по-малки от q е q-1 ( измежду числата ip+1, …, in броят на по-малките от q е 
( q – 1 ) - ( p – 1 – k )  = q - p + k; точно толкова от тези числа образуват инверсия с q; тогава:
Новите инверсии в ( в сравнение с ( са k + q – p + k = q – p + 2.k
[(] = [(] + q – p + 2.k = [(] + p + q + 2. ( k – p) ( 

(-1)[(] = (-1)[(]+p+q = (-1)[(].(-1)p+q
a участва в Apq със знак (-1)[(] = (-1)[(].(-1)p+q;

a участва в (pq със знак (-1)[(];
( почленно Apq = (-1)p+q . (pq
Следствие 1: Избираме i, (1 ( i ( n);

В сила е: ( = (-1)i+1.ai1.(i1 + (-1)i+2.ai2.(i2 + … + (-1)i+n.ain.(in;

т.е.  ( (-1)i+k.aik.(ik = (
Избираме j, (1 ( j ( n);
В сила е 
(-1)1+j.a1j.(1j + (-1)2+j.a2j.(2j + … + (-1)n+j.anj.(nj = (; 

т.е.  ( (-1)k+j.akj.(kj = (
Следствие 2: Нека имаме i, j (1 ( i ( n, 1 ( j ( n );


ai1.Aj1 + ai2.Aj2 + … + ain.Ajn = 

Символ на Кронекер: (ij = 
Със символа на Кронекер следствие 2 изглежда по следния начин:


  ( aik.Ajk = (ij . (

Аналогично   ( aki.Akj = (ij . (
Доказателство: Нека (1 е детерминанта от ред n, получена от ( като заменим j-тият ред на ( с i-тия ред на (, а останалите си останат същите. Оттук следва, че (1 = 0, тъй като в нея има два съвпадащи реда (ред i и ред j); развиваме (1 по адюнгираните количества на 
ред j; тези адюнгирани количества са същите като на елементите от 
j-тия ред на (, тъй като те не съдържат елементите от ред j, а останалите редове на (1 и ( съвпадат; т.е тези адюнгирани количества са Aj1, Aj2,…, Ajn; като вземем предвид, че в (1 аjk = aik за всяко k (1 ( k ( n) получаваме:
0 = (1 = ai1.Aj1 + ai2.Aj2 + … + ain.Ajn
Формули на Крамер
Нека е дадена системата от линейни уравнения:
a11 . x1 + a12 . x2 + ... + а1n . xn = b1
(1)
a21 . x1 + a22 . x2 + …+ a2n  . xn = b2
…………………………………


an1 . x1 + an2 . x2 + … + ann . xn = bn

аij, bk ( F – поле; ( = |aij|; i, j, k ( { 1, 2, …, n }
Решаваме системата:
Фиксираме k (1 ( k ( n); искаме да изразим xk, като елиминираме всички останали елементи;
Умножаваме първото уравнение с A1k, второто с А2k, …, 

n-тото с Аnk и ги събираме; получаваме:
x1 . ( a11 . A1k + a21 . A2k + … + an1 . Ank ) + x2 . ( a12 . A1k + a22 . A2k + … + an2 . Ank ) + … + xk . ( a1k . A1k + a2k . A2k + … + ank . Ank ) + … + 

xn . ( a1n . A1k + a2n . A2k + … + ann . Ank ) = b1 . A1k + b2 . A2k + … + bn . Ank 

Като използваме предишното следствие 2 получаваме:

( . xk = b1 . A1k + b2 . A2k + … + bn . Ank 

Нека (k е детерминанта от ред n, получена от ( като заменим k-тият стълб със стълба от свободните членове b1, b2,…, bn, а останалите стълбове си останат същите; тогава адюнгираните количества на елементите на k-тия стълб на (k съвпадат с адюнгираните количества на елементите на k-тия стълб на (, тъй като те не съдържат елементи от k-тия стълб на ( (а останалите редове на (k са същите като на ();

развиваме (k по k-тия стълб:
(k = b1 . A1k + b2 . A2k + … + bn . Ank ( ( . xk = (k
Следствие от системата (1) е следната система:
( . x1 = (1
(2)
( . x2 = (2
...
( . xn = (n
Нека ( ( 0; тогава (2) има единствено решение:
x1 = (1/(; x2 = (2/(; …; xn = (n/(
Тъй като системата (2) е следствие от (1), то трябва да направим проверка – заместваме x1, x2,…, xn в (1):
Разглеждаме i-тото уравнение (1 ( i ( n);
ai1 . x1 + ai2 . x2 + … + ain . xn = bi, т.е. 
  ( aik . xk = bi; 

xk = (k/( = 1/( . ( b1 . A1k + b2 . A2k + … + bn . Ank ) = 1/( . ( bj . Ajk; 
Заместваме:

  ( aik . 1/( . ( bj . Ajk = 1/( . ( ( aik . bj. Ajk = 1/( . ( bj ( aik . Ajk =


= 1/( . ( bj . (ij . ( =  ( bj . (ij = bi 
( x1, x2, …, xn удоволетворяват системата (1) и са единствени
Ако b1 = b2 = … = bn = 0, тогава (1) се нарича хомогенна. Очевидно едно нейно решение е x1 = x2 = … = xn = 0; от формулите на Крамер ( това решение е единствено при ( ( 0
29 октомври
4. Умножение на детерминанти.
Цел: Ако (1 и (2 са детерминанти от ред n, числото (1.(2 да се представи като детерминанта от ред n;

Лема: Нека 

 

а11 а12 ……а1n   0    0 ……. 0


a21 a22 ……a2n   0    0 ……. 0


………………… …   ………. …

………………… …   ………. …


an1 an2 ……ann  0    0 ……. 0
(  = 
  
  *    *  ……  *  b11 b12 ……b1m
  
  *    *  ……  *  b21 b22 ……b2m
 

 ………………   …………………
  
 
 ………………   …………………

  
  *    *  ……  *  bm1 bm2 ……bmm
( ( Fm+nxm+n; * е произволно число; нулевият блок и блокът с произволните числа могат да си разменят местата;
                а11 а12 ……а1n                                         b11 b12 ……b1m
                   a21 a22 ……a2n                            b21 b22 ……b2m
Ако (1 =   …………………  ( Fnxn и  (2  =   …………………    ( Fmxm

       …………………
                  …………………

       an1 an2 ……ann

            bm1 bm2 ……bmm
Tвърдим: ( = (1 . (2
Доказателство:
Нека ( = |cij| i, j ( { 1, 2, …, m+n }

Тогава:

aij, при i ( n, j ( n

0 , при i ( n, j > n

          * , при i > n, j ( n


bi-n, j-n, при i > n, j > n

( = ( (-1)[ (1, (2,…, (n, (n+1, (n+2, …(n+m ] . c1(1 . c2(2 ... cn(n  . cn+1(n+1 . cn+2(n+2 … cn+m(n+m – сумата е по всички пермутации 
(1, (2, …, (n, (n+1, (n+2,…, (n+m на числата 1, 2, …n, n+1, n+2, …, n+m
Ако за някое k (1 ( k ( n), (k > n, то ck(k  = 0. Тогава разглеждаме само онези членове, за които (k ( n, за всяко k ( { 1, 2, …, n } ( (1, (2, …, (n е пермутация на 1, 2, …, n ( (n+1, (n+2, …, (n+m е пермутация на числата n+1, n+2, …n+m;
Нека означим (1 = (n+1 – n; (2 = (n+2 – n; …; (m = (n+m – n; ( 

(1, (2, …, (m е пермутация на числата 1, 2, …, m;

c1(1  = a1(1 ; c2(2  = a2(2; …; cn(n = an(n ( (k ( n, за всяко k ( { 1, 2, …, n } )

cn+1(n+1  = bn+1– n, (n+1 – n = b1(1 ; cn+2(n+2  = bn+2– n, (n+2 – n = b2(2 ; …;

cn+m(n+ m  = bn+m– n, (n+ m – n = bm(m ; 
( (l > n, за всяко l ( { n+1, n+2, …, n+m } )

[ (1, (2, …, (n, (n+1, (n+2, …, (n+m ] = [ (1, (2, …, (n ] + 

[ (n+1, (n+2, …, (n+m ], тъй като (k ( n за всяко k ( { 1, 2, …, n } и (l > n 

за всяко l ( { n+1, n+2, …, n+m }, т.е. (k и (l не образуват инверсия; Oсвен това:
[ (1, (2, …, (n ] + [ (n+1, (n+2,…, (n+m ] = [ (1, (2, …, (n ] + [ (1, (2,…, (m ],

тъй като (i e получено от (n+i с изваждане на фиксирано число 

(за всяко i ( { 1, 2, …, m } )
( ( = ( (-1)[ (1, (2,…, (n] +[ (1, (2, …(m ] . a1(1 . a2(2 ... an(n  . b1(1 . b2(2 … bm(m = 

( (-1)[ (1, (2,…, (n] . a1(1 . a2(2 ... an(n  . (-1)[ (1, (2, …(m ] . b1(1 . b2(2 … bm(m – сумирането е по всички пермутации (1, (2, …, (n на числата

{ 1, 2, …, n } и по всички пермутации (1, (2, …, (n на числата 

{ 1, 2, …, m } (
( = ( (-1)[ (1, (2,…, (n] . a1(1 . a2(2 ... an(n  . ( (-1)[ (1, (2, …(m ] . b1(1 . b2(2 … bm(m
( ( = (1 . (2
Теорема: Нека
                а11 а12 ……а1n                                         b11 b12 ……b1n
                   a21 a22 ……a2n                            b21 b22 ……b2n
       (1 =   …………………  ( Fnxn и  (2  =   …………………   ( Fnxn;

       …………………
                  …………………

       an1 an2 ……ann

            bn1 bn2 ……bnn
Тогава (1 . (2 = (, където ( е детерминанта от ред n; 
( = |cij|; i, j ( { 1, 2, … n }, cij = ai1 . b1j + ai2 . b2j + … + ain . bnj;
т.е. cij се получава като умножим почленно i-тият ред на (1 с j-тия стълб на (2 и съберем получените произведения; това правило се нарича още “ред” x “стълб”
(1) cij = ( aik . bkj
Вярно е: 
(2) cij = ai1 . bj1 + ai2 . bj2 + … + ain . bjn; това правило се нарича “ред” x “ред”; това е така, тъй като можем да вземем транспонираната матрица на (bij) и по този начин запазваме стойността на (2 и не променяме крайния резултат;
Аналогично са вярни:
(3) cij = a1i . b1j + a2i . b2j + … + ani . bnj; това правило се нарича 
“стълб” x “стълб”;
(4) cij = a1i . bj1 + a2i . bj2 + … + ani . bjn; това правило се нарича 
“стълб” x “ред”;
Доказателство на теоремата:
Нека
 

 

а11 а12 ……а1n   0    0 ……. 0


a21 a22 ……a2n   0    0 ……. 0


………………… …   ………. …

………………… …   ………. …


an1 an2 ……ann  0    0 ……. 0
D  = 
  
-1    0  ……  0  b11 b12 ……b1n
  
 0   -1  ……  0  b21 b22 ……b2n
 

 ………………..  …………………
  
 
 ………………..  …………………

  
  0   0  …… -1  bn1 bn2 ……bnn
От лемата ( D = (1 . (2 (1)
Преобразуваме (: за всяко i (1 ( i ( n) към i-тия ред прибавяме 
(n+1)-ви умножен с аi1, (n+2)-ри умножен с аi2, ..., (2n)-ти 
умножен с аin; при това D не променя стойността си; 
Получаваме:
 
 0    0   …… 0  d11 d12 ……d1n

 0    0   …… 0  d21 d22 ……d2n 

 ……………….   ………………… 
 ……………….   ………………… 

 0    0  ……  0  dn1 dn2 ……dnn    ; dij = ai1.b1j + … + ain.bnj, т.е.

D = 
-1    0  ……  0  b11 b12 ……b1n
      dij = cij за всяко i, j ( { 1, 2, …, n }

 0   -1  ……  0  b21 b22 ……b2n
 
 ………………..  …………………
  
 ………………..  …………………

 0    0  …… -1  bn1 bn2 ……bnn
След това разменяме последователно 1-ви стълб и (n+1)-ви стълб,

2-ри стълб и (n+2)-ри стълб и т.н. n-ти стълб и (2n)-ти стълб; направили сме общо n размествания; при това D сменя знака си точно n пъти;
Получаваме:
 
 c11 c12 ……c1n    0    0   …… 0

 c21 c22 ……c2n    0    0   …… 0

 ………………… …………………
 ………………… …………………

 cn1 cn2 ……cnn  0    0   …… 0   
D = 
 b11 b12 ……b1n –1   0   …… 0      . (-1)n
 b21 b22 ……b2n  0   –1  …… 0 
 
 ………………..  …………………
  
 ………………..  …………………
 bn1 bn2 ……bnn  0   0   … … –1 
Прилагаме лемата:
               c11 c12 ……c1n          -1   0   ……   0
                  c21 c22 ……c2n        0  -1   ……   0
D = (-1)n  …………………  .   …………………     ( D = (-1)n . ( . (-1)n = ( (2)


      …………………      …………………


      cn1 cn2 ……cnn          0   0   … … -1

от (1) и (2) ( ( = (1 . (2
5. Действия с матрици.

Нека F е поле; ако m, n ( N, тогава с Fmxn означаваме всички матрици с n реда и m стълба с елементи от F.



     а11 а12 ……а1n


     a21 a22 ……a2n
A  = (aij)mx n =       …………………   


     …………………


     am1 am2 ……amn
Да отбележим, че F1x1 ( F
Действие 1: Нека ( ( F; дефинираме умножение на матрицата A с числото ( = (.А;


          (.а11 (.а12 ……(.а1n


          (.a21 (.a22 ……(.a2n
(.A  = ((aij)mx n =       ………………………..
(.A ( Fmxn;


          ………………………..


          (.am1 (.am2 ……(.amn
Действие 2: Нека B = (bij) ( Fmxn; дефинираме сума на две матрици А и B = A + B;


          
а11+b11   а12+b12 …… а1n+b1n


          
a21+b21   a22+b22 …… a2n+b2n
A + B  = (aij + bij)mx n =       ………… ………………………..
 A + B ( Fmxn;



          …………………………………..


         

am1+bm1 am2+bm2 ……amn+bmn
Нека О е матрица, О ( Fmxn;


 0 0 …… 0

 0 0 …… 0
О  =
 ……………   , тази матрица наричаме нулева;


 ……………

 0 0 …… 0
с  -А означаваме матрицата (-1).А; т.е. ако А = (аij), то -А = (-аij); при това А, -А ( Fmxn; матрицата -А наричаме противоположна на А;
Действие 3: Дефинираме разлика А – B на две матрици А, B ( Fmxn като сбор на матрицата А с противоположната на B; А – B =  (aij – bij), A – B ( Fmxn;
Свойства на действията:
За всеки две матрици A, B ( Fmxn са изпълнени:
1. A + B = B + A – комутативност;

2. (А + B) + C = A + (B + C) – асоциативност;

3. A + O = A за всяко А ( Fmxn;
4. А + (-А) = О за всяко А ( Fmxn;
Свойствата 2, 3, 4 обуславят група; ако допълнително е изпълнено свойство 1, тогава групата е комутативна; понятието група се дефинира върху произволни обекти при условие, че е въведена някаква абстрактна операция събиране, за която са изпълнени за горните четири свойства;
За всеки две матрици A, B ( Fmxn и произволни ( и ( ( F са изпълнени:
5. 1.A = A за всяко А ( Fmxn;
6. (( + ().A = (.A + (.A;
7. (.(A+B) = (.A + (.B;
8. (.((.A) = ((.().A;
Свойства 1 – 8 обуславят линейно пространство.

Умножение на матрици
Нека A = (aij) ( Fmxs, B = (bij) ( Fsxn; aij, bij ( F; m, n, s ( N
Дефиниция: А.B = C = (cij), където cij = ai1.b1j + ai2.b2j + … + ais.bsj; правилото е “ред” по “стълб”; други правила не важат; 
А.B = C ( Fmxn;
Възможно е B.A да не съществува; B.A съществува ако m=n и тогава

А.B ( Fmxm, B.A ( Fsxs; в общия случай m не е равно винаги на s и следователно A.B ( B.A; дори ако m=n=s, т.е. A и B са квадратни, от един и същи тип, умножението не е комутативно;

Операциите събиране и умножение са дефинирани за квадратни матрици и за всеки две матрици A и B ( Fnxn: 
det(A.B) = det(A). det(B) – това следва от дефиницията за умножение на матрици и теоремата за умножение на детерминанти;

Ако А ( Fnxn съществува А.А, означаваме A2; изобщо Ak, k ( N, е матрицата А умножена k пъти на себе си;

може да се случи за A, B ( Fnxn, A, B ( O, но A.B = O; такива две матрици се наричат делители на нулата;

Свойства, валидни когато умножение и събиране имат смисъл:
9. (A.B).C = A.(B.C) – асоциативност;

10. (A+B).C = A.C + B.C – дясна дистрибутивност;

11. C.(A+B) = C.A + C.B – лява дистрибутивност;

12. ((.A).B = (.(A.B) за произволно ( ( F;
Свойствата 1 – 4, 9 и 10 обуславят пръстен; свойствата 1 – 12 характеризират алгебра;
Проверка на свойство 9:
(A.B).C = A.(B.C); A, B, C ( Fnxn; A = (aij), B = (bij), C = (cij)

Нека A.B = D = (dij); dij = ( aik . bkj;
(A.B).C = D.C = G = (gij); gij = ( dil . clj = ( (( aik . bkl).clj = ( ( aik . bkl. clj

Нека B.C = P = (pij); pij = ( bil . clj;
A.(B.C) = A.P = Q = (qij); qij = ( aik . pkj = ( aik.(( bkl . clj) = ( ( aik . bkl. clj
( gij = qij за всяко i, j ( { 1, 2, …, n } ( G = Q ( свойството е изпълнено
5 ноември
Транспониране
Ако A = (aij) ( Fmxn, транспонираната матрица на А е
At = (a(ij) ( Fnxm, където a(ij = aji за всяко i и j.
Транспонирането е външна операция – тя не е между матрици;
Свойства:
1. (Аt)t = A;

2. ((.A)t = (.At  (за всяко ( ( F );

3. (A + B)t = At + Bt  ( A, B ( Fmxn );

4. (A.B)t = Bt.At ( ако съществува A.B );

Проверка на 4 (при m=n):

Нека A = (aij), B = (bij), C = A.B = (cij); cij = ( aik . bkj;

Ct = (c(ij); c(ij = cji = ( ajk . bki;
Bt = (b(ij); b(ij = bji;
At = (a(ij); a(ij = aji;
D = Bt.At = (dij); dij = ( b(ik . a(kj = ( ajk . bki = c(ij за всяко i, j (
D = Ct ( ( A.B )t = Bt.At;
Нека n ( N; означаваме:


 1 0 …… 0

 0 1 …… 0
Е  =
 ……………   ( Fnxn;

 ……………

 0 0 …… 1
Тази матрица наричаме единична матрица от ред n.

В съкратен вид: E = ((ij)nxn;
За всяко A ( Fnxn e в сила: A.E = E.A = A;
Ако ( ( F; (.Е се нарича скаларна матрица;
За всяко A ( Fnxn e в сила (.А = ((.Е).А – по този начин операцията умножение на матрица с число може да се реализира като умножение на две матрици от тип Fnxn;
Нека A ( Fnxn; A e oбратима, ако съществува A-1 ( Fnxn, такава че

А.А-1 = А-1.А = Е; А-1 наричаме обратна матрица на А;

Необходимо условие за обратимост: А.А-1 = Е ( det(A.A-1) = det(E) ( detA.detA-1 = 1 ( detA ( 0; матрица, която има детерминанта различна от 0 се нарича неособена; ако съществува А-1, тогава

detA-1 = 1/detA;
Ако А има обратна матрица, то тя е единствена; доказателство:

Нека X ( Fnxn и X.A = E ( A-1 = E.A-1 = (X.A).A-1 = X.(A.A-1) = X.E = X (
A-1 е единствена;
Ще покажем, че detA ( 0 е достатъчно условие за обратимост на А;

Нека ( = detA ( 0; търсим X = (xij) ( Fnxn, такова че A.X = X.A = E; поелементно ( aik . xkj = (ij за всяко i, j;
Нека фиксираме j (1 ( j ( n); при i = 1, 2, …, n получаваме система от n линейни уравнения относно x1j, x2j, …, xnj със детерминанта на матрицата на системата ( ( 0; от формули на Крамер ( системата има единствено решение; за xkj получаваме: xkj = (k/(, където (k е детерминантата, получена от (, като сме заменили k-ти стълб със стълба от свободните членове ((ij за i = 1, 2, …, n); развиваме (k по адюнгираните количества на k-ти стълб и получаваме: 
(k = (1j.A1k  + (2j.A2k  …+ (jj.Ajk  + … + (nj.Ank = Ajk; това адюнгирано количество от (k e същото като в (, тъй като не съдържа елементи от k-ти стълб ( xkj = Ajk/(, k = 1, 2, …, n
За обратната матрица A-1 получаваме:

A11 A21 ……An1
A12 A22 ……An2
A-1  =1/(
…………………   ( Fnxn
…………………
A1n A2n ……Ann
Проверка: А.А-1 = А-1.А = Е;

Нека C = A.A-1, C = (cij), cij = ( aik . 1/(. Ajk 
= 1/( . ( aik . Ajk = 1/( . ( . (ij = (ij ( C = E, т.е. A.A-1 = E;

Теорема: Матрицата A ( Fnxn е обратима тогава и само тогава, когато е неособена (detA ( 0); в такъв случай обратната матрица

А-1 е единствена и се задава по следния начин:

A11 A21 ……An1
A12 A22 ……An2
A-1  =1/(
…………………   ( Fnxn
…………………
A1n A2n ……Ann
Илюстрация при n=2:
       a11 a12
       a21 a22   
detA = ( = a11.a22 – a12.a21 ( 0;
                A11 A21
                A12 A22   , т.е.

                 a22  -a12
                -a21  a11  
A, B ( Fnxn; ако detA ( 0:
1. (A-1)-1 = A;

2. A, B – неособени ( A.B обратима; (A.B)-1 = B-1.A-1;

Проверка на 2:
(A.B) . (B-1.A-1) = A. (B.B-1) . A-1 = (A.E).A-1 = A.A-1 = E (
B-1.A-1 е обратната матрица на A.B (тя е единствена);

Нека A, B ( Fnxn, detA ( 0;
Уравнението А.X = B ( X ( Fnxn) има единствено решение
X = A-1.B и то се нарича ляво частно на B и A;

доказателство:
A.X = B ( A-1.A.X = A-1.B ( E.X = A-1.B ( X = A-1.B
Уравнението Y.А = B ( Y ( Fnxn) има единствено решение

Y = B.A-1 и то се нарича дясно частно на B и A;
доказателство:
Y.A = B ( Y.A.A-1 = B.A-1 ( Y.E = B.A-1 ( Y = B.A-1
Нека A ( Fnxn и k ( N;
Дефинираме Ak = A . A … A



     
Дефинираме A0 = E

При k, l ( N0 са валидни:
1. Ak.Al = Ak+l;

2. (Ak)l = Ak .l;

Ако A e неособена, k ( N;
Дефинираме A-k = (A-1)k = (Ak)-1;
При неособени матрици говорим за Ak за всяко k ( Z;
равенствата 1. и 2. остават в сила за k, l ( Z;

6. Линейни пространства.
Нека F е поле, V – множество ( V ( ( );

Във V са въведени операциите умножение с число ( F и събиране, ако: на всяко a ( V и на всяко ( ( F по някакъв начин е съпоставен елемент (.a ( V и на всеки два елемента a, b ( V по някакъв начин е съпоставен елемент a + b ( V; V е линейно пространство над полето F, ако:
(a, b, c ( V; (, (, ( ( F)
1. a + b = b + a;

2. (a + b) + c = a + (b+c);

3. съществува ( ( V: a + ( = a за всяко а ( V;

4. за всяко а ( V съществува -а, такъв че a + (-a) = (;

( - омикрон – нулев елемент;
5. 1.a = a за всяко a ( V;

6. (( + ().a = (.a + (.a;

7. ( (a + b)= (.a + (.b;

8. (.((.a) = ((.().a;

Елементите на V се наричат вектори, числата от полето F се наричат скалари; V понякога се нарича векторно пространство; ( - нулев вектор; -а – противоположен вектор на вектора а;
Основни примери за линейни пространства: (F – поле);
Fmxn е линейно пространство относно операциите събиране на матрици и умножение на матрица с число над полето F;
F [x] – множеството на всички полиноми f (x) с коефициенти от 
полето F;
Нека n ( N; тогава Fn+1[x] e множеството на всички полиноми f (x) с коефициенти от F и степени ненадминаващи n; това се прави, тъй като събирането на полиноми може да унищожи степени (включително и старшата);
F [x], Fn+1[x] са линейни пространства над полето F относно операциите събиране на полиноми и умножение на полином с число;
Нека n ( N; означаваме с Fn множеството на всички наредени 
n-торки числа от полето F ( (а1, а2,…, an); ai( F за 1 ( i ( n );
за a = (а1, а2,…, an) ( Fn, за b = (b1, b2,…, bn) ( Fn и за ( ( F дефинираме:
(.a = ((.а1, (.а2,…, (.an) ( Fn;

a + b = (а1+b1, а2+b2,…, an+bn) ( Fn;

Fn е линейно пространство над полето F относно дефинираните операции; нулев вектор е ( = (0, 0, …, 0), -a = (-a1, -a2, …, -an);
Следствия от аксиомите:
от аксиома 2 ( ако a1, a2, …, ak ( V, a1+a2+…+ak е еднозначно определен вектор ( V;
a) нулевият вектор е единствен; доказателство: нека (( ( V и 
a + (( = a за всяко а ( V ( ( + (’ = (, но (( + ( = ((; 
oт аксиома 1 ( ( + (( = (( + ( ( ( = ((;
b) за всяко a ( V, -a е единствен;

c) за всяко a ( V e в сила: 0.a = (; доказателство:

a + 0.a = 1.a + 0.a = (1+0).a = 1.a = a; приложили сме аксиоми 5, 6;
a + 0.a + (-a) = a + (-a) ( 0.a + (a + (-a)) = a + (-a); приложили сме аксиоми 1, 2; 0.a + ( = ( ( 0.a = ( (oт аксиома 3);
d) (.( = ( за всяко ( ( F; доказателство: прилагаме аксиома 8 при (=0: (.(0.() = ((.0).(, т.е. (.( = (;

e) (-1).a = -a за всяко a ( V;

f) Дефинираме разлика на вектора a – b като a + (-b), т.е. разликата на два вектора е първият вектор, събран с противоположния на втория вектор; от аксиоми 7 и 8 и от следствие e) получаваме: (.(a – b) = (.(a + (-b)) = (.a + (.(-b) 
= (.a + (.((-1).b) = (.a + ((.(-1)).b = (.a + (-1).((.b) = (.a + (-(.b) = (.a – (.b;
g) за всяко a ( V и всяко ( ( F е в сила: (.a = ( ( ( = 0 или a = (; доказателство: ако ( = 0, то от следствие c) равенството е изпълнено; ако ( ( 0 ( 1/(.((.а) = 1/(.(, от аксиома 8 и следствие d) ( 1.a = ( ( a = (
Нека V е линейно пространство над полето F; нека U ( V ( U ( ( )

U е подпространство на V, ако за всеки a, b ( U и за всяко ( ( F 

(.a ( U и a + b ( U, т.е. U е затворено относно двете операции, дефинирани във V;
Означение: U ( V;
U e подпространство на V, ако за всеки a, b ( U и (, ( ( V: 
(.a + (.b ( U ( това е еквивалентна дефиниция);
Нека U ( V. Ако а ( U ( (-1).a ( U ( -a ( U
a + (-a) ( U ( ( ( U и аксиомите 1..8 са изпълнени в U (
U също е линейно пространство над полето F;
Примери: V ( V; { ( } ( V, където { ( } е нулевото подпространство – тези две подпространства се наричат тривиални подпространства на V;
Пример за нетривиално подпространство: Fn+1[x] < F[x]; 
Ако V1 ( V и V2 ( V ( V1 ( V2 ( V; доказателство:
Нека a, b ( V1 ( V2, (, ( ( F ( a, b ( V1 и (.a + (.b ( V1
  



        ( a, b ( V2 и (.a + (.b ( V2
( (.a + (.b ( V1 ( V2 ( V1 ( V2 ( V;
По-общо: Ако Vi са подпространства на V, където i ( I e фамилия от индекси, то ( Vi ( V;
B общия случай V1 ( V2 не е подпространство на V; 
V1 ( V2 ( V ( V1 ( V2 или V2 ( V1;
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Детерминанта на Вандермонд


  1      1    …  1

 
  x1    x2     …  xn
W (x1, x2, …, xn) = 
   x12   x22  …  xn2

   …    …   …  …

 x1n-1 x2n-1 … xnn-1
За i = n-1, n-2, …, 1 извършваме следната операция: умножаваме 

ред i с –x1 и го прибавяме към ред i+1; получаваме:


  1        1      
1
  …
  1

 
  0     x2-x1           x3-x1
  …    xn-x1
W (x1, x2, …, xn) = 
   0   x2(x2-x1)     x3(x3-x1)   …   xn(xn-x1)



  …       …  

…
  …
…


  0  x2n-2(x2-x1) x3n-2(x3-x1) … xnn-2(xn-x1)

След развиване по първи стълб и изнасяне на общ множител от всеки стълб получаваме:

W (x1, x2, …, xn) = (x2-x1).(x3-x1)…(xn-x1). W (x2, x3, …, xn) =

= (x2-x1).(x3-x1)…(xn-x1). (x3-x2).(x4-x2)…(xn-x2). W (x3, …, xn) = ...

Окончателно получаваме:
W (x1, x2, …, xn) = П (xi – xj)

Детерминантата на Вандермонд е равна на нула тогава и само тогава, когато съществуват i, j ( { 1, 2, …, n }, такива че xi = xj;

Пример:
Да се пресметне:

1      1    …  1
 
x12   x22  …  xn2
( =      x13   x23  …  xn3
         …    …    …  …
         x1n   x2n  …  xnn
Нека (1 е детерминанта от ред n+1 и

1      1   …  1    1

         x1     x2   …  xn    z
(1 =   x12   x22  …  xn2  z2
         …    …   …  …   …

         x1n  x2n   …  xnn  zn
По определение: 
(1 = W (x1, x2, …, xn, z) = (z – x1)(z – x2)…(z – xn). W(x1, x2, …, xn) (1)

Нека развием (1 по стълб n+1; получаваме:
(1 = 1 . A1, n+1 + z . A2, n+1 + … + zn . An+1, n+1
Разглеждаме (1 като полином от степен n на z;
Забелязваме, че A2, n+1/(-1)n+3 е точно детерминантата (, но A2, n+1 e коефициентът пред z в полинома (1; от формулите на Виет и от (1) получаваме, че коефициентът пред z e равен на
(-1)n-1.x1.x2…xn.(1/x1 + 1/x2 + … + 1/xn). W(x1, x2, …, xn); окончателно получаваме:
( = x1 . x2…xn . (1/x1 + 1/x2 + … + 1/xn).  П (xi – xj);
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Означения: 
Mn(R) – множеството от всички квадратни матрици от ред n с елементи реални числа;
trA = a11 + a22 + … + ann – следа на A ( A - квадратна матрица от ред n, A = (aij) ); trA – сумата на елементите по главния диагонал;
Еij – матрична единица – това е матрица, която е изцяло съставена от нули, с изключение на елемента от ред i и стълб j, който е 1;

Нека A ( Mn(R) и A.B = B.A за всяко B ( Mn(R). Да се докаже, че 

A е скаларна (А = c.E );
Доказателство: От A.Eii = Eii.A получаваме, че A е диагонална;

От А.Еij = Eij.A получаваме, че всички елементи по главния диагонал са равни, т.е. А е скаларна матрица;

Да се докаже, че елементарните преобразувания на една матрица 

по редове могат да се реализират чрез умножаване отляво на подходяща неособена матрица; елементарните преобразувания на една матрица по стълбове могат да се реализират чрез умножаване отдясно на подходяща неособена матрица;

Доказателство:
1. Умножаване на ред с число различно от 0 – матрицата, която можем да използваме е:



 1 0 …… 0

 0 1 …… 0
X  =
 …………… 
 …… ( ……

 ……………

 0 0 …… 1
X е получена от единичната матрица, като елементът в ред i и стълб i е заменен с (; ако А ( Mn(R), тогава X.A е матрицата, получена от А след умножаване на ред i с числото (; detX = ( ( 0 ( X е неособена;

2. Размяна на местата на два реда – матрицата, която можем да използваме е:


 1 0 …… 0

 0 1 …… 0

 …………… 
X  =    ……0 1 …

 ……………

 …1 0 ……

 ……………

 0 0 …… 1
X е получена от единичната матрица, като са разменени местата на редовете редовете i и j; ако А ( Mn(R), тогава X.A е матрицата, получена от А след размяна на редовете i и j; detX = -1 ( 0 ( X е неособена;
3. Прибавяне към един ред друг ред, който е умножен с число – матрицата, която можем да ползваме е:



 1 0 …… 0

 0 1 …… 0
X  =
 ………(  … 
 ……………

 ……………

 0 0 …… 1
X е получена от единичната матрица, като елементът в ред i и стълб j (i ( j) е заменен с (; ако А ( Mn(R), тогава X.A е матрицата, получена от А след прибавяне на ред j, умножен с числото (, към ред i; 
detX = 1 ( 0 ( X е неособена;

Да се докаже, че всяка неособена матрица чрез елементарни преобразувания по редове може да се сведе до единичната матрица; ако към единичната матрица приложим тези елементарни преобразувания в същия ред ще получим обратната матрица на изходната (важи и за стълбове);

Тъй като A е неособена ( в първия стълб на А има ненулев елемент x в ред i; разменяме ред i и ред 1; делим ред 1 на x; чрез прибавяне на ред 1, умножен с подходящо число, към всички останали редове в първия стълб на А можем да получим само нули с изключение на първия елемент, който е 1; чрез тези елементарни преобразувания сме променили детерминантата на А само по знак ( новополучената матрица отново е неособена ( можем да приложим горните операции и за стълб 2 и т.н. след прилагането им за всички стълбове ще получим единичната матрица;

Като използваме предната задача, получаваме:
E = (Bs . (Bs-1 . ( …( B1 . A) …) ) ), където матриците Bi са матриците с които са реализирани всичките елементарни преобразувания по редове, описани по-горе; използваме асоциативността на умножението на матрици; получаваме:

Е = (Bs.Bs-1…B1) . A ( A-1 = Bs.Bs-1…B1 = Bs.Bs-1…B1.E = 
(Bs . (Bs-1 . ( …( B1 . E) …) ) ); т.е. А-1 е матрицата получена от E след прилагане на елементарните преобразувания по редове, описани по-горе;
( А | E ) ( ( E | A-1) чрез елементарни преобразувания по редове;

( A | B ) ( ( E | A-1.B) чрез елементарни преобразувания по редове; получаваме ляво частно, защото те се реализират с умножение отляво;
( A / B ) ( ( E / B.A-1) чрез елементарни преобразувания по стълбове; получаваме дясно частно, защото те се реализират с умножение отдясно;
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Нека V е линейно пространство над полето F;

Ако A ( V, А наричаме система вектори;

Нека ℓ (A) = ( U, където U ( V, U ( А; има такива U, например U = V;

ℓ (A) e подпространство на V, тъй като е сечение на фамилия подпространства на V; ℓ (A) ( А;
ℓ (A) e най-малкото подпространство на V с тези свойства; действително, от определението ако W ( V, W ( А ( W ( ℓ (A);

ℓ (A) се нарича линейна обвивка на системата вектори А;

ℓ (A) = А ( А е подпространство на V;

Твърдение: 
ℓ (A) = { (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak | k ( N, ai ( A, (i ( F, i = 1, 2, …, k } ,

ℓ (A) е множество от всички линейни комбинации на вектори от системата А;
Доказателство:
Нека M е множеството в дясната страна на равенството;
ℓ (A) съдържа a1, a2, …, ak ( A (ℓ (A) ( A); ℓ (A) е подпространство на V ( ℓ (A) съдържа всяка линейна комбинация (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak на векторите a1, a2, …, ak от А ( ℓ (A) ( М (1)

Нека a, b ( M, (, ( ( F;
a ( M ( a = (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak, ai ( A, (i ( F, i = 1, 2, …, k

b ( M ( b = (1.b1 + (2.b2 + … + (k.bs, ai ( A, (i ( F, i = 1, 2, …, s

(.a + (.b = (.(1.a1 + (.(2.a2 + … + (.(k.ak + (.(1.b1 + … + (.(s.bs ( M (
M e подпространство на V; за всеки вектор a ( A, a = 1.a ( M ( A
( M ( ℓ (A) (2)
от (1) и (2) ( ℓ (A) = M;
Пример:
Нека А = { a } ( ℓ (A) = { (.a, ( ( F };

Нека A = { a1, a2, …, ak }, k ( N, т.е. А е съставена от краен брой вектори, тогава А се нарича крайна система вектори;

Дефиниция: Крайната система вектори А е линейно зависима, ако съществуват (1, (2, …, (k ( F, не всичките нули, такива че:

(1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak = (
Дефиниция: Крайната система вектори А е линейно независима, ако от (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak = ( ((i ( F, i = 1, 2, …, k )

( (1 = (2 = … = (k = 0;
Примери: Нека V =  F3; a1 = (1, 2, -1); a2 = (0, 3, 1); a3 = (2, 7, -1);

Системата вектори A = { a1, a2, a3} е линейно зависима, тъй като

2.a1 + 1.a2 + (-1).a3 = (0, 0, 0) = (;
Нека V = Fn, F – произволно поле, n ( N;
Системата вектори E = { e1, e2, …, en }, където
e1 = (1, 0, …, 0); e2 = (0, 1, …, 0); …; en = (0, 0, …, 1)

е линейно независима:
ако (1, (2, …, (n ( F и (1.e1 + (2.e2 + … + (k.ek = (, т.е.
((1, (2, …, (n) = (0, 0, …, 0) ( (1 = (2 = … = (n = 0;
Нека V = Fn+1[x]; векторите 1, x, x2, …, xn образуват линейно независима система;
Произволна (безкрайна) система вектори А ( V е линейно независима, ако всяка крайна подсистема на А е линейно независима;
Произволна (безкрайна) система вектори А ( V е линейно зависима, ако съществува крайна линейно зависима подсистема на А;

Свойства:
1. Система от един вектор a е линейно зависима, тогава и само тогава, когато а = (; доказателство: ако системата е линейно зависима ( съществува ( ( F, ( ( 0, такова че (.a = ( ( а = (; ако а = (, то съществува ( ( F (например ( = 1), такова че 

     (.a = (.( = ( ( системата е линейно зависима;
2. Всяка подсистема B на линейно независима система А също е линейно независима; доказателство: нека A = { a1, а2, …, ak } и за определеност B = { b1, b2, …, bl}, 1 ( l ( k; ако има (1, (2, …, (l ( F, не всичките да са нули, и (1.a1 + (2.a2 + … + (l.al = ( ( 

          (1.a1 + (2.a2 + … + (l.al + 0.al+1 + 0.al+2 + … + 0.ak = ( (    

          А е линейно зависима – противоречие ( всичките (i са нули ( 

          B е линейно независима;
3. Система А, съдържаща нулевия вектор ( или вектори (.a, (.a, 

     (, ( ( F е линейно зависима; доказателство: използваме 1., 2. и 

     (.((.a) + (-().((.a) = (;
4. Една система a1, a2, …, ak е линейно зависима тогава и само тогава, когато поне един от векторите на системата е линейна комбинация на останалите вектори; доказателство: нека системата е линейно зависима ( съществуват (1, (2, …, (k ( F, не всичките нули, такива че: (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak = (;

     нека (1 ( 0, тогава a1 = (-(2/(1).a2 + (-(3/(1).a3 + … + (-(k/(1).ak (   

     a1 е линейна комбинация на останалите вектори; нека
          а1 = (2.а2 + (3.а3 + … + (k.ak ((i ( F, i = 2, 3, …, k) (
          (-1).a1 + (2.a2 + (3.a3 + … + (k.ak = (; -1 ( 0 ( a1, a2, …, ak е             

          линейно зависима система;
Основна лема:
Нека V е линейно пространство; b1, b2, …, bk, a1, a2, …, an са вектори от V; b1, b2, …, bk ( ℓ (a1, a2, …, an), т.е. всеки един от векторите 

b1, b2, …, bk може да се изрази като линейна комбинация на векторите а1, а2, …, аn; твърдим, че ако
k > n, то b1, b2, …, bk е линейно зависима система;

Доказателство:
Можем да считаме, че b1, b2, …, bk ( (, в противен случай по 

свойство 3. лемата е доказана;
Провеждаме индукция по n;
База: n = 1: k ( 2 ( b1 = (1.a1; b2 = (2.a1; …; bk = (k.a1, oт свойство 3. ( системата b1, b2, …, bk е линейно зависима;
Стъпка: Нека n > 1 и твърдението е вярно за n-1.

b1 = (11.a1 + (12.a2 + … + (1n.an
b2 = (21.a1 + (22.a2 + … + (2n.an
…
bk-1 = (k-1, 1.a1 + (k-1, 2.a2 + … + (k-1, n.an
bk = (k1.a1 + (k2.a2 + … + (kn.an
(ij ( F;
Поне един от коефициентите (k1, (k2, …, (kn е различен от нула, тъй като bk ( (; нека например (kn ( 0; последното равенство, умножено с -(1n/(kn, -(2n/(kn, …, -(k-1,n/(kn, прибавяме съответно към първото, второто, …, (k-1)-вото равенство; получаваме:
b1 - (1n/(kn.bk = (11.a1 + (12.a2 + … + (1,n-1.an-1

b2 - (2n/(kn.bk = (21.a1 + (22.a2 + … + (2,n-1.an-1
…
bk-1 - (k-1,n/(kn.bk = (k-1,1.a1 + (k-1,2.a2 + … + (k-1,n-1.an-1
означаваме левите страни със c1, c2, …, ck-1;

Разглеждаме системата вектори c1, c2, …, ck-1 и векторите 

a1, a2, …, an-1; всеки вектор от c1, c2, …, ck-1 е линейна комбинация на

a1, a2, …, an-1; k-1 > n-1 (k > n); от индукционното предположение ( c1, c2, …, ck-1 е линейно зависима система вектори ( съществуват
(1, (2, …, (k-1; (i ( F, i = 1, 2, …, k-1, не всичките са нули, такива че:

(1.c1 + (2.c2 + … + (k-1.ck-1 = ( ( 
(1.(b1 - (1n/(kn.bk) + (2.(b2 - (2n/(kn.bk) + … + (k-1.(bk-1 - (k-1,n/(kn.bk) = (
( (1.b1 + (2.b2 + … + (k-1.bk-1 + C.bk = (, C ( F; тук поне един от коефициентите (1, (2, …, (k-1 e различен от нула ( b1, b2, …, bk е линейно зависима система;
по метода на математическата индукция ( твърдението е изпълнено за всяко n ( N;
7. Базис, размерност, координати.

V – линейно пространство над полето F;

Нека B ( V; B е базис на V, ако:
1. B е линейно независима система;

2. ℓ (B) = V, т.е. всеки вектор от V е линейна комбинация на векторите от B;
Пример: Нека V = Fn; 
Нека Е = { e1 = (1, 0, …, 0), e2 = (0, 1, …, 0), …, en = (0, 0, …, 1) } ;
Тогава Е е базис на V:
1. Е е линейно независима (от примера по-горе);

2. за произволен вектор v ( V, т.е. v = ((1, (2, …, (n), (i ( F, 
v = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ( ℓ (E) = V;

Нека V = Fn+1[x]; тогава X = { 1, x, x2, …, xn } е базис на V;

Нека V = F[x]; тогава X = { 1, x, x2, …, xn, … } е базис (безкраен) на V;

Дефиниция: V е крайномерно, ако съществуват краен брой вектори

b1, b2, …, bk, такива че ℓ (b1, b2, …, bk) = V; в противен случай, V е безкрайномерно;
Ако V има краен базис, то очевидно V е крайномерно; 
тогава Fn, Fn+1[x] са крайномерни пространства;
F[x] е безкрайномерно пространство;
Лема: V – линейно пространство; нека векторите a1, a2, …, as ( V, 
s ( 1 и нека те образуват линейно независима система; ако a ( V и
а ( ℓ (а1, а2, …, as), тогава системата a1, a2, …, as, a е линейно независима;
Доказателство:
Нека (1, (2, …, (s, ( ( F и (1.a1 + (2.a2 + … + (s.as + (.a = (;
ако ( ( 0 ( a = -(1/(.a1 - (2/(.a2 - … - (s/(.as ( а ( ℓ (а1, а2, …, as) – противоречие ( ( = 0 ( (1.a1 + (2.a2 + … + (s.as = ( ( 
(1 = (2 = … = (s = 0, тъй като системата a1, a2, …, as е линейно независима; оказва се, че (1 = (2 = … = (s = ( = 0 ( системата
a1, a2, …, as, a е линейно независима;
Твърдение: Всяко ненулево крайномерно пространство има краен базис; по-точно: ако V = ℓ (b1, b2, …, bk), то съществуват 
bi1, bi2, …, bin (n ( k) измежду b1, b2, …, bk, които са базис на V;

Доказателство:
Нека B = (b1, b2, …, bk), ℓ (B) = V, V ( { ( };
B съдържа ненулев вектор, тъй като ℓ (B) ( { ( };
Нека bi1 ( B, bi1 ( (;
Ако ℓ (bi1) = V, то bi1 е краен базис на V ( bi1 ( ( ( { bi1 } – линейно независима система) и с това твърдението е доказано;
Ако ℓ (bi1) ( V, тогава съществува вектор bi2 ( B, такъв че
bi2 ( ℓ (bi1) (в противен случай ℓ (bi1) = V); използваме лемата (
bi1, bi2 е линейно независима система;

Ако ℓ (bi1, bi2) = V, то bi1, bi2 е краен базис на V ( bi1, bi2 – линейно независима система) и с това твърдението е доказано;
Ако ℓ (bi1, bi2) ( V, тогава съществува вектор bi3 ( B, такъв че
bi3 ( ℓ (bi1, bi2); използваме лемата (
bi1, bi2, bi3 е линейно независима система;
Очевидно след n стъпки (n ( k) получаваме n вектора

bi1, bi2, …, bin ( B, които образуват линейно независима система

и ℓ (bi1, bi2, …, bin) = V, т.е. bi1, bi2, …, bin е краен базис на V;

Следствие: Едно ненулево линейно пространство V е крайномерно, тогава и само тогава, когато V има краен базис;
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Нека F (x) е полином; F (x) = an.xn + an-1.xn-1 + … + a1.x + ao;

Нека А ( Mn(R), тогава F (A) = an. An + an-1.An-1 + … + a1.A + ao.E;

За всяка матрица А ( M2(R) е изпълнено: A2 – trA.A + detA.E = O;

Дадено е, че Ak = O; да се докаже, че E – A е обратима;

Решение: Използваме тъждеството:
(E – A).(E + A + A2 + … + Ak-1) = E – Ak = E ( 

(E – A)-1 = E + A + A2 + … + Ak-1;
19 ноември
Твърдение: Всички базиси на крайномерно ненулево линейно пространство V се състоят от един и същи брой вектори.

Доказателство: V има краен базис, тъй като е крайномерно. 
Нека един базис на V е системата A = { a1, a2, …, an } (n ( N)
( A е линейно независима;
Нека системата B = { b1, b2, …, bk } (k ( N) е произволен базис на V
( B е линейно независима;
Да допуснем, че B съдържа повече от n вектора, т.е. k > n;

B ( ℓ (A), тъй като A е базис; oт основната лема ( B е линейно зависима система вектори – противоречие ( k ( n (1);

Да допуснем, че k < n. A ( ℓ (B), защото B е базис, n > k; 
от основната лема ( A е линейно зависима система вектори – противоречие ( k ( n (2);

От (1) и (2) ( k = n, т.е. A и B са съставени от един и същ брой вектори;
Дефиниция: Ако V е ненулево крайномерно линейно пространство, размерност на V наричаме броят на векторите в кой да е базис на V;

Oзначение: dimV или dimFV; n = dimV ( N;

За V = { ( } приемаме dimV = 0;

Ако V е безкрайномерно dimV = (;

Примери:
V = Fn; 
eдин базис на V e: e1 = (1, 0, …, 0), e2 = (0, 1, …, 0), …, en = (0, 0, …, 1) ( dimV = n;
V = Fn+1[x];
eдин базис на V e: 1, x, x2, …, xn (n+1 вектора)( dimV = n+1;
V = F[x];
dimV = (, защото V е безкрайномерно;
Нека V е линейно пространство над полето F;
Твърдение: ( V ( { ( } )

1. dimV = n (n ( N) ( във V има n на брой линейно независими вектори и всеки n+1 вектори са линейно зависими, т.е. максималният брой линейно независими вектори във V е n; тогава всеки n на брой линейно независими вектори във V са базис на V;
2. dimV = ( ( за всяко n ( N във V има n на брой линейно независими вектори, т.е. във V има безброй много линейно независими вектори;

Доказателство на 1. :
Нека dimV = n; нека системата A = { a1, a2, …, an } е базис на V; тогава А е съставена от n линейно независими вектори;
Нека c1, c2, …, cn+1 са произволни вектори от V;
c1, c2, …, cn+1 ( ℓ (A), тъй като А е базис, n+1 > n; 
от основната лема ( c1, c2, …, cn+1 са линейно зависими;

доказахме, че съществуват n линейно независими вектори и че всеки n+1 вектори са линейно зависими;
Нека във V има n линейно независими вектори и всеки n+1 вектори са линейно зависими;
Нека А = { a1, a2, …, an } и A е линейно независима система вектори;

Нека v ( V. Ако v ( ℓ (A), то от лемата ( а1, а2, …, an, s са линейно независими, но те са n+1 на брой – противоречие ( v ( ℓ (A);
за всяко v ( V, v ( ℓ (A); A – линейно независима система вектори

( А е базис на V ( dimV = n, тъй като A съдържа n вектори;

с това 1. е доказано и в обратната посока; освен това в процеса на доказателството е показано, че всеки n линейно независими вектори са базис на V (в процеса на доказателството);
Доказателство на 2. :
dimV = ( ( dimV ( n за всяко n ( N, т.е. 1. не е изпълнено за никое n ( във V няма максимален брой линейно независими вектори ( във V има безброй много линейно независими вектори;
Твърдение: Всяка линейно независима система в крайномерно линейно пространство V може да се допълни до базис на V,

т.е. ако dimV = n и b1, b2, …, bk са линейно независими (k ( n), то съществуват bk+1, bk+2, …, bn ( V, такива че b1, b2, …, bn 

образуват базис на V (при k = n без допълване);
Доказателство:
Ако ℓ (b1, b2, …, bk) = V ( b1, b2, …, bk е базис на V ( k = n;

Нека ℓ (b1, b2, …, bk) ( V ( съществува вектор bk+1 ( V и

bk+1 ( ℓ (b1, b2, …, bk); прилагаме лемата ( b1, b2, …, bk, bk+1 са линейно независими;

Ако ℓ (b1, b2, …, bk, bk+1) = V ( b1, b2, …, bk, bk+1 е базис на V;

Нека ℓ (b1, b2, …, bk, bk+1) ( V ( съществува вектор bk+2 ( V и
bk+2 ( ℓ (b1, b2, …, bk, bk+1); прилагаме лемата ( b1, b2, …, bk, bk+1, bk+2 са линейно независими;
Очевидно след n-k стъпки получаваме вектори b1, b2, …, bn, които са линейно независими и са n на брой ( те са базис на V;

Твърдение: V – линейно пространство; ако V е крайномерно и U ( V, то U също е крайномерно и dimU ( dimV; 
при това dimU = dimV ( U = V;
Доказателство:
Нека n = dimV (n ( N); да допуснем, че dimU = m, m > n;

нека u1, u2, …, um е базис в U; тъй като U ( V ( u1, u2, …, um ( V, но те са m > n на брой и са линейно независими, тъй като са базис в U – противоречие (максималният брой линейно независими вектора във V е n) ( m ( n ( dimU ( dimV;
Ако U = V, очевидно dimU = dimV;
Нека dimU = dimV = n ( в U има базис u1, u2, …, un; ui ( U;

тъй като U ( V ( u1, u2, …, un ( V, но те са n на брой и са линейно независими, тъй като са базис в U ( системата u1, u2, …, un е базис

във V ( V = ℓ (u1, u2, …, un) ( U ( U = V;
Нека n = dimV (n ( N); Нека системата b1, b2, …, bn е един базис на V ( всеки вектор v ( V се изразява по единствен начин във вида:
v = (1.b1 + (2.b2 + … + (n.bn , (i ( F;
Да допуснем, че v = (1.b1 + (2.b2 + … + (n.bn, (i ( F (
(1.b1 + (2.b2 + … + (n.bn  = (1.b1 + (2.b2 + … + (n.bn (
((1 - (1).b1 + ((2 - (2).b2 + … + ((n - (n).bn = (,
но b1, b2, …, bn – базис ( b1, b2, …, bn са линейно независими

( (1 - (1 = (2 - (2 = … = (n - (n = 0 ( (1 = (1; (2 = (2; …; (n = (n;

( изразяването е единствено;
Тази единствена n-торка от числа се нарича координати на 

вектора v спрямо дадения базис b1, b2, …, bn;
8. Сума на подпространства.
V е произволно линейно пространство над полето F;
V1 ( V, V2 ( V ( V1 ( V2 ( V;
В общия случай (V1 ( V2, V2 ( V1) V1 ( V2 не е подпространство на V;
по тази причина вместо V1 ( V2 ще въведем сума V1 + V2 на двете подпространства V1 и V2;
Дефиниция: Сума на две подпространства V1 ( V и V2 ( V e
V1 + V2 = { v1 + v2 |v1 ( V1, v2 ( V2 }; V1 + V2 е подпространство на V, което съдържа V1 и V2;
Доказателство:
Нека x, y ( V1 + V2, (, ( ( F; по дефиниция:
x = v1 + v2 (v1 ( V1, v2 ( V2);
y = v1( + v2( (v1( ( V1, v2( ( V2);
( (.x + (.y = (.(v1 + v2) + (.(v1( + v2() = ((.v1 + (.v1() + ((.v2 + (.v2()
(.v1 + (.v1( ( V1, тъй като V1 е линейно пространство;
(.v2 + (.v2( ( V2, тъй като V2 е линейно пространство (
((.v1 + (.v1() + ((.v2 + (.v2() ( V1 + V2, т.е. (.x + (.y ( V1 + V2 (
V1 + V2 е подпространство на V;

за всяко v1 ( V1 : v1 = v1 + (; v1 ( V1, ( ( V2 ( v1 ( V1 + V2
( V1 ( V1 + V2;
за всяко v2 ( V1 : v2 = ( + v2; ( ( V1, v2 ( V2 ( v2 ( V1 + V2
( V2 ( V1 + V2;
Теорема: Нека V е крайномерно линейно пространство и
V1 ( V, V2 ( V; тогава V1 ( V2 и V1 + V2 са крайномерни;
dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 – dim(V1 ( V2);
V1 ( V, V – крайномерно ( V1 е крайномерно; нека k = dimV1;

V2 ( V, V – крайномерно ( V2 е крайномерно; нека l = dimV2;

V1 ( V2 ( V, V – крайномерно ( V1 ( V2 е крайномерно; 
нека r = dim(V1 ( V2);
Избираме базис на V1 ( V2: a1, a2, …, ar (ако V1 ( V2 = { ( } , т.е. r = 0,

нищо не избираме);
Векторите а1, а2, …, ar ( V1 и са линейно независими; от горното твърдение ( съществуват br+1, br+2, …, bk, такива че
а1, а2, …, ar, br+1, br+2, …, bk образуват базис на V1;

Векторите а1, а2, …, ar ( V2 и са линейно независими; от горното твърдение ( съществуват cr+1, cr+2, …, cl, такива че
а1, а2, …, ar, cr+1, cr+2, …, cl образуват базис на V2;
нека M = { а1, а2, …, ar, br+1, br+2, …, bk, cr+1, cr+2, …, cl } ;

ai ( V1, V2; bi ( V1; ci ( V2 ( M ( V1 + V2;

Ще покажем, че ℓ (M) = V1 + V2;
М ( V1 + V2; от дефиницията на линейна обвивка (
ℓ (M) ( V1 + V2 (1);
Нека v ( V1 + V2, т.е. v = v1 + v2, където v1 ( V1, v2 ( V2;
v1 е линейна комбинация на а1, а2, …, ar, br+1, br+2, …, bk;
v2 е линейна комбинация на а1, а2, …, ar, cr+1, cr+2, …, cl
( за всеки вектор v ( V1 + V2, v ( ℓ (M) ( V1 + V2  ( ℓ (M) (2);

от (1) и (2) ( ℓ (M) = V1 + V2;

Ще покажем, че M е линейно независима система вектори;

нека (1.a1 + (2.a2 + … + (r.ar + (r+1.br+1 + (r+2.br+2 + … + (k.bk +

+ (r+1.cr+1 + (r+2.cr+2 + … + (l.cl = ( (3), (i, (i, (i ( F;

Нека a, b, c са вектори:
a = (1.a1 + (2.a2 + … + (r.ar ( a ( V1 ( V2;

b = (r+1.br+1 + (r+2.br+2 + … + (k.bk ( b ( V1;

c = (r+1.cr+1 + (r+2.cr+2 + … + (l.cl ( c ( V2;

oт (3) ( a + b + c = ( ( b = - a - c;

a ( V1 ( V2, c ( V2 ( - a - c ( V2 ( b ( V2, но b ( V1 (
b ( V1 ( V2 ( b = (1.a1 + (2.a2 + … + (r.ar, (i ( F
( (r+1.br+1 + (r+2.br+2 + … + (k.bk = (1.a1 + (2.a2 + … + (r.ar (
(r+1.br+1 + (r+2.br+2 + … + (k.bk - (1.a1 - (2.a2 - … - (r.ar = (, но това е линейна комбинация на векторите от базиса на V1 ( 
(r+1 = (r+2 = … = (k = 0;
(3) придобива вида:
(1.a1 + (2.a2 + … + (r.ar + (r+1.cr+1 + (r+2.cr+2 + … + (l.cl = (,
но това е линейна комбинация на векторите от базиса на V2
( (1 = (2 = … = (r = (r+1 = (r+2 = … = (l = 0;
( М е линейно независима система вектори;
M ( V1 + V2, М – линейно независима, ℓ (M) = V1 + V2;

( M e базис на V1 + V2 ( V1 + V2 е крайномерно,
dim(V1 + V2) е броят на векторите в М, т.е.
dim(V1 + V2) = r + (k – r) + (l – r) = k + l – r, т.е.
dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 – dim(V1 ( V2);
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dim(Mnxk (F) ) = n . k, тъй като един базис е Eij за всяко i ( { 1, 2, …, n) и всяко j ( { 1, 2, …, k };
квадратната матрица A = (aij) се нарича симетрична, ако At = A, 
т.е. за всяко i, j е изпълнено aij = aji;
квадратната матрица A = (aij) се нарича антисиметрична, 

ако At = -A, т.е. за всяко i, j е изпълнено aij = - aji;
нека S е множеството от всички симетрични матрици ( Mnxn (F)
( S ( Mnxn (F); dim (S) = n.(n+1)/2, тъй като един базис е 
E11, E22, …, Enn, Eij + Eji за всяко i ( j;

нека T е множеството от всички антисиметрични матрици ( Mnxn (F)
( T ( Mnxn (F); dim (T) = n.(n-1)/2, тъй като един базис е
Eij – Eji за всяко i < j;
нека разгледаме линейното пространство V от всички аритметични прогресии a1, a1 + d, a1 + 2.d, …, a1 + (n-1).d, …

dim(V) = 2, тъй като един базис e m = (1, 1, 1 …), n = (0, 1, 2, …);

всяка прогресия се представя като a1.m + d.n;

в пространството Fn+1[x]:
1, x-1, (x-1)2, …, (x-1)n е базис;
dimRR = 1; dimQQ = 1; dimRC = 2, тъй като eдин базис e 1, i;
ако имаме векторите a1, a2, …, as, тогава:
ℓ (a1, a2, …, as) = ℓ (a2, a1, …, as);
ℓ (a1, a2, …, as) = ℓ ((.a1, a2, …, as), където ( ( 0;

ℓ (a1, a2, …, as) = ℓ (a1 + (.a2, a2, …, as);

от тук следва:
ако a1, a2, …, as са линейно независими, тогава a2, a1, …, as са линейно независими; 
ако a1, a2, …, as са линейно независими, тогава (.a1, a2, …, as са линейно независими;
ако a1, a2, …, as са линейно независими, тогава a1 + (.a2, a2, …, as са линейно независими;

26 ноември
Казваме, че линейното пространство V е сума на двете подпространства V1 ( V и V2  ( V, ако за всяко v ( V, 

съществуват v1 ( V1 и v2 ( V2, такива че v = v1 + v2;

Ако за всяко v ( V, съществуват единствени v1 ( V1 и v2 ( V2, такива че v = v1 + v2, казваме че V е директна сума на V1 и V2;

означение: V = V1 ( V2;
Твърдение: V – линейно пространство над полето F; 

V1 ( V, V2 ( V; тогава V = V1 ( V2 ( (1) V = V1 + V2; (2) V1 ( V2 = { ( };

Доказателство:
Нека V = V1 ( V2. Toгава (1) очевидно е изпълнено. 
Нека v ( V1 ( V2.
v = v + (, където v ( V1, ( ( V2; 

v = ( + v, където ( ( V1, v ( V2;
( v ( V и от единственост на представянето ( v = (
( V1 ( V2 = { ( }, т.е. (2) е изпълнено;
Нека (1) и (2) са изпълнени.
Нека v ( V;
от (1) ( съществуват v1 ( V1, v2 ( V2, такива че v = v1 + v2;
да допуснем, че съществуват v1( ( V1, v2( ( V2, такива че v = v1( + v2(;

( v1 + v2 = v1( + v2( ( v1 – v1( = v2( - v2, но v1 – v1( ( V1, тъй като V1 е линейно пространство, v2( – v2 ( V2, тъй като V2 е линейно пространство ( v1 – v1( = v2( - v2 ( V1 ( V2;

от (2) ( v1 – v1( = v2( - v2 = ( ( v1 = v1(, v2 = v2( ( представянето на v е единствено ( V = V1 ( V2;
Твърдение: V – линейно пространство, dimV < (; нека V = V1 + V2;
тогава V = V1 ( V2 ( dimV = dimV1 + dimV2;
Доказателство:
от теоремата по-горе ( dim(V1 ( V2) = dimV1 + dimV2 – dim(V1 + V2);

Щом V = V1 + V2, то от горното твърдение (
V = V1 ( V2 ( V1 ( V2 = { ( } ( dim(V1 ( V2) = 0 ( 

dimV1 + dimV2 – dim(V1 + V2) = 0 ( dimV1 + dimV2 = dimV;

Tвърдение: V – линейно пространство; n = dimV, n ( N;

нека e1, e2, …, en – базис на V; ако 1 ( k ( n-1, k ( N и
V1 = ℓ (e1, e2, …, ek), V2 = ℓ (ek+1, ek+2, …, en) ( V = V1 ( V2;

Доказателство: 
Нека v ( V ( v = (1.e1 + … + (k.ek + (k+1.ek+1 + … + (n.en, (i ( F;

Нека v1 = (1.e1 + … + (k.ek ( v1 ( V1;

Нека v2 = (k+1.ek+1 + … + (n.en ( v2 ( V2;

( v = v1 + v2, където v1 ( V1, v2 ( V2 ( V = V1 + V2;

Нека v ( V1 ( V2.

v ( V1 ( v = (1.e1 + … + (k.ek, (i ( F;

v ( V2 ( v = (k+1.ek+1 + … + (n.en, (i ( F;

( (1.e1 + … + (k.ek - (k+1.ek+1 … - (n.en = (, 
но векторите e1, e2, …, en са линейно независими ( 

(1 = …= (k = (k+1 = …= (n = 0 ( v = ( ( V1 ( V2 = { ( } ( V = V1 ( V2;

Твърдение: Нека V – линейно пространство; dimV = n, n ( N; U ( V
( съществува W ( V, такова че V = U ( W;

Доказателство:
Ако U = { ( }, W = V и U ( W = V;

Ако U = V, W = { ( } и U ( W = V;

Нека U – нетривиално подпространство на V;

Избираме базис u1, u2, …, uk на U ( U = ℓ (u1, u2, …, uk);

u1, u2, …, uk – линейно независими,
u1, u2, …, uk ( V ( съществуват uk+1, uk+2, …, un, такива че

u1, …, uk, uk+1, …, un образуват базис на V;
нека W = ℓ (uk+1, uk+2, …, un);
oт предното твърдение ( V = U ( W;
Смисъл на директната сума: V = V1 ( V2;
изучаването на линейното пространство V, може да се сведе до изучаването на неговите подпространства V1 и V2;
Пример:
V = Rnxn, n ( N, т.е. V е линейното пространство на всички квадратни матрици от ред n с елементи, които са реални числа;
Нека
V1 = { A ( V | At = A };

V2 = { A ( V | At = - A };
( V1 ( V, V2 ( V; ще докажем, че V1 ( V2 = V;

(1) за всяко A ( V, A = 1/2.(A + At) + 1/2.(A – At), но
1/2.(A + At) ( V1, 
тъй като (1/2.(A + At))t = 1/2.(At + (At)t) = 1/2.(A + At); 

1/2.(A - At) ( V2, 
тъй като (1/2.(A - At))t = 1/2.(At - (At)t) = 1/2.(At - A) = - 1/2.(A – At) 

( V = V1 + V2;

(2) нека A ( V1 ( V2 ( At = A, At = -A ( A = - A ( A = O

( V1 ( V2 = { ( };

от (1) и (2) ( V1 ( V2 = V;

Нека V – линейно пространство;
V1 ( V, V2 ( V, …, Vs ( V;

Дефиниция: V1 + V2 + … + Vs = { v1 + v2 + … + vs | vi ( Vi, i = 1, 2, …s };

V1 + V2 + … + Vs ( V;

казваме, че V е директна сума на V1, V2, …, Vs, ако за всяко v ( V съществува единствено представяне: v = v1 + v2 + … + vs, където
vi ( Vi за i = 1, 2, …, s
означаваме V = V1 ( V2 ( … ( Vs;

Tвърдение: V = V1 ( V2 ( … ( Vs ( 

(1) V = V1 + V2 + … + Vs; (2) Vi ( ( V1 + … + Vi-1 + Vi+1 + … + Vs) = { ( } за всяко i = 1, 2, …, s;

9. Ранг на матрица. Ранг на система вектори.



(11 (12 ……(1n

(21 (22 ……(2n
A  =
…………………    ( Fmxn;

…………………




(m1 (m2 ……(mn
Нека k ( N, 1 ( k ( n, 1 ( k ( m;

в матрицата А избираме произволни k реда и k стълба;

нека избраните редове имат номера i1 < i2 … < ik;

нека избраните стълбове имат номера j1 < j2 … < jk;

ако задраскаме избраните редове и стълбове ще получим детерминанта от ред k:

(i1, j1 (i1, j2 ……( i1, jk

(i2, j1 (i2, j2 ……( i2, jk

………………………


………………………


(ik, j1 (ik, j2 ……(ik, jk
Тази детерминанта се нарича минор на матрицата А от ред k;

Казваме, че матрицата А има ранг r, ако А има поне един минор от ред r, който е различен от 0 и всички минори на А от ред r+1 са равни на 0; тогава всички минори от ред r+2, r+3, …, min(m, n) са равни на 0 – ако развием минорите от ред r+2 по един ред или стълб за адюнгираните количества получаваме минори от ред r+1, които са нули (знакът пред адюнгираното количество няма значение);

за A = O по дефиниция r = O;
за A ( O, r ( N, 1 ( r ( min(m,n);
означение: r(A) – рангът на матрицата А;

Пример:

       -1 0 1 2
Нека А =   2 1 0 3    ( Fmxn;

        0 1 2 7
тук m = 3, n = 4;
( r (A) ( { 1, 2, 3}, тъй като A ( O;
един минор от първи ред различен от 0 е елементът в първия ред и първия стълб на матрицата;

един минор от втори ред, различен от 0 е минорът в горния ляв ъгъл на матрицата;
след непосредствена проверка се убеждаваме, че всеки от четирите минора от ред 3 е равен на нула

( r (A) = 2;

Свойства:
а) r (A) не се променя при разместване на редове или стълбове – това е така защото в такъв случай минорите, които са засегнати от преобразуванията променят най-много знака си;

b) за всяко А е в сила: r (At) = r (A) – това е така, защото при транспониране, всички минори запазват стойностите си;

V – линейно пространство; c1, c2, …, ct ( V – крайна система вектори (1 ( t < ()
Дефиниция: Системата има ранг r (r ( N), ако в системата има r на брой линейно независими вектори и всеки r+1 вектори в системата са линейно зависими; тогава всеки r+2, r+3, …, t вектора са линейно зависими;
рангът на една система вектори е максималният брой линейно независими вектори в нея; 1 ( r ( t; r = t ( c1, c2, …, ct – линейно независими;
ако ci = ( за всяко i = 1, 2, …, t, казваме че рангът на системата е 0;

означение: r (c1, c2, …, ct) – рангът на системата c1, c2, …, ct;
Свойство: r (c1, c2, …, ct) = dim ℓ (c1, c2, …, ct);
Доказателство:
Ако r (c1, c2, …, ct) = 0, то свойството очевидно е изпълнено;

нека r (c1, c2, …, ct) = r, 1 ( r ( t;
нека например c1, c2, …, cr са линейно независими;

разглеждаме ck за (r+1 ( k ( t);

ако ck ( ℓ (c1, c2, …, cr) ( c1, c2, …, cr, ck са линейно независими (от лема в 7 въпрос), но те са r+1 на брой – противоречие с дефиницията за ранг ( ck ( ℓ (c1, c2, …, cr) за k = r+1, r+2, ..., t;

( за всяко x ( ℓ (c1, c2, …, ct): x ( ℓ (c1, c2, …, cr);

c1, c2, …, cr – линейно независими; ℓ (c1, c2, …, cr) = ℓ (c1, c2, …, ct)

( c1, c2, …, cr е базис на ℓ (c1, c2, …, ct) (
dim ℓ (c1, c2, …, ct) = r = r (c1, c2, …, ct);

Разглеждаме произволна матрица A = ((ij) ( Fmxn;
Означаваме с вектори-редове:

а1 = ((11 (12 ... (1n);
а2 = ((21 (22 ... (2n);
…
аm = ((m1 (m2 ... (mn);

a1, a2, …, am ( Fn;

Означаваме с вектори-стълбове:
b1 = ((11 (21 ... (m1);
b2 = ((12 (22 ... (m2);

…
bn = ((1n (2n ... (mn);
b1, b2, …, bn ( Fm;
Теорема за ранга: В сила е: рангът на системата вектори-редове е равен на ранга на системата вектори-стълбове и е равен на ранга на матрицата А. r (a1, a2, …, am) = r (b1, b2, …, bn) = r (A);

Доказателство:
Ще докажем, че r (b1, b2, …, bn) = r (A);
тогава r (a1, a2, …, am) = r (At) = r (A);
ако A = O, то твърдението е очевидно, тъй като и трите ранга са нули;

нека A ( O;
за краткост означаваме r (A) = r (1 ( r ( min(m,n) );

без ограничение на общността можем да считаме, 
че минорът от ред r


(11 (12  ……(1r

(21 (22 ……(2r
(  =
………………… 

…………………

(r1 (r2  ……(rr
е различен от нула; ако е равен на нула, тогава след разместване на редове и на стълбове, можем да разположим ненулев минор на това място;
разглеждаме векторите-стълбове b1, b2, …, br, br+1, …, bn;
b1, b2, …, br са линейно независими, защото в противен случай стълбовете на ( ще се окажат линейно зависими и ( = 0 (въпрос 2) – противоречие;
ще докажем, че br+1, br+2, …, bn ( ℓ (b1, b2, …, br);

фиксираме k (r+1 ( k ( n);

за i = 1, 2, …, m разглеждаме следната детерминанта:

(11 (12  ……(1r (1k

(21 (22 ……(2r (2k
Di =
………………………


………………………


(r1 (r2  …… (rr (rk

(i1 (i2  …… (ir (ik
Ако 1 ( i ( r, тогава последният ред на Di съвпада с i-тия ред на Di
( Di = 0;
Ако r+1 ( i ( m, тогава Di е минор от ред r+1 в матрицата А ( Di = 0;

получихме, че Di = 0 за всяко i = 1, 2, …, m;
Нека в Di – A1, A2, …, Ar са адюнгираните количества на елементите

(i1, (i2, …, (ir; очевидно адюнгираното количество на (ik е (;

развиваме Di по последния ред:
(i1.A1 + (i2.A2 + … + (ir.Ar + (ik.( = Di = 0, ( ( 0;
( (ik = – A1/( . (i1 – A2/( . (i2 – … – Ar/( . (ir;
означаваме (i = – Ai/( за i = 1, 2, …, r;

адюнгираните количества A1, A2, …, Ar не съдържат елементи от последния ред ( (1, (2, …, (r не зависят от индекса i
( (ik = (1.(i1 + (2.(i2 + … + (r.(ir за всяко i = 1, 2, …, m;
но това означава, че bk = (1.b1 + (2.b2 + … + (r.br за k = r+1, r+2, ..., n;

( ℓ (b1, b2, …, br) = ℓ (b1, b2, …, bn) ( векторите b1, b2, …, br образуват базис на ℓ (b1, b2, …, bn), тъй като са линейно независими

( r (b1, b2, …, bn) = dim ℓ (b1, b2, …, bn) = r = r (A);

30 ноември – семинарни занятия

Ранг на една матрица се намира като се извършат последователно елементарни преобразувания и по редове и по стълбове, докато получим достатъчно проста матрица (например диагонална);

Основна задача: 
Всяка ненулева матрица чрез елементарни преобразувания може да се приведе до матрица от следния тип:

 1 0 0 … 0 0

 0 1 0 … 0 0

 ………………
R  =
 0 0 … 1 …0     ( Fmxn;

 0 0 … 0 0 0

 ………………

 0 0 … 0 0 0
Броят на единиците по главния диагонал е точно рангът на матрицата;
Всяка ненулева матрица А може да се представи във вида P.R.Q, където P и Q са подходящи неособени матрици от съответния ред;

Нека A, B са матрици за които съществува A.B; A – неособена

( r (A.B) = r(B); ако съществува B.A ( r(B.A) = r(B);
3 декември
Следствие: Нека A  ( Fnxn; А = (aij) за i, j = { 1, 2, …n };

detA = 0 ( редовете (стълбовете) на А са линейно зависими;

Доказателство: detA = 0 ( r(A) < n ( рангът на системата 
вектори-редове (вектори-стълбове) < n ( векторите-редове (векторите-стълбове) са линейно зависими;

10. Системи линейни уравнения.

(11.x1 + (12.x2 + … + (1n.xn = (1

(21.x1 + (22.x2 + … + (2n.xn = (2

…

(m1.x1 + (m2.x2 + … + (mn.xn = (m
Нека

(11 (12 ……(1n

(21 (22 ……(2n
A  =
…………………    ( Fmxn;

…………………




(m1 (m2 ……(mn
A наричаме матрица на системата;

Нека

(11 (12 ……(1n   (1

(21 (22 ……(2n   (2
A  =
…………………   …   ( Fmxn+1;

…………………   …




(m1 (m2 ……(mn (m
 A наричаме разширена матрица на системата;

Очевидно е, че имаме r ( A ) = r ( A ) или r ( A ) = r ( A ) + 1;

Системата може да има решение: (x10, x20, … xn0) ( Fn; тогава тя се нарича съвместима;
Теорема на Руше:
(1) е съвместима ( r( A ) = r( A )
Доказателство:
Нека b1 = ((11, (21, …, (m1);
b2 = ((12, (22, …, (m2);

…
bn = ((1n, (2n, …, (mn);
b = ((1, (2, …, (m);
Забележка: във Fm: ℓ (b1, b2, …, bn) ( ℓ (b1, b2, …, bn, b);

ℓ (b1, b2, …, bn) = ℓ (b1, b2, …, bn, b) ( b ( ℓ (b1, b2, …, bn);

(1) e съвместима ( съществува ((1, (2, …, (n) ( Fn:


(11.(1 + (12.(2 + … + (1n.(n = (1

(21.(1 + (22.(2 + … + (2n.(n = (2

…

(m1.(1 + (m2.(2 + … + (mn.(n = (m
( b = (1.b1 + (2.b2 + … + (n.bn ( ℓ (b1, b2, …, bn) = ℓ (b1, b2, …, bn, b) 
(от забележката) ( r( A ) = r( A );
Ако r ( A ) ( r ( A ), то (1) няма решение;
Нека r ( A ) = r ( A ) = r;
Ако r = 0, тогава A = O ( всяка n-oрка е решение на системата;

Нека r ( 1; r ( min (m, n)
Можем да считаме, че


(11 (12  ……(1r

(21 (22 ……(2r
(  =
………………… 

…………………

(r1 (r2  ……(rr
е минор различен от 0, тъй като ако е равен на 0 чрез разместване на уравнения (преобразувания по редове) и преномерация на неизвестните (преобразувания по стълбове) можем да разположим ненулев минор на това място; при тези преобразувания системата преминава в еквивалентна на нея система и r не се променя;

( първите r уравнения в (1) са линейно независими (в противен случай ( = 0), а останалите уравнения са линейни комбинации на тези r уравнения ( (1) e равносилна с:

(11.x1 + (12.x2 + … + (1n.xn = (1

(21.x1 + (22.x2 + … + (2n.xn = (2

…

(r1.x1 + (r2.x2 + … + (rrn.xn = (r
Ако r = n, то от (2) с ( ( 0 по формули на Крамер получаваме, че (2) има единствено решение ( (1) има единствено решение;
Нека 1 ( r < n;
Преобразуваме (2):

(11.x1 + (12.x2 + … + (1r.xr = (1 - (1, r+1.xr+1 - … - (1n.xn

(21.x1 + (22.x2 + … + (2r.xr = (2 - (2, r+1.xr+1 - … - (2n.xn

…

(r1.x1 + (r2.x2 + … + (rr.xr  = (r - (r, r+1.xr+1 - … - (rn.xn
Решаваме тази система относно x1, x2, …, xr;

по формули на Крамер получаваме, че системата има единствено решение:
за k = 1, 2, …, r - xk = (k/(, kъдето:





(11 …(1 - (1, r+1.xr+1 - … - (1n.xn  … (1r

(21 …(2 - (2, r+1.xr+1 - … - (2n.xn … (2r
(k =
…
…
…
…
…
  …


…
…
…
…
…
  …


(r1 …(r - (r, r+1.xr+1 - … - (rn.xn   … (rr
Развиваме (k по стълб k;

получаваме:
xk = (k + (k1.xr+1 + (k2.xr+2 + … + (kn.xn; (k, (ks ( F;

това е изпълнено за всяко k = 1, 2, …, r;
Ако (1 = (2 = … = (m = 0, тогава (k = 0;

така x1, x2, …, xr се изразяват по единствен начин чрез останалите неизвестни xr+1, xr+2, …, xn;
това са всички решения на (2), а следователно и на (1) с

xr+1, …, xn – произволни числа от полето F, те се наричат свободни параметри ( броят на решенията на системата е (; понякога се означава (n-r, тъй като решенията зависят от n-r свободни параметъра;
Окончателно:
Броят на решенията на (1) е:
0 при r ( A ) ( r ( A )
1 при r ( A ) = r ( A ) = n

( при r ( A ) = r ( A ) < n;

Всички решения имат вида x = (x1, x2, …, xr; xr+1, …, xn) ( Fn; свободните параметри xr+1, …, xn се наричат опашка на решението;
Свойство на опашките: ако y = (y1, y2, …, yr; yr+1, …, yn) ( Fn е друго решение на (1) и yr+1 = xr+1, …, yn = xn ( x = y; това е така, тъй като първите r решения се изразяват по единствен начин чрез последните n-r;
Системата (1) е хомогенна система, ако (1 = (2 = … = (m = 0;
По-горе показахме, че (1) ( (2) – система от r линейно независими уравнения с n неизвестни, където r = r(A);

Свойства на хомогенните системи:
1. (1) е винаги съвместима – (0, 0, ..., 0) ( Fn винаги е решение; очевидно r( A ) = r( A ) = r;

2. Ако n > m, то системата (1) има ненулеви решения: r ( m, m < n ( r < n ( (1) има безброй много решения ( (1) има ненулево решение;
3. Нека m=n; (1) има ненулево решение ( detA = 0;

Доказателство: 
Нека (1) има ненулево решение; допускаме, че detA ( 0;

тогава по формулите на Крамер имаме единствено решение ( това е точно нулевото решение, тъй като то винаги е решение – противоречие с факта, че (1) има ненулево решение ( detA = 0;

Нека detA = 0 ( r(A) < n ( (1) има безброй много решения ( 

(1) има ненулево решение;

4. Mножеството U от всички решения на системата (1) е подпространство на Fn;

Доказателство:
Трябва да проверим, че ако:
x = (x1, x2, …, xn) ( U, y = (y1, y2, …, yn) ( U, тогава 
(.x + (.y = ((.x1 + (.y1, (.x2 + (.y2, …, (.xn + (.yn) ( U, където 
(, ( ( F – очевидно (.x + (.y удоволетворява (1) ( (.x + (.y ( U;

5. dimU = n - r, където r = r(A);

Доказателство:
Решенията на (1) са x = (x1, x2, …, xr; xr+1, …, xn) ( Fn, където 
xr+1, …, xn са произволни числа от полето F;
за k = 1, 2, …, r;
xk = (k1.xr+1 + (k2.xr+2 + … + (k, n-r.xn, където (ks ( F;
Нека: xr+1 = 1, xr+2 = xr+3 … = xn = 0;
тогава получаваме решение c1 = ((11, (21, …, (r1; 1, 0, …, 0);

Нека xr+2 = 1; xr+1 = xr+3 = … = xn = 0;
тогава получаваме решение c2 = ((12, (22, …, (r2; 0, 1, …, 0);

………
Нека xn = 1; xr+1 = xr+2 = … = xn-1 = 0;
тогава получаваме решение cn-r = ((1, n-r, (2, n-r, …, (r, n-r; 0, 0, …1);

c1, c2, …, cn-r ( U; r(c1, c2, …, cn-r) = рангът на матрицата с вектори-редове c1, c2, …, cn-r;
тази матрица очевидно има минор от ред n-r, който е различено от 0 – той е разположен в последните n-r стълба – и тъй като рангът на една матрица не може да е по-голям от броя на редовете на матрицата ( r(c1, c2, …, cn-r) = n – r; ( 
c1, c2, …, cn-r са линейно независими; (А)

Нека x = (x1, …, xr; xr+1, …, xn) ( U е произволно решение на (1);

Разглеждаме x( = xr+1.c1 + xr+2.c2 + … + xn.cn-r;
тъй като c1, c2, …, cn-r ( U, xi ( F, U ( Fn ( x( ( U;
освен това x( = ( *, *, …*; xr+1, xr+2, …, xn), където * са някакви числа ( F;
имаме, че x( и x имат еднакви опашки ( x( = x (от свойство на опашките) ( x ( ℓ (c1, c2, …, cn-r); (B)
oт (А) и (B) ( c1, c2, …, cn-r образуват базис на U ( dimU = n – r;

Всеки базис на U се нарича фундаментална система решения (ФСР) на (1); например c1, c2, …, cn-r е ФСР; тогава за всяко x ( U имаме x = (1.c1 + (2.c2 + …+ (n-r.cn-r, (i ( F;

6. Нека (1() е произволна (нехомогенна) система и нека (1) е съответната хомогенна система (със същата матрица на системата, но свободните членове са нули); тогава всяко решение на (1() има вида: x = x0 + (1.c1 + (2.c2 + … + (n.cn, където x0 е едно фиксирано решение на (1(), 
c1, c2, …, cn – ФСР на (1), (i ( F;

Доказателство: Нека x е произволно решение на (1(); тогава очевидно x – x0 е решение на (1) ( 

x - x0 = (1.c1 + (2.c2 + … + (n.cn ( x = x0 + (1.c1 + (2.c2 + … + (n.cn;

Известно е, че (1) ( (2) – хомогенна система от r линейно независими уравнения с n неизвестни; множеството от решенията е (n-r)-мерно подпространство на Fn;
Теорема: За всяко (n-r)-мерно подпространство U на Fn (0 ( r ( n) съществува хомогенна система от r линейно независими уравнения с n неизвестни, множеството от решенията на която съвпада с U;
Доказателство:
Ако U = Fn (r = 0), една такава система е |0.x1 + 0.x2 + … + 0.xn = 0;
Ако U = { ( } (r = n), една такава система е от n уравнения с n неизвестни и детерминанта на системата различна от 0;
Нека U е нетривиално подпространство на Fn (0 < r < n);

Избираме базис c1, c2, …, cn-r на U;

Нека c1 = ( (11, (12, …, (1n),

         c2 = ( (21, (22, …, (2n),

         …
         cn-r = ((n-r, 1, (n-r, 2, …, (n-r, n);

Разглеждаме системата:

(11.x1 + (12.x2 + … + (1n.xn = 0


(21.x1 + (22.x2 + … + (2n.xn = 0


…

(n-r, 1.x1 + (n-r, 2.x2 + … + (n-r, n.xn = 0
Матрицата на (*) има ранг n-r, тъй като системата от нейните 

вектори-редове c1, c2, …, cn-r е линейно независима;
( ФСР на (*) се състои от n – (n – r) = r решения;
Нека това са: 
a1 = ((11, (12, …, (1n),

a2 = ((21, (22, …, (2n),
…
ar = ((r1, (r2, …, (rn);

за всяко j (1 ( j ( r) аj удоволетворява всяко уравнение на (*), т.е.

(i1.(j1 + (i2.(j2 + … + (in.(jn = 0 за всяко i (1 ( i ( n-r);
Разглеждаме системата:

(11.x1 + (12.x2 + … + (1n.xn = 0


(21.x1 + (22.x2 + … + (2n.xn = 0


…

(r1.x1 + (r2.x2 + … + (rn.xn = 0
Матрицата на (**) има ранг r, тъй като нейните вектори редове са линейно независими ( (**) е система от r на брой линейно независими уравнения с n неизвестни; 
Нека W е множеството от решенията на (**) ( W ( Fn, dimW = n-r;

за всяко i = 1, 2, …, n-r: ci ((i1, (i2, …, (in) удоволетворява всяко уравнение на (**) ( c1, c2, …, cn-r са решения на (**) ( 
c1, c2, …, cn-r ( W ( ℓ (c1, c2, …, cn-r) ( W ( U ( W, но

dimU = n – r = dimW ( U = W ;
10 декември
11. Линейни изображения.
Нека V, V( са две линейни пространства над едно и също поле F;

казваме, че ( е изображение на V във V(, ако на всеки елемент

x ( V e съпоставен единствен елемент ( (x) ( V(;

бележим (: V ( V(;
две изображения ( и ( наричаме равни (( = (), ако ( (x) = ( (x) за всяко x ( V;
( е линейно изображение, ако 
· за всяко x ( V и всяко ( ( F е изпълнено ( ((.x) = (. ( (x);

· за всеки x, y ( V e изпълнено ( (x+y) = ( (x) + ( (y);

еквивалентна дефиниция е:
за всеки x, y ( V и за всеки (, ( ( F e изпълнено 
( ((.x+(.y) = (.( (x) + (.( (y);
Ако V ( V(, т.е. ( e линейно изображение на V в себе си, тогава ( се нарича линеен оператор;

Примери:
за всяко линейно пространство V нека (: V ( V дефинирано с
( (x) = ( за всяко x ( V; тогава ( е линейно изображение на V в себе си, нарича се нулево изображение (нулев оператор);

за всяко линейно пространство V нека (: V ( V( дефинирано с

( (x) = x за всяко x ( V; тогава ( е линейно изображение на V в себе си, т.е. линеен оператор; ( се нарича единичен оператор; 

означава се, че ( = id, т.е. ( е идентитет;
нека V = R[x]; нека (: V ( V дефинирано с ( ( f(x) ) = f ( (x) за всеки полином f (x) ( V; в такъв случай ( е линеен оператор на V;

нека V = Fnxn; нека (: V ( V дефинирано с ( ( А ) = Аt за всяка матрица A ( V; в такъв случай ( е линеен оператор на V;

проверка: ( ((.A + (.B) = ((.A + (.B)t = (.At + (.Bt = (. ( (A) + (. ( (B) и това е изпълнено за всеки две матрици A, B ( V и всеки два скалара

(, ( ( F;
Свойства: Нека (: V ( V( е линейно изображение; тогава

· ( (() = ((, където ( e нулевият вектор на V, (( е нулевият вектор на V(; доказателство: ( (() = ( (0.() = 0.( (() = ((;

· ( (-x) = - ( (x) за всяко x ( V; доказателство: от определението за линейно изображение при ( = -1;

· ако a1, a2, …, ak ( V е линейно зависима система, то
( (a1), ( (a2), …, ( (ak) също е линейно зависима система; доказателство: a1, a2, …, ak – линейно зависими ( съществуват (1, (2, …, (k ( F, не всичките нули, такива че 
(1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak = ( ( (( = ( (() = 
( ((1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak) = (1. ( (a1) + (2. ( (a2) + … + (k. ( (ak);

тъй като не всичките (i са нули ( ( (a1), ( (a2), …, ( (ak) също са линейно зависими;
Твърдение: Нека V, V( са линейни пространства над полето F;

dimV = n (< (); тогава за всеки базис e1, e2, …, en на V и всяка
n-орка вектори v1(, v2(, …, vn( ( V( съществува единствено линейно изображение (: V ( V(, такова че ( (ei) = vi( за всяко i = 1, 2, …, n;

Доказателство:
за всяко x ( V съществува еднозначно изразяване на x чрез базиса:

x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; нека дефинираме изображение (: V ( V(, такова че ( (x) = (1.v1( + (2.v2( + … + (n.vn( за всяко x ( V; тази дефиниция е коректна, тъй като за всеки вектор x ( V съществува единствен вектор ( (x) – това е така поради единствеността на координатите на x;

за всяко i = 1, 2, …, n имаме, че ( (ei) = vi(;
нека y ( V, y = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; нека (, ( ( F (
( ((.x + (.y) = ( ( ((.(1 + (.(1).e1 + ((.(2 + (.(2).e2 + … + ((.(n + (.(n).en) =

((.(1 + (.(1).v1( + ((.(2 + (.(2).v2( + … + ((.(n + (.(n).vn( =

(.((1.v1( + (2.v2( + … + (n.vn() + (.((1.v1( + (2.v2( + … + (n.vn() = 

(. ( (x​​) + (. ( (y) ( ( е линейно изображение;
нека ( е линейно изображение, (: V ( V( и 

( (ei) = vi( за всяко i =1, 2, …, n;

тогава за всяко x ( V имаме: x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ( V ( 

( (x) = (1. ( (e1) + (2. ( (e2) + … + (n. ( (en) = (1.v1( + (2.v2( + …(n.vn( =

= ( (x), тъй като (i са едиствените координати на x спрямо базиса 
e1, e2, …, en ( ( = (;

(: V ( V( е биекция, т.е. взаимноеднозначно изображение ако:

· за всяко x( ( V( съществува x ( V, такъв че ( (x) = x( (т.е. ( е сюрекция);

· за всeки x, y ( V от x ( y ( ( (x) ( ( (y) (т.е. ( е инекция);

ако съществува биекция (: V ( V( казваме, че V и V( са равномощни;
Дефинираме изображение (-1: V( ( V с (-1 (x() = x, където 
x( ( V( и x ( V е един вектор за който ( (x) = x(;
ако ( е линейно изображение и биекция ( (-1 също е линейно изображение;
Ако изображението (: V ( V( е линейно и биективно, казваме че ( е изоморфизъм на V върху V(; тогава съществува единствено изображение (-1: V( ( V и то също е изоморфизъм нa V( върху V;
в такъв случай V и V( се наричат изоморфни линейни пространства;

означение V ( V(;
Твърдение: Ако (: V ( V( е изоморфизъм и a1, a2, …, ak ( V е линейно независима система, то ( (a1), ( (a2), …, ( (ak) също е линейно независима система във V(;
Доказателство:
Нека (1, (2, …, (k ( F и (1. ( (a1) + (2. ( (a2) + … + (k. ( (ak) = ((
( ( ((1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak) = ( (() ( (1.a1 + (2.a2 + … + (k.ak = (, тъй като ( е биекция ( (1 = (2 = ... = (k = 0, тъй като a1, a2, …, ak са линейно независими ( ( (a1), ( (a2), …, ( (ak) също са линейно независими;
Теорема: Две крайномерни линейни пространства V и V( са изоморфни тогава и само тогава, когато dimV = dimV(;

Доказателство: 
Нека V и V( са изоморфни ( съществува биективно линейно изображение (изоморфизъм) (: V ( V(; нека n = dimV, n( = dimV(;

нека e1, e2, …, en е базис на V; от горното твърдение (
( (e1), ( (e2), …, ( (en) са линейно независими вектори във V( ( 
n ( n(; (1)
нека e1(, e2(, …, en( е базис на V(; 
тъй като (-1: V( ( V също е изоморфизъм, от горното твърдение (
(-1 (e1(), (-1 (e2(), …, (-1 (en() са линейно независими вектори във V ( 
n ( n(; (2)
от (1) и (2) ( n = n(;

Нека dimV = dimV( = n;
oт по-предното твърдение: 
нека e1, e2, …, en е базис на V; e1(, e2(, …, en( е базис на V(;

тогава изображението (: V ( V( дефинирано с
( (x) = (1.e1( + (2.e2( + … + (n.en( за всяко x ( V, където (i са координатите на x във V, e линейно изображение;

ще проверим, че ( е биекция на V върху V(;
очевидно всеки вектор x( ( V(, x( = (1.e1( + (2.e2( + … + (n.en( е образ на вектор x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ( V ( ( е сюрекция; (1)

нека x, y ( V, x ( y и 
x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en, y = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;

да допуснем, че ( (x) = ( (y) ( 
(1.e1( + (2.e2( + … + (n.en( = (1.e1( + (2.e2( + … + (n.en( (
(1 = (1, (2 = (2, …, (n = (n, тъй като e1(, e2(, …, en( са линейно независими вектори ( x = y – противоречие ( ( (x) ( ( (y) (
( е инекция; (2)
от (1) и (2) ( ( е биекция ( ( e изоморфизъм на V върху V( ( V ( V(;

Нека n ( N, F – поле; известно е, че Fn е линейно пространство над F и dimFn = n;
Следствие: Всяко n-мерно линейно пространство V e изоморфно на Fn, т.е. с точност до изоморфизъм за всяко n ( N същестува единствено n-мерно линейно пространство и това е Fn;

в n-мерното линейното пространство V с базис e1, e2, …, en всеки вектор x ( V може да се представи по единствен начин като 
(1.e1 + (2.e2 + … + (n.en, където (i ( F; тъй като ((1, (2, …, (n) ( Fn, линейното изображение, което изпраща всеки вектор x ( V във наредената n-орка от координатите му, която е от Fn е изоморфизъм;
12. Матрица на линеен оператор. Действия с линейни оператори.
Нека V – линейно пространство над полето F; n = dimV (< ();

(понякога линейните оператори се наричат хомоморфизми);
съвкупността от всички линейни оператори на V ((: V ( V)

означаваме с Hom (V);
Нека e1, e2, …, en е базис на V; нека ( ( Hom (V);

за всяко x ( V съществува единственo изразяване на x чрез базиса, т.е. x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ((i ( F);

за всяко x ( V имаме ( (x) = (1.( (e1) + (2.( (e2) + … + (n.( (en), това изразяване е единствено ( операторът ( еднозначно се определя от образите ( (e1), ( (e2), …, ( (en) на базисните вектори е1, e2, …, en;

ако ( ( Hom (V) и ( (ei) = ( (ei) за всяко i = 1, 2, …, n ( ( (x) = ( (x) за всяко x ( V ( ( = (;
за всяко j = 1, 2, …, n съществува единствено изразяване на ( (ej) чрез базиса, т.е. ( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en ((kj ( F);

Нека

(11 (12  …(1j …(1n

(21 (22 …(2j …(2n
A  =
……………………… 

………………………


(n1 (n2 …(nj …(nn
A ( Fnxn; координатите на ( (ej) стоят в j-тия стълб на матрицата А;

матрицата А се нарича матрица на линейния оператор ( спрямо базиса e1, e2, …, en; тази матрица определя еднозначно оператора;

Примери:
за (, ((x) = ( за всяко x ( V; матрицата на оператора е О ( Fnxn;
за ( = id, ((x) = x за всяко x ( V; матрицата на оператора е E ( Fnxn;

нека V = R3[x]; dimV = 3 и един базис е 1, x, x2;

нека ( ( Hom (V) с ( ( f (x) ) = f ( (x);

тогава ( (1) = 0 = 0.1 + 0.x + 0.x2;


  ( (x) = 1 = 1.1 + 0.x + 0.x2;


  ( (x2) = 2.x = 0.1 + 2.x + 0.x2;

( матрицата А на оператора ( e:

        0 1 0
A =   0 0 2
        0 0 0
Разглеждаме множеството Hom (V); в него дефинираме следните операции:
· ако ( ( Hom (V) и ( ( F, дефинираме изображението ((.(), такова че ((.()(x) = (. ( (x); ((.(): V ( V; лесно се проверява, че ((.() също е линеен оператор, т.е. ((.() ( Hom (V);
· ако (, ( ( Hom (V), дефинираме изображението (( + (), такова че (( + ()(x) = ( (x) + ( (x); (( + (): V ( V; лесно се проверява, че

(( + () също е линеен оператор, т.е. (( + () ( Hom (V);

Относно въведените операции събиране на оператори и умножаване на оператор с число, множеството Hom (V) e линейно пространство над полето F; проверката се осъществява в това да се проверят дали са изпълнени осемте аксиоми за линейно пространство;
(1) Ако ( ( Hom (V) има матрица A (спрямо базис е1, е2, ..., еn) и ( ( F, то (.( има матрица (.A (спрямо същия базис);
(2) Ако (, ( ( Hom (V) имат матрици A и B (спрямо базис е1, е2, ..., еn), то oператорът ( + ( има матрица A+B (спрямо същия базис);

Проверка на (2): Нека A = ((ij) ( Fnxn, B = ((ij) ( Fnxn; 

за всяко j = 1, 2, …, n имаме:
( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en;

( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en;
(( + ()(ej) = ( (ej) + ((ej) = ((1j + (1j).e1 + ((2j + (2j).e2 + … + ((nj + (nj).en
( матрицата на ( + ( e ((ij + (ij) ( Fnxn, т.е. тя е A + B;
14 декември – семинарни занятия
Намиране на базис на сума на две подпространства U и W;
ако U = ℓ (a1, a2, …, an), W =  ℓ (b1, b2, …, bk), тогава
U + W =  ℓ (a1, a2, …, an, b1, b2, …, bk), т.е. базис на U + W e всяка максимална линейно независима подсистема на системата вектори
a1, a2, …, an, b1, b2, …, bk;
Намиране на базис на сечение на две подпространства U и W – един начин е следният:
намираме хомогенна система S1, която има за решение пространството U, и намираме хомогенна система S2, която има за решение пространството W; базисът на U ( W е ФСР на системата, получена от уравненията на S1 и уравненията на S2;
Примери за линейни оператори:
1. id: V ( V; id (x) = x – линеен оператор (единичен);
2. (: V ( V; ( (x) = ( - линеен оператор (нулев);

3. A: V ( V; A (x) = a – линеен оператор единствено за 
a = (;
4. V има базис e1, e2, …, en; A: V ( Fn; 

A (x1.e1 + x2.e2 + …xn.en) = (x1, x2, …, xn);
A – изоморфизъм;
5. V1 – множеството от всички диференцируеми функции на една променлива x; V2 – множеството от всички функции на променливата x; D: V1 ( V2; D (f) = f ( - линейно изображение; например D: Fr+1[x] ( Fr[x];

U – множеството от всички функции a.sinx + b.cosx, където a и b са произволни реални числа; D: U ( U дори е обратим;

6. V = Fnxn ; (: V ( V; ( (A) = At – линеен оператор;

7. V = Fnxn ; (: V ( V; ( (X) = A.X.B, където A, B – фиксирани, е линеен оператор;
8. V = Fnxn ; (: V ( V; ( (X) = X + A – линеен оператор, тогава и само тогава, когато A = O;
9. V – линейното пространството от геометричните вектори; хомотетията ( x ( a.x, където а е фиксирано число ( R) e линейно изображение; ротацията ( x ( y, получен чрез ротация на фиксиран ъгъл () е линейно изображение; симетрия относно ос ( x ( ( (x) спрямо фиксирана ос g) е линейно изображение; проектирането (успоредно или ортогонално) също е линейно изображение;

10. V – линейно пространство с базис e1, e2, …, en; k – фиксирано число 1 ( k ( n; ( : V ( V; ( (x1.e1 + x2.e2 + … + xk.ek + xk+1.ek+1 + … + xn.en) = x1.e1 + x2.e2 + … + xk.ek 
- xk+1.ek+1 - … - xn.en;
p : V ( V; p (x1.e1 + x2.e2 + … + xk.ek + … + xn.en) = x1.e1 + x2.e2 + … + xk.ek ; (, p са линейни изображения;

Нека V = U ( W;
тогава нека x = u + w e произволен вектор от V,

u ( U, w ( W (представянето е единствено);
(: V ( V; ( (u + w) = u – w е линейно изображение (симетрия във V);
p: V ( V; p (u + w) = u е линейно изображение (проекция на V върху U);
Нека V е тримерно линейно пространство с базис e1, e2, e3;

Нека (1, (2, (3 са линейни оператори на V;

(1 ((1.e1 + (2.e2 + (3.e3) = ((1 – 2.(2 + (3).e1 + (2.(1 - (3).e2 + (2.(2 - (3).e3;

(2 ((1.e1 + (2.e2 + (3.e3) = (2.(1 + (22 + (3).e1 + ((1 + (2 + (3).e2 + 

((1 - (2 + 4.(3);
(3 ((1.e1 + (2.e2 + (3.e3) = (2.(1 + (2 + 3).e1 + ((1 - (2 + 4.(3).e2 + 

(5.(2 – 4).e3;
(1 – линеен оператор; (2 не е линеен оператор, тъй като съдържа координата на квадрат; (3 не е линеен оператор, тъй като съдържа фиксирани числа;
17 декември
Теорема: Нека V е n-мерно линейно пространство над полето F; тогава Hom (V) ( Fnxn;
Доказателство:
Фиксираме базис e1, e2, …, en във V; 
всеки оператор ( ( Hom (V) има матрица A ( Fnxn спрямо базиса 
e1, e2, …, en;
разглеждаме изображението f : Hom (V) ( Fnxn дефинирано с
f (() = A за всеки оператор ( ( Hom (V);
нека ( ( Hom (V), ( ( F; тогава f ((.() = (.A = (.f (() от (1); (*)

нека (, ( ( Hom (V) и нека f (() = A, f (() = B; тогава f (( + () = A + B = f (() + f (() от (2); (**)

от (*) и (**) ( f е линейно изображение;
Нека A = ((ij) ( Fnxn; разглеждаме векторите g1, g2, …, gn ( V, където

gj = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en;
от твърдение по-горе (въпрос №11) ( съществува единствен линеен оператор ( ( Hom (V), такъв че ( (ej) = gj за j = 1, 2, …, n; матрицата на ( има в стълбовете си координатите на ( (ej), j = 1, 2, …, n, т.е. на gj или това е точно матрицата А;

по този начин показахме, че за всяка матрица А ( Fnxn съществува линеен оператор ( ( Hom (V), такъв че f (() = A; (1)

нека ( ( Hom (V), f (() = A;

матрицата А е еднозначно определена от оператора (;

нека ( ( Hom (V) и f (() = A ( ( (ei)= ( (ei) за всяко i = 1, 2, …, n;
нека x ( V ( същетсвува единствено изразяване 

x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ( 

( (x) = (1.( (e1) + (2.( (e2) + … + (n.( (en);

( (x) = (1.( (e1) + (2.( (e2) + … + (n.( (en);

( ( (x) = ( (x), тъй като ( (ei)= ( (ei) за всяко i = 1, 2, …, n ( ( = (;
по този начин показахме, че от f (() = f (() ( ( = (; (2)

от (1) и (2) ( f е биекция и тъй като f е линейно изображение (
f – изоморфизъм ( Hom (V) ( Fnxn;
Нека V – линейно пространство над полето F;

нека (, ( ( Hom (V);

дефинираме (.( като изображение:
(.(: V ( V с ((.()(x) = ( (( (x)) за всяко x ( V;
в общия случай (.( ( (.(; (.( се нарича композиция на ( и (;

Така дефинираното (.( също е линейно изображение;

Доказателство:
Нека x, y ( V, (, ( ( F; тогава
((.()((.x + (.y) = ( (( ((.x + (.y)) = ( ( (.( (x) + (.( (y)) = 

(.( (( (x)) + (.( (( (y)) = (.((.()(x) + (.((.()(y);
Твърдение: Ако (, ( ( Hom (V) и спрямо даден базис e1, e2, …, en имат матрици А и B, тогава (.( има матрица A.B;

Доказателство:
Нека A = ((ij) ( Fnxn , B = ((ij) ( Fnxn;

за j = 1, 2, …, n имаме:
( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en = ( (kj.ek;


( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en = ( (ij.ei;

за j = 1, 2, …, n разглеждаме ((.()(еj) = ( (( (ej)) = ( ( ( (ij.ei) =


= ( (ij.( (ei) = ( (ij. ( (ki.ek = ( . ( ( (ki.(ij).ek ;


( матрицата на (.( има елемент ( (ki.(ij в ред k и стълб j, но това е точно матрицата A.B;
Свойства на композицията на линейни изображения:
· ((.().(( = (.((.();

· (( + ().( = (.( + (.(;
· (.(( + () = (.( + (.(;
за всеки (, (, ( ( Hom (V);
Доказателство: следва директно от изоморфизма между Hom (V) и

Fnxn и асоциативност , лява дистрибутивност и дясна дистрибутивност на действията с матрици;

13. Ранг и дефект на линеен оператор.

Нека V е линейно пространство над полето F;

нека ( ( Hom (V);

Дефинираме:
Im ( = { ( (v) | v ( V }  ( V; очевидно ( ( Im (;

ще докажем, че Im ( е подпространство на V;

нека x, y ( Im ( и (, ( ( F; тогава съществуват v1, v2 ( V, такива че

( (v1) = x, ( (v2) = y; в такъв случай (.x + (.y = (.( (v1) + (.( (v2) = 

= ( ((.v1 + (.v2); тъй като V е линейно пространство ( (.v1 + (.v2 ( V ( ( ((.v1 + (.v2) ( Im (, т.е. (.x + (.y ( Im ( (  
Im ( е подпространство на V;
Im ( се нарича образ на оператора (;
Ker ( = { v ( V | ( (v) = ( } ( V; очевидно ( ( Ker (;
ще докажем, че Ker ( е подпространство на V;
нека x, y ( Ker ( и (, ( ( F; тогава ( ((.x + (.y) = (.( (x) + (. ( (y) =

= (.( + (.( = ( ( (.x + (.y ( Ker ( ( Ker ( е подпространство на V;

Ker ( се нарича ядро на оператора (;

Нека dimV < (;

Дефинираме:
r (() = dim Im ( - ранг на оператора (;
d (() = dim Ker ( - дефект на оператора (;

Примери:
за ( = (, ( (v) = ( за всяко v ( V ( Im ( = { ( }, Ker ( = V;
за ( = (,  ( (v) = v за всяко v ( V ( Im ( = V, Ker ( = { ( };

за V = Fnxn, ( ( Hom (V) дефинирано с ( ( А ) = Аt за всяка матрица A ( V ( Im ( = V, Ker ( = { ( };

Твърдение 1: Нека dimV < ( и ( ( Hom (V); тогава r (() = r (A), където А е матрицата на ( спрямо кой да е базис на V;

Доказателство:
Нека dimV = n; e1, e2, …, en е базис на V;
нека спрямо този базис ( има матрица А;
за всяко v ( V съществува единствен запис v = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;

всеки вектор от Im ( има вида ( (v) за някое v ( V, т.е.

(1.( (е1) + (2.( (е2) + … + (n.( (еn) ( Im ( = ℓ (( (е1), ( (е2), …, ( (еn));

( r (() = dim Im ( = dim ℓ (( (е1), ( (е2), …, ( (еn)) = 

r (( (е1), ( (е2), …, ( (еn)) = ранга на матрицата със стълбове координатите на ( (е1), ( (е2), …, ( (еn) = r (A);

по дефиниция числото r (() не зависи от никакъв базис ( ако
А и А( са матрици на оператора ( спрямо два базиса
r (A) = r (() = r (A(), т.е. r (A) = r (A();

Теорема за ранга и дефекта: Нека dimV < ( и ( ( Hom (V); тогава

r (() + d (() = dim V;

Доказателство:
Нека d = d ((), т.е. d = dim Ker (; нека n = dimV;

Ker ( ( V ( d ( n;

избираме базис на Ker (: a1, a2, …, ad (ако d > 0);

a1, a2, …, ad – линейно независими вектори ( съществуват

ad+1, ad+2, …, ad+n ( V, такива че а1, а2, …, an e базис на V (ако d < n);

Разглеждаме векторите ( (ad+1), ( (ad+2), …, ( (an);

очевидно ( (ai) ( Im ( за i = d+1, d+2, …, n; ще докажем, че тези вектори образуват базис на Im (;

нека y ( Im ( ( съществува x ( V, така че ( (x) = y;

тъй като x = (1.a1 + (2.a2 + … + (n.an, (i ( F ( 

y = ( (x) = (1.( (a1) + (2.( (a2) + … + (d.( (ad) + (d+1.( (ad+1) + … + (n.( (an), но a1, a2, …, ad ( Ker ( ( ( (a1) = ( (a2) = … = ( (ad) = ( (
y = (d+1.( (ad+1) + (d+2.( (ad+2) +… + (n.( (an),  т.е. 
y ( ℓ (( (ad+1), ( (ad+2), …, ( (an)) ( Im ( = ℓ (( (ad+1), ( (ad+2), …, ( (an)); (1)

Нека (d+1.( (ad+1) + (d+2.( (ad+2) + … + (n.( (an) = (, (i ( F;

( ( ((d+1.ad+1 + (d+2.ad+2 + … + (n.an) = ( ( 

(d+1.ad+1 + (d+2.ad+2 + … + (n.an ( Ker ( ( (d+1.ad+1 + (d+2.ad+2 + … + (n.an = (1.a1 + (2.a2 + … + (d.ad, (i ( F ( (1.a1 + (2.a2 + … + (d.ad - (d+1.ad+1 -  

- (d+2.ad+2 - … - (n.an = (, но a1, a2, …, an са линейно независими (
(1 = (2 = … = (d = (d+1 = (d+2 = … = (n = 0 ( ( (ad+1), ( (ad+2), …, ( (an) са линейно независими вектори; (2)
от (1) и (2) ( ( (ad+1), ( (ad+2), …, ( (an) са базис на Im ( (
r (() = dim Im ( = n – d = dimV – d (() ( r (() + d (() = dimV;
Нека dimV = n < (, ( ( Hom (V);
( е обратим, ако съществува ( ( Hom (V), такъв че (.( = (.( = (;
( се нарича обратен оператор на (; 
нека спрямо произволен базис ( има матрица А, ( има матрица B ( (.( има матрица A.B, ( има матрица Е ( A.B = B.A = E ( A e обратима и B = A-1; показахме, че необходимо условие за обратимост на оператора ( е неговата матрицата А да е неособена; тогава ( има матрица А-1 и е единствен; означаваме обратния оператор на ( с (-1;

Твърдение 2: Следните условия са еквивалентни:

1) ( е обратим;

2) матрицата А на ( спрямо произволен базис е неособена;

3) r (() = dimV, т.е. Im ( = V;
4) d (() = 0, т.е. Ker ( = { ( };
5) ( изпраща кой да е базис на V в друг базис на V;
Доказателство: ще проведем доказателството по следната циклична схема от импликации 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 5) ( 1);
Нека n = dimV;
1. 1) ( 2): доказано по-горе като необходимо условие;

2. 2) ( 3): А е неособена ( detA ( 0 ( r (A) = n, но r (() = r (A) ( r (() = n = dimV;
3. 3) ( 4): от r (() = dimV и теорема за ранга и дефекта ( 

d (() = dimV – r (() = 0;
4. 4) ( 5): нека d (() = 0, т.е Ker ( = { ( }; нека e1, e2, …, en е 
базис на V; нека (1.( (e1) + (2.( (e2) + …+ (n.( (en) = ( (
( ((1.e1 + (2.e2 + … + (n.en) = ( ( (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en ( Ker ( = { ( } ( (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en = ( ( (1 = (2 = … =  = (n = 0, тъй като e1, e2, …, en са линейно независими вектори ( ( (e1), ( (e2), …, ( (en) също са линейно независими и са n на брой ( ( (e1), ( (e2), …, ( (en) е базис на V;
5. 5) ( 1): нека e1, e2, …, en е базис на V; тогава g1 = ( (e1), g2 = ( (e2), …, gn = ( (en) също е базис на V; от въпрос №11 ( съществува единствен линеен оператор (: ( (gi) = ei за всяко i = 1, 2, …, n; тъй като ((.()(ei) = ( (( (ei)) = ( (gi) = ei ( ((.()(x) = x за всяко x ( V ( (.( = ( (аналогично (.( = () ( ( e обратим;
7 януари
14. Смяна на базиса.

Нека V е линейно пространство над полето F, dimV = n < (;
Нека E = { e1, e2, …, en } и F = { f1, f2, …, fn } са базиси във V;
Тъй като E е базис, съществува единствено изразяване:

f1 = (11.e1 + (21.e2 + … + (n1.en
f2 = (12.e1 + (22.e2 + … + (n2.en
…
fn = (1n.e1 + (2n.e2 + … + (nn.en, където (ij ( F;

Разглеждаме матрицата T = ((ij) ( Fnxn, т.е. в j-тият стълб на T стоят координатите на вектор fj спрямо базиса E за j = 1, 2, …, n;
T се нарича матрица на прехода от базиса Е към базиса F;
oзначение E ( F;
матрицата T е неособена (detT ( 0), тъй като в противен случай съществува линейна зависимост между стълбовете на T ( векторите f1, f2, …, fn са линейно зависими, но това е невъзможно, тъй като те образуват базис;
Обратно: Всяка неособена матрица T ( Fnxn е матрица на прехода от един базис на V към друг базис на V;
Доказателство: Нека T = ((ij) ( Fnxn; 
нека E = { e1, e2, …, en } е базис на V;
разглеждаме векторите F = { f1, f2, …, fn}:
f1 = (11.e1 + (21.e2 + … + (n1.en
f2 = (12.e1 + (22.e2 + … + (n2.en
…
fn = (1n.e1 + (2n.e2 + … + (nn.en
тъй като матрицата T е неособена, тогава векторите f1, f2, …, fn са линейно независими и са n на брой ( образуват базис, т.е. E ( F;

от въпрос №11 – съществува единствен линеен оператор ( ( Hom (V), такъв че ( (ej) = fj за всяко j = 1, 2, …, n, т.е. 
( (ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en ( ( има матрица T спрямо базиса E;

от въпрос №13 – T е неособена матрица ( ( е обратим оператор;
( (ej) = fj ( (-1(fj) = ej за всяко j = 1, 2, …, n; спрямо базиса E (-1 има матрица T-1 = ((ij) ( Fnxn; това означава, че:
(-1(ej) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en ( ( ( (-1(ej)) = ( ((1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en) ( ej = (1j.( (e1) + (2j.( (e2) + … + (nj.( (en) (
ej = (1j.f1 + (2j.f2 + … + (nj.fn за всяко j = 1, 2, …, n, което означава, че матрицата на прехода от базиса F към базиса E e T-1 ( F ( E );

Твърдение 1: Нека x ( V; x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en,

x = (1.f1 + (2.f2 + … + (n.fn; E ( F; ако:
      (1      
(1
      (2      
(2
      …          …
      (n          (n
в сила е матричното равенство: ( = T.(;
Доказателство:
(1.e1 + (2.e2 + … + (n.en = x = (1.f1 + (2.f2 + … + (n.fn = (1.((11.e1 + (21.e2 + + … + (n1.en) + (2.((12.e1 + (22.e2 + … + (n2.en) + … + (n.((1n.e1 + (2n.e2 + …  + (nn.en) = ((11.(1 + (12.(2 + … + (1n.(n).e1 + ((21.(1 + (22.(2 + … + (2n.(n).e2 + … + ((n1.(1+ (n2.(2 + … + (nn.(n).en, но координатите на вектора x спрямо Е са единствени (
(1 = (11.(1 + (12.(2 + … + (1n.(n;
(2 = (21.(1 + (22.(2 + … + (1n.(n;
…
(n = (n1.(1 + (n2.(2 + … + (nn.(n;
в матричен запис - ( = T.(;
Твърдение 2: Нека ( ( Hom (V), ( има матрица А = ((ij) ( Fnxn в базиса E; нека x ( V, x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;
y = ( (x) = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; ако
      (1      
(1
      (2      
(2
      …          …
      (n          (n
в сила е матричното равенство: ( = A.(;
Доказателство:
(1.e1 + (2.e2 + … + (n.en = y = ( (x) = ( ((1.e1 + (2.e2 + … + (n.en) = (1. ( (e1) + (2. ( (e2) + … + (n. ( (en) = (1. ((11.e1 + (21.e2 + … + (n1.en) + (2. ((12.e1 + (22.e2 + … + (n2.en) + … + (n. ((1n.e1 + (2n.e2 + … + (nn.en) = ((11.(1 + 

+ (12.(2 + … + (1n.(n).e1 + ((21.(1 + (22.(2 + … + (2n.(n).e2 + … + ((n1.(1 + 

+ (n2.(2 + … + (nn.(n).en, но координатите на вектора y са единствени спрямо базиса E (
(1 = (11.(1 + (12.(2 + … + (1n.(n;
(2 = (21.(1 + (22.(2 + … + (2n.(n;
…
(1 = (n1.(1 + (n2.(2 + … + (nn.(n;
в матричен запис - ( = А.(;

Твърдение 3: Нека ( ( Hom (V) и нека ( има матрица А спрямо базиса E и матрица B спрямо базиса F; ако E ( F, тогава в сила е матричното равенство: B = T-1.A.T;

Доказателство: Нека A = ((ij) ( Fnxn, B = ((ij) ( Fnxn; 
за всяко j = 1, 2, …, n: ( (fj) = (1j.f1 + (2j.f2 + … + (nj.fn;

съществува единствен линеен оператор (, такъв че ( (ej) = fj 

за всяко j = 1, 2, …, n; по-горе показахме, че ( е обратим, (-1 (fj) = ej 

за всяко j = 1, 2, …, n;
(-1.(.( (ej) = (-1 (( (( (ej))) = (-1 (( (fj)) = (-1 ((1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en) = 

(1j.(-1 (f1) + (2j.(-1 (f2) + … + (nj.(-1 (fn) = (1j.e1 + (2j.e2 + … + (nj.en;

( операторът (-1.(.( има матрица B спрямо базиса Е; (1)
по-горе показахме, че (-1 има матрица T-1 в базиса E, ( има матрица T в базиса E, освен това ( има матрица A в базиса E ( спрямо

базиса Е операторът (-1.(.( има матрица T-1.A.T (въпрос №12); (2)

от (1), (2) и еднозначното определяне на матрицата на оператора спрямо базиса Е ( B = T-1.A.T;

Определение: Нека A, B ( Fnxn; казваме, че B е подобна на A, ако съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че B = T-1.A.T; означаваме B ~ A;
Свойства:
Рефлексивност: А ~ A за всяко A ( Fnxn;

Доказателство: 
A = E-1.A.E, E – неособена ( A ~ A;

Комутативност: Ако B ~ A, то A ~ B;

Доказателство: 
B ~ A ( съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че 
B = T-1.A.T; след умножаване отляво по T и отдясно по T-1 получаваме: A = T.B.T-1 = (T-1)-1.B.T-1, T-1 – неособена ( A ~ B;

Транзитивност: Ако B ~ A, C ~ B, то C ~ A;

Доказателство: 
B ~ A ( съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че 
B = T-1.A.T; C ~ B ( съществува неособена матрица Q ( Fnxn, такава че C = Q-1.B.Q ( C = Q-1.T-1.A.T.Q = (T.Q)-1.A.(T.Q); използвали сме асоциативност на умножението на матрици и едно известно свойство за обратна матрица на произведение на матрици; T.Q – неособена, тъй като T и Q са неособени ( C ~ A;
тези три свойства обуславят подобността на матрици като релация на еквивалентност;

Твърдение 4: Нека A и B ( Fnxn са подобни матрици; тогава:

1. detA = detB;

2. r (A) = r (B);

Доказателство:
1. По условие съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че

B = T-1.A.T ( detB = det (T-1.A.T) = detT-1.detA.detT = (1/detT).detA.detT = detA;
2. По условие съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че

B = T-1.A.T; нека V е n-мерно пространство над полето F и 

E = { e1, e2, …, en } е базис на V; тогава съществува единствен линеен оператор (, който спрямо базиса E има матрица А;
Т – нeoсобена ( T се реализира като матрица на прехода от базиса E към друг базис F = { f1, f2, …, fn } (показано по-горе);
от твърдение 3 ( спрямо базиса F операторът ( има матрица 
T-1.A.T = B; от въпрос №13 ( матрицата на един линеен оператор спрямо кой да е базис има един и същи ранг, равен на ранга на оператора, т.е. r (A) = r (() = r (B);

15. Собствени вектори и собствени стойности на линеен оператор.
Основна теорема на алгебрата: 
Нека f (x) е полином от степен n на x, т.е.
f (x) = an.xn + an-1.xn-1 + …+ a1.x + a0, където ai ( C, an ( 0, n ( N, n ( 1;

Тогава съществуват (1, (2, …, (n ( C, такива че 

f (x) = an.(x - (1).(x - (2). … .(x - (n), т.е. f има n комплексни корена;

Нека F – поле; А – квадратна матрица от ред n, A = ((ij) ( Fnxn;

разглеждаме fA (x) = (, където 



(11 - x    (12      …   (1n

  (21   (22 - x  …   (2n
(  =
   …        …    …    … 
  = det (A – x.E); x – променлива;


  …
    …    …    …

  (n1       (n2     …   (nn - x
fA (x) е полином на x с коефициенти от полето F и степента на този полином е n – това е така, тъй като главният диагонал дава най-високата степен на x (xn) и коефициента пред нея е (-1)n; свободният член на полинома е fA (0) = detA; fA (x) се нарича характеристичен полином на матрицата А; този полином има n на брой корени 
(1, (2, …, (n ( C – характеристични корени на матрицата А;
Пример: A =  0  -1



   2   3

характеристичният полином e fA (x) = det (A – x.E) = 0 – x  -1    = 










 2   3 – x
= x.(x - 3) + 2 = x2 – 3.x + 2; характеристичните корени са 
(1 = 1, (2 = 2;

Ako A е триъгълна матрица, т.е.


а11 а12  …  … а1n

 0  a22  …  … a2n
A  =
 0   0   a33 … a3n

 … …   …  …  …

 0   0    …   0  ann
тогава fA (x) = ((11 – x).((22 – x). ….((nn – x) и характеристичните корени са (1 = (11, (2 = (22, …, (n = (nn;

Теорема: Ако А е реална симетрична матрица ( A ( Rnxn, At = A), то всички характеристични корени на матрицата са реални числа;

Доказателство:
Нека характеристичните корени на А са (1, (2, …, (n и нека ( е кой да е от тях; нека A = ((ij), (ij ( R и (ij = (ji за всяко i, j ( { 1, 2, …, n };

Разглеждаме системата:
((11 - ().x1 + (12.x2 + … + (1n.xn = 0

(21.x1 + ((22 - ().x2 + … + (2n.xn = 0

…

(n1.x1 + (n2.x2 + … + ((nn - ().xn = 0

Детерминантата на (*) e fA (() = 0 ( (*) има ненулево решение
((1, (2, …, (n) ( (0, 0, …, 0), (i ( C за всяко i = 1, 2, …, n, тъй като коефициентите на (*) са комплексни;

за всяко i = 1, 2, …, n имаме:
(i1. (1 + (i2. (2 + … + ((ii - (). (i + … + (in. (n = 0 (
(i1. (1 + (i2. (2 + …+ (in. (n = (. (i; умножаваме двете страни по (i и получаваме: (i1. (1. (i + (i2. (2. (i + …+ (in. (n. (i = (.|(i|2, т.е.
( (ij. (j. (i = (. |(i|2;

последното равенство сумираме по i = 1, 2, …, n и получаваме:

( ( (ij. (j. (i = (. (|(i|2;


нека v = ( ( (ij. (j. (i, u = (|(i|2 ( v = (.u;

u ( R, u ( 0 (дори u > 0), тъй като ((1, (2, …, (n) ( (0, 0, …, 0); (1)


разглеждаме v = ( ( (ij. (j. (i = ( ( (ij. (j. (i = ( ( (ji. (i. (j = 


( ( (ij. (i. (j = v, тъй като (ij = (ji за всяко i, j ( { 1, 2, …, n};
получихме, че v = v ( v ( R; (2)

от (1) и (2) ( ( = v/u ( R;
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Твърдение: Нека A, B ( Fnxn; ако A ~ B, тогава fA (x) = fB (x);

Доказателство: A ~ B ( съществува неособена матрица T ( Fnxn
(detT ( 0), такава че B = T-1.A.T;

fB (x) = det (B – x.E) = det (T-1.A.T – x.E) = det (T-1.A.T – x.T-1.E.T) =

= det (T-1.(A – x.E).T) = detT-1.det (A – x.E).detT = 1/detT.det (A – x.E).detT = det (A – x.E) = fA (x);

Нека V е линейно пространство над полето F, dimV = n ( N;

( ( Hom (V);

Дефиниция: x ( V наричаме собствен вектор на оператора (, ако
x ( ( и съществува ( ( F, такова че ( (x) = (.x; ( се нарича собствена стойност на оператора (;
Нека e1, e2, …, en е базис на V; нека ( има матрица А = ((ij) ( Fnxn в този базис;
Дефиниция: Характеристичен полином на оператора ( е fA (x);

Дефиницията е коректна, тъй като, ако B е матрицата на ( в друг базис, то B ~ A ( fA (x) = fB (x), т.е. тя не зависи от базиса;

Означение: f( (x) – характеристичният полином на матрицата на оператора спрямо кой да е базис ( в частност = fA (x) );

корените на f( (x) наричаме характеристични корени на 
оператора (;

Нека x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en, y = ( (x) = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;

x – собствен вектор ( y = ( (x) = (.x;

от въпрос №14 - ( = A.(, където ( е векторът-стълб от координатите на y, а ( е векторът-стълб от координатите на x;

y = ( (x) = (.x ( ( = (.(; ( A.( = ( = (.(, т.е.

(11.(1 + (12.(2 + … + (1n.(n = (1 = (.(1;

(21.(1 + (22.(2 + … + (2n.(n = (2 = (.(2;

…

(n1.(1 + (n2.(2 + … + (nn.(n = (n = (.(n;

(
((11 - ().(1 + (12. (2 + … + (1n.(n = 0

(21.(1 + ((22 - ().(2 + … + (2n.(n = 0

…

(n1.(1 + (n2.(2 + … + ((nn - ().(n = 0

хомогенната система (*) (по-горе) има решение 

((1, (2, …, (n) ( (0, 0, …, 0) (x ( () ( det на системата е равна на 0, т.е.
fA (() = 0 ( ( е характеристичен корен на A (и на ();

Дотук: всяка собствена стойност на оператора ( е характеристичен корен на този оператор;
Обратно: Нека ( е характеристичен корен на ( ( на матрицата му A ) и ( ( F; щом ( е характеристичен корен ( fA (() = 0 ( det на системата (*) е равна на 0 ( системата (*) има ненулево решение

((1, (2, …, (n) ( (0, 0, …, 0); нека x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; изпълнени са равенствата (2) ( ( (x) = (.x ( ( - собствена стойност;

Твърдение 2: Собствени стойности на линеен оператор ( ( Hom (V) са точно онези характеристични корени на оператора, които принадлежат на същото поле F;

Ако F ( C, тогава всички характеристични корени са собствени стойности на оператора (;

Ако F ( R, тогава само реалните характеристични корени са собствени стойности на оператора;
Намиране на собствени стойности и вектори на (:

1. Пресмятаме характеристичният полином на матрицата на оператора (; решаваме уравнението fA (x) = 0, корените на това уравнение са характеристичните корени (1, (2, …, (n ( C на оператора;

2. Нека ( е измежду (1, (2, …, (n и ( ( F; решаваме хомогенната система (*), намираме всички решения ((1, (2, …, (n) ( 
(0, 0, …, 0), т.е. всички собствени вектори 
x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en на оператора (, които съответстват на собствената стойност (;
Твърдение 3: Нека V е линейно пространство над полето F; 

( ( Hom (V); ако a1, a2, …, ak (k ( N) са собствени вектори на оператора (, съответстващи на различни собствени стойности
(1, (2, …, (k, то a1, a2, …, ak са линейно независими;

Доказателство:
Индукция по k;

База k = 1: векторът a1 е собствен вектор на ( ( a1 ( ( ( a1 – линейно независим;
Стъпка: Нека твърдението е вярно за k-1 вектора ( k ( 2), т.е.

a1, a2, …, ak-1 са линейно независими;
нека (1.a1 + (2.a2 + … + (k-1.ak-1 + (k.ak = (, (i ( F; (1)

прилагаме оператора ( към равенството (1); получаваме:
(1.( (a1) + (2.( (a2) + … + (k-1. ( (ak-1) + (k. ( (ak) = ( (() = (, но

( (aj) = (j.aj за всяко j = 1, 2, …, k (
(1.(1.a1 + (2.(2.a2 + … + (k-1.(k-1.ak-1 + (k.(k.ak = (; (2)

към (2) прибавяме (1) умножено с -(k;

получаваме: (1.((1 - (k).a1 + (2.((2 - (k).a2 + … + (k-1.((2 - (k).ak-1 = (, но
векторите a1, a2, …, ak-1 по индукционното предположение са линейно независими ( (1.((1 - (k) = (2.((2 - (k) = … = (k-1.((2 - (k) = 0, но характеристичните корени са два по два различни ( 
(1 = (2 = … = (k-1 = 0; заместваме в (1) и получаваме:
(k.ak = (, но ak ( ( ( (k = 0;

получихме, че произволна линейна комбинация на векторите 
a1, a2, …, ak равна на нулевия вектор е тривиалната ( векторите a1, a2, …, ak са линейно независими;
Нека V е линейно пространство над полето F, n = dimV;

e1, e2, …, en е базис на V;
даден е линеен оператор ( на V с матрица А спрямо базиса 
e1, e2, …, en; търсим друг базис g1, g2, …, gn спрямо който матрицата B на ( е възможно най-проста; идеалният случай е B да е диагонална, т.е.
(1 0  0 … 0
0  (2 0 … 0
… ……… …
0  0  0 … (n
в такъв случай ( (g1) = (1.g1 + 0.g2 + … + 0.gn = (1.g1, ( (g2) = (2.g2, …,

( (gn) = (n.gn, т.е. базисът g1, g2, …, gn се състои от собствени вектори на оператора, а (1, (2, …, (n са съответните собствени стойности на оператора;
Теорема 2: V – линейно пространство над полето F; dimV = n < (;

( ( Hom (V); ако ( има n на брой различни собствени стойности, то съществува базис на V спрямо който матрицата на ( е диагонална;

Доказателство: Нека собствените стойности на ( са (1, (2, …, (n; избираме собствени вектори g1, g2, …, gn за съответните собствени стойности (1, (2, …, (n; от твърдение 3 ( g1, g2, …, gn са линейно независими и са n на брой ( g1, g2, …, gn образуват базис на V; матрицата на ( спрямо този базис е точно матрицата


(1 0  0 … 0
0  (2 0 … 0
… ……… …
0  0  0 … (n
Следствие: Нека A ( Cnxn и характеристичните корени на А са 

(1, (2, ..., (n ( C и са два по два различни; тогава съществува неособена матрица T ( Fnxn, такава че
(1 0  0 … 0
0  (2 0 … 0
… ……… …
0  0  0 … (n
Доказателство: Нека V е n-мерно пространство над полето C; нека
e1, e2, …, en е базис на V ( съществува единствен линеен оператор

( ( Hom (V), такъв че матрицата на ( спрямо e1, e2, …, en е А;

по теорема 2 ( съществува базис g1, g2, …, gn на V, спрямо който оператора ( има матрица

(1 0  0 … 0
0  (2 0 … 0
… ……… …
0  0  0 … (n
Нека T е матрицата на прехода от базиса e1, e2, …, en към базиса

g1, g2, …, gn, T – неособена; от въпрос №14 ( B = T-1.A.T;
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