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Лектор тогава беше доц. Чавдар Лозанов. Използвал съм само и единствено мои (и на мои колеги) записки от лекции.

Изрично отбелязвам, че не съм включил темата за повърхнини (която между другото не участваше и в изпита), както и не съм довършил темата за равнинни криви. Останалите теми съм ги развивал колкото се може подробно и изчерпателно.
Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.

Безкрайни елементи. Хомогенни координати.
Разширена евклидова равнина
В евклидовата равнина не е вярно, че всеки две прави имат обща 

точка – успоредните прави нямат общи точки. Поради тази причина ще въведем нови обекти.
Нека a е права. Съвкупността Ua от правата a и всички прави, успоредни на a наричаме безкрайна точка. Естествено, ако две прави са успоредни, те определят една и съща безкрайна точка. 

По-точно, Ua = Ub ( a (( b за всеки две крайни прави a, b.
Считаме, че една безкрайна точка лежи точно върху тези прави, които са нейни елементи.

Съвкупността от всички безкрайни точки наричаме безкрайна права, която бележим с (. С други думи, безкрайната права е инцидентна с всички безкрайни точки и само с тях.
Евклидовата равнина, в която са присъединени описаните обекти се нарича разширена евклидова равнина и се бележи с Е2*. Правите и точките от E2 наричаме крайни.
В Е2* всеки две прави имат точно една обща точка. Действително, ако правите са крайни и не са успоредни, то те имат точно една обща точка, която е крайна. Ако правите са крайни и са успоредни, то те имат точно една обща точка – безкрайната точка, която им съответства. Ако едната права е крайна, а другата безкрайна, то те имат точно една обща точка – безкрайната точка, която съответства на крайната права.
В E2* през всеки две точки минава единствена права. Действително, ако точките са крайни, то правата е крайната права, която минава през точките. Ако точките са безкрайни, то правата е безкрайната права.

Ако едната от точките е крайна, а другата е безкрайна Ua, то правата минава през крайната точка и е успоредна на a.
Още веднъж ще отбележим някои свойства:

1. ако A е крайна точка, то А не лежи на (;
2. ако a е крайна права, то Ua лежи на (;
3. ако a, b са крайни прави, то Ua лежи на b ( a (( b;
4. за всяка крайна права а, a ( ( = Ua.
Разширено евклидово пространство
Провеждаме аналогично построение на нови обекти в евклидовото пространство.

Нека a е права. Съвкупността Ua от правата a и всички прави, успоредни на a наричаме безкрайна точка. Ако две прави са успоредни, те определят една и съща безкрайна точка. Считаме, че безкрайната точка лежи точно върху тези прави, които са нейни елементи.

Нека ( е равнина. Съвкупността U( от равнината ( и всички равнини, успоредни на ( наричаме безкрайна права. Ако две равнини са успоредни, те определят една и съща безкрайна права. Считаме, че безкрайната права лежи точно в тези равнини, които са нейни елементи.

Освен това считаме, че безкрайната точка Ua лежи върху безкрайната права U( ( а e успоредна на (.
Съвкупността от всички безкрайни точки и безкрайни прави наричаме безкрайна равнина, която бележим с (. С други думи, безкрайната равнина е инцидентна с всички безкрайни точки и безкрайни прави и само с тях.
Евклидовото пространство, в което са присъединени описаните обекти се нарича разширено евклидово пространство и се бележи с Е3*. Точките, правите и равнините от E3 наричаме крайни.

Както по-горе се вижда, че в Е3* всеки две равнини имат обща права.

Също, всяка права и всяка равнина в Е3* имат обща точка.
Още веднъж ще отбележим някои свойства:

1. за всяка крайна точка A и крайна равнина (, A не лежи върху U(;

2. ако A е крайна точка, то A не лежи в (;

3. ако a, b са крайни прави, то Ua лежи на b ( a (( b;
4. ако a е крайна права и ( е крайна равнина, то Ua лежи в ( ( a (( (;
5. ако a е крайна права, то Ua лежи в (;

6. ако (, ( са крайни равнини, то U( лежи в ( ( ( (( (;
7. aко ( е крайна равнина, то U( лежи в (.
Хомогенни координати в Е2*
Въвеждаме афинна координатна система K = { O, 
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Нека a е крайна права, която има общо уравнение A.x + B.y + C = 0,

(A, B) ( (0, 0). Тогава всички прави, които са успоредни на a имат уравнение от вида A1.x + B1.x + C1 = 0, където A1 = k.A, B1 = k.B, k ( 0.

Един вектор 
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((, () е колинеарен на a ( (.A + (.B = 0. Естествено, ако
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 е колинеарен на a, то 
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 е колинеарен на всяка права, успоредна на a.
Обратно всеки ненулев вектор 
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((, () определя фамилия от прави, които са колинеарни с него и те имат общи уравнения (-().x + (.y + C = 0.
Нека Ua е безкрайната точка на правата a и 
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Да съпоставим на Ua тройката числа ((, (, 0), ((, () ( (0, 0). Имаме
A.( + B.( + C.0 = 0, k.A.( + k.B.( + C1.0 = 0.
С други думи, ако запишем условието за инцидентност в указания вид, тройката числа ((, (, 0) удоволетворява уравнението на всяка права, успоредна на a. Обратно, ако ((, (, 0) удоволетворява някое уравнение, то очевидно ще бъде на правата a или на права, успоредна на a.

Естествено, можем да вземем друг вектор 
[image: image10.wmf]ur

q

 (( a, 
[image: image11.wmf]ur

q

 ( 
[image: image12.wmf]ur

0

. 
Тогава 
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(k.(, k.(), k ( 0 и на Ua можем да съпоставим тройката числа 

(k.(, k.(, 0), която ще има същите свойства. 
Тройките реални числа (k.(, k.(, 0), k ( 0 наричаме хомогенни координати на безкрайната точка Ua.
Нека M (x0, y0) е крайна точка. Да съпоставим на M тройката числа

(x0, y0, 1). Имаме M лежи на a ( A.x0 + B.y0 + C.1 = 0. На M можем да съпоставим и тройката (k.x0, k.y0, k), k ( 0, която също има свойството
M лежи на a ( A.(k.x0) + B.(k.y0) + C.k = 0. 

Тройките реални числа (k.x0, k.y0, k), k ( 0 наричаме хомогенни координати на крайната точка M.
И така при фиксирана афинна координатна система всяка ненулева тройка реални числа (x, y, t) е тройка хомогенни координати на точка от равнината. При t = 0 точката е безкрайна и тя е инцидентна с всички прави, които са колинеарни на вектора с координати (x, y). При t ( 0 точката е крайна и нейните афинни координати са (
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При това, (x, y, t) и (x(, y(, t() са хомогенни координати на една и съща точка ( x( = (.x, y( = (.y, t( = (.t, ( ( 0.
Естествено, безкрайните точки нямат нехомогенни координати.
Нека a е крайна права с общо уравнение A.x + B.y + C = 0, (A, B) ( (0, 0).
Тройката числа [A, B, C] наричаме хомогенни координати на 
правата a. Естествено, ако k ( 0, то тройката числа [k.A, k.B, k.C] са хомогенни координати на същата права a и всички хомогенни координати на правата a имат този вид.

За всяка точка M с хомогенни координати (x0, y0, t0) ( (0, 0, 0) имаме 

M лежи на a ( A.x0 + B.y0 + C.t0 = 0.
За безкрайната права ( дефинираме хомогенни координати [0, 0, (], където ( ( 0. Имаме M (x, y, t) лежи на ( ( M (x, y, t) е безкрайна ( t = 0 ( 0.x + 0.y + (.t = 0.
И така при фиксирана афинна координатна система всяка ненулева тройка реални числа [A, B, C] е тройка хомогенни координати на някоя права. При A = B = 0 правата е безкрайната права, а при (A, B) ( (0, 0) правата е крайна. При това, [A, B, C] и [A(, B(, C(] са хомогенни координати на една и съща права ( A( = (.A, B( = (.B, C( = (.C, ( ( 0.
Естествено, уравнението на права с хомогенни координати [A, B, C] записваме по следния начин: A.x + B.y + C.t = 0.
И така, всяка ненулева тройка реални числа е тройка хомогенни координати както на права, така и на точка. При това точката M (x, y, t) и правата a [A, B, C] са инцидентни ( A.x + B.y + C.t = 0.

По този начин в разширената евклидова равнина получаваме симетрия между обектите точка и права. Тази симетрия е свързана с принципа за дуалност в проективната геометрия.
Хомогенни координати в Е3*
Въвеждаме афинна координатна система K = { O, 
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Нека ( е крайна равнина с общо уравнение A.x + B.y + C.z + D = 0,

(A, B, C) ( (0, 0, 0). Всички равнини, успоредни на ( имат уравнение от вида A1.x + B1.y + C1.z + D1 = 0, където A1 = k.A, B1 = k.B, C1 = k.C, k ( 0.

Един вектор 
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((, (, () е компланарен с ( ( A.( + B.( + C.( = 0. 
Нека Ua е безкрайната точка на правата a и 
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Естествено, 
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p

 е колинеарен с всяка права, успоредна на a.

Да съпоставим на Ua четворката числа ((, (, (, 0), ((, (, () ( (0, 0, 0). Имаме Ua лежи на ( ( a (( ( ( 
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 (( ( ( A.( + B.( + C.( + D.0 = 0 (
k.A.( + k.B.( + k.C.( + D1.0 = 0, k ( 0.
С други думи, ако запишем условието за инцидентност в указания вид, четворката числа ((, (, (, 0) удоволетворява уравнението на всяка равнина, успоредна на а. Обратно, ако ((, (, (, 0) удоволетворява уравнение на някоя равнина, то очевидно тази равнина ще бъде успоредна на правата a.

Естествено, можем да вземем друг вектор 
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Тогава 
[image: image27.wmf]ur

q

(k.(, k.(, k.(), k ( 0 и на Ua можем да съпоставим четворката числа (k.(, k.(, k.(, 0), която ще има същите свойства. 
Четворката реални числа (k.(, k.(, k.(, 0), k ( 0 наричаме хомогенни координати на безкрайната точка Ua.

Нека M (x0, y0, z0) е крайна точка. Да съпоставим на M четворката числа

(x0, y0, z0, 1). Имаме M лежи в ( ( A.x0 + B.y0 + C.z0 + D.1 = 0. 
На M можем да съпоставим и четворката (k.x0, k.y0, k.z0, k), k ( 0, която също има свойството M лежи в ( ( A.(k.x0) + B.(k.y0) + C.(k.z0) + D.k = 0. 

Четворката реални числа (k.x0, k.y0, k.z0, k), k ( 0 наричаме хомогенни координати на крайната точка M.

И така при фиксирана афинна координатна система всяка ненулева четворка реални числа (x, y, z, t) е четворка хомогенни координати на точка от пространството. При t = 0 точката е безкрайна и тя е инцидентна с всички прави, които са колинеарни на вектора с координати (x, y, z). При t ( 0 точката е крайна и нейните афинни координати са (
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При това, (x, y, z, t) и (x(, y(, z(, t() са хомогенни координати на една и съща точка ( x( = (.x, y( = (.y, z( = (.z, t( = (.t, ( ( 0.

Естествено, безкрайните точки нямат нехомогенни координати.
Нека ( е крайна равнина с общо уравнение A.x + B.y + C.z + D = 0, 
(A, B, C) ( (0, 0, 0). Четворката числа [A, B, C, D] наричаме хомогенни координати на равнината (. Естествено, ако k ( 0, то четворката числа [k.A, k.B, k.C, k.D] са хомогенни координати на същата равнина ( и всички хомогенни координати на равнината ( имат този вид.

За всяка точка M с хомогенни координати (x0, y0, z0, t0) ( (0, 0, 0, 0) имаме M лежи в ( ( A.x0 + B.y0 + C.z0 + D.t0 = 0.
За безкрайната равнина ( дефинираме хомогенни координати 
[0, 0, 0, (], където ( ( 0. Имаме M (x, y, z, t) лежи в ( ( M (x, y, z, t) е безкрайна ( t = 0 ( 0.x + 0.y + 0.z + (.t = 0.

И така при фиксирана афинна координатна система всяка ненулева четворка реални числа [A, B, C, D] е четворка хомогенни координати на някоя равнина. При A = B = C = 0 равнината е безкрайната равнина,

а при (A, B, C) ( (0, 0, 0) равнината е крайна. При това, [A, B, C, D] и 
[A(, B(, C(, D(] са хомогенни координати на една и съща равнина ( 
A( = (.A, B( = (.B, C( = (.C, D( = (.D, ( ( 0.
Естествено, уравнението на равнина с хомогенни координати [A, B, C, D] записваме по следния начин: A.x + B.y + C.z + D.t = 0.
И така, всяка ненулева четворка реални числа е четворка хомогенни координати както на точка, така и на равнина. При това точката 
M (x, y, z, t) и равнината ( [A, B, C, D] са инцидентни ( 
A.x + B.y + C.z + D.t = 0.

По този начин в разширеното евклидово пространство получаваме аналогична симетрия между точки и равнини и е в сила аналогичен принцип за дуалност.
Изрично отбелязваме, че правите нямат общи уравнения и съответно хомогенни координати в разширеното евклидово пространство.

Параметрично представяне на прави в Е3*
Въвеждаме афинна координатна система K = { O, 
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Всяка права g може да се зададе като пресечница на две равнини (1, (2. 

Нека (1[A1, B1, C1, D1], (2[A2, B2, C2, D2]. Представянето на правата 
g = (1 ( (2 записваме по следния начин: 
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При това единственото изискване за равнините е (1 ( (2. Ако (1 (( (2, то правата g е безкрайната права 
[image: image33.wmf]aa

12

U=U

. Ако (1 ((2) е безкрайната равнина, то g е безкрайната права 
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). Ясно е, че аналитично условието (1 ( (2 се записва по следния начин: 
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За краткост означаваме l1 (x, y, z, t) = A1.x + B1.y + C1.z + D1.t, 

l2 (x, y, z, t) = A2.x + B2.y + C2.z + D2.t.

Естествено, това представяне за правата g не е единствено както се вижда от следната

Лема: Нека ( = 
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Доказателство: да означим m1 (x, y, z, t) = (1.l1 (x, y, z, t) + (2.l2 (x, y, z, t),

m2 (x, y, z, t) = (1.l1 (x, y, z, t) + (2.l2 (x, y, z, t).

Нека P (x0, y0, z0, t0) лежи на g. Тогава l1 (x0, y0, z0, t0) = 0,

l2 (x0, y0, z0, t0) = 0 ( m1 (x0, y0, z0, t0) = 0 и m2 (x0, y0, z0, t0) = 0 ( 

P лежи на g(.
Нека P (x0, y0, z0, t0) лежи на g(. Тогава m1 (x0, y0, z0, t0) = 0 и 
m2 (x0, y0, z0, t0) = 0. Тъй като 
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, то l1 (x0, y0, z0, t0) = 0,

l2 (x0, y0, z0, t0) = 0 ( P лежи на g.
Нека 
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 и за определеност 
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Прилагаме лемата при ( = 
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=0

, т.е.
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.z = D.A-D.A.x+D.B-D.B.y
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.t = A.C-A.C.x+B.C-B.C.y

. Тъй като ( ( 0 можем да запишем 
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t = .x+.y

, където (, (, (, ( са някакви числа. Това представяне наричаме канонично представяне на правата g.
В зависимост от това кой минор от втори ред в матрицата 
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 не е нулев, изразяването може да се осъществи и по други променливи (тук за определеност взехме z и t).
Нека P1 (x1, y1, z1, t1), P2 (x2, y2, z2, t2). Нека P1 ( P2, т.е. 
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. Тогава през P1 и P2 минава единствена права g.

Твърдим, че правата g се представя параметрично по следния начин
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, където параметрите ( и ( приемат всички реални стойности, без едновременно да са нули. По-кратко записваме
g : P = (.P1 + (.P2, ((, () ( (0, 0).

Първо ще съобразим, че при ((, () ( (0, 0) P = (.P1 + (.P2 действително е точка, т.е. има ненулева четворка хомогенни координати. Наистина, ако допуснем противното, ще получим, че всички минори от ред 2 на матрицата 
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 са нулеви, което е противоречие с факта, че тя има ранг 2. Нека за определеност g = P1P2 има следното канонично представяне 
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z = .x+.y

g:

t = .x+.y

. Тъй като P1 и P2 лежат на g, то 

z1 = (.x1 + (.y1, t1 = (.x1 + (.y1, z2 = (.x2 + (.y2, t2 = (.x2 + (.y2.
Нека P = (.P1 + (.P2, P (x0, y0, z0, t0).

Тогава z0 = (.z1 + (.z2 = (.((.x1 + (.y1) + (.((.x2 + (.y2) = 

= (.((.x1 + (.x2) + (.((.y1 + (.y2) = (.x0 + (.y0. Аналогично t0 = (.x0 + (.y0.

Така P = (.P1 + (.P2 лежи на g. 
Обратно, нека P (x0, y0, z0, t0) лежи на g, т.е. z0 = (.x0 + (.y0, t0 = (.x0 + (.y0. 
Ще покажем, че 
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. Действително, ако допуснем, че 
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, то ще получим, че рангът на системата вектори (x1, x2), (y1, y2) е 

по-малък от 2 ( рангът на системата вектори (x1, x2), (y1, y2), (z1, z2), 
(t1, t2) е по-малък от 2, тъй като (z1, z2), (t1, t2) са линейни комбинации на
(x1, x2) и (y1, y2). Тогава 
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, което е противоречие.

При това положение, съществуват ((, () ( (0, 0), такива че x0 = (.x1 + (.x2,

y0 = (.y1 + (.y2. Тогава z0 = (.x0 + (.y0 = (.((.x1 + (.x2) + (.((.y1 + (.y2) =

= (.((.x1 + (.y1) + (.((.x2 + (.y2) = (.z1 + (.z2 и аналогично t0 = (.t1 + (.t2.

С други думи, съществуват ((, () ( (0, 0), такива че P = (.P1 + (.P2.

Параметрично представяне на равнини в Е3*
Въвеждаме афинна координатна система K = { O, 
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Нека P1 (x1, y1, z1, t1), P2 (x2, y2, z2, t2), P3 (x3, y3, z3, t3) са три неколинеарни точки. Тогава през P1, P2, P3 минава единствена равнина (.
Нека g = P1P2, т.е. g : Q = (.P1 + (.P2, ((, () ( (0, 0).

Да фиксираме точка Q върху g и да разгледаме правата 
hQ : P = (.Q + (.P3, ((, () ( (0, 0). Лесно се съобразява, че когато Q описва правата g, правата hQ описва цялата равнина ( и само нея. При това положение, ( може да се представи като ( : P = (.((.P1 + (.P2) + (.P3, 

((, () ( (0, 0), ((, () ( (0, 0), т.е. ( : P = (.P1 + (.P2 + (.P3, ((, (, () ( (0, 0, 0).

Това представяне наричаме параметрично представяне на 

равнината (.

Да изберем четири некомпланарни точки P1, P2, P3, P4.
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Ясно е, че когато Q описва равнината ( = P1P2P3, правата P4Q описва цялото пространство. Имаме ( : Q = (.P1 + (.P2 + (.P3, ((, (, () ( (0, 0, 0),
P4Q : P = (.Q + (.P4, ((, () ( (0, 0). При това положение цялото пространство се параметризира във вида P = (.((.P1 + (.P2 + (.P3) + (.P4, т.е. P = (.P1 + (.P2 + (.P3 + (.P4, ((, (, (, () ( (0, 0, 0, 0).

Линейни трансформации в Е2* и Е3*.

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, 
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Една линейна трансформация ( на разширената евклидова равнина Е2* се дефинира чрез матрица C = (cij)3x3 по следния начин:
за всяка точка M (x1, x2, x3), ( (M) = M( (x1(, x2(, x3(), където 
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За краткост означаваме X( = (x1(, x2(, x3()t, X = (x1, x2, x3)t и тогава действието на ( се описва по следния начин: X( = C.X.

Ясно е, че ( е коректно дефинирано, т.е. не зависи от хомогенните координати на точката M: при ( ( 0, C.((.X) = (.(C.X) = (.X( и (.X( е стълб от хомогенни координати на същата точка M( = ( (M).

Освен това, в зависимост от матрицата C е възможно някои точки да нямат образ под действието на ( - това са точно онези точки 

M (x1, x2, x3), за които C.X = O – нулевият стълб.

Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е2*, oпределена чрез матрица C и det C ( 0, т.е. C е неособена. Тогава ( е взаимноеднозначно съответствие на E2* върху Е2*.

Доказателство: първо ще покажем, че всяка точка M (x1, x2, x3) има образ под действието на (. Действително, ако допуснем, че C.X = O, от det C ( 0 ще получим X = O, което е противоречие с факта, че X е стълб от хомогенни координати на точка. Нека M1 (x1, x2, x3) и M2 (y1, y2, y3) са точки и ( (M1) = ( (M2). Тогава C.X = C.Y ( C.(X - Y) = O, det C ( 0 ( 
( X - Y = O ( X = Y ( M1 = M2. Така ( е инективно изображение.
Нека M( (x1(, x2(, x3() е произволна точка. Тогава X = C-1.X( е стълб от хомогенни координати на точка M, тъй като det C-1 ( 0.

Имаме C.X = C.C-1.X( = X(, т.е. ( (M) = M(. Така ( е сюрективно.

Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е2*, oпределена чрез матрица C и det C ( 0. Тогава ( запазва колинеарността, т.е. колинеарни точки се изобразяват в колинеарни точки.

Доказателство: нека M (x1, x2, x3) лежи на g [u1, u2, u3]. 

Нека ( (M) = M( (x1(, x2(, x3(). Нека C-1 = (cij()3x3. Имаме X( = C.X ( X = C-1.X(, т.е. x1 = c11(.x1( + c12(.x2( + c13(.x3(, x2 = c21(.x1( + c22(.x2( + c23(.x3(,
x3 = c31(.x1( + c32(.x2( + c33(.x3(. Тъй като M лежи на g, то

u1.x1 + u2.x2 + u3.x3 = 0 ( u1.(c11(.x1( + c12(.x2( + c13(.x3() + 
+ u2.(c21(.x1( + c22(.x2( + c23(.x3() + u3.(c31(.x1( + c32(.x2( + c33(.x3() = 0 (
(u1.c11( + u2.c21( + u3.c31().x1( + (u1.c12( + u2.c22( + u3.c32().x2( +

+ (u1.c13( + u2.c23( + u3.c33().x3( = 0. Да положим 

u1( = u1.c11( + u2.c21( + u3.c31(, u2( = u1.c12( + u2.c22( + u3.c32(,

u3( = u1.c13( + u2.c23( + u3.c33(. Тогава ( (M) = M( лежи на правата
g( [u1(, u2(, u3(]. При това u1(, u2(, u3( не зависят от координатите на точката M, т.е. за всяка точка N имаме N лежи на g ( ( (N) лежи на g(.

Теоремата е доказана.

В означенията на теоремата е ясно, че можем да разширим действието на ( върху прави: ако g [u1, u2, u3], то ( (g) = g( [u1(, u2(, u3(]. При това връзката между хомогенните координати на g и g( е следната:
[u1(, u2(, u3(] = [u1, u2, u3].C-1. Всъщност, за да сме съвсем коректни, трябва да проверим, че всяка точка от g( е образ на някоя точка от g под действието на (, но това се проверява съвсем лесно.
Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е2*, oпределена чрез матрица C, при това det C = 0 и r (C) = 2. Тогава образите на всички точки под действието на ( образуват права и съществува единствена точка, която няма образ под действието на (.

Доказателство: разглеждаме системата Ct.U = O. Тъй като r (Ct) = r (C) = 2, то системата има ненулево решение [u10, u20, u30]. Всички останали решения на системата са пропорционални на него. Нека g0 [u10, u20, u30].
От казаното правата g0 еднозначно се определя от системата.

Нека M (x1, x2, x3), ( (M) = M( (x1(, x2(, x3(). Тогава u10.x1( + u20.x2( + u30.x3( = = u10.(c11.x1 + c12.x2 + c13.x3) + u20.(c21.x1 + c22.x2 + c23.x3) +

+ u30.(c31.x1 + c32.x2 + c33.x3) = (u10.c11 + u20.c21 + u30.c31).x1 +

+ (u10.c12 + u20.c22 + u30.c32).x2 + (u10.c13 + u20.c23 + u30.c33).x3 = 0.x1 + 0.x2 + + 0.x3 = 0. Така M( (x1(, x2(, x3() лежи на g0. Освен това, лесно се вижда, че ако M( (x1(, x2(, x3() лежи на g0, то системата C.X = X( има решение, т.е. всяка точка от правата g0 е образ на някоя точка.

Една точка M (x1, x2, x3) няма образ под действието на ( точно когато

C.X = O. Тъй като r (C) = 2, то системата има ненулево решение и всички решения са пропорционални на него. Това означава, че решението на системата определя единствена точка, която няма образ под 
действието на (.

Нека ( е линейна трансформация на Е2*, oпределена чрез матрица C, при това det (C) = 0 и r (C) = 1. Съвсем аналогично на теоремата, образите на всички точки лежат на правите с хомогенни координати, определени от системата Ct.U = O. Tъй като r (C) = 1, то всички тези прави образуват сноп, така че образите на всички точки съвпадат под действието на (. Освен това, съществува единствена права, която няма образ под действието на (.
Фиксирана е афинна координатна система K = { O, 
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Съвсем аналогично, една линейна трансформация ( на разширеното евклидово пространство Е3* се дефинира чрез матрица C = (cij)4x4 по следния начин: за всяка точка M (x1, x2, x3, x4), ( (M) = M( (x1(, x2(, x3(, x4(), където 
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. За краткост (оттук нататък) означаваме 

X( = (x1(, x2(, x3(, x4)t, X = (x1, x2, x3, x4)t и тогава действието на ( се описва по следния начин: X( = C.X.

Отново действието на ( е коректно дефинирано, т.е. не зависи от хомогенните координати на точките. Също така е възможно някои точки да нямат образ под действието на ( - това са точно онези точки 

M (x1, x2, x3, x4), за които C.X = O – нулевият стълб.
Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е3*, oпределена чрез матрица C и det C ( 0, т.е. C е неособена. Тогава ( е взаимноеднозначно съответствие на E3* върху Е3*.
Доказателство: абсолютно аналогично на съответната теорема за E2*.

Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е3*, oпределена чрез матрица C и det C ( 0. Тогава ( запазва компланарността и колинеарността, т.е. компланарни точки се изобразяват в компланарни точки и колинеарни точки се изобразяват в колинеарни точки под действието на (.

Доказателство: абсолютно аналогично на теоремата за E3* се показва, че ( запазва компланарността. Нека g е права, g = ( ( (, (, ( - равнини. Нека M1, M2, …, Mk са точки върху g. Тогава M1, M2, …, Mk лежат в ( ( 
(( запазва компланарност) ( (M1), ( (M2), …, ( (Mk) лежат в (( - равнина.

Аналогично, M1, M2, …, Mk лежат в ( ( ( (M1), ( (M2), …, ( (Mk) лежат в 
(( - равнина. При това положение ( (M1), ( (M2), …, ( (Mk) лежат върху правата g( = (( ( ((.
Аналогично, в означенията на теоремата действието на ( може да се разшири върху равнини: ако ( [u1, u2, u3, u4], то ( (() = (( [u1(, u2(, u3(, u4(] и [u1(, u2(, u3(, u4(] = [u1, u2, u3, u4].C-1.
Също така, действието на ( може да се разшири върху прави: 
ако g = ( ( (, то ( (g) = g( = ( (() ( ( (().

Теорема: Нека ( е линейна трансформация на Е3*, oпределена чрез матрица C, при това det C = 0 и r (C) = 3. Тогава образите на всички точки под действието на ( образуват равнина и съществува единствена точка, която няма образ под действието на (.

Доказателство: аналогично на съответната теорема за E2*.

Нека ( е линейна трансформация на Е3*, oпределена чрез матрица C, при това det (C) = 0 и r (C) = 2. Тогава образите на всички точки под действието на ( образуват права и съществува единствена права, която няма образ под действието на (.

Нека ( е линейна трансформация на Е3*, oпределена чрез матрица C, при това det (C) = 0 и r (C) = 1. Тогава образите на всички точки под действието на ( съвпадат и съществува единствена равнина, която няма образ под действието на (.

Централно проектиране в Е3*
Ще дадем синтетична дефиниция на централно проектиране в E3*. 
След това ще изразим аналитично координатите на образа чрез координатите на първообраза.
Нека (0 е фиксирана равнина, S е фиксирана точка, която не лежи в (0.

За произволна точка M, дефинираме ( (M) = SM ( (0. Изображението ( наричаме централно проектиране. Ясно е, че всяка точка освен S има образ под действието на (. Ако S е безкрайна точка, то ( се нарича  успоредно проектиране по направлението, което се определя от тази безкрайна точка.
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Теорема: Дефинираното централно проектиране ( е линейна трансформация на E3* с матрица C, за която r (C) = 3.

Доказателство: нека S (x10, x20, x30, x40), (0 [u10, u20, u30, u40], 

M (m1, m2, m3, m4), M ( S. Ще изразим координатите на точката 
M( = ( (M), M( (m1(, m2(, m3(, m4() чрез координатите на M, S, (0. 
Правата SM има следното параметрично представяне:

x1 = (.x10 + (.m1, x2 = (.x20 + (.m2, x3 = (.x30 + (.m3, x4 = (.x40 + (.m4, 

((, () ( (0, 0). Имаме M( = SM ( (0, така че координатите на M( ще получим, като намерим такива стойности за (, ( в уравнението на правата SM, че M( да лежи на (0. С други думи, u10.((.x10 + (.m1) + 
+ u20.((.x20 + (.m2) + u30.((.x30 + (.m3) + u40.((.x40 + (.m4) = 0 ( 
( (.(u10.x10 + u20.x20 + u30.x30 + u40.x40) + (.(u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + 

+ u40.m4) = 0.
При ( = - (u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + u40.m4), 
( = u10.x10 + u20.x20 + u30.x30 + u40.x40 получаваме координатите на M(:

m1( = (.x10 + (.m1 = - (u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + u40.m4).x10 + (u10.x10 + 
+ u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m1
m2( = (.x20 + (.m2 = - (u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + u40.m4).x20 + (u10.x10 + 
+ u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m2
m3( = (.x30 + (.m3 = - (u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + u40.m4).x30 + (u10.x10 + 
+ u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m3
m4( = (.x40 + (.m4 = - (u10.m1 + u20.m2 + u30.m3 + u40.m4).x40 + (u10.x10 +
+ u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m4
Окончателно,
m1( = (u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m1 – u20.x10.m2 – u30.x10.m3 – u40.x10.m4
m2( = – u10.x20.m1 + (u10.x10 + u30.x30 + u40.x40).m2 – u30.x20.m3 – u40.x20.m4
m3( = – u10.x30.m1 – u20.x30.m2 + (u10.x10 + u20.x20 + u40.x40).m3 – u40.x30.m4
m4( = – u10.x40.m1 – u20.x40.m2 – u30.x40.m3 + (u20.x20 + u30.x30 + u40.x40).m4
Така ( е линейна трансформация с матрица 
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Остава да покажем, че r (C) = 3. За целта извършваме елементарни преобразувания с матрицата C. Нека за определеност u10 ( 0.

Умножаваме първият ред с u10. Прибавяме вторият ред, умножен с u20 към първия ред. Прибавяме третият ред, умножен с u30 към първия ред. Прибавяме четвъртият ред, умножен с u40 към първия ред. Получаваме
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Умножаваме вторият, третият и четвъртият стълб с u10. 
Прибавяме първият стълб, умножен с -u20 към втория стълб. Прибавяме първият стълб, умножен с -u30 към третия стълб. Прибавяме първият стълб, умножен с -u40 към четвъртия стълб. Получаваме
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Тази матрица има ранг 3 – действително, минорът в долния десен ъгъл е равен на 
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(S не лежи в (0). Оттук получаваме, че r (C) = 3.
Афинни преобразувания в Е2*.

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, 
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Нека ( е линейно преобразувание на Е2* с матрица C = (cij)3x3, 
при това det C ( 0. Както знаем, в такъв случай ( е взаимноеднозначно съответствие на E2* върху Е2* (както на точки, така и на прави).

Казваме, че ( е афинно преобразувание, ако ( (() = (, т.е. ако безкрайната права е неподвижна под действието на (.

Ясно е, че в такъв случай ( запазва успоредността на правите, 
т.е. ако a (( b, то ( (a) (( ( (b).
Образът на всяка безкрайна точка е безкрайна точка 

под действието на (. Нека U (x1, x2, 0) е безкрайна точка, 
( (U) = U( (x1(, x2(, 0). Имаме x1( = c11.x1 + c12.x2 + c13.0,

x2( = c21.x1 + c22.x2 + c23.0, 0 = c31.x1 + c32.x2 + c33.0. 

Последното равенство е изпълнено за всеки x1, x2, така че c31 = c32 = 0 и тъй като det C ( 0, то c33 ( 0.

Естествено, образът и праобразът на крайна точка е крайна точка 

под действието на (, което означава, че можем да разглеждаме ( като преобразувание на крайните точки. Нека M (x1, x2, x3) е крайна точка, т.е. x3 ( 0. Нека M (x, y) са нехомогенните координати на M, 
x = 
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. Имаме, че M( = ( (М) e крайна точка с хомогенни координати M( (x1(, x2(, x3() и нехомогенни координати M( (x(, y(),

x( = 
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. Имаме x1( = c11.x1 + c12.x2 + c13.x3, 

x2( = c21.x1 + c22.x2 + c23.x3, x3( = 0.x1 + 0.x2 + c33.x3. 

Делим първото и второто равенство на x3( = c33.x3 ( 0 и получаваме:
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, т.е.
x( = a11.x + a12.y + a13, 

y( = a21.x + a22.y + a23. 

Тук сме положили aij = 
[image: image80.wmf]ij
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, i = 1, 2, j = 1, 2, 3.
И така, върху крайни точки ( действа по следния начин:
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, A = (aij)2x2, a = a13, b = a23. 

Тук det A ( 0, тъй като det C ( 0. Ясно е, че афинното преобразувание ( еднозначно се определя от неособената матрица A и числата a, b.
Оттук нататък ще разглеждаме действието на ( само върху 

крайни точки.

Лесно се съобразява, че афинното преобразувание ( еднозначно се определя от образите на три неколинеарни точки.

От вида на действието на ( върху крайните точки става ясно, че аналитично ( може да се разглежда като смяна на координатната система. При това всеки две афинни координатни системи определят единствено афинно преобразувание, което прехвърля едната координатна система в другата.
Твърдение: Всяка афинна трансформация запазва простото отношение на три точки.

Доказателство: нека ( : 
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 е афинна трансформация,

A = (aij), det A ( 0. Нека M1, M2, M3 са три различни колинеарни точки.

Преди всичко, M1( = ( (M), M2( = ( (M2) и M3( = ( (M3) също са различни колинеарни точки, тъй като ( е неособена линейна трансформация. 
Нека Mi (xi, yi), Mi( (xi(, yi(), i = 1, 2, 3. 

Имаме (M1M2M3) = 
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(M1(M2(M3() 
[image: image84.wmf]¢¢¢¢

====

¢¢

¢¢

11311231

3131

11321232

32

32

a.(x-x)+a.(y-y)

MMx-x

a.(x-x)+a.(y-y)

x-x

MM



[image: image85.wmf].

===

31

1112

313131

32

3232

1112

32

x-x

a.+a

y-yy-yy-y

x-x

y-yy-y

a.+a

y-y

 (M1M2M3). За да сме съвсем коректни, трябва да разгледаме отделно случаите x1 = x2 = x3 и y1 = y2 = y3, но разсъжденията в тези случаи са аналогични.

В означенията на теоремата M3( ( M1(M2( ( (M1(M2(M3() < 0 (
(M1M2M3) < 0 ( M3 ( M1M2. Това означава, че образът на отсечка е отсечка под действието на афинното преобразувание (. Това не е вярно за произволно линейно преобразувание.

Ще разгледаме някои примери за афинни преобразувания. 
Първо ще намерим общ вид на афинните преобразувания (, при които всяка права минава в права успоредна на нея, 
т.е. ( (m) (( m за всяка права m. Еквивалентен факт е безкрайната 

права ( да е поточково неподвижна под действието на (.
Нека ( : 
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, A = (aij), det A ( 0.
Нека m = M1M2, Mi (xi, yi), i = 1, 2. Нека ( (M1) = M1( (x1(, y1(), 

( (M2) = M2( (x2(, y2(). Toгава ( (M1M2) = M1(M2( (( М1М2 (
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, k ( 0 ( (x2( - x1(, y2( - y1() = (k.(x2 - x1), k.(y2 - y1)) (
a11.(x2 - x1) + a12.(y2 - y1) = k.(x2 - x1), a21.(x2 - x1) + a22.(y2 - y1) = k.(y2 - y1) (
( (a11 - k).(x2 - x1) + a12.(y2 - y1) = 0, a21.(x2 - x1) + (a22 - k).(y2 - y1) = 0.

Последните равенства са изпълнени за произволни x1, x2, y1, y2.

При това положение, a11 = a22 = k, a12 = a21 = 0 ( A = 
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Окончателно, действието на ( се описва по следния начин:

x( = k.x + a, y( = k.y + b,
което означава, че ( е композиция на хомотетия и транслация.
Нека l и g са две прави, които не са успоредни. Едно афинно преобразувание ( наричаме дилитация с ос правата g, ако

( (M) = M за всяка M върху g и за всяка права m (( l, ( (m) = m.

Ще намерим общ вид на дилитацията при g = Ox, l (( Oy.

Нека ( : 
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, A = (aij), det A ( 0. Нека M (m, 0) лежи върху Ox.

Имаме ( (M) = M ( m = a11.m + a12.0 + a, 0 = a21.m + a22.0 + b. Последните равенства са изпълнени за всяко m ( a = b = 0, a11 = 1, a21 = 0.

Нека E (0, 1), ( (E) = E1. Тъй като ( (Oy) = Oy, то ( (E) = E1 ( Oy ( 

( E1 (0, k), k ( 0 (тъй като ( (O) = O). От друга страна 
E1 (1.0 + a12.1, 0.0 + a22.1), т.е. E1 (a12, a22). Така a12 = 0, a22 = k.
Окончателно, действието на ( се описва по следния начин:

x( = x, y( = k.y.

Естествено, ако g = Oy и l (( Ox, то дилитацията ( ще се описва така:
x( = m.x, y( = y. 

Става ясно, че ако знаем оста g, то дилитацията се определя еднозначно от образа на точка, която не е инцидентна с g.

[image: image91]
Ортогонални преобразувания (еднаквости) в Е2*.

Фиксирана е ортонормирана координатна система K = { O, 
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Нека ( е афинно преобразувание, ( : 
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æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

¢

èøèøèø

xxa

=A.+

yyb

, A = (aij), det A ( 0.

Казваме, че ( е ортогонално преобразувание (еднаквост), 

ако A е ортогонална матрица. Това означава, че a112 + a212 = a122 + a222 = 1 и a11.a12 + a21.a22 = 0. Оттук лесно се вижда, че A = 
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, където ( ( [0, 2(), ( = (1. Така действието на ( се описва така:

x( = cos(.x - (.sin(.y + a,

y( = sin(.x + (.cos(.y + b.

От вида на действието на ( става ясно, че аналитично ( може да се разглежда като смяна на ортонормирани координатни системи.
При това всеки две ортонормирани координатни системи определят единствено ортогонално преобразувание.
Теорема: Всяко ортогонално преобразувание запазва разстоянието между точките.

Доказателство: нека ( е ортогонално преобразувание, 
( : 
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, A = (aij), A – ортогонална. 
Нека M1 (x1, y1), M2 (x2, y2), ( (M1) = M1( (x1(, y1(), ( (M2) = M2( (x2(, y2(). 

Имаме |M1M2| = 
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|M1M2|. Използвали сме, че A е ортогонална.

Следствие: Всяко ортогонално преобразувание запазва ъглите.

Доказателство: нека ( е ортогонално преобразувание.

Нека A, B, C образуват триъгълник. Тогава A( = ( (A), B( = ( (B), C( = ( (C) също образуват триъгълник. Двата триъгълника ABC и A(B(C( са еднакви по трети признак, тъй като ортогоналните преобразувания запазват разстоянията. Това означава, че съответните им ъгли са равни.

Лема: Нека ( е афинно преобразувание. Съществуват прави l1 ( l2, такива че ( (l1) ( ( (l2).

Доказателство: фиксираме произволна точка O. Нека ( (O) = O(.

Нека K = k (O, r) е окръжност с център O и радиус r. Ще определим функция f : K ( R. За всяко M ( K имаме, че OM е отсечка ( 

( (OM) = O(M( - отсечка, тъй като ( е афинно преобразувание.

Полагаме f (M) = |O(M(|. Ясно е, че f е добре дефинирана функция.
Не е трудно да се провери, че f е непрекъсната. 

От друга страна, K е компактно множество, така че f достига минимум върху K. Нека M0 ( K и f (M0) ( f (M) за всяка M ( K.
Нека t е допирателна към K през M0. Нека ( (t) = t(, ( (M0) = M0(.

Естествено, M0( лежи на t(. Нека N0( лежи на t(, така че O(N0( ( t(.

Нека N0( = ( (N0), N0 лежи на t. Да допуснем, че N0 ( M0.

Тогава N0 е външна за K. Нека ON0 ( K = N, ( (N) = N(, N( лежи на отсечката O(N0(, тъй като N лежи на отсечката ON0.

Имаме f (N) = |O(N(| < |O(N0(| < |O(M0(| = f (M0). Използвали сме, че в правоъгълен триъгълник катетът е по-къс от хипотенузата.

Достигнахме до противоречие с факта, че f достига минимум в M0.

Така M0 = N0, OM0 ( ON0 ( t и ( (OM0) = O(M0( = O(N0( ( t( = ( (t).


[image: image101]
Всъщност, при афинното преобразувание ( окръжността K минава в елипса с център O( и M0( определя малката полуос на елипсата.

Теорема: Всяко афинно преобразувание може да се представи като композиция на две дилитации с взаимно перпендикулярни оси и ортогонално преобразувание.

Доказателство: нека ( е афинно преобразувание. От лемата съществуват прави p ( q, такива че ( (p) ( ( (q). Нека p( = ( (p), q( = ( (q). 

Нека p ( q = O. Тогава p( ( q( = O( = ( (O). Нека E1 е точка от p, E2 е точка от q, такива че |OE1| = |OE2| = 1. Имаме, че ( (E1) = E1( и E1( лежи на p(. Също ( (E2) = E2( и E2( лежи на q(. Нека E1* е точка от p(, E2* е точка от q(, такива че |O(E1*| = |O(E2*| = 1. На тройката точки OE1E2 съответства ортонормирана координатна система К1 = { O, 
[image: image102.wmf]uuuuur
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2

OE

}.

На тройката точки O(E1*E2* съответства друга ортонормирана координатна система K2 = { O(, 
[image: image104.wmf]¢
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}. Двете координатни системи K1 и K2 определят еднозначно ортогонално преобразувание (, 
такова че ( (O) = O(, ( (E1) = E1*, ( (E2) = E2*. Нека (1 е дилитация с ос q(, такава че (1 (E1*) = E1(. Нека (2 е дилитация с ос p(, 

такава че (2 (E2*) = E2(. Твърдим, че ( = (1(2(. Действително, 
((1(2()(E1) = ((1(2)(E1*) = (1 (E1*) = E1( = ( (E1), 
((1(2()(E2) = ((1(2)(E2*) = (1 (E2() = E2( = ( (E2), 
((1(2()(О) = ((1(2)(О() = (1 (О() = О( = ( (O).

Тъй като една афинна трансформация се определя еднозначно от образите на три неколинеарни точки, то ( = (1(2(.
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Класификация на еднаквостите в равнината.

Фиксирана е ортонормирана координатна система K = { O, 
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Класификацията на еднаквостите в равнината извършваме съобразно техните неподвижни точки.
Нека ( е еднаквост, ( : 
[image: image109.wmf]¢
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, A - ортогонална, 

А = 
[image: image110.wmf]qe.q
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sin cos 

, ( ( [0, 2(), ( = (1.

Търсим неподвижни точки на (, т.е. точки M (x, y), такива че ( (M) = M.

Координатите на M удоволетворяват системата
x = cos (.x - (.sin (.y + a,

y = sin (.x + (.cos (.y + b, т.е.

(1 - cos ().x + (.sin (.y = a,
- sin (.x + (1 - (.cos ().y = b.

Детерминантата на системата е ( = 
[image: image111.wmf]qe q
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 = 

= (1 - cos ().(1 - (.cos () + (.sin2 ( = 1 - (.cos ( - cos ( + (.cos2 ( + (.sin2 ( =

= (1 + ().(1 - cos (). Разглеждаме няколко случая.

Нека a = b = 0, ( = -1. Тогава ( = 0. Системата приема вида

(1 - cos ().x - sin (.y = 0,
- sin (.x + (1 + cos ().y = 0.

Неподвижните точки образуват права с уравнение 
[image: image112.wmf]q
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Да означим тази права с g. Дотук имаме, че g е поточково неподвижна под действието на (. Ще покажем, че ( е осева симетрия относно правата g. Тъй като ( запазва разстоянията, достатъчно е да покажем, че за всяка точка M, M( = ( (M) и M( ( M ( MM( ( g.

Нека M (x, y), M( = ( (М). Векторът 
[image: image114.wmf]¢
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 има координати 
((cos ( -1).x + sin (.y, sin (.x - (cos ( +1).y). Ще проверим, че 
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). Действително, ((cos ( -1).x + sin (.y).(-
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) -
- (sin (.x - (cos ( +1).y).
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).y = 0.x + 0.y = 0 за всеки x, y.
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Така 
[image: image125.wmf]¢

uuuuur

MM

 (( 
[image: image126.wmf]uur

g

n

 ( MM( ( g.

[image: image127]
Нека a = b = 0, ( = 1, ( = 0. Тогава очевидно ( е идентитетът, т.е. всяка точка е неподвижна за (.

Нека a = b = 0, ( = 1, ( ( 0. Тогава ( ( 0 и системата има единствено решение (0, 0), т.е. ( има единствена неподвижна точка O (0, 0).
Maтрицата A приема вида 
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Ще покажем, че ( е ротация на ъгъл ( с център O.

Нека M (x, y) е точка, M ( O, M( = ( (M) ( O. Тогава 
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 (x.cos ( - y.sin (, x.sin ( + y.cos (). Имаме 
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 = x.(x.cos ( - y.sin () + y.(x.sin ( + y.cos () = (x2 + y2).cos (.

Знаем, че O е неподвижна и ( запазва разстоянията, така че

|
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| = x2 + y2 ( ( MOM( = (. Освен това, веднага се проверява, че ако ( ( (0, (), то K( = { O, 
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} е положително ориентирана. Ако ( ( ((, 2.(), то K( = { O, 
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} е отрицателно ориентирана. Ако ( = (, то A = 
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 и ( е централна симетрия oтносно точката O.
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Нека (a, b) ( (0, 0), ( = -1. Тогава ( = (2(1, където (1 е осева симетрия относно правата g : 
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Tогава (2 = (2((2((, където (2(( е транслация на вектор 
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, (2( е транслация на вектор 
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. Получихме ( = (2((2(((1. Лесно се съобразява, че еднаквостта (2(((1 също е осева симетрия, но относно ос g(, която се получава от g чрез транслация на вектор 
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. Така ( е композиция на осева симетрия и транслация по вектор, колинеарен с оста на симетрията. В този случай ( се нарича плъзгащо отражение (транслационна симетрия).
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Между другото, в частния случай 
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 плъзгащото отражение се изражда в осева симетрия. Също, при 
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 g ( g(, т.е. оста на симетрия не се променя.
Нека (a, b) ( (0, 0), ( = 1, ( = 0. Тогава A = E и ( се описва по следния начин: x( = x + a, y( = y + b, т.е. ( е транслация на вектор 
[image: image158.wmf]ur
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(a, b).
В последния случай имаме (a, b) ( (0, 0), ( = 1, ( ( 0. Тогава ( ( 0 и системата за неподвижните точки има единствено решение O( (x0, y0).
[image: image1711.wmf]a

n

Извършваме смяна на координатната система, такава че O минава в O(, а координатните вектори се запазват. В новата координатна система матрицата за ( е A и няма стълб от свободни членове. Така ( e ротация на ъгъл ( с център O(.

[image: image159]
Ще подредим получените еднаквости в таблица.

	Еднаквост
	Неподвижни точки
	Неподвижни прави

	идентитет
	всяка точка
	всяка права

	осева симетрия
	точките върху оста на симетрията
	оста на симетрията и всички прави, перпендикулярни на нея

	ротация
	центърът на ротацията
	няма

	транслация
	няма
	всички прави, колинеарни с вектора на транслацията

	плъзгащо отражение
	няма
	оста на отражението


Афинни преобразувания в Е3*.

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, 
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Нека ( е линейно преобразувание на Е3* с матрица C = (cij)4x4, 
при това det C ( 0. Както знаем, в такъв случай ( е взаимноеднозначно съответствие на E3* върху Е3* (както на точки, така и на 
равнини и прави). Казваме, че ( е афинно преобразувание, 
ако ( (() = (, т.е. ако безкрайната равнина е неподвижна под 
действието на (. Ясно е, че в такъв случай ( запазва успоредността на правите, т.е. ако a (( b, то ( (a) (( ( (b) за всеки две прави a, b и успоредността на равнините, т.е. ако ( (( (, то 
( (() (( ( (() за всеки две равнини (, (.
Образът на всяка безкрайна точка е безкрайна точка 

под действието на (. Нека U (x1, x2, x3, 0) е безкрайна точка, 
( (U) = U( (x1(, x2(, x3(, 0). Имаме x1( = c11.x1 + c12.x2 + c13.x3 + c14.0,

x2( = c21.x1 + c22.x2 + c23.x3 + c24.0, x3( = c31.x1 + c32.x2 + c33.x3 + c34.0,
0 = c41.x1 + c42.x2 + c43.x3 + c44.0.

Последното равенство е изпълнено за всеки x1, x2, x3, така че 
c41 = c42 = c43 = 0 и тъй като det C ( 0, то c44 ( 0.

Естествено, образът и праобразът на крайна точка е крайна точка 

под действието на (, което означава, че можем да разглеждаме ( като преобразувание на крайните точки. Нека M (x1, x2, x3, x4) е крайна точка, т.е. x4 ( 0. Нека M (x, y, z) са нехомогенните координати на M, 
x = 
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. Имаме, че M( = ( (М) e крайна точка с хомогенни координати M( (x1(, x2(, x3(, x4() и нехомогенни координати M( (x(, y(, z(),

x( = 
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. Имаме x1( = c11.x1 + c12.x2 + c13.x3 + c14.x4,
x2( = c21.x1 + c22.x2 + c23.x3 + c24.x4, x3( = c31.x1 + c32.x2 + c33.x3 + c34.x4,

x4( = 0.x1 + 0.x2 + 0.x3 + c44.x4.
Делим първото, второто и третото равенство на x4( = c44.x4 ( 0 и получаваме:
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, т.е.
x( = a11.x + a12.y + a13.z + a14, 

y( = a21.x + a22.y + a23.z + a24,
z( = a31.x + a32.y + a33.z + a34.
Тук сме положили aij = 
[image: image175.wmf]ij
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, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4.
И така, върху крайни точки ( действа по следния начин:
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, A = (aij)3x3, a = a14, b = a24, c = a34.
Тук det A ( 0, тъй като det C ( 0. Ясно е, че афинното преобразувание 
( еднозначно се определя от неособената матрица A и числата a, b, c.
Оттук нататък ще разглеждаме действието на ( само върху 

крайни точки.

Лесно се съобразява, че афинното преобразувание ( еднозначно се определя от образите на четири некомпланарни точки.

От вида на действието на ( върху крайните точки става ясно, че аналитично ( може да се разглежда като смяна на координатната система. При това всеки две афинни координатни системи определят единствено афинно преобразувание.

Твърдение: Всяка афинна трансформация запазва простото отношение на три точки.

Доказателство: нека ( : 
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 е афинна трансформация,

A = (aij), det A ( 0. Нека M1, M2, M3 са три различни колинеарни точки.

Преди всичко, M1( = ( (M), M2( = ( (M2) и M3( = ( (M3) също са различни колинеарни точки, тъй като ( е неособена линейна трансформация. 
Нека Mi (xi, yi, zi), Mi( (xi(, yi(, zi(), i = 1, 2, 3. 

Имаме (M1M2M3) = 
[image: image178.wmf]===

31313131

323232

32

MMx-xy-yz-z

x-xy-yz-z

MM

. От друга страна, 

(M1(M2(M3() 
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 (M1M2M3). За да сме съвсем коректни, трябва да разгледаме отделно случаите x1 = x2 = x3,

y1 = y2 = y3, z1 = z2 = z3 но разсъжденията в тези случаи са аналогични.
В означенията на теоремата M3( ( M1(M2( ( (M1(M2(M3() < 0 (
(M1M2M3) < 0 ( M3 ( M1M2. Това означава, че образът на отсечка е отсечка под действието на афинното преобразувание (. Това не е вярно за произволно линейно преобразувание.
Ще разгледаме пример за афинно преобразувание.
Нека ( e равнина, a е права, неинцидентна с (. Едно афинно преобразувание ( наричаме дилитация с ос правата a, ако

( (M) = M за всяка M върху ( и за всяка права m (( a, ( (m) = m.

Ще намерим общ вид на дилитацията при ( = Oyz, a (( Ox.

Нека ( : 
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, A = (aij), det A ( 0. Нека M (0, m1, m2) лежи в Oyz.

Имаме ( (M) = M ( 0 = a11.0 + a12.m1 + a13.m2 + a, m1 = a21.0 + a22.m1 + 

+ a23.m2 + b, m2 = a31.0 + a32.m1 + a33.m2 + c. Последните равенства са изпълнени за всеки m1, m2 ( a = b = c = 0, a22 = a33 = 1, 
a12 = a13 = a23 = a32 = 0. Нека E (1, 0, 0), ( (E) = E1. Тъй като ( (Ox) = Ox, 
то ( (E) = E1 ( Ox ( E1 (k, 0, 0), k ( 0 (тъй като ( (O) = O). От друга страна 
E1 (a11.1 + 0.0 + 0.0, a21.1 + 1.0 + 0.0, a31.1 + 0.0 + 1.0), т.е. E1 (a11, a21, a31). Така a21 = a31 = 0, a11 = k.

Окончателно, действието на ( се описва по следния начин:

x( = k.x, y( = y, z( = z.
Естествено, ако ( = Oxz и a (( Oy, то дилитацията ( ще се описва така:

x( = x, y( = m.y, z( = z.
Ако ( = Oxy, a (( Oz, то дилитацията ( ще се описва така:

x( = x, y( = y, z( = n.z.
Става ясно, че ако знаем равнината (, то дилитацията се определя еднозначно от образа на точка, неинцидентна с (. Освен това, коефициентът k (съответно m, n) задава отношението на разстоянията
|OM| и |OM(|, M( = ( (M) за произволна точка M от оста на дилитацията.


[image: image182]

Ортогонални преобразувания в Е3*. Подобности в Е3*.
Фиксирана е ортонормирана координатна система K = { O, 
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Нека ( е афинно преобразувание, ( : 
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, A = (aij), det A ( 0.

Казваме, че ( е ортогонално преобразувание (еднаквост), 

ако A е ортогонална матрица, т.е. A.At = E.

От вида на действието на ( става ясно, че аналитично ( може да се разглежда като смяна на ортонормирани координатни системи.
При това всеки две ортонормирани координатни системи определят единствено ортогонално преобразувание, което прехвърля едната координатна система в другата.
Теорема: Всяко ортогонално преобразувание запазва разстоянието между точките.

Доказателство: нека ( е ортогонално преобразувание, 
( : 
[image: image187.wmf]¢

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

¢

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

¢

èøèøèø

xxa

y=A.y+b

zzc

, A = (aij), A – ортогонална. 
Нека M1 (x1, y1, z1), M2 (x2, y2, z2), ( (M1) = M1( (x1(, y1(, z1(), ( (M2) = 

= M2( (x2(, y2(, z2(). Имаме |M1M2| = 
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(x-x)+(y-y)+(z-z)

, |M1(M2(| = 
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|M1M2|. Използвали сме, че A е ортогонална, така че векторите-стълбове са ортонормирана система вектори.
Следствие: Всяко ортогонално преобразувание запазва ъглите.

Доказателство: нека ( е ортогонално преобразувание.

Нека A, B, C образуват триъгълник. Тогава A( = ( (A), B( = ( (B), C( = ( (C) също образуват триъгълник. Двата триъгълника ABC и A(B(C( са еднакви по трети признак, тъй като ортогоналните преобразувания запазват разстоянията. Това означава, че съответните им ъгли са равни.

Лема: За всяко афинно преобразувание ( съществуват три взаимно перпендикулярни прави p, q, r, които се пресичат в една точка, такива че ( (p), ( (q), ( (r) също са взаимно перпендикулярни (и също се пресичат в една точка).
Доказателство: фиксираме произволна точка O. Нека ( (O) = O(.

Нека K = k (O, r) е сфера с център O и радиус r. 
Ще определим функция f : K ( R. За всяко M ( K имаме, че OM е отсечка ( ( (OM) = O(M( - отсечка, тъй като ( е афинно преобразувание.

Полагаме f (M) = |O(M(|. Ясно е, че f е добре дефинирана функция.
Не е трудно да се провери, че f е непрекъсната. 

От друга страна, K е компактно множество, така че f достига минимум върху K. Нека M0 ( K и f (M0) ( f (M) за всяка M ( K.
Нека ( е допирателната равнина към K през M0. 
Нека ( (() = ((, ( (M0) = M0(. Естествено, M0( лежи в ((. Нека N0( лежи в ((, така че O(N0( ( ((. Нека N0( = ( (N0), N0 лежи в (. Да допуснем, че N0 ( M0.

Тогава N0 е външна за K. Нека ON0 ( K = N, ( (N) = N(, N( лежи на отсечката O(N0(, тъй като N лежи на отсечката ON0.

Имаме f (N) = |O(N(| < |O(N0(| < |O(M0(| = f (M0). Използвали сме, че в правоъгълен триъгълник катетът е по-къс от хипотенузата.

Достигнахме до противоречие с факта, че f достига минимум в M0.

Така M0 = N0, OM0 ( ON0 ( ( и ( (OM0) = O(M0( = O(N0( ( (( = ( (().


[image: image195]
Всъщност, при афинното преобразувание ( сферата K преминава в елипсоид с център O( и M0( определя най-малката полуос.
Сега разглеждаме ограничението на ( върху равнината (. Ясно е, че ( може да се разглежда като афинно преобразувание на равнината ( в равнината ((, тъй като ( (U() = ( (U((). Тогава съществуват две перпендикулярни прави q, r, които са инцидентни с ( и ( (q) ( ( (r), 
при това ( (q) и ( (r) са инцидентни с ((. Построяваме права q1, инцидентна с M0 и успоредна на правата q. Построяваме 
права r1, инцидентна с M0 и успоредна на правата r. 
Очевидно е, че q1 ( r1. Нека q1( = ( (q1), r1( = ( (r1). Ясно е, че q1(, r1( са инцидентни с ( и q1( ( r1( = M0(. Имаме q1 (( q, r1 (( r и 
( е афинно ( q1( (( ( (q), r1( (( ( (r). Тъй като ( (q) ( ( (r), то q1( ( r1(. 
При това положение, O(M0( ( ( (q1), O(M0( ( ( (r1), тъй като O(M0( е перпендикулярна на всяка права в ((. Аналогично, OM0 ( q1, OM0 ( r1, тъй като OM0 е перпендикулярна на всяка права в (. Търсените прави са OM0, q1 и r1.
Теорема: Всяко афинно преобразувание може да се представи като композиция на три дилитации с взаимно перпендикулярни оси и ортогонално преобразувание.

Доказателство: нека ( е афинно преобразувание. От лемата съществуват прави p, q, r, p ( q, q ( r, p ( r, които се пресичат в точка O, такива че 

( (p) ( ( (q), ( (p) ( ( (r), ( (q) ( ( (r) и ( (p), ( (q), ( (r) се пресичат в точката O( = ( (O). Нека p( = ( (p), q( = ( (q), r( = ( (r). Нека E1 е точка от p, E2 е точка от q, E3 е точка от r, такива че |OE1| = |OE2| = |OE3| = 1. Имаме, че ( (E1) = E1( и E1( лежи на p(, ( (E2) = E2( и E2( лежи на q(, 

( (E3) = E3( и E3( лежи на r(. Нека E1* е точка от p(, E2* е точка от q(, 

E3* е точка от r(, такива че |O(E1*| = |O(E2*| = |O(E3*| = 1. 
На тройката точки OE1E2E3 съответства ортонормирана координатна система К1 = { O, 
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}. На тройката точки O(E1*E2*E3* съответства друга ортонормирана координатна система 
K2 = { O(, 
[image: image199.wmf]¢
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}. Двете координатни системи K1 и K2 определят еднозначно ортогонално преобразувание (, 
такова че ( (O) = O(, ( (E1) = E1*, ( (E2) = E2*, ( (E3) = E3*.

Нека (1 е дилитация с ос p( и неподвижна равнина, определена от правите q(, r( такава че (1 (E1*) = E1(. 
Нека (2 е дилитация с ос q( и неподвижна равнина, определена от правите p(, r(, такава че (2 (E2*) = E2(.
Нека (3 е дилитация с ос r( и неподвижна равнина, определена от правите p(, q(, такава че (3 (E3*) = E3(.

Твърдим, че ( = (1(2(3(. Действително, 

((1(2(3()(E1) = ((1(2(3)(E1*) = ((1(2)(E1*) = (1 (E1*) = E1( = ( (E1), 

((1(2(3()(E2) = ((1(2(3)(E2*) = ((1(2)(E2*) = (1 (E2() = E2( = ( (E2),

((1(2(3()(E3) = ((1(2(3)(E3*) = ((1(2)(E3() = (1 (E3() = E3( = ( (E3),

((1(2(3()(O) = ((1(2(3)(О() = ((1(2)(О() = (1 (О() = О( = ( (О).
Тъй като една афинна трансформация се определя еднозначно от образите на четири некомпланарни точки, то ( = (1(2(3(.
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Фиксирана е афинна координатна система K = { O, 
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Нека k е фиксирано число.
Да означим с (1 дилитацията, която има следното аналитично представяне: x( = k.x, y( = y, z( = z.

Да означим с (2 дилитацията, която има следното аналитично представяне: x( = x, y( = k.y, z( = z.
Да означим с (3 дилитацията, която има следното аналитично представяне: x( = x, y( = y, z( = k.z.

Трансформацията ( = (3(2(1 очевидно е афинна и има следното аналитично представяне: x( = k.x, y( = k.y, z( = k.z. В матричен запис действието на ( се определя така: 
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. Ясно е, че точката O е единствената неподвижна точка на (. Образът M( = ( (M) на всяка точка M под действието на ( лежи на правата OM, при това 
[image: image207.wmf]¢
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 = k.
[image: image208.wmf]OM

.
При това положение, всяка права инцидентна с O, а значи и всяка равнина инцидентна с O е неподвижна под действието на (.

Освен това, лесно се съобразява, че всяка права се изобразява в успоредна на нея, т.е. безкрайната равнина е поточково неподвижна под действието на (. Също, за произволна отсечка AB, 
[image: image209.wmf]j
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=

AB

k.
Трансформацията ( наричаме хомотетия с център точката O. 
Числото k се нарича коефициент на подобие на хомотетията (.

[image: image210]
Нека ( e произволна еднаквост. Афинната трансформация ( = (( наричаме подобност. Нека ( : 
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, A = (aij), A – ортогонална.
Тогава ( има следното аналитично представяне: 
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, където k е коефициентът на подобие на (.

Теорема: Всяка подобност ( запазва отношението на разстоянията, т.е. за всеки четири точки A, B, C, D имаме 
[image: image213.wmf]pp 

 (AB)(CD)

=

ABCD

.
Доказателство: нека ( = ((, ( - хомотетия с център O и коефициент на подобие k, ( е еднаквост. Нека A, B са точки. Tъй като ( е еднаквост, то |( (AB)| = |AB|. Тогава 
[image: image214.wmf]pcy c y 
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==k
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. Така отношението на разстоянията е постоянно и не зависи от точките A, B.

Следствие: Всяка подобност запазва ъглите.

Доказателство: нека ( е подобност. Нека A, B, C образуват триъгълник. Тогава A( = ( (A), B( = ( (B), C( = ( (C) също образуват триъгълник. Двата триъгълника ABC и A(B(C( са подобни, тъй като подобностите запазват отношенията на разстоянията. Това означава, че съответните им ъгли са равни.
Теорема: Нека ( e афинно преобразувание, което запазва отношението на разстоянията. Тогава ( е подобност.

Доказателство: нека k е число, такова че 
[image: image215.wmf]j
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 за всеки 
две точки A, B. Ще използваме означенията от теоремата за декомпозиция на афинно преобразувание в дилитации и еднаквост.
Имаме ( = (1(2(3(, където (1, (2, (3 са дилитации по взаимноперпендикулярни оси p, q, r, които се пресичат в една точка O,
(1 (E1*) = E1( = ( (E1), (2 (E2*) = E2( = ( (E2), (3 (E3*) = E3( = ( (E3).
Също така ( е еднаквост, която прехвърля ортонормираната координатна система К1 = { O, 
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} в ортонормираната координатна система K2 = { O(, 
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Спрямо K2 дилитацията (1 има следното аналитично представяне:

x( = k1.x, y( = y, z( = z.

Спрямо K2 дилитацията (2 има следното аналитично представяне:

x( = x, y( = k2.y, z( = z.
Спрямо K2 дилитацията (3 има следното аналитично представяне:

x( = x, y( = y, z( = k3.z.

Тук k1 = 
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. Имаме |OE1| = |O(E1*| = 1,
|OE2| = |O(E2*| = 1, |OE2| = |O(E2*| = 1. При това положение,
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Така (1(2(3 е хомотетия с коефициент на подобие k и ( = (1(2(3( e подобност.

Класификация на еднаквостите в пространството.

Фиксирана е ортонормирана координатна система K = { O, 
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Теорема: Нека ( е афинно преобразувание, което има неподвижна точка M. Тогава ( има неподвижна права, която е инцидентна с M.
Доказателство: преминаваме към нова координатна система 
K( = { М, 
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, A = (aij), det A ( 0.

Тъй като A е матрица от нечетен ред, то тя има собствена стойност (0 и съответен собствен вектор (x0, y0, z0). Нека N (x0, y0, z0).

Тогава правата ON има следното параметрично представяне: 
x = (.x0, y = (.y0, z = (.z0, ( - параметър. Ще проверим, че ON е търсената права. Действително, нека P ((.x0, (.y0, (.z0) е инцидентна с ON.
Тогава P( = ( (P) има стълб от координати 
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, т.е. P( ((.(0.x0, (.(0.y0, (.(0.z0), така че P( е инцидентна с ON. Теоремата е доказана.

Класификацията на еднаквостите в пространството извършваме съобразно техните неподвижни елементи.

Нека ( е еднаквост, която има неподвижна точка. От теоремата ( има неподвижна права, която е инцидентна с точката.
Извършваме смяна на координатната система, така че центърът O да е неподвижната точка на (, а апликатната ос Oz да е неподвижната права на (, инцидентна с O. Тъй като ( (O) = O, то ( : 
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, A = (aij),
A – ортогонална матрица. Освен това, за всяка точка M, инцидентна с Oz имаме, че ( (M) е инцидентна с Oz. Нека M (0, 0, (), M( = ( (M).

Тогава М( (0, 0, ((). При това, 0 = a11.0 + a12.0 + a13.(, 

0 = a21.0 + a22.0 + a23.(, (( = а31.0 + а32.0 + а33.(. Първите две равенства са изпълнени за всяко (, така че a13 = a23 = 0. При това A е неособена, така че a33 ( 0. Тъй като A е ортогонална, то a12.a13 + a22.a23 + a32.a33 = 0, т.е.

a13.0 + a22.0 + a32.a33 = 0, a33 ( 0 ( a32 = 0. Аналогично, 

a11.a13 + a21.a23 + a31.a33 = 0, т.е. a11.0 + a21.0 + a33.a33 = 0, a33 ( 0 ( a31 = 0.
Да означим a33 = ( ( 0. Получихме, че матрицата A има вида
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= E, така че A( е ортогонална и ( = (1. Тогава A( = 
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( ( [0, 2(]. Окончателно, A = 
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Неподвижните точки на ( удоволетворяват системата

(A - E)
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Да означим R = r (A - E), R( = r (A( - E(), E( е единичната матрица от ред 2.

Очевидно е, че R( = R или R( + 1 = R. При това R( + 1 = R ( ( = -1.
Разглеждаме различните случаи за R и R(.

От класификацията на еднаквостите в равнината знаем, че

R( = 0 ( ( = 1, ( = 0; R( = 1 ( ( = -1; R( = 2 ( ( = 1, ( ( 0.

Нека R = 0. Тогава R( = 0. Така ( = 1, ( = 0, ( = 1. Очевидно е, че ( в този случай е идентитетът.
Нека R = 1, R( = 0. Тогава ( = 1, ( = 0, ( = -1. Очевидно е, че действието на ( в този случай се описва така: x( = x, y( = y, z( = -z. 

Така ( е симетрия, относно равнината Oxy.

[image: image247]
Нека R = 1, R( = 1. Тогава ( = -1, ( = 1. Действието на ( се описва така:
x( = cos (.x + sin (.y,

y( = sin (.x – cos (.y,

z( = z.

Равнините, които са успоредни на Oxy са неподвижни под 

действието на (. Във всяка една от тях, ( действа като осева симетрия.

Всъщност ( е симетрия, относно равнината ( с уравнение 
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.y = 0. Действително, точките от равнината ( и само те са неподвижни под действието на ( и както при класификация на еднаквостите в равнината се проверява, че за всяка точка 

M, M( = ( (M) и M( ( M ( MM( ( (.

[image: image250]
Така и в двата случая при R = 1 получаваме симетрия относно равнина.
Нека R = 2, R( = 1. Тогава ( = -1, ( = -1. Действието на ( се описва така:
x( = cos (.x + sin (.y,

y( = sin (.x – cos (.y,

z( = -z.
Правата l, която е пресечница на равнината Oxy с равнината 
( : 
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.y = 0 е поточкова неподвижна под действието на (.

Не е трудно да се съобрази, че ( е симетрия, относно правата l.

Действително, ( е композиция на симетрия, относно равнината ( и симетрия относно равнината Oxy.

[image: image253]BNnwNa
Нека R = 2, R( = 2. Тогава ( = 1, ( ( 0, ( = 1. 
Действието на ( се описва така:

x( = cos (.x – sin (.y,

y( = sin (.x + cos (.y,

z( = z.

Точките върху Oz и само те са неподвижни под действието на (. 

Равнините, успоредни на Oxy са неподвижни и във всяка от тях ( индуцира ротация на ъгъл (. 
Така ( е ротация около правата Oz на ъгъл (.

[image: image254]
Симетрията относно права може да се разглежда като ротация на ъгъл ( около правата. Така и в двата случая при R = 2 получаваме ротация около права.

Нека R = 3, R( = 2. Тогава ( = 1, ( ( 0, ( = -1. Действието на ( се описва по следния начин:

x( = cos (.x – sin (.y, y( = sin (.x + cos (.y, z( = -z.

Точката O е единствената неподвижна точка на (, равнината Oxy е единствената неподвижна равнина на (, правата Oz е единствената неподвижна права на (. Естествено, ( може да се представи като композиция ( = (2(1, където (1 е ротация около Oz на ъгъл ( и (2 е симетрия относно Oxy. В този случай ( се нарича въртящо отражение (ротационна симетрия).


[image: image255]
Изчерпахме всички случаи, в които ( има неподвижна точка.

Нека ( няма неподвижни точки, ( : 
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, A = (aij), 

A - ортогонална, (a, b, c) ( (0, 0, 0). Тогава ( = (2(1, където
(1 : 
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, (2 : x( = x + a, y( = y + b, z( = z + c.

Да означим R = r (A - E), R1 = r
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, т.е. R1 е рангът на разширената матрица на системата за неподвижни точки на (. Тъй като ( няма неподвижни точки, то R1 = R + 1. Разглеждаме случаи за R и R1.
Да отбележим, че R не зависи от координатната система, тъй като при смяна на координатната система матрицата A - E се преобразува към подобна на нея.
Нека R = 0, R1 = 1. Тогава (1 е идентитет ( ( = (2(1 = (2, т.е. ( е транслация на вектор 
[image: image259.wmf]ur
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(a, b, c).

Нека R = 1, R1 = 2. Тогава (1 е симетрия относно равнина. Да извършим смяна на координатната система, така че равнината на симетрията да съвпадне с Oxy. Тогава в новата координатна система (1 действа така:
x( = x, y( = y, z( = -z, а действието на (2 върху координатите се запазва: 
x( = x + a, y( = y + b, z( = z + c. Представяме (2 = (2(((2(, където

(2(( : x( = x + a, y( = y + b, z( = z, (2( : x( = x, y( = y, z( = z + c. 
Тогава ( = (2(((2((1. Трансформацията (2((1 действа по следния начин:

x( = x, y( = y, z( = c - z. Oчевидно e, че (2((1 e симетрия относно равнината z = 
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. Също така, (2(( е транслация на вектор 
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(a, b, 0). В този случай 

( се нарича плъзгащо отражение (транслационна симетрия).


[image: image262]
Нека R = 2, R1 = 3. Тогава (1 е ротация около права. Да извършим смяна на координатната система, така че тази права да съвпадне с Oz. Тогава в новата координатна система, (1 действа така:
x( = cos (.x – sin (.y,

y( = sin (.x + cos (.y,

z( = z.
Действието на (2 върху координатите се запазва:

x( = x + a, y( = y + b, z( = z + c.

Представяме (2 = (2(((2(, където (2(( : x( = x + a, y( = y + b, z( = z, 

(2( : x( = x, y( = y, z( = z + c. 
Тогава ( = (2(((2((1. Трансформацията (2((1 действа по следния начин:

x( = cos (.x – sin (.y + a,

y( = sin (.x + cos (.y + b, 

z( =  z. 

Равнините, успоредни на Oxy са неподвижни под действието на (2((1.
Нека (x0, y0) е единственото решение на системата

(1 - cos ().x + sin (.y = a,

- sin (.x + (1 - cos ().y = b.

Toгава за всяко z0 в равнината z = z0, (2((1 индуцира ротация около точката с координати (x0, y0, z0). Това означава, че (2((1 е ротация около правата l с параметрично представяне x = x0, y = y0, z = (.
Естествено, l (( Oz. Също така, (2(( е транслация на вектор 
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(0, 0, c) (( l.

В този случай ( се нарича винтово движение.

[image: image264]
Ще подредим получените еднаквости в таблица.
	Еднаквост
	R
	R1
	Неподвижни точки
	Неподвижни прави
	Неподвижни равнини

	идентитет
	0
	0
	всяка точка
	всяка права
	всяка равнина

	транслация
	0
	1
	няма
	правите, колинеарни с вектора на транслацията
	равнините, компланарни с вектора на транслацията

	симетрия относно равнина
	1
	1
	точките в равнината на симетрията
	правите в равнината на симетрията и правите, перпендикулярни на равнината на симетрията
	равнината на симетрията и равнините, перпендикулярни на равнината на симетрията

	плъзгащо отражение
	1
	2
	няма
	правите в равнината на отражението, колинеарни с вектора на плъзгането
	равнината на отражението и равнините, перпендикулярни на равнината отражението, които са компланарни с вектора на плъзгането

	ротация около права
	2
	2
	точките от оста на ротацията
	оста на ротацията
	равнините, перпендикулярни на оста на ротацията

	винтово движение
	2
	3
	няма
	оста на въртенето
	няма

	въртящо отражение
	3
	3
	пресечната точка на оста на въртенето и равнината на отражението
	оста на въртенето
	равнината на отражението


Проекционни методи. Теорема на Полке-Шварц.
В E3* фиксираме крайна равнина ( и точка S, такава че S не лежи на (.
Дефинираме изображение ( на E3* по следния начин: ( (X) = SX ( ( = X(.
С други думи, за всяка точка X образът ( (X) се 

получава по следния начин:

1. Прекарваме права през S и X.

2. Търсеният образ е пресечната точка на правата SX с (.
Точката S наричаме център на проектирането, равнината ( наричаме проекционна равнина.
От дефиницията е очевидно, че S е единствената точка, която няма образ под действието на (. Също така, вече показахме, че ( е линейна трансформация, която се задава с матрица с ранг 3.
Точката X( = ( (X) се нарича проекция на точката X.

Ако S е крайна точка, говорим за централно проектиране.
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Ако S е безкрайна точка, S = Ua говорим за успорено проектиране по направлението, определено от безкрайната точка.
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В частния случай, когато a ( (, говорим за ортогонално проектиране.

Да отбележим, че при ортогонално проектиране проекционната равнина определя еднозначно направлението на проектиране.

Както вече отбелязахме, всяка точка X освен S има образ X( под действието на (.
Нека g е произволна права, g не минава през S. Тогава g и S определят равнина и образът на правата g под действието на ( съвпада с пресечницата на тази равнина с (. С други думи, ( запазва колинеарността върху правите, които не минават през S.
Така за всяка права g, която не минава през S имаме, че ( (g) е права.

Нека g е произволна права, която минава през S. Тогава образът на g под действието на ( съвпада с пробода на g в (.

Така за всяка права g, която минава през S имаме, че ( (g) е точка.

Нека ( е произволна равнина, която не минава през S. Тогава ограничението на ( върху ( е биекция на ( върху (. Действително, всяка точка от ( има образ под действието на ( (S не лежи в () и всяка точка X( върху ( има точно един първообраз X върху ( - това е прободът на 
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Нека ( е произволна равнина, ( минава през S. Тогава образът на ( под действието на ( е пресечницата на ( с (. Така за всяка равнина (, която минава през S имаме, че ( (() е права.
Ясно е, че равнината ( е поточково неподвижна при проектирането.
Нека ( е равнина, която не минава през S. Означаваме с (( ограничението на ( върху (. Вече отбелязахме, че (( е 

биекция на ( върху (. Така (( е линейно и неособено.
Ако S е безкрайна точка, то (( винаги е афинно. Действително, ако U е безкрайна точка от равнината (, то правата SU е безкрайна права, така че SU ( ( е безкрайна точка на (. Така (( (U() = U(.
По този начин при успоредно проектиране безкрайните точки се изобразяват в безкрайни.
Ако S е крайна точка, то (( не винаги е афинно.

Имаме (( е афинно ( ( (( (. Действително, ако ( (( (, то безкрайната права на ( съвпада с безкрайната права на ( и тя е неподвижна под действието на ((. Ако ( (( (, то ( има безкрайна точка U, 
която не лежи в ( и тогава правата SU пробожда ( в крайна точка.
Под фигура разбираме множество от точки.

Казваме, че две фигури F и F( са афинно еквивалентни, ако съществува афинно преобразувание (, такова че ( (F) = F(.

Означаваме F ~A F(. Например, всеки два тетраедъра са афинно еквивалентни.
Казваме, че една фигура ABCD е четириъгълник, ако точките A, B, C, D лежат в една равнина и никои три от тях не са колинеарни.

Лема: Нека ABCD и A(B(C(D( са четириъгълници. Нека K = AC ( BD,

K( = A(C( ( B(D(. Тогава ABCD ~A A(B(C(D( ( 

( (ACK) = (A(C(K() и (BDK) = (B(D(K().


[image: image265]
Доказателство: нека ABCD ~A A(B(C(D(. Тогава (ACK) = (A(C(K() и 
(BDK) = (B(D(K(), тъй като всяко афинно преобразувание запазва простите отношения между точките. Нека (ACK) = (A(C(K() и
(BDK) = (B(D(K(). Нека Е не лежи в равнината ABCD, E( не лежи в равнината A(B(C(D(. Тогава ABCE и A(B(C(E( са тетраедри. При това положение, съществува афинно преобразувание (, такова че

( (A) = А(, ( (B) = B(, ( (C) = C(, ( (E) = E(. Нека ( (K) = K*. Тъй като 
( запазва простите отношения, то (ACK) = (A(C(K*). От друга страна

(ACK) = (A(C(K() по условие ( (A(C(K() = (A(C(K*) ( K( и K* съвпадат, тъй като положението на всяка точка X върху правата AC еднозначно се определя от простото отношение (ACX). Така ( (K) = K(.

Аналогично, нека ( (D) = D*. Тъй като ( запазва простите отношения, то
(BDK) = (B(D*K(). От друга страна, (BDK) = (B(D(K() ( (B(D*K() = (B(D(K().

По аналогични причини имаме D( = D*. Така ( (D) = D(.

И така ( е афинно и ( (A) = А(, ( (B) = B(, ( (C) = C(, ( (D) = D( (
( ABCD ~A A(B(C(D(.

Теорема: Нека ( е афинно преобразувание на E3*. Нека ( е равнина и
( (() = (0 - равнина. Съществуват равнина (( и ( - подобност, такива че

( (() = (( и ( ((() = (0, където ( е ортогоналното проектиране в (0.
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Доказателство: тъй като ( е афинно, то съществуват прави p, q, такива че p и q лежат в (, p ( q и ( (p) ( ( (q). Нека ( (p) = p0, ( (q) = q0.

Естествено, p0, q0 лежат в (0. Нека p ( q = O, p0 ( q0 = O0 = ( (O).

Избираме точки A0 върху p0, B0 върху q0, такива че |O0A0| = |O0B0|.

Нека A лежи върху p, B лежи върху q, такива че ( (A) = A0, ( (B) = B0.

Нека за определеност |OA| ( |OB|, 
[image: image267.wmf]OA
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 = k ( 1. Построяваме права h, такава че h ( (0 и A0 лежи на h. Избираме точка A1 върху h, 

такава че 
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 = k. Такава точка можем да изберем, тъй като ъгълът

O0A0A1 е прав и k ( 1. От теоремата за трите перпендикуляра, 
O0A1 ( O0B0. Да означим с (( равнината O0A1B0. Нека ( е афинното преобразувание на (, такова че ( (O) = O0, ( (A) = A1 и ( (B) = B0. 

Естествено, под действието на ( перпендикулярните прави p, q се изобразяват в правите O0A1, O0B0, които също са перпендикулярни.

Поради тази причина, можем да разложим ( в произведение на еднаквост и две дилитации с оси O0A1 и O0B0. При това,

[image: image269.wmf]0101
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[image: image270.wmf]0100
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. Както в теоремата за характеризация на подобностите като афинните преобразувания, запазващи отношенията получаваме, че ( е подобност. Ако трябва да сме съвсем коректни, ( е подобност на ( в (0 и трябва да се продължи до подобност на E3*, но това построение е тривиално. Естествено, (( не е перпендикулярна на (, тъй като A1O0 не е перпендикулярна на (, 
така че ( ((() = (0.
Следствие: Нека ABCD, A0B0C0D0 са четириъгълници и 
ABCD ~A A0B0C0D0. Нека правата a минава през A0, a ( A0B0C0D0, правата b минава през B0, b ( A0B0C0D0, правата c минава през C0,

c ( A0B0C0D0, правата d минава през D0, d ( A0B0C0D0. Тогава съществува такава равнина ((, че ако A( = a ( ((, B( = b ( ((, C( = c ( (( и

D( = d ( ((, то A(B(C(D( е четириъгълник, подобен на ABCD.


[image: image271]
Доказателство: съществува афинно преобразувание (, такова че
( (A) = A0, ( (B) = B0, ( (C) = C0, ( (D) = D0. Нека ( = ABCD, (0 = A0B0C0D0. Естествено, ( (() = (0. От теоремата съществува равнина (( и 
подобност (, такива че ( (() = (( и ( ((() = (0, където ( е ортогоналното проектиране върху (0. 

Имаме ((() (A) = A0 ( ( (A) лежи на a, но ( (A) лежи в (( ( 

( ( (A) = a ( (( = A(. Аналогично, ( (B) = b ( (( = B(, ( (C) = c ( (( = C(, 

( (D) = d ( (( = D(. Имаме, че ( е подобност ( 
( ABCD е подобен на A(B(C(D(.
Теорема (Полке-Шварц): За всеки тетраедър 
[image: image272.wmf]ABCD

 и всеки четириъгълник ABCD съществуват безкрайна точка Ul и равнина ((, такива че успоредната проекция на 
[image: image273.wmf]ABCD

 върху ( по направлението l е четириъгълник, подобен на ABCD.

[image: image274]
Доказателство: нека (ACK) = (, (BDK) = (. Избираме 
[image: image275.wmf]M

 върху 
[image: image276.wmf]AC

, 

такава че (
[image: image277.wmf]ACM

) = (. Избираме 
[image: image278.wmf]N

 върху 
[image: image279.wmf]BD

, такава че (
[image: image280.wmf]BDN

) = (.
Естествено, 
[image: image281.wmf]M

 ( 
[image: image282.wmf]N

, тъй като правите 
[image: image283.wmf]AC

 и 
[image: image284.wmf]BD

 са кръстосани.

Нека l е правата 
[image: image285.wmf]MN

. Избираме равнина (0, такава че l ( (0.

Нека правата a минава през 
[image: image286.wmf]A

, a (( l, правата b минава през 
[image: image287.wmf]B

, b (( l,

правата c минава през 
[image: image288.wmf]C

, c (( l, правата d минава през 
[image: image289.wmf]D

, d (( l.

Нека l ( (0 = K0. Естествено, от теоремата на Талес простите отношения се запазват при успоредно проектиране, така че (A0C0K0) = (
[image: image290.wmf]ACM

) = ( и
(B0D0K0) = (
[image: image291.wmf]BDN

) = (. От критерия за афинна еквивалентност на четириъгълници получаваме ABCD ~A A0B0C0D0. Прилагаме горното следствие и получаваме, че съществува такава равнина ((, че ако 

A( = a ( ((, B( = b ( ((, C( = c ( (( и D( = d ( ((, то A(B(C(D( е четириъгълник, подобен на ABCD. Естествено, A(B(C(D( е успоредната проекция на 
[image: image292.wmf]ABCD

 върху (( по направлението l. Теоремата е доказана.
Аксонометрия. Проекционен апарат. Коефициенти на изменение. Изобразяване на точки, прави и равнини.
В пространството е фиксирана афинна координатна система
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При аксонометрията, проекционният апарат се състои от
проекционна равнина ( и безкраен проекционен център S, S = Ul, 
S не лежи в (, т.е. l (( (. По дефиниция изискваме S да не лежи в никоя от координатните равнини (
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). С други думи, правата l не е успоредна на никоя от координатните равнини.
По-нататък ще си мислим, че всички тези елементи са фиксирани и когато говорим за проекция имаме предвид успоредна проекция върху ( по направлението l, освен ако изрично не е споменато друго.

В аксонометрия говорим само за крайни точки, крайни прави и крайни равнини. Причината е, че при успоредно проектиране безкрайната равнина е неподвижна.
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Избираме представители 
[image: image308.wmf]uuuuur
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,
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 на координатните вектори
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 съответно. Означаваме с O, Ex, Ey, Ez проекциите на 
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, 
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E

, 
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, 
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E

. Успоредното проектиране е афинно върху всяка от координатните равнини, тъй като по дефиниция направлението l не е успоредно на никоя от тях. При това положение, точките O, Ex, Ey, Ez образуват четириъгълник в (.
Нека 
[image: image318.wmf]A

(xA, yA, zA) спрямо 
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. Нека 
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Означаваме с A, Ax, Ay, Az проекциите на 
[image: image326.wmf]A

, 
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, 
[image: image328.wmf]y
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, 
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.

Тъй като простите отношения се запазват при успоредното проектиране и никоя от координатните оси не е успоредна на l, то 
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По този начин, положението на точките Ax, Ay, Az еднозначно се определят от координатите на 
[image: image336.wmf]A

 спрямо 
[image: image337.wmf]K

.

Нека 
[image: image338.wmf]1

A

(xA, yA, 0) е проекцията на 
[image: image339.wmf]A

 в координатната равнина (
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) по направлението на 
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. Означаваме с A1 проекцията на 
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.

Тъй като 
[image: image345.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image346.wmf]1
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 (( 
[image: image347.wmf]z

OE

, то AA1 (( OEz. Аналогично, A1Ax (( OEy, A1Ay (( OEx,
AAz (( OEx. По този начин, положението на A1 в ( еднозначно се определя от положението на Ax и Ay. Тъй като AA1 (( OEz, AAz (( OEx, положението на
A в ( еднозначно се определя от положението на A1 и Az.

И така, ако знаем проекциите O, Ex, Ey, Ez, то само по координатите на точките спрямо 
[image: image348.wmf]K

 можем да строим техните проекции в (.

Правите OEx, OEy, OEz се наричат аксонометрични оси.

Ако 
[image: image349.wmf]K

 е ортонормирана, то числата p = |OEx|, q = |OEy|, r = |OEz| се наричат коефициенти на изменение.
Точката A се нарича аксонометрична проекция на точката 
[image: image350.wmf]A

,

точката A1 се нарича първа вторична проекция на точката 
[image: image351.wmf]A

.

Естествено, можем да дефинираме втора и трета вторична проекция като аксонометричните проекции на проекциите на 
[image: image352.wmf]A

 в другите две координатни равнини, но ние ще работим само с първата вторична проекция и често ще я наричаме само вторична проекция.

Теорема (основна теорема на аксонометрията): При всеки избор на точките O, Ex, Ey, Ez може да се намери проекционен апарат, при който с точност до подобност координатната система се проектира точно в тези точки. Естествено, точките O, Ex, Ey, Ez трябва да образуват четириъгълник.
Доказателство: прилагаме теоремата на Полке-Шварц.

Изобразяване на точка
Всяка точка 
[image: image353.wmf]A

 в аксонометрия се изобразява чрез двойката (A, A1), където A е проекцията на 
[image: image354.wmf]A

, А1 e първата вторична проекция на 
[image: image355.wmf]A

.
Oзначаваме това по следния начин: 
[image: image356.wmf]A

 (A, A1).

Причината е, че проекцията A не определя еднозначно 
[image: image357.wmf]A

 - всички точки върху правата през 
[image: image358.wmf]A

, успоредна на l имат същата проекция.
Вече видяхме, че AA1 (( OЕz. Естествено, A и A1 еднозначно се 

определят от 
[image: image359.wmf]A

. Обратното също е вярно. Действително, правата през A1, успоредна на l пробожда координатната равнина (
[image: image360.wmf]O
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) в 
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.
Точката 
[image: image364.wmf]A

 се получава като пресечница на правата през 
[image: image365.wmf]1

A

, колинеарна с 
[image: image366.wmf]uur
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 и правата през A, успоредна на l.
Нещо повече, всяка двойка точки (A, A1), такива че AA1 (( OЕz са образ на единствена точка 
[image: image367.wmf]A

. Разсъжденията дотук са валидни, ако A ( A1.
Нека A ( A1. Това означава, че 
[image: image368.wmf]A

 и 
[image: image369.wmf]1

A

 лежат на права, успоредна на l.

Но това е възможно само ако 
[image: image370.wmf]A

 ( 
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, тъй като l не е колинеарна с 
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Оттук получаваме A ( A1 ( 
[image: image373.wmf]A

 ( 
[image: image374.wmf]1
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. Тъй като 
[image: image375.wmf]1

A

 се определя 

еднозначно от A1, то всяка двойка еднакви точки (A, A1) е образ на единствена точка 
[image: image376.wmf]A

.
Изобразяване на права. Стъпки на права.
Нека 
[image: image377.wmf]a

 е права в пространството. Означаваме с a проекцията на 
[image: image378.wmf]a

 в (.
Тя се построява по следния начин: през 
[image: image379.wmf]a

 построяваме равнина, успоредна на l и проекцията a е пресечница на тази равнина с (.

Тази пресечница винаги съществува, тъй като l не е успоредна на (.
Естествено, това построение е валидно ако 
[image: image380.wmf]a

 не е успоредна на l.

Ако 
[image: image381.wmf]a

 е успоредна на l, то проекцията a е точка - прободът на 
[image: image382.wmf]a

 в (.
Нека 
[image: image383.wmf]1

a

 е проекцията на 
[image: image384.wmf]a

 в координатната равнина (
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) по направлението на 
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. Ясно е, че 
[image: image389.wmf]1

a

 е права или точка.

Имаме, че 
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 е точка ( 
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 (( 
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. Също, 
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 лежи в (
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Означаваме с a1 проекцията на 
[image: image399.wmf]1

a

 в (.

Естествено, a1 наричаме вторична проекция на правата 
[image: image400.wmf]a

.

Всяка права 
[image: image401.wmf]a

 в аксонометрия се изобразява чрез двойката (a, a1).

Означаваме това по следния начин: 
[image: image402.wmf]a

 (a, a1).
Причината отново е, че проекцията a (ако е права) не определя еднозначно 
[image: image403.wmf]a

 - всички прави в равнината през a, успоредна на l имат същата проекция. Естествено, за всяка права 
[image: image404.wmf]a

 имаме, че a и a1 са еднозначно определени. При това, a е точка ( 
[image: image405.wmf]a

 (( l, а1 e точка ( 
( 
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 е точка ( 
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 (( 
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, тъй като 
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 лежи в (
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a

 не е 
успоредна на l. При това положение, a и a1 не може едновременно да са точки, тъй като l не е колинеарна с 
[image: image414.wmf]uur
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.

Сега ще проверим кога проекцията a и вторичната проекция a1 определят еднозначно правата 
[image: image415.wmf]a

.
Нека a и a1 са различни прави. Построяваме равнина през a1, 
успоредна на l. Естествено, тази равнина има пресечница с (
[image: image416.wmf]O
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) и тя е правата 
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. Правата 
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 получаваме като пресечница на равнината 
през 
[image: image421.wmf]1

a

, компланарна с 
[image: image422.wmf]uur
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 и равнината през a, успоредна на l (лесно се вижда, че тези равнини не съвпадат).
Нещо повече, всяка двойка различни прави (a, a1), такива че a1 (( OEz и
a (( OEz е образ на единствена права 
[image: image423.wmf]a

.
Нека a ( a1 са съвпадащи прави. Това означава, че 
[image: image424.wmf]a

 и 
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a

 лежат в равнина, успоредна на l. От друга страна, равнината през 
[image: image426.wmf]a

 и 
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 е успоредна на 
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 ( OEz (( a1 ( a. При това a е права ( 
[image: image429.wmf]a

 (( l и a1 е права ( 
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 (( 
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. Тези разсъждения са валидни, ако 
[image: image432.wmf]a

 ( 
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.

Естествено, ако 
[image: image434.wmf]a

 = 
[image: image435.wmf]1

a

, то a ( a1. Произволна двойка съвпадащи прави (a, a1), такива че a ( a1 (( OEz, има за първообрази правите 
[image: image436.wmf]a

 (( l, 
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 (( 
[image: image438.wmf]z
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 в равнината през a1, успоредна на l. Ако a ( a1 (( OEz, то двойката (a, a1) има единствен първообраз - пресечницата на (
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през a1, успоредна на l.
Нека a е точка, a1 е права. Това означава, че 
[image: image442.wmf]a

 (( l ( равнината през

[image: image443.wmf]a

 и 
[image: image444.wmf]1

a

 е успоредна на l и както по-горе OEz (( a1. Тази равнина се проектира в правата a1 и правата 
[image: image445.wmf]a

 лежи в нея ( a лежи на a1.

Произволна двойка (a, a1), където a1 е права, a1 (( OEz и a е точка, 

a лежи на a1, има единствен първообраз - това е правата, минаваща през a, успоредна на l.
Нека a е права, a1 е точка. Това означава, че 
[image: image446.wmf]1
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 e точка, т.е. 
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 (( 
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 (
( a (( OEz. При това, 
[image: image449.wmf]1
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 лежи върху 
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 ( a1 лежи върху a.
Произволна двойка (a, a1), където a е права, a (( OEz и a1 е точка,

a1 лежи на a, има единствен първообраз 
[image: image451.wmf]a

, който се построява по следния начин - първо строим 
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 като пробода на права през a1, успоредна на l в равнината (
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, която минава през 
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 и е успоредна на 
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Стъпките на права 
[image: image459.wmf]a

 (a, a1) са нейните прободи в координатните равнини. Означаваме 
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) - трета стъпка на правата 
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Естествено, тези стъпки не винаги съществуват.

Нека 
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 съществува. Тъй като 
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При това, 
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Естествено, това е в случай, че a и a1 имат точно една пресечна точка.
Не е възможно a (( a1, тъй като 
[image: image489.wmf]a

 (( 
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. Ако a ( a1 (( ОЕz, то 
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 съществува. Ясно е, че 
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 лежи на 
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, така че 
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Не е възможно a1 (( OEx, тъй като 
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съществува.
Нека 
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 съществува. Ясно е, че 
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, така че 
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[image: image506.wmf]a

1

P

 лежи на a1, 
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 лежи на a. Така 
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Не е възможно a1 (( OEy, тъй като 
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P

 съществува.

Ако a е точка, то проекциите на стъпките на 
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 съвпадат с тази точка.
Aко a1 е точка, то правата 
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 има единствена стъпка 
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Изобразяване на равнина. Дири на равнина.
Нека 
[image: image515.wmf]a

 е равнина в пространството. 

Означаваме с ( проекцията на 
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 в (. Ясно е, че ако l (( 
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, то ( е пресечницата на 
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 и (, която съществува тъй като l (( (.
Ако l (( 
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, то ( ( (.
Дири на равнината 
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 наричаме пресечниците на 
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 с координатните равнини. Означаваме
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) - втора диря на равнината 
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) - трета диря на равнината 
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.
Естествено, поне две от тези дири винаги съществуват.
Нека 
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 съществува, 
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Естествено, 
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). Ясно е, че 
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 ( OEx.
Ако 
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 е точка, 
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 е успоредна на OEz и пресича OEx в тази точка.

Нека 
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 съществува, 
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, 
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). Ясно е, че 
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Ако 
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 е точка, 
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 е успоредна на OEz и пресича OEy в тази точка.
Всяка равнина 
[image: image568.wmf]a

 в аксонометрия се изобразява чрез проекциите на две от нейните съществуващи дири. При това, за да е определена еднозначно 
[image: image569.wmf]a

, тези дири не трябва да съвпадат.
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При това, всеки две прави в (, които се пресичат върху една от аксонометричните оси или са успоредни на една от аксонометричните оси са дири на подходяща равнина.


[image: image570]
Аксонометрия. Взаимно положение на точки, прави и равнини. Основни задачи.
Мислим си, че е фиксиран проекционен апарат на аксонометрията.

Инцидентност на точка и права
Нека 
[image: image571.wmf]A

(A, A1), 
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(a, a1). Тогава 
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 лежи на 
[image: image574.wmf]a

 ( A лежи на a и 
A1 лежи на a1. Това е в случай, че a и a1 са несъвпадащи прави.
Ако a ( a1 (( OEz, то 
[image: image575.wmf]A

 лежи на 
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 ( А ( А1 лежи на a ( a1.

Ако a ( a1 (( OEz и 
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 лежи на 
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, то A и A1 лежат на a ( a1. Обратното не е винаги вярно. Ако a е точка, то 
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 лежи на 
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 ( A = a и A1 лежи на a1.
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Ако a1 е точка, то 
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 лежи на 
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 ( А лежи на a и A1 = a1.
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[image: image583]
Инцидентност на права и равнина
Нека 
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 лежи на 
[image: image594.wmf]a

n
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 лежи на 
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. Естествено, достатъчни са две от последните условия. Няма да разглеждаме частните случаи, когато някои от стъпките на правата или дирите на равнината не съществуват.

[image: image597]
Инцидентност на точка и равнина
Нека 
[image: image598.wmf]a

 е равнина. Главна права от първа система за равнината 
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 наричаме права 
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, която лежи в 
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Нека 
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). Ясно е, че 
[image: image607.wmf]a

h

 ((
[image: image608.wmf]a

1

h

((
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. Естествено, възможни са съвпадения.
Аналогично се дефинират главни прави от втора и трета система, съответно успоредни на 
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 и 
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.
Нека 
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(A, A1) е точка. Очевидно е, че 
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. Тук отново пропускаме частните случаи.
Нека са дадени точка 
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(A, A1) и равнина 
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Построяваме през A и A1 прави 
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 и 
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, успоредни на 
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Тогава 
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) е права, която минава през 
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 и е успоредна на 
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При това положение, 
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 лежи в 
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 ( построената права 
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 лежи в 
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( стъпките на 
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 лежат върху едноименните дири на 
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.

Естествено, 
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 e успоредна на (
[image: image644.wmf]O


[image: image645.wmf]uur

1

e
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[image: image647]
Взаимни положения на две прави
Нека 
[image: image648.wmf]a

(a, a1), 
[image: image649.wmf]b

(b, b1) са две прави.

Ако a е точка и b е точка, то правите 
[image: image650.wmf]a

, 
[image: image651.wmf]b

 съвпадат или са успоредни, в зависимост от това дали съвпадат или не точките a, b.
Ако a1 е точка и b1 е точка, то правите 
[image: image652.wmf]a

, 
[image: image653.wmf]b

 съвпадат или са успоредни, в зависимост от това дали съвпадат или не точките a1, b1.
Ако a е точка и b1 е точка, то правите 
[image: image654.wmf]a

, 
[image: image655.wmf]b

 са кръстосани или се пресичат, в зависимост от това дали са успоредни или съвпадат a1, b.
Случаят a1 е точка, b е точка се разглежда аналогично.

Нека a, a1 са различни прави и b, b1 също са различни прави.
Нека a пресича b в точка S и a1 пресича b1 в точка S1.
Тогава 
[image: image656.wmf]a

 и 
[image: image657.wmf]b

 се пресичат в точката 
[image: image658.wmf]S

 (S, S1), ако SS1 (( OEz.

Ако SS1 (( OEz, то 
[image: image659.wmf]a

 и 
[image: image660.wmf]b

 сa кръстосани прави.

[image: image661]
[image: image662]
Ако a, b съвпадат и a1, b1 съвпадат, то естествено 
[image: image663.wmf]a

 и 
[image: image664.wmf]b

 също съвпадат.

Ако a, b съвпадат и a1 пресича b1 в точка S1, то 
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 и 
[image: image666.wmf]b

 се пресичат в точката 
[image: image667.wmf]S

 (S, S1), където S е пресечната точка на права през S1, успоредна на OEz и правата a ( b. При това, 
[image: image668.wmf]a

 и 
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 лежат в равнина, успоредна на l.
Ако a, b се пресичат в точка S и a1 ( b1, то 
[image: image670.wmf]a

 и 
[image: image671.wmf]b

 се пресичат в точката 
[image: image672.wmf]S

 (S, S1), където S1 е пресечната точка на права през S, успоредна на OEz и правата a1 ( b1. При това, 
[image: image673.wmf]a

 и 
[image: image674.wmf]b

 лежат в равнина, 
успоредна на 
[image: image675.wmf]z
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.

[image: image676]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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Ако a (( b, a1 (( b1, то 
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 (( 
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. Ако a (( b, a1 ( b1, то 
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 и 
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 лежат в равнина, успоредна на 
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. Ако a ( b, a1 (( b1, то 
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 и 
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 лежат в равнина, успоредна на l.
Ако a (( b и a1 ( b1 = S1 или a ( b = S и a1 (( b1, то 
[image: image689.wmf]a

, 
[image: image690.wmf]b

 са кръстосани.

В първия случай те лежат в равнини, успоредни на l, а във втория случай в равнини, успоредни на 
[image: image691.wmf]z

OE

.

[image: image692]
[image: image693]
Останалите частни случаи няма да ги разглеждаме.
Взаимно положение на две равнини
Нека 
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 ( дирите на 
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 са успоредни на съответните едноименни дири на 
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. 
При това, ако 
[image: image706.wmf]a

 (( 
[image: image707.wmf]b

 то дирите на 
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 съществуват точно когато съществуват съответните едноименни дири на 
[image: image709.wmf]b

. По-нататък ще разгледаме по-подробно как се построяват проекциите на пресечницата на две равнини, ако са дадени техните дири.

[image: image710]
Сега ще разгледаме някои основни задачи. Навсякъде считаме, че обектите са “в общо положение”, т.е. няма да разглеждаме всички възможни случаи за вида на проекциите.
Дадена е точка 
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(A, A1) и равнина 
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. Да се построят дирите на равнина 
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, такава че 
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 минава през 
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Тъй като 
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 (( 
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, то дирите на 
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 са успоредни на едноименните 
дири на 
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. Разглеждаме главна права от първа система 
[image: image728.wmf]b
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 минава през 
[image: image732.wmf]A

. Имаме 
[image: image733.wmf]b

h

 ((
[image: image734.wmf]b

1

h

((
[image: image735.wmf]b

m

 ((
[image: image736.wmf]a

m

 и освен това A лежи на 
[image: image737.wmf]b

h

,

A1 лежи на 
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 са пресечните точки на 
[image: image745.wmf]b

1

h
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През тях построяваме прави успоредни на OEz, пресичаме ги с 
[image: image746.wmf]b
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 и получаваме проекциите 
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, 
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. Тези проекции са инцидентни съответно с 
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. Така можем да построим проекциите на две от дирите на 
[image: image756.wmf]b
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Дадени са две равнини 
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, 
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), които се пресичат в права 
[image: image765.wmf]s

. Да се построят проекциите на правата 
[image: image766.wmf]s

.

[image: image767]
От условието за инцидентност на права и равнина получаваме
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. Така можем да построим проекцията s на правата 
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. Имаме 
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OEx и правата през 
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, успоредна на OEz. Вторичната проекция s1 съвпада с правата 
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Дадена е равнина 
[image: image784.wmf]a
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, 
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, 
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) и права 
[image: image788.wmf]a

(a, a1), която пробожда
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 в точка 
[image: image790.wmf]S

. Да се построят проекциите на точката 
[image: image791.wmf]S

.
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Разглеждаме права 
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(k, k1), такава че 
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 минава през 
[image: image795.wmf]S

 и k1 ( a1.

Тази права построяваме по следния начин - през правата a1 построяваме равнина, успоредна на l, пресичаме тази равнина с (
[image: image796.wmf]O
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) и получаваме правата 
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. През 
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 построяваме равнина, успоредна 

на 
[image: image801.wmf]z

OE

. В тази равнина лежат както правата 
[image: image802.wmf]a

, така и правата 
[image: image803.wmf]k

.
Правата 
[image: image804.wmf]k

 е нейната пресечница с равнината 
[image: image805.wmf]a

. Имаме, че 
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 и правата 
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Ясно е, че k (( a, тъй като 
[image: image814.wmf]k

 (( 
[image: image815.wmf]a

 и k1 ( a1. Естествено, k ( a = S.
Видове аксонометрии. Аналитично задаване на правоъгълна и наведена аксонометрия.

Фиксиран е проекционен апарат на аксонометрията в пространството.

Фиксирана е ортонормирана координатна система 
[image: image816.wmf]K

 = { 
[image: image817.wmf]O

, 
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, 
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,
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 }.
Да означим с ( преобразуванието, което съпоставя на всяка точка (без центъра Ul) нейната аксонометрична проекция. Както знаем, ( е централно проектиране с безкраен център, така че аналитично ( се представя по следния начин: 
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æö

¢

æö

ç÷

ç÷

ç÷

¢

ç÷

ç÷

ç÷

¢

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

¢

èø

x

x

yy

=C.

z

z

t

t

, където C( е квадратна матрица от ред 4 и r (C) = 3.
При това матрицата C( еднозначно се определя от координатите 
на Ul и (.

Ако l ( (, т.е. направлението на проектиране е перпендикулярно на проекционната равнина, казваме че аксонометрията е ортогонална.

Ако l ( (, казваме че аксонометрията е наведена.

Нека 
[image: image822.wmf]uuuuur
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= е1, 
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= е2, 
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= е3 са проекциите на единичните вектори по едноименните координатни оси. Да напомним, че означаваме с 

p = |OEx|, q = |OEy|, r = |OEz| коефициентите на изменение.

Ако p = q = r, казваме че аксонометрията е изометрия.

Ако p = q ( r, p ( q = r или p ( r = q, казваме че аксонометрията е диметрия.

Ако p ( q ( r ( p, казваме че аксонометрията е триметрия.

Аналитично задаване на правоъгълна аксонометрия
Нека проекционната равнина ( има хомогенни координати [A, B, C, 0].

Без ограничение на общността предполагаме, че ( минава през 
[image: image825.wmf]O

, тъй като в противен случай можем да приложим подходяща транслация, която няма да промени образа. При това положение, O ( 
[image: image826.wmf]O

.
Считаме, че ( е зададена с нормално уравнение, т.е. A2 + B2 + C2 = 1.

Естествено, при правоъгълна аксонометрия направлението на проектиране еднозначно се определя от проекционната равнина (.

Имаме Ul (A, B, C, 0). В дефиницията за аксонометрия се изискваше Ul да не лежи в никоя от координатните равнини. Аналитично това условие означава следното: A ( 0, B ( 0, C ( 0.
Тъй като 
[image: image827.wmf]O

 съвпада с проекцията си, то в аналитичния вид на аксонометрията ( няма стълб от свободни членове.

Имаме ( : X( = C(.X, където матрицата C( се определя по известния начин. Непосредствено се пресмята, че

C( = 
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Имаме e1 = 
[image: image829.wmf]uuuuur
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(1 - A2, -AB, -AC), e2 = 
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 (-AB, 1 - B2, -BC),
e3 = 
[image: image831.wmf]uuuuur
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(-AC, -BC, 1 - C2). Естествено, e1, e2, e3 са компланарни и това е отразено от факта, че r (C() = 3.

За коефициентите на изменение получаваме 
p = |e1| = 
[image: image832.wmf]22222222242
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, аналогично
q = |e2| = 
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, r = |e3| = 
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.

Ще намерим и косинусите на ъглите, които определят 

аксонометричните оси. Имаме

cos (e1, e2) = 
[image: image835.wmf]22
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, аналогично
cos (e2, e3) = 
[image: image837.wmf]22
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При правоъгълна изометрия имаме p = q = r, т.е. A2 = B2 = C2 = 
[image: image839.wmf]1
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, C = (
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Имаме p = q = r = 
[image: image843.wmf]=
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При ( = ( = 1 получаваме cos (e1, e2) = cos (e2, e3) = cos (e3, e1) = 
[image: image847.wmf]1
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 (
( аксонометричните оси сключват равни ъгли по 120 градуса.

Проекцията на единичния куб изглежда по следния начин:

 
[image: image848]
При ( = ( = -1; ( = 1, ( = -1 или ( = -1, ( = 1 един от ъглите е 240 градуса, а другите два по 60 градуса.
Проекцията на единичния куб изглежда по следния начин:


[image: image849]
При правоъгълна диметрия стандартно се избира p = 2q = r.

Получаваме A2 = C2, B2 = 1 - A2 - C2 = 1 - 2A2 ( 1 - A2 = 8A2, т.е.

A2 = C2 = 
[image: image850.wmf]1

9

, B2 = 
[image: image851.wmf]7
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 ( A = 
[image: image852.wmf]1
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, B = (
[image: image853.wmf]7
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, C = (
[image: image854.wmf]1
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, ( = ( 1, ( = ( 1.
Имаме p = r = 
[image: image855.wmf]22
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, q = 
[image: image856.wmf]2
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, cos (e1, e2) = - (
[image: image857.wmf]7
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, cos (e2, e3) = - ((
[image: image858.wmf]7
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,
cos (e3, e1) = - (
[image: image859.wmf]1
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.

При ( = ( = 1 получаваме cos (e1, e2) = cos (e2, e3)  = - 
[image: image860.wmf]7
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, cos (e3, e1) = - 
[image: image861.wmf]1
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.
Така ъгълът между OEx, OEy и OEy, OEz е приблизително 131 градуса, а ъгълът между OEx, OEz приблизително 97 градуса.

Проекцията на единичния куб изглежда по следния начин:


[image: image862]
Останалите случаи за ( и ( няма да ги разглеждаме.

При изобразяване в аксонометрия на практика възниква следният проблем: изобразяването почти винаги се извършва в някоя от координатните равнини. Поради тази причина трябва да приложим допълнителна еднаквост (, която да изпрати проекционната равнина ( например в координатната равнина (
[image: image863.wmf]O
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За целта с ( свързваме ортонормирана координатна система 

K( = { 
[image: image866.wmf]O

, e1(, e2(, e3( }, такава че ( ( O(e1(e2( и O(e3( ( (.

По-конкретно, e3( (A, B, C), e2( (u, v, w), където u, v, w са реални числа, такива че u2 + v2 + w2 = 1 и Au + Bv + Cw = 0, 

e1( = e2( x e3( (Cv - Bw, Aw - Cu, Bu - Av).

При това положение, търсената еднаквост ( преобразува K( в K.

Центърът на координатната система не се променя, така че ( се задава по следния начин:

( : X( = D.X, където D = 
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Окончателните образи получаваме след последователно 
прилагане на ( след (:

X( = DC(.X = 
[image: image868.wmf]æö
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Обикновено се избира e2( = 
[image: image869.wmf]3
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Тогава e1( = e2( x e3( = (
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,
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, 0) и за действието на (( имаме:

X( = 
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Аналитично задаване на наведена аксонометрия
Нека проекционната равнина ( има хомогенни координати [A, B, C, 0].

По аналогични съображения можем да предполагаме, че ( минава 

през 
[image: image876.wmf]O

 и тогава O ( 
[image: image877.wmf]O

.

Отновно ( е зададена с нормалното си уравнение, т.е. A2 + B2 + C2 = 1.

Нека Ul (m, n, k, 0) е безкрайният център на проектиране.
Без ограничение предполагаме, че m2 + n2 + k2 = 1.

Разглеждаме наведена аксонометрия (, т.е. l ( (. Аналитично това условие означава A.m + B.n + C.k ( ( 1 - единичният нормален вектор на равнината ( да не е колинеарен с единичният вектор от 

направлението на l. Освен това по дефиницията за аксонометрия се изисква Ul да не лежи в ( и в никоя от координатните равнини.
Аналитично това означава: m ( 0, n ( 0, k ( 0, A.m + B.n + C.k ( 0.
Имаме ( : X( = C(.X, където матрицата C( се определя по познатия начин.
Непосредствено се пресмята, че

C( = 
[image: image878.wmf]æö
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При наведена аксонометрия можем да считаме, че проекционната равнина ( съвпада с някоя от координатните равнини. При правоъгълна аксонометрия това не е възможно, тъй като направлението на проектиране би се оказало колинеарно с другите две координатни равнини, което е недопустимо по дефиницията за аксонометрия.
И така, считаме че отнапред проекционната равнина ( съвпада например с координатната равнина (
[image: image879.wmf]O
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). При това положение,

A = 0, B = 1, C = 0 и матрицата C( приема следния вид:

C( = 
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Естествено, тъй като не променихме направлението на проектиране ще получим различен образ в сравнение с образа, съответен на горната матрица.

Ясно е, че матрицата на едно линейно преобразувание може да се умножава с произволно ненулево число без да се изменя действието на преобразуванието. Така без ограничение можем да считаме, че
C( = 
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При това положение, e1 = 
[image: image884.wmf]uuuuur
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(0, 0, 1). Имаме, p = |e1| = 1, q = |e2| = 
[image: image889.wmf]222
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r = |e3| = 1. Също, cos (e1, e2) = - sg n.
[image: image890.wmf]2

m

1-n
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[image: image891.wmf]2

k

1-n

, 

cos (e1, e3) = 0.

При наведена изометрия имаме p = q = r = 1, |n| = 
[image: image892.wmf]2
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 ( n = 
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Обикновено се избира cos (e1, e2) = cos (e2, e3) = 
[image: image894.wmf]-
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e1, e2 и e2, e3 да са по 135 градуса. При това положение, 
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Получената проекция се нарича кавалиерна перспектива.

При нея проекцията на единичния куб изглежда по следния начин:

[image: image899]
При наведена диметрия стандартно се избира p = 2q = r.
Имаме |n| = 2.
[image: image900.wmf]2
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cos (e1, e2) = cos (e2, e3) = 
[image: image902.wmf]-
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, т.е. ъглите между e1, e2 и e2, e3 да са по 135 градуса и тогава ( m = k = sg n.
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Матрицата C( приема следния вид:

C( = 
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Получената проекция се нарича кабинетна проекция.

При нея проекцията на единичния куб изглежда по следния начин:


[image: image905]
Перспектива. Проекционен апарат. Изобразяване на точки, прави и равнини.
При перспективата проекционният апарат се състои от краен проекционен център S, който още се нарича гледна точка, проекционна равнина (, която още се нарича картинна равнина, 
предметна равнина (, ( ( (.
По дефиниция се изисква S да не лежи в ( и в (.
Въвеждат се и допълнителни елементи. 

Пресечницата на ( и ( се означава с x и се нарича основа на картината. 
Ортогоналната проекция на S върху ( се означава със S0 и се нарича главна точка на картината. Разстоянието d = |SS0| се нарича дистанция.
Правата, която минава през S0 и е успоредна на x се означава с h и се нарича хоризонт.

Ортогоналната проекция на S върху ( се означава с H и се нарича точка на стоене.


[image: image906]
Изобразяване на точка
Нека 
[image: image907.wmf]A

 е произволна точка от пространството, 
[image: image908.wmf]A

 ( S.

Правата S
[image: image909.wmf]A

 пресича ( в точка A, която наричаме проекция на 

точката 
[image: image910.wmf]A

. Нека 
[image: image911.wmf]1

A

 е ортогоналната проекция на 
[image: image912.wmf]A

 върху (.

Проекцията A1 = S
[image: image913.wmf]1

A

 ( ( на 
[image: image914.wmf]1

A

 наричаме вторична проекция на точката 
[image: image915.wmf]A

. Тъй като 
[image: image916.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image917.wmf]1

A

 ( (, то 
[image: image918.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image919.wmf]1

A

 (( ( ( АA1 (( 
[image: image920.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image921.wmf]1

A

 ( AA1 ( ( (
AA1 ( h. Произволна точка 
[image: image922.wmf]A

 от пространството, която не съвпада със S се изобразява в перспектива чрез двойката (A, A1) от проекцията и вторичната проекция на точката.

Естествено, A и A1 еднозначно се определят от 
[image: image923.wmf]A

. Обратното също е вярно. Действително, правата SA1 пресича (( в точката 
[image: image924.wmf]1

A

 и точката

[image: image925.wmf]A

 се получава като пресечна точка на правата SA и правата през 
[image: image926.wmf]1

A

, перпендикулярна на (. Нещо повече, всеки две различни точки A, A1, такива че AA1 ( h и A1 не лежи на h са образ на подходяща крайна точка от пространството.

Нека 
[image: image927.wmf]A

 лежи на (. Тогава 
[image: image928.wmf]A

 ( 
[image: image929.wmf]1

A

 ( A ( A1. Обратно, ако A ( A1, то е ясно, че 
[image: image930.wmf]A

 ( 
[image: image931.wmf]1

A

 ( 
[image: image932.wmf]A

 лежи на (. Така точките от ( и само те се изобразяват чрез двойка еднакви точки (A, A1). При това всяка двойка еднакви точки (A, A1) е образ на подходяща точка от пространството - това е пресечната точка на SA1 и (.


[image: image933]
За разлика от аксонометрията, при перспективата безкрайните точки играят съществена роля. Причината е, че при перспектива не е вярно, че безкрайната равнина е неподвижна. С други думи, някои безкрайни точки се изобразяват в крайни и обратно. По-точно, безкрайните точки инцидентни с ( и само те се проектират в себе си, а всички останали безкрайни точки се проектират в крайни. Крайните точки върху равнината през S, успоредна на ( се проектират в безкрайни, а всички останали крайни точки се проектират в крайни.

По-подробно ще се интересуваме от безкрайни точки, които се проектират в крайни. Техните проекции наричаме убежни точки.

Нека 
[image: image934.wmf]l

U

 е безкрайна точка, 
[image: image935.wmf]l

U

 не лежи на (, т.е. 
[image: image936.wmf]l

 (( (. 
Проекцията U на 
[image: image937.wmf]l

U

 е пробода на права през S, успоредна на l в (.
Естествено, ортогоналната проекция 
[image: image938.wmf]1

U

 на 
[image: image939.wmf]l

U

 в ( е безкрайна 
точка на (. При това положение, вторичната проекция U1 на 
[image: image940.wmf]l

U

 е такава, че SU1 (( ( ( U1 лежи на h. При това отново имаме UU1 ( h. Обратно, ако U1 лежи на h и UU1 ( h, то лесно се вижда, че двойката (U, U1) е образът на безкрайната точка на правата SU. И така необходимо и достатъчно условие двойката (U, U1) да е образ на безкрайна точка е U1 да лежи на хоризонта h.
Изобразяване на права. Стъпки на права
Нека 
[image: image941.wmf]a

 е права в пространството. Означаваме с a проекцията на 
[image: image942.wmf]a

 в (.
Тя се построява по следния начин: през S и 
[image: image943.wmf]a

 построяваме равнина и проекцията a е пресечница на тази равнина с (. Естествено, ако 
[image: image944.wmf]a

 минава през S проекцията a е точка - прободът на 
[image: image945.wmf]a

 в (.
Нека 
[image: image946.wmf]1

a

 е ортогоналната проекция на 
[image: image947.wmf]a

 върху (. Естествено, 
[image: image948.wmf]1

a

 е права или точка, 
[image: image949.wmf]1

a

 е точка ( 
[image: image950.wmf]a

 ( (. Проекцията a1 на 
[image: image951.wmf]1

a

 в ( наричаме вторична проекция на правата 
[image: image952.wmf]a

. Тъй като S не лежи в (, то 

a1 е точка ( 
[image: image953.wmf]1

a

 е точка ( 
[image: image954.wmf]a

 ( (.
Произволна права 
[image: image955.wmf]a

 в пространството в перспектива се изобразява чрез двойката (a, a1) от проекцията и вторичната проекция на правата.

Естествено, a и a1 еднозначно се определят от 
[image: image956.wmf]a

.
Обратното не е винаги вярно. 
Нека a, a1 са различни прави в (, никоя от които не е перпендикулярна на хоризонта h и a1 не съвпада с h. Тогава (a, a1) е образ на единствена права 
[image: image957.wmf]a

 от пространството, която се построява по следния начин: равнината през S и a1 пресича ( в правата 
[image: image958.wmf]1

a

 и правата

[image: image959.wmf]a

 e пресечница на равнината през S и a и равнината през 
[image: image960.wmf]1

a

, перпендикулярна на (.

[image: image961]
Нека a съвпада с a1, не е перпендикулярна на h и не съвпада с h.
Тогава двойката (a, a1) е образ на единствена права 
[image: image962.wmf]a

, която лежи в (, т.е. 
[image: image963.wmf]a

 ( 
[image: image964.wmf]1

a

. Естествено, ако 
[image: image965.wmf]a

 лежи в (, т.е. 
[image: image966.wmf]a

 ( 
[image: image967.wmf]1

a

, то a и a1 са съвпадащи прави.

Нека a съвпада с a1 и е перпендикулярна на h. Тогава двойката (a, a1) е образ на всички прави, които лежат в равнината през S и a ( a1, които не са перпендикулярни на ( и не минават през S.


[image: image968]
Нека a е точка. Това се случва точно когато 
[image: image969.wmf]a

 минава през S. При това положение, S лежи в равнината през 
[image: image970.wmf]a

 и 
[image: image971.wmf]1

a

 ( a1 е права, която е перпендикулярна на хоризонта и a лежи на a1.

Нека a1 е точка, която не лежи на h. Това се случва точно когато 
[image: image972.wmf]a

 ( (. При това положение, a е права, перпендикулярна на хоризонта. Естествено, 
[image: image973.wmf]1

a

 е точка, която лежи върху 
[image: image974.wmf]a

, така че a1 лежи върху a.
Както вече отбелязахме, при перспектива е съществено как се изобразяват безкрайните обекти.

Всяка безкрайна права, която е различна от безкрайната права на ( се проектира в крайна права. Безкрайната права на ( и крайните прави, които лежат в равнината през S, успоредна на ( и не минават през S и само те се проектират в безкрайната права на (. Крайните прави, които лежат във въпросната равнина и минават през S се проектират в безкрайна точка на (.
Отново се интересуваме по-подробно от безкрайните прави, които се проектират в крайни, т.е. които са различни от безкрайната права на (.

Проекциите на тези безкрайни прави наричаме убежни прави.
Нека 
[image: image975.wmf]a

U

 е безкрайна права, ( (( (. Проекцията на 
[image: image976.wmf]a

U

 е правата u, която е пресечницата на ( с равнината през S, успоредна на (. Ако ( не е перпендикулярна на (, то вторичната проекция u1 на 
[image: image977.wmf]a

U

 съвпада с хоризонта h и правата u не е перпендикулярна на h. Ако ( ( (, то правата u е перпендикулярна на хоризонта h, u1 е точка, при това u1 е точно пресечната точка на u и h.

От тези разглеждания става ясно, че безкрайната права на ( се проектира в хоризонта h.
Нека 
[image: image978.wmf]a

(a, a1) e права в пространството. За простота разглеждаме само случая, в който a и a1 са различни прави.
Стъпки на правата 
[image: image979.wmf]a

 наричаме следните три точки: 

[image: image980.wmf]a

G

 = 
[image: image981.wmf]a

 ( (, 
[image: image982.wmf]a

M

 = 
[image: image983.wmf]a

 ( ( и 
[image: image984.wmf]a

U

 - безкрайната точка на правата a. Естествено, стъпките 
[image: image985.wmf]a

G

, 
[image: image986.wmf]a

M

не винаги съществуват.
Да предположим, че 
[image: image987.wmf]a

G

съществува. Нека 
[image: image988.wmf]a

G

(
[image: image989.wmf]a

G

,
[image: image990.wmf]a

1

G

). Естествено, 

[image: image991.wmf]a

G

( 
[image: image992.wmf]a

G

 и 
[image: image993.wmf]a

1

G

 лежи на основата на картината x. Ясно е, че 
[image: image994.wmf]a

G

 лежи на a,

[image: image995.wmf]a

1

G

 лежи на a1. Така 
[image: image996.wmf]a

1

G

 = а1 ( x и 
[image: image997.wmf]a

G

 е пресечната точка на a и права през 
[image: image998.wmf]a

1

G

, перпендикулярна на h.

Да предположим, че 
[image: image999.wmf]a

M

 съществува, 
[image: image1000.wmf]a

M

(
[image: image1001.wmf]a

M

, 
[image: image1002.wmf]a

1

M

). Естествено, 
[image: image1003.wmf]a

M

 ( 
[image: image1004.wmf]a

1

M

.

Ясно е, че 
[image: image1005.wmf]a

M

 лежи на a, 
[image: image1006.wmf]a

1

M

 лежи на a1 ( 
[image: image1007.wmf]a

M

 ( 
[image: image1008.wmf]a

1

M

 = а ( а1.

Нека 
[image: image1009.wmf]a

U

(
[image: image1010.wmf]a

U

, 
[image: image1011.wmf]a

1

U

). Тогава 
[image: image1012.wmf]a

1

U

 лежи на a1, 
[image: image1013.wmf]a

1

U

 лежи на h ( 
[image: image1014.wmf]a

1

U

 = a1 ( h.

Така 
[image: image1015.wmf]a

U

 е пресечната точка на a и права през 
[image: image1016.wmf]a

1

U

, 

перпендикулярна на h.


[image: image1017]
Изобразяване на равнина. Дири на равнина.
Нека 
[image: image1018.wmf]a

 е равнина в пространството. 

Означаваме с ( проекцията на 
[image: image1019.wmf]a

 в (. Ясно е, че ако S лежи на 
[image: image1020.wmf]a

, то ( е пресечницата на 
[image: image1021.wmf]a

 и (. Ако S не лежи 
[image: image1022.wmf]a

, то ( ( (.
Дири на равнината 
[image: image1023.wmf]a

 наричаме следните две прави: 
пресечницата 
[image: image1024.wmf]a

g

 на 
[image: image1025.wmf]a

 и ( и безкрайната права 
[image: image1026.wmf]a

u

 на 
[image: image1027.wmf]a

.

Естествено, 
[image: image1028.wmf]a

g

 съществува ( 
[image: image1029.wmf]a

 не е успоредна на (.

Нека 
[image: image1030.wmf]a

g

 съществува, 
[image: image1031.wmf]a

g

(
[image: image1032.wmf]a

g

, 
[image: image1033.wmf]a

1

g

). Естествено, 
[image: image1034.wmf]a

g

 ( 
[image: image1035.wmf]a

g

 и 
[image: image1036.wmf]a

1

g

 ( x.

Ако 
[image: image1037.wmf]a

 ( ( имаме, че 
[image: image1038.wmf]a

1

g

 е точка, която лежи на x, а 
[image: image1039.wmf]a

g

 е правата, минаваща през 
[image: image1040.wmf]a

1

g

 и перпендикулярна на h.

Нека 
[image: image1041.wmf]a

u

(
[image: image1042.wmf]a

u

, 
[image: image1043.wmf]a

1

u

). Вече видяхме, че 
[image: image1044.wmf]a

u

 e пресечницата на ( с равнина през S, успоредна на 
[image: image1045.wmf]a

. Също, 
[image: image1046.wmf]a

1

u

 ( h. В случай, че 
[image: image1047.wmf]a

 ( ( имаме, че 
[image: image1048.wmf]a

1

u

 е точка, която лежи на h, а 
[image: image1049.wmf]a

u

 е правата, минаваща през 
[image: image1050.wmf]a

1

u

 и перпендикулярна на h.
Тези разглеждания са валидни, ако 
[image: image1051.wmf]a

 не е успоредна на (.

Ако 
[image: image1052.wmf]a

 (( (, то и двете дири на 
[image: image1053.wmf]a

 съвпадат с безкрайната права на (.

В перспектива всяка равнина 
[image: image1054.wmf]a

 в пространството се изобразява чрез проекциите на двете си дири. Ясно е, че 
[image: image1055.wmf]a

g

 ( 
[image: image1056.wmf]a

u

 ( 
[image: image1057.wmf]a

 минава през S.

Ако 
[image: image1058.wmf]a

 не минава през S, то 
[image: image1059.wmf]a

g

 и 
[image: image1060.wmf]a

u

 са успоредни прави, като пресечници на успоредни равнини с (.


[image: image1061]
Перспектива. Взаимно положение на точки, прави и равнини. Основни задачи.
Мислим си, че е фиксиран проекционен апарат на перспектива.
Инцидентност на точка и права
Нека 
[image: image1062.wmf]A

(A, A1), 
[image: image1063.wmf]a

(a, a1). Тогава 
[image: image1064.wmf]A

 лежи на 
[image: image1065.wmf]a

 ( A лежи на a и 
A1 лежи на a1. Това е в случай, че a и a1 са несъвпадащи прави.

Тук не разглеждаме останалите частни случаи.


[image: image1066]
Инцидентност на права и равнина
Нека 
[image: image1067.wmf]a

(a, a1), 
[image: image1068.wmf]a

(
[image: image1069.wmf]a

g

, 
[image: image1070.wmf]a

u

). Тогава 
[image: image1071.wmf]a

 лежи в 
[image: image1072.wmf]a

 ( 
[image: image1073.wmf]a

G

 лежи на 
[image: image1074.wmf]a

g

,


[image: image1075.wmf]a

U

 лежи на 
[image: image1076.wmf]a

u

. Няма да разглеждаме частните случаи, когато някои от стъпките на правата или дирите на равнината не съществуват.

[image: image1077]
Инцидентност на точка и равнина
Нека са дадени точка 
[image: image1078.wmf]A

(A, A1) и равнина 
[image: image1079.wmf]a

(
[image: image1080.wmf]a

g

, 
[image: image1081.wmf]a

u

).
През A1 построяваме произволна права a1, която не е успоредна на h и не е успоредна на 
[image: image1082.wmf]a

g

. Нека 
[image: image1083.wmf]a

(a, a1), такава че 
[image: image1084.wmf]a

 е инцидентна с 
[image: image1085.wmf]a

.

Лесно се вижда, че такава права съществува - правата a построяваме по следния начин: първо строим 
[image: image1086.wmf]a

1

G

 = a1 ( x и 
[image: image1087.wmf]a

G

 като пресечна точка на

[image: image1088.wmf]a

g

 и права през 
[image: image1089.wmf]a

1

G

, перпендикулярна на хоризонта, след това строим


[image: image1090.wmf]a

1

U

 = a1 ( h и 
[image: image1091.wmf]a

U

 като пресечна точка на 
[image: image1092.wmf]a

u

 и права през 
[image: image1093.wmf]a

1

U

, перпендикулярна на хоризонта. Правата a съвпада с правата 
[image: image1094.wmf]a

G



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1095.wmf]a

U

.
Строим точка A(, такава че A( лежи на a и A(A1 ( h. От построението е ясно, че 
[image: image1096.wmf]A

( (А(, A1) лежи на 
[image: image1097.wmf]a

 ( 
[image: image1098.wmf]A

( е инцидентна с 
[image: image1099.wmf]a

.
Но измежду точките 
[image: image1100.wmf]A

 с вторична проекция A1 точно една 

лежи в равнината 
[image: image1101.wmf]a

. Оттук 
[image: image1102.wmf]A

 лежи в 
[image: image1103.wmf]a

 ( A ( A(.


[image: image1104]
Взаимни положения на две прави
Нека 
[image: image1105.wmf]a

(a, a1), 
[image: image1106.wmf]b

(b, b1) са две прави в пространството. За простота отново предполагаме, че a, a1 са различни прави и b, b1 са различни прави.

При това предполагаме, че 
[image: image1107.wmf]a

 и 
[image: image1108.wmf]b

 са крайни прави, т.е. a1 не съвпада с h и b1 не съвпада с h.
Нека a ( b = S, a1 ( b1 = S1. Ако SS1 ( h, то правите 
[image: image1109.wmf]a

, 
[image: image1110.wmf]b

 се пресичат

в точката 
[image: image1111.wmf]S

(S, S1). При това, ако S1 лежи на h, т.е. 
[image: image1112.wmf]S

 е безкрайна точка, то 
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 и 
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 са успоредни прави. Ако SS1 не е перпендикулярна на h, то

правите 
[image: image1115.wmf]a

 и 
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 са кръстосани.
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Естествено, ако a, b съвпадат и a1, b1 съвпадат, то 
[image: image1120.wmf]a

 съвпада с 
[image: image1121.wmf]b

.

Нека a ( b. Ако a1 ( b1 = S1, то 
[image: image1122.wmf]a

 и 
[image: image1123.wmf]b

 се пресичат в точката 
[image: image1124.wmf]S

(S, S1), където точката S е пресечна точка на правата през S1, перпендикулярна на хоризонта h и правата a ( b.хх. Ако S1 лежи на хоризонта h, то 
[image: image1125.wmf]a

 и 
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 са успоредни.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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Нека a ( b и a1 (( b1. Ако a1 (( b1 (( h, то 
[image: image1129.wmf]a

 (( 
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 и 
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, 
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 лежат в равнина, която минава през S. Ако a1 (( b1 (( h, то 
[image: image1133.wmf]a

 и 
[image: image1134.wmf]b

 лежат в равнина, която минава през S и се пресичат върху равнината през S, 

перпендикулярна на h.
Нека a (( b, a1 ( b1 = S1. Тогава 
[image: image1135.wmf]a

 и 
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 са кръстосани.

Нека a (( b, а1 (( b1. Ако a1 (( b1 (( h, то 
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 (( 
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. Ако a1 (( b1 (( h, то 
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 и 
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 се пресичат в точка от равнината през S, перпендикулярна на h.

Нека a ( b = S, a1 ( b1. Тогава 
[image: image1141.wmf]a

 и 
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 се пресичат в точката 
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(S, S1), където точката S1 е пресечна точка на правата през S, перпендикулярна на хоризонта h и правата a1хх. ( b1. Ако S1 лежи на хоризонта h, то 
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 и 
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 са успоредни.

Нека a (( b, a1 ( b1. Ако a1 ( b1 (( h, то 
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 и 
[image: image1147.wmf]b

 се пресичат в точка от равнината през S, перпендикулярна на h. Ако a1 ( b1 (( h, то 
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 (( 
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.
Нека a ( b = S, a1 (( b1. Тогава 
[image: image1150.wmf]a

 и 
[image: image1151.wmf]b

 са кръстосани.
Взаимни положения на две равнини
Нека 
[image: image1152.wmf]a
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) са две равнини. Тогава 
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При това положение, 
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Сега ще разгледаме някои основни задачи, както при аксонометрия.
Дадена е точка 
[image: image1165.wmf]A

(A, A1) и равнина 
[image: image1166.wmf]a
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), 
[image: image1169.wmf]A

 не лежи в 
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. Да се построят дирите на равнина 
[image: image1171.wmf]b

, такава че 
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 минава през 
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.
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Построяваме произволна права a1 през A1, която не е успоредна на h и не е успоредна на 
[image: image1177.wmf]a
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. Нека 
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(a, a1), такава че 
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 е инцидентна с 
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 и 
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 минава през 
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. Ясно е, че 
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 е пресечната точка на 
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 и правата през 
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, перпендикулярна на h. При това положение, правата a съвпада с правата A
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. След това построяваме 
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 като пресечница на a и правата през 
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, перпендикулярна на хоризонта h. Търсената втора диря 
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Дадени са две равнини 
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права 
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. Да се построят проекциите на правата 
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.
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Нека 
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Вторичните проекции 
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 лежат съответно на x и на h, така че можем да построим и тях и накрая s1 = 
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Дадена е равнина 
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(
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) и права 
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(a, a1), която пробожда
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 в точка 
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. Да се построят проекциите на точката 
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.
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Първо построяваме проекциите на стъпките на правата 
[image: image1227.wmf]a

 по познатия начин. Нека 
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 минава през 
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 и е перпендикулярна на (. Ясно е, че дирите на 
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 са правите 
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. Както в предната задача построяваме дирите на пресечницата на 
[image: image1237.wmf]a

 и 
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. Всъщност, от построението е ясно, че a1 ( b1. Точката S е пресечна точка на правите a и b, а точката S1 е пресечна точка на a1 ( b1 и правата през S, която е перпендикулярна на h.

Аналитично задаване на перспектива.
Мислим си, че е фиксиран проекционен апарат на перспектива.

Фиксирана е ортонормирана координатна система 
[image: image1239.wmf]K
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Нека ( [A, B, C, D], ( [u, v, w, n]. Мислим си, че ( и ( са зададени с нормалните си уравнения, т.е. A2 + B2 + C2 = 1 и u2 + v2 + w2 = 1.
Нека S (a, b, c, 1).
Естествено, по дефиниция ( ( (, т.е. Au + Bv + Cw = 0 и освен това

S не лежи на ( и на (, т.е. Aa + Bb + Cc + D ( 0, ua + vb + wc + n ( 0.

Нека S0 (a0, b0, c0, 1). Ще пресметнем координатите 
на S0. Да означим с ( ориентираното разстояние от S до (.

Както е известно, ( = Aa + Bb + Cc + D. Правата SS0 има следните скаларни параметрични уравнения:

x = a + (.A
y = b + (.B
z = c + (.C
Търсим пресечната точка S0 на тази права с (.

Имаме A.(a + (.A) + B.(b + (.B) + C.(c + (.C) + D = 0 ( точката S0 се получава при ( = - (. С други думи, a0 = a - A.(, b0 = b - B.(, c0 = c - C.(.
Нека (1 е ортогоналното проектиране върху (. 

Нека (1 : X( = 
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.X. Матрицата 
[image: image1245.wmf]1

y

C

 на (1 се получава по вече известния начин. Тя има следния вид:
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Нека ( е проектирането върху ( с център S. Матрицата 
[image: image1248.wmf]y
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 на ( се получава по вече известния начин. Тя има следния вид:
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На практика при изобразяване в перспектива възниква същият проблем като при аксонометрия - проекционната равнина трябва да съвпадне с някоя от координатните равнини. За целта допълнително ще приложим еднаквост (, която изпраща ( например в (
[image: image1251.wmf]O
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). Освен това, налагаме допълнително изискване главната точка на картината S0 да се изобрази в центъра на координатната система, за да не се изгубва образа.
За да опишем аналитично ( разглеждаме следната ортонормирана координатна система: K( { S0, e1(, e2(, e3( }, където e2( е нормалният вектор на (, e3( е нормалният вектор на (, e1( = e2( x e3(. С други думи,
e2( (u, v, w), e3( (A, B, C), e1( (p, q, r), където 
p = Cv - Bw, q = Aw - Cu, r = Bu - Av.
Тогава еднаквостта ( ще преобразува K( в K. Ясно е, че S0e1(e2( ( (.

Нека ( : X( = 
[image: image1254.wmf]j
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.X. Лесно се пресмята матрицата 
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. Тя има следният вид: 
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Окончателните образи получаваме чрез последователно прилагане 

на ( след (:
X( = 
[image: image1258.wmf]j
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За да получим вторичните проекции на точките трябва да приложим последователно ( след ( след (1:

X( = 
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Получените координати на точките са хомогенни. За да получим техните нехомогенни координати трябва да разделим на четвъртата координата.

Проблем възниква, ако тази координата е 0. Това се случва точно когато перспективата на крайна точка е безкрайна точка на (. Както вече отбелязахме, крайните точки от равнина през S, успоредна на ( и само те се изобразяват в безкрайни. За да си осигурим, че няма да получаваме образи безкрайни точки, обикновено изобразяваме обекти, които се намират в полупространството, определено от (, което не съдържа центъра S. Естествено, това полупространство не съдържа въпросната равнина.
Криви линии в евклидовото пространство. Допирателна към крива, нормална равнина.
Векторна функция на скаларен аргумент
Нека I ( R е интервал. На всяко число q ( I еднозначно съпоставяме вектор r (q) от тримерното евклидово пространство. Казваме, че r е векторна функция на скаларен аргумент.

Казваме, че r има граница вектора a в точката q0, ако 
[image: image1265.wmf]®
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В такъв случай бележим 
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Нека u и v са две векторни функции, които имат граница в точката q0.

В сила са следните правила за изчисляване на границите:

1. 
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Първото правило се проверява тривиално, другите две следват от неравенствата: (a, b са произволни вектори) 

|a x b| ( |a|.|b|, |a.b| ( |a|.|b| и естествено, от неравенството на триъгълника |a + b| ( |a|+|b|.

Казваме, че r е непрекъсната в точката q0 ( I, ако 
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0

q  q

lim (q)

r

 = r (q0).

Казваме, че r е диференцируема в точката q0 ( I, ако съществува границата 
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. Когато съществува тази граница я
бележим с 
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Нека u и v са две векторни функции, диференцируеми в I.

Нека ( е скаларна функция, диференцируема в I.

В сила са следните правила за диференциране:

1. 
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Те се извеждат както в анализа, чрез използване на горните правила за пресмятане на граници.

Фиксирана е ортонормирана координатна система К = { О, 
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Всяка векторна функция r можем да преставим по следния начин:

r (q) = x1 (q).
[image: image1280.wmf]uur
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 + x2 (q).
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, q ( I, където x1, x2, x3 са скаларни функции. Тривиално се проверява, че r (q) има граница в q0 ( 

x1 (q), x2 (q), x3 (q) имат граница в q0 и 
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Освен това, r (q) е диференцируема в q0 ( x1 (q), x2 (q), x3 (q) са диференцируеми в q0 и 
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Естествено, за векторни функции е в сила формулата на Тейлър.

Нека r притежава производни до n-та включително в точката q0, като 
n-тата е непрекъсната в q0. Тогава

r (q0 + h) = r (q0) + h.
[image: image1294.wmf]·
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( (q0, h) ( 0 при h ( 0. Тук остатъчният член е във форма на Пеано.

Криви в тримерното евклидово пространство
Фиксирана е ортонормирана координатна система К = { О, 
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Нека r е векторна функция, дефинирана и непрекъсната в интервал I.

При фиксирано q ( I векторът r (q) има единствен представител 
[image: image1302.wmf]uuur

OP

 с начало O. Множеството от точките P, такива че r (q) = 
[image: image1303.wmf]uuur

OP

 за някое q ( I наричаме непрекъсната крива. Нека бележим кривата с (.


[image: image1304]
Аналитичното представяне ( : r = r (q), q ( I наричаме векторно параметрично уравнение на кривата (.

Нека r (q) = x1 (q).
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Аналитичното представяне
( : x1 = x1 (q), x2 = x2 (q), x3 = x3 (q), q ( I наричаме скаларни параметрични уравнения на кривата (.

Казваме, че ( е проста крива, ако функцията r е инективна в I, т.е.

r (q1) ( r (q2) при q1 ( q2, q1, q2 ( I. Интуитивно това означава, че ( не се самопресича.
Казваме, че ( е равнинна крива, ако съществува равнина (, такава че

всички точки от ( са инцидентни с (.

Смяна на параметъра
Нека ( : r = r (q), q ( I. Нека ( е строго монотонно растяща (или монотонно намаляваща) функция, дефинирана в интервал I1 приемаща всички стойности от I и само тях. Тогава ( може да се представи чрез следното векторно параметрично уравнение:

( : r = r (( (p)), p ( I1.

Казваме, че ( е k-кратно гладка крива, ако ( : r = r (q), q ( I и векторната функция r притежава непрекъснати производни до k-ти ред включително в целия интервал I. 
При това, изискваме 
[image: image1308.wmf]·
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 ( 0 за всяко q ( I.

Казваме, че ( е гладка крива, ако ( е еднократно гладка.
Допирателна (тангента) към крива в точка
Нека ( е крива, P ( (. Нека g е права, P лежи на g. Нека Q ( (, Q ( P.

Да означим d = |PQ|, ( - разстоянието от Q до g.

Казваме, че g е допирателна (тангента) към кривата ( в точката P, 

ако 
[image: image1309.wmf]d
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 ( 0 при Q ( P.
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Теорема: Нека ( : r = r (q), q ( I е гладка крива. Тогава ( притежава единствена допирателна във всяка своя точка P. При това, 
ако 
[image: image1311.wmf]uuur
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 = r (q0), q0 ( I, то допирателната през P има векторно уравнение 

x = r (q0) + (.
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Доказателство: нека P ( (, 
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 = r (q0), q0 ( I. Нека Q ( (, Q ( P,
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 = r (q0+h), h ( R, h ( 0. Нека g е произволна права, минаваща през P.

Тогава d = |PQ| = |
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| = |r (q0+h) - r (q0)|.

Нека 
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Имаме 
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Тъй като r е непрекъсната, сходимостта Q ( P е еквивалентна на сходимостта h ( 0. Така при Q ( P имаме 
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Тук съществено използваме, че кривата ( е гладка.

Нека изберем 
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[image: image1331.wmf]d

d

 ( 0 при Q ( P и правата g е допирателна. Естествено, тъй като g минава през P и 
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(( g, то g има векторно уравнение x = r (q0) + (.
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Обратно, ако g е допирателна, то 
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 и g има същото векторно уравнение. Теоремата е доказана.

Нека ( : r = r (q), q ( I е гладка крива, P ( (, g е допирателната към ( в точката P. Равнината (, която минава през P и е перпендикулярна на g се нарича нормална равнина на кривата ( в точката P. Ясно е, че ако 

[image: image1337.wmf]uuur

OP

 = r (q0), q0 ( I то ( има следното общо уравнение: (x - r (q0)).
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Всяка права l, която минава през P и е инцидентна с нормалната равнина на кривата ( в P се нарича нормала на кривата ( в точката P. 
Оскулачна равнина. Триедър на Френе.
Нека ( : r = r (q), q ( I е крива. Нека P ( (, Q ( (, Q ( P. Предполагаме, че ( има допирателна g в точката P. Нека ( е равнина, която е 
инцидентна с g. Да означим d = |PQ|, ( - разстоянието от Q до (.

Казваме, че ( е оскулачна равнина за кривата ( в точката P, ако
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[image: image1340]
Теорема: Нека ( : r = r (q), q ( I е двукратно гладка крива. Тогава ( притежава оскулачна равнина във всяка своя точка P.

При това, ако 
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Доказателство: нека P ( (, 
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 = r (q0), q0 ( I. Нека Q ( (, Q ( P,
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 = r (q0+h), h ( R, h ( 0. Нека g е допирателната към ( в точката P 
(тя съществува и е единствена, тъй като ( е гладка).
Нека ( е произволна равнина, минаваща през g. Нека 
[image: image1348.wmf]r

t

 е единичен нормален вектор на (. Естествено, уравнението на ( има следния вид:
(x - r (q0)).
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 = 0. Ясно е, че това е нормално уравнение, така че за разстоянието ( между Q и ( имаме ( = (r (q0+h) - r (q0)).
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Имаме d = |PQ| = |
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 - 
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Развиваме r по формулата на Тейлър в точката q0:

r (q0+h) = r (q0) + h.(
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r (q0+h) = r (q0) + h.
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Имаме 
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Използвали сме, че g е инцидентна с (, g (( 
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По-нататък делим на h2 и получаваме 
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Тъй като r е непрекъсната, сходимостта Q ( P е еквивалентна със сходимостта h ( 0. Така при Q ( P имаме 
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Нека изберем 
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Обратно, ако ( е оскулачна равнина, то 
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Ако 
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 е еднозначно определен вектор и оскулачната равнина ( е единствена. Ясно е, че тя има уравнение

(x - r (q0)).
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(x - r (q0))
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Ако 
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 = 0, то всяка равнина, минаваща през допирателната g е оскулачна равнина към кривата ( в точката P.

Да отбележим, че оскулачната равнина в точка P и нормалната равнина в същата точка P са перпендикулярни. Действително, нормалният вектор на нормалната равнина има направление 
[image: image1389.wmf]·
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, а нормалният вектор на оскулачната равнина има направление 
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В горните означения, нормалата към кривата ( в точката P, която е инцидентна с оскулачната равнина в същата точка се нарича главна нормала към кривата. С други думи, главната нормала в точката P е пресечницата на нормалната равнина и оскулачната равнина в 
точката P. Нормалата към кривата ( в точката P, която е перпендикулярна на оскулачната равнина се нарича бинормала към кривата ( в точката P. Да отбележим, че бинормалата съществува, тъй като оскулачната и нормалната равнина са перпендикулярни.

Нека ( е двукратно гладка крива, P ( (. Нека 
[image: image1392.wmf]r

t

 е единичен вектор, колинеарен с тангентата в точката P. Нека 
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n

 е единичен вектор, колинеарен с главната нормала в точката P. Нека 
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b

 е единичен вектор, колинеарен с бинормалната в точката P.

Естествено, от горните разсъждения е ясно, че 
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По този начин с всяка точка P от кривата ( се свързва ортонормирана координатна система { P, 
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}, която се нарича придружаващ триедър на Френе. Естествено, P, 
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 определят оскулачната равнина на кривата ( в точката P. Също, P, 
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 определят нормалната равнина на кривата ( в точката P. Равнината, която определят P, 
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 се нарича ректифицираща равнина на кривата ( в точката P.
Вече показахме, че ако ( : r = r (q), q ( I и 
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. Ясно е, че в такъв случай 
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 x 
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 - това е ако изберем положителна ориентация на триедъра на Френе.


[image: image1418]
Дължина на дъга. Естествен параметър на крива. Кривина на правилна крива.
Нека ( : r = r (q), q ( I. Нека [a, b] ( I.
Когато q описва [a, b], r (q) описва част от кривата (, която наричаме дъга на кривата ( с краища r (a) и r (b).

Нека a = q0 < q1 < …< qn = b. Образуваме отсечките с краища r (qi-1), r (qi),

i = 1, 2, …, n. Тези отсечки образуват начупена линия l, която е вписана в дъгата на ( с краища r (a), r (b). Естествено, дължината на l е
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. Казваме, че дъгата на ( е ректифицируема, ако множеството от дължините на всевъзможните начупени линии в тази дъга е ограничено отгоре. Точната горна граница на това множество, ако дъгата на ( е ректифицируема се нарича дължина на тази дъга.

Естествено, кривата ( е ректифицируема, ако множеството от дължините на всевъзможните начупени линии, вписани във всевъзможните дъги на ( е ограничено отгоре. В такъв случай, точната горна граница на това множество наричаме дължина на кривата (.

Нека ( : r = r (q), q ( [a, b] е гладка крива.

Не е трудно да се установи, че в такъв случай ( е ректифицируема и

дължината на ( е s = 
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Фиксираме q0 ( [a, b]. Разглеждаме функцията s (q) = 
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q ( [a, b]. Имаме s( (q) = 
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 > 0, тъй като кривата ( е гладка. При това положение, s (q) е строго монотонно растяща в [a, b] ( съществува единствена обратна функция q (s), s ( [c, d], която също е строго монотонно растяща. Поради тази причина можем да направим смяна на параметъра: ( = r (q (s)), s ( [p, q]. В такъв случай казваме, че ( е зададена относно естествен параметър. Интуитивно, ( е зададена относно естествен параметър, ако пътят, който изминава параметъра между две точки от дефиниционния си интервал е равен на пътя, който изминава съответната точка върху (.
Теорема: Нека ( е гладка крива, ( : r = r (q), q ( [a, b]. Тогава ( е зададена относно естествен параметър ( 
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Доказателство: нека ( е зададена относно естествен параметър.
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 = q - q0. Така ( е зададена относно естествен параметър (константата q0 не влияе).
Нека ( : r = r (s), s ( [a, b] е зададена относно естествен параметър.
Производните на функцията r записваме по следния начин: r(, r((, ….

Както вече видяхме, r( (s)2 = 1 за всяко s ( [a, b], т.е. |r( (s)| = 1 за всяко 
s ( [a, b]. При това положение, за единичния вектор 
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За да получим по-удобен вид на вектора 
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Също така, 
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Кривина на крива. Правилна крива.
Нека ( : r = r (q), q ( I. Нека P ( (, Q ( (, Q ( P. Предполагаме, че кривата е гладка. Нека tP и tQ са допирателни съответно в точките P и Q на кривата (. Означаваме с (( ъгълът между tP и tQ и с (s дължината на дъгата от кривата с краища P и Q. Казваме, че кривата ( има кривина в точката P, ако съществува границата 
[image: image1442.wmf]®

Dq

D

Q  P

lim

s

. Стойността на тази граница, когато тя съществува наричаме кривина на ( в точката P и я означаваме с ( (P).
Ако 
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Теорема: Нека ( е двукратно гладка крива. Тогава ( има кривина във всяка своя точка. При това, ако ( : r = r (s), s ( [a, b] е векторно уравнение на ( относно естествен параметър, P ( (, 
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Доказателство: нека P ( (, 
[image: image1446.wmf]uuur

OP

 = r (s), s ( [a, b]. Нека Q ( (, Q ( P,


[image: image1447.wmf]uuuur

OQ

 = r (s + (s), (s ( 0. Тъй като кривата ( е зададена относно естествен параметър, (s e дължината на дъгата с краища P и Q на (.
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Естествено, триъгълникът PMN е равнобедрен. Да означим с L средата на основата MN. Тогава ъгълът LPM има големина 
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Така |r( (s + (s) - r( (s)| = 2.
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Тъй като кривата ( е гладка, сходимостта Q ( P е еквивалентна на сходимостта (s ( 0 и освен това при (s ( 0 имаме (( ( 0.

В горното равенство извършваме граничен преход при Q ( P и получаваме |r(( (s)| = ( (s). Tук съществено използваме, че кривата ( е двукратно гладка. Теоремата е доказана.
Не е трудно да се провери, че ако ( е двукратно гладка, 
( : r = r (q), q ( I е векторно уравнение на ( относно произволен параметър, то ( (q) = 
[image: image1471.wmf]···

·

 3

 (q) x  (q)

 (q)

rr

r

, q ( I.
Теорема: Нека ( е двукратно гладка крива и кривината на ( във всяка точка е 0. Тогава ( е права.

Доказателство: нека ( : r = r (s), s ( [a, b] е векторно уравнение на ( относно естествен параметър. От предната теорема получаваме 
|r(( (s)| = 0 за всяко s ( [a, b] ( r(( (s) = 0 за всяко s ( [a, b] ( 
( r (s) = 
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 са константни вектори. 
Така ( е права.

Казваме, че една крива ( е правилна крива, ако кривината на ( във всяка точка е различна от 0.
Торзия на правилна крива.
Нека ( : r = r (q), q ( I. Нека P ( (, Q ( (, Q ( P. Предполагаме, че кривата е двукратно гладка. Нека (P и (Q са оскулачни равнини съответно в точките P и Q на кривата (. Означаваме с (( ъгълът между (P и (Q и с (s дължината на дъгата от кривата с краища P и Q. Казваме, че кривата ( има торзия в точката P, ако съществува границата 
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. Стойността на тази граница, когато тя съществува наричаме торзия на ( в точката P и я означаваме с ( (P).

Ако 
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 = r (q0), q0 ( I, също означаваме ( (P) = ( (q0).
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Теорема: Нека ( е трикратно гладка крива. Тогава ( има торзия във всяка своя точка, в която кривината е различна от 0. При това, ако

( : r = r (s), s ( [a, b] е векторно уравнение на ( относно естествен параметър и 
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Доказателство: нека P ( (, 
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Естествено, триъгълникът PMN е равнобедрен. Да означим с L средата на основата MN. Тогава ъгълът LPM има големина 
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Също така, |MN| = 2.|ML| = 2.|
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Освен това, условно знакът на ( се определя по следния начин:
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Теорема: Нека ( е двукратно гладка правилна крива и торзията на ( във всяка точка е 0. Тогава ( е равнинна крива.

Доказателство: нека ( : r = r (s), s ( [c, d] е векторно уравнение на ( относно естествен параметър. От предната теорема получаваме 
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Интегрираме последното тъждество в граници t0, t, t ( [c, d] и получаваме 
[image: image1575.wmf]ur

a

.r (t) - 
[image: image1576.wmf]ur

a

.
[image: image1577.wmf]ur

b

 = 0, t ( [c, d], където 
[image: image1578.wmf]ur

b

 е константен вектор.
Така ( е равнинна крива. Между другото, равнината в която лежи ( съвпада с оскулачната равнина на ( във всяка нейна точка.

Формули на Френе за правилна крива.
Нека ( : r = r (s), s ( [a, b] е трикратно гладка правилна крива.
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Използвали сме теоремата за кривина.
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И така получихме формулите на Френе, чрез които векторите 
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Между другото, чрез формулите на Френе могат да се изразят производните на вектора r (s) от произволен ред като линейна комбинация на векторите
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Нека ( : r = r (s), s ( [a, b] е трикратно гладка правилна крива.
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По този начин можем да получим локално първо приближение на кривата (:
(1 = h
(2 = 
[image: image1666.wmf]2

h

2

.( (s)

(3 = 
[image: image1667.wmf]3

h

6

.( (s).( (s)
Като проектираме ( върху оскулачната равнина получаваме
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И така локално проекцията на ( в оскулачната равнина се приближава с парабола.
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И така локално проекцията на ( в оскулачната равнина се приближава с кубична функция. Естествено, положението на тази кубична функция в координатните квадранти зависи от знака на торзията в точката P.
Между другото, ако ( (s) е положителна функция и ( (s) е произволна функция, то с точност до еднаквост съществува единствена крива с такава кривина и торзия.
Равнинни криви.
Както вече показахме, ако торзията на една правилна трикратно гладка крива ( е 0, то тази крива е равнинна. Тривиално се проверява, че торзията на всяка правилна трикратно гладка равнинна крива е 0.
Така ( е равнинна ( торзията на ( е 0 във всяка точка.
За гладки равнинни криви във всяка точка е определена допирателна, която лежи в равнината на кривата. Освен това, говорим само за главна нормала, която наричаме просто нормала и тя е перпендикулярна на допирателната във всяка точка на кривата.
Нека ( : r = r (s), s ( I е векторно параметрично уравнение относно естествен параметър на равнинна крива (. Ясно е, че формулите на Френе приемат следния вид:
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