8 - Параметрични уравнения на права и равнина
Една права g може да се определи от фиксирана точка М0 върху нея и ненулев вектор p, колинеарен с правата.





Произволна точка M лежи върху правата тогава и само тогава, когато вектор M0M е колинеарен с p;

M0M || p ( M0M = (.p ( M0M = OM – OM0 = (.p ( OM = OM0 + (.p


получаваме: r = r0 + (.p – векторно параметрично уравнение на права;

Нека фиксираме K { O, e1, e2, e3 } ;
Спрямо K: M ( x, y, z ); M0 (x0, y0, z0); p (a, b, c); тогава уравнението на правата приема следния вид:
x = x0 + (.a
   g:  
y = y0 + (.b
z = z0 + (.c
( се мени в (-(, +(); това уравнение се нарича координатно (скаларно) параметрично уравнение на права;
Ако g е ос, ( = M0M/ p;

Нека имаме три точки A, B, M, които лежат на една права; числото
( = MA / MB се нарича просто отношение на трите точки и се бележи ( = (ABM); ( е дефинирано, когато M не съвпада с B; ( < 0, когато точката M e между A и B и ( > 0, когато точката М е външна за отсечката AB. Ако имаме въведена афинна координатна система и
M (xm, ym, zm), A (xa, ya, za), B (xb, yb, zb), тогава: 

( = (ABM) = (xm-xa)/(xm-xb) = (ym-ya)/(ym-yb) = (zm-za)/(zm-zb);



Нека ( e равнина; M0 ( (;
p и q – ненулеви, неколинеарни, компланарни с (;
Произволна точка M лежи в равнината тогава и само тогава, когато вектор M0M може да се представи като (.p + (.q ;


M ( ( ( M0M = (.p + (.q ( M0M = OM – OM0 = (.p + (.q ( 

OM = OM0 + (.p + (.q

получаваме: r = r0 + (.p + (.q – векторно параметрично уравнение на равнина;

Нека фиксираме K { O, e1, e2, e3 } ;
Спрямо K: M ( x, y, z ), M0 (x0, y0, z0), p (p1, p2, p3), q (q1, q2, q3); тогава уравнението на равнината приема следния вид:
x = x0 + (.p1 + (.q1
   (:  
y = y0 + (.p2 + (.q2
z = z0 + (.p3 + (.q3
(, ( се менят в (-(, +(); това уравнение се нарича координатно (скаларно) параметрично уравнение на равнина;
9 - Общо и нормално уравнение на права в равнината. Разстояние от точка до права

Общо уравнение на права в равнината
Нека е фиксирана K { O, e1, e2 } ;


Спрямо K: M0 (x0, y0), M (x, y), p (p1, p2); тогава: M0M (x – x0, y – y0);

M ( g ( MM0 колинеарен с p (  x – x0  y – y0   = 0 (





         p1       p2
p2.(x – x0) – p1.(y – y0) = 0 ( p2.x – p1.y – p2.x0 + p1.y0 = 0

Означаваме A = p2, B = - p1, C = p1.y0 – p2.x0; тогава

A.x + B.y + C = 0;
M (x, y) ( g ( A.x + B.y + C = 0 (при въведените означения); 

A, B ( (0, 0), т.е. A2 + B2 ( 0;
Правата g се определя с уравнението:
g: A.x + B.y + C = 0 – общо уравнение на права в равнината;

Твърдение: Всяко уравнение от вида A.x + B.y + C = 0, където 
A2 + B2 ( 0 е уравнение на някаква права в равнината;
Доказателство: Нека за определеност B ( 0; тогава y = – A/B . x – C/B;

Фиксираме точка M0 (x0, y0), такава, че y0 = – A/B . x0 – C/B;
Фиксираме вектор p ( –B, A );

Тогава { M0, p } определят някаква права g;
Нека M (x, y) е произволна точка, тя лежи върху правата g точно тогава, когато векторите M0M(x – x0, y – y0) и p ( –B, A ) са колинеарни, т.е.             x – x0  y – y0   = 0 (
 –B       A
A.x + B.y – A.x0 – B.y0 = A.x + B.y – B (y0 + A/B.x0) = 
A.x + B.y – B ( –A/B.x0 – C/B + A/B.x0) = A.x + B.y + C = 0; т.е.
правата { M0, p } има уравнение A.x + B.y + C;
Всяка права има безброй много уравнения;


Например правата g може да бъде определена от { M0, p } 
или от { M1, q } или от безброй много други двойки 
{ точка от правата; вектор, колинеарен с правата } ;
Векторите p (p1, p2) и q (q1, q2) са колинеарни ( съществува ( ( 0, такова че q1 = (.p1, q2 = (.p2;

Нека уравнението на правата g { M0, p }  е:

A.x + B.y + C = 0 ( p2 = A, p1 = –B;

Нека уравнението на правата g { M1, q }  е:

A(.x + B(.y + C( = 0 ( q2 = A(, q1 = –B(;

A( = q2 = (.p2 = (.A; B( = –q1 = –(.p1 = (.B;

M0 ( g ( (.A.x0 + (.B.y0 + C( = 0 ( C( = –(.(A.x0 + B.y0) = –(.(– C) = (.C;

{ M1, q } : (.A.x + (.B.y + (.C = 0;

Ако имаме една права g с уравнение A.x + B.y + C = 0 ( уравнението

(.A.x + (.B.y + (.C = 0 е уравнение на същата права ( ( ( 0 );

Теорема: Спрямо произволна координатна система в равнината

К = { O, e1, e2 }  всяка права има уравнение A.x + B.y + C = 0, където

(A, B) ( (0, 0); векторът p ( –B, A ) е колинеарен с правата; уравненията A.x + B.y + C = 0 и A1.x + B1.y + C1 = 0 са уравнения на една и съща права тогава и само тогава, когато 
A1 = (.A, B1 = (.B, C1 = (.C, където ( ( 0;
Уравнение на права през две точки
Нека са дадени M1 (x1, y1), M2 (x2, y2); търсим уравнението на единствената права g през точките M1 и M2;

M1, M2 ( g ( M1M2 e колинеарен с g ( g е определена от: { M1, M1M2 };

тогава уравнението на g е:

g:   x – x1  y – y1    = 0

     x2 – x1 y2 – y1
(
      x   y  1

g:  x1  y1  1   = 0

     x2  y2 1

Отрезово уравнение на права
Нека е дадена правата g, която не минава през началото O на координатната система; тогава g пресича координатните оси в
точките A (a, 0) и B (0, b) (a, b ( 0); a, b се наричат отрези;

      x   y  1
g:   a   0  1   = 0 ( x/a + y/b = 1
      0   b 1
Декартово уравнение на права

Нека g не е колинеарна с e2 (не е успоредна на Oy);

g: A.x + B.y + C = 0;
p ( –B, A ) е колинеарен с g ( p  ( –B, A) и e2 (0, 1) не са колинеарни
(  –B  A    ( 0, т.е. B ( 0;

       0   1
g не е успоредна на Oy ( B ( 0;
Нека координатната система K е ортонормирана.

y = –A/B.x – C/B (B ( 0); означаваме k = – A/B, m = – C/B;

y = k.x + m – декартово уравнение на права
Векторът p (1, k) е колинеарен на g ( p0 (1/(1 + k2, k/(1 + k2) e колинеарен с g; освен това |p0| = 1 ( съществува ъгъл (, такъв че:

p0 (cos(, sin(), където ( e ъгълът между векторите p и e1 ( k = tg(;

k се нарича ъглов коефициент на правата;
Нормално уравнение на права

Нека К = { O, e1, e2 }  е ортонормирана координатна система;
нека g е произволна права; g: A.x + B.y + C = 0;

Известно е, че векторът p ( –B, A ) е колинеарен с g;

Да разгледаме векторът n ( A, B ); p . n = –A.B + A.B = 0; p, n ( o
( p ( n ( n ( g ( n0 (A/(A2 + B2, B/(A2 + B2) ( g; освен това |n0| = 1 ( съществува ъгъл (0, такъв че: n0 (cos(0, sin(0); 


Умножаваме уравнението на g по ( = 1 /(A2 + B2 ( 0, получаваме:

g: A/(A2 + B2.x + B/(A2 + B2.y + C/(A2 + B2 = 0

(
g: cos(0.x + sin(0.y + C( = 0 – нормално уравнение на права;

всяка права има две нормални уравнения:
g: A/(A2 + B2.x + B/(A2 + B2.y + C/(A2 + B2 = 0

g: - A/(A2 + B2.x - B/(A2 + B2.y - C/(A2 + B2 = 0

Разстояние от точка до права




К – ортонормирана;
Нека е дадена права g с нормално уравнение:
g: cos(.x + sin(.y + c = 0; фиксирана е точка M1 (x1, y1) ( g;

търсим колко е разстоянието от точка M1 до правата g;

Нека M0 (x0, y0) е петата на перпендикуляра спуснат от M1 към g;


M0M1 ( g, n0 ( g ( M0M1 и n0 са колинеарни ( съществува (:

M0M1 = ( . n0 ( |M0M1| = |(|.|n0| ( |M0M1| = |(|, т.е. търсеното разстояние е равно на |(|;


M0M1 (x1 – x0, y1 – y0), n0 (cos(, sin() ( x1 – x0 = (.cos(, y1 – y0 = (.sin(;

( x0 = x1 - (.cos(, y0 = y1 - (.sin(;
M0 ( g ( cos(.x0 + sin(.y0 + c = 0 ( 
cos(.(x1 - (.cos() + sin(.(y1 - (.sin() + c = 0 (
cos(.x1 + sin(.y1 + c = (, т.е. разстоянието между M1 и g e
|(| = |cos(.x1 + sin(.y1 + c|;
Ако g e зададена с уравнение: А.x + B.y + C = 0

( |(| = |A/(A2 + B2.x + B/(A2 + B2.y + C/(A2 + B2|

( се нарича ориентирано разстояние между М1 и g;

( > 0, когато М0М1 e eднопосочен с n0 и ( < 0, когато

М0М1 e разнопосочен с n0; в зависимост от знака на (, можем да определяме в коя от двете полуравнини, определени от правата лежи

дадена точка;
10 - Полуравнинни. Взаимно положение на прави в равнината
Полуравнини

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, e1, e2 } ;
Oзначение: ще означаваме l (x, y) = A.x + B.y + C;

ако имаме точка M0 (x0, y0), l (M0 ) = A.x0 + B.y0 + C;

Теорема: Нека са дадени права g: l (x, y) = A.x + B.y + C = 0 и две точки M1 (x1, y1) и M2 (x2, y2), които не лежат на правата; тогава

M1 и M2 лежат в различни полуравнини относно правата g, тогава и само тогава, когато: l (M1).l (M2) < 0;

Доказателство:



М1 и M2 лежат в различни полуравнини тогава и само тогава, когато отсечката M1M2 пресича правата g;

Нека M1M2 ( g = т. M0 ( M0M1 е колинеарен с M0M2 ( M0M2 = (.M0M1,

но M0 е между M1 и M2 ( ( < 0;


M0 (x0, y0) ( M0M1 (x1 – x0, y1 – y0), M0M2 (x2 – x0, y2 – y0)

( x2 – x0 = (.(x1 – x0); y2 – y0 = (.(y1 – y0) (
x0 = (x2 - (.x1)/(1 - (); y0 = (y2 - (.y1)/(1 - (); 

M0 ( g ( A.x0 + B.y0 + C = 0 (
A.(x2 - (.x1)/(1 - () + B.(y2 - (.y1)/(1 - () = 0 (
(A.x2 + B.y2 + C) - (.(A.x1 + B.y1 + C) = 0 ( l (M2) = (.l (M1)

( ( < 0 ( l (M1). l (M2) < 0 и теоремата е доказана;

Следствие:
g : l (x, y) = A.x + B.y + C = 0;

g разделя равнината на две полуравнини ( и (:

( : A.x + B.y + C > 0

( : A.x + B.y + C < 0

Взаимно положение на две прави

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, e1, e2 } ;
Дадени са две прави
g1 : l1 (x, y) = A1.x + B1.y + C1 = 0

g2 : l2 (x, y) = A2.x + B2.y + C2 = 0

Известно е, че p1 (-B1, A1) е колинеарен с g1, 
вектор p2 (-B2, A2) е колинеарен с g2;

( g1 е успоредна на g2, тогава и само тогава, когато векторите 
p1 и p2 са колинеарни, т.е. p1 = (.p2 ( B1 = (.B2, A1 = (.A2;

ако правите не съвпадат необходимо е C1 ( (.C2;

( g1 е успоредна на g2 ( A1 = (.A2, B1 = (.B2, C1 ( (.C2;

    g1 пресича g2 ( A1 = (.A2, B1 ( (.B2;

Нека g1 пресича g2 в точка M;

Множеството от правите, които минават през точка M се нарича сноп прави; точка М се нарича център на снопа;
Теорема: Всяка права g от снопа, определен от пресекателните прави g1 и g2 има уравнение: l (x, y) = (.l1(x, y) + (.l2(x, y) = 0, където ( и ( са реални параметри, менят се в (-(, +(), не са едновременно нули и описват всички прави, които принадлежат на този сноп;
Означение: ще бележим сноп прави с S(, ( : (.l1 (x, y) + (.l2 (x, y) = 0;

Доказателство:
l (x, y) = (.(A1.x + B1.y + C1) + (.(A2.x + B2.y + C2) = 

((.A1 + (.A2).x + ((.B1 + (.B2).y + (.C1 + (.C2 = 0
това е уравнение на права, точно тогава, когато коефициентите пред x и y не са едновременно нули;
нека допуснем, че това е така, т.е.:
(.A1 + (.A2 = 0
(.B1 + (.B2 = 0
Taзи система е хомогенна, но ((, () ( (0, 0) ( тя трябва да има ненулево решение (    A1 A2  = 0 ( g1 е успоредна на g2 - противоречие



   B1 B2
( уравнението е зададено коректно, освен това:

l (M) = (.l1(M) + (.l2(M) = (.0 + (.0 = 0 ( т.M ( g1, g2 )

( l (x, y) = (.l1(x, y) + (.l2(x, y) = 0 е уравнение на права от снопа с център т. M;
При ( = 0 правата g ( g2, ако ( ( 0 можем да разделим на ( и да остане само един параметър ( = (/(:

g ( g2 : l (x, y) = l1(x, y) + (.l2(x, y);

ако g1 е успоредна на g2 ( уравнението l(x, y) = (.l1(x, y) + (.l2(x, y) = 0 задава уравненията на всички прави, които са успоредни на дадените, когато ( и ( се менят в (-(, +(), ((, () ( (0, 0);

11 - Общо уравнение на равнина. Условие за компланарност на вектор и равнина. Взаимно положение на две равнини
Общо уравнение на равнина

Фиксирана е афинна координатна система K = { O, e1, e2, е3 } ;
( - равнина; точка M0 ( (, p, q – два неколинеарни вектора, компланарни с (;

M0 ( ( ( M0M, p, q – компланарни;

Нека:
M0 (x0, y0, z0), M (x, y, z) ( M0M (x – x0, y – y0, z – z0);
p (p1, p2, p3);
q (q1, q2, q3);
x – x0 y – y0 z – z0  
M0M, p, q ( ( (
  p1
 p2
 p3      = 0 (



  q1
 q2
 q3
 (p2.q3 – p3.q2).x + (p3.q1 – p1.q3).y + (p1.q2 – p2.q1).z +
 + ( - (p2.q3 – p3.q2).x0 - (p3.q1 – p1.q3).y0 - (p1.q2 – p2.q1).z0 ) = 0;
Нека A = p2.q3 – p3.q2; B = p3.q1 – p1.q3; C = p1.q2 – p2.q1;
D = - A.x0 - B.y0 - C.z0;
( M ( ( ( A.x + B.y + C.z + D = 0 – общо уравнение на равнина;
необходимо условие е (A, B, C) ( (0, 0, 0), т.е. A2 + B2 + C2 ( 0;
нека допуснем, че A = B = C = 0 (
p2.q3 = p3.q2 ( p3 = k1.q3, p2 = k1.q2;
p1.q3 = p3.q1 ( p3 = k2.q3, p1 = k2.q1;
p1.q2 = p2.q1 ( p1 = k3.q1, p2 = k3.q2;
( k1 = k2 = k3 = k ( p = k.q – противоречие ( p, q не са колинеарни)

( (А, B, C) ( (0, 0, 0);

(.А.x + (.B.y + (.C.z +(.D = 0 е уравнение на същата равнина ( 
при ( ( 0;

Нека A.x + B.y + C.z + D = 0, (A, B, C) ( (0, 0, 0); ще докажем, че съществува равнина (, която има това общо уравнение;
нека за определеност C ( 0 ( z = – A/C.x – B/C.y – D/C;

Фиксираме точките:
M0 (0, 0, - D/C);

M1 (1, 0, -(A+D)/C) ( M0M1 (1, 0, -A/C);
M2 (0, 1, -(B+D)/C) ( M0M2 (0, 1, -B/C);

Нека (: { M0, M0M1, M0M2 } ; M0, M1, M2 ( (, M0M1 не е колинеарен с M0M2 ( ( е определена;

Нека M(x, y) е произволна точка ( M0M (x, y, z + D/C);

M ( ( (  x  y  z + D/C   = 0 ( A.x + B.y + C.z + D = 0;


      1  0    -A/C

      0  1    -B/C 

Теорема: Спрямо фиксирана координатна система в пространството всяка равнина има общо уравнение от вида:
A.x + B.y + C.z + D = 0, (A, B, C)  ( (0, 0, 0);

две уравнения от този вид задават една и съща равнина, когато коефициентите им са пропорционални:
(: A1.x + B1.y + C1.z + D1 = 0

(: A2.x + B2.y + C2.z + D2 = 0

( A1 = (.A2, B1 = (.B2, C1 = (.C2, D1 = (.D2, ( ( 0;

Условие за компланарност на вектор и равнина
Нека е даден вектор p ((, (, () и равнина ( : A.x + B.y + C.z + D = 0;

Фиксираме точка M0 върху (, тогава вектор p има единствен представител M0M1;
Нека M0 (x0, y0, z0), M1 (x1, y1, z1) ( M0M1 (x1 – x0, y1 – y0, z1 – z0), но
M0M1 = p ( x1 – x0 = (, y1 – y0 = (, z1 – z0 = (
( x0 = x1 - (, y0 = y1 - (, z0 = z1 - (;

M0 ( ( ( A.x0 + B.y0 + C.z0 + D = 0 (
A.x1 – A.( + B.y1 – B.( + C.z1 – C.( + D = 0 ( 

A.x1 + B.y1 + C.z1 + D – (A.( + B.( + C.() = 0

p е компланарен с ( ( М1 ( ( ( А.( + B.( + C.( = 0;
Взаимно положение на две равнини
Нека са дадени:
(1 : A1.x + B1.y + C1.z + D1 = 0

(2 : A2.x + B2.y + C2.z + D2 = 0

(1 е успоредна на (2, ако за всеки вектор p ((, (, ()
от p е колинеарен с (1 ( p е колинеарен с (2;
освен това, ако съществува точка M0 (x0, y0, z0), която принадлежи и на двете равнини ( те съвпадат, в противен случай те са успоредни;

по-точно системата 
А1.( + B1.( + C1.( = 0

A2.( + B2.( + C2.( = 0

се удоволетворява за всички (, (, ( ( A1 = k.A2; B1 = k.B2; C1 = k.C2;
М0 ( (1 ( D1 = –A1.x0 – B1.y0 – C1.z0;
М0 ( (2 ( D2 = –A2.x0 – B2.y0 – C2.z0;
( D1 = - k.(A2.x0 + B2.y0 + C2) = - k.(- D2) = k.D2;

(1 е успоредна на (2 тогава и само тогава, когато:
A1 = k.A2; B1 = k.B2; C1 = k.C2; D1 ( k.D2;

(1 съвпада с (2 тогава и само тогава, когато:
A1 = k.A2; B1 = k.B2; C1 = k.C2; D1 = k.D2;
12 - Нормално уравнение на равнина. Разстояние от точка до равнина
Уравнение на равнина през три точки

За да е определена равнината, трите точки трябва да не лежат на една права.

Нека са дадени M1 (x1, y1, z1), M2 (x2, y2, z2), M3 (x3, y3, z3);

M1, M2, M3 ( 1 права;

тогава ( = { M1, M1M2, M1M3 } е определена, защото векторите M1M2 и

M1M3 не са колинеарни; тогава по горната схема получаваме:

       x – x0  y – y0  z – z0
( :  x2 – x1 y2 – y1 z2 – z1  = 0;
      x3 – x1 y3 – y1 z3 – z1
(
       x  y   z  1
      x1 y1  z1 1
      x2 y2  z2 1
      x3 y3  z3 1
Нормално уравнение на равнина

Фиксирана е ортонормирана координатна система K = { O, e1, e2, е3 } ;

Нека ( е равнина;
( : A.x + B.y + C.z + D = 0; (A, B, C) ( (0, 0, 0);
Нека p ((, (, () е ненулев вектор, колинеарен с (
( A.( + B.( + C.( = 0;
ако фиксираме векторът N (A, B, C), N ( O;
( p . N = 0 ( N ( p ( N ( (, тъй като p е ненулев вектор и е колинеарен с (;
Ако координатната система е ортонормирана, коефициентите
(A, B, C) ( (0, 0, 0) са координати на вектор, който е перпендикулярен на равнината; той се нарича нормален вектор на (;
Нека N0 = N / |N|, т.е. 
N0 ( A / ( A2 + B2 + C2, B / ( A2 + B2 + C2, C / ( A2 + B2 + C2 ), |N0| = 1;


Разглеждаме ( : (A.x + B.y + C.z + D) / ( ( A2 + B2 + C2 = 0; това е уравнение на същата равнина, тъй като сме умножили началното уравнение с ненулево число; то се нарича нормално уравнение на равнината (; всяка права има две нормални уравнения;

Разстояние от точка до равнина
Нека равнината ( има нормално уравнение:
( : А*.x + B*.y+ C*.z + D* = 0;
Векторът N0 (A*, B*, C*) е единичен;
Нека M1 (x1, y1, z1) е точка ( (;
ако M0 е петата на перпендикуляра, спуснат от M1 към (, тогава:

|M1, (| = |M0M1|;





M0M1 ( (, N0 ( ( ( M0M1 е колинеарен с N0 ( M0M1 = (. N0
( |M0M1| = |(|.|N0| ( |M0M1| = |(|, т.е. |M1, (| = |(|;

Нека M0 (x0, y0, z0);

M0M1 (x1 – x0, y1 – y0, z1 – z0), M0M1 е колинеарен с N0 (
x1 – x0 = (.A*; y1 – y0 = (.B*; z1 – z0 = (.C*; (
x0 = x1 - (.A*; y0 = y1 - (.B*; z0 = z1 - (.C*; (
M0 ( ( ( A*.x0 + B*.y0 + C*.z0 + D* = 0 (
A*.(x1 - (.A*) + B*.(y1 - (.B*) + C*.(z1 - (.C*) + D* = 0 (
A*.x1 + B*.y1 + C*.z1 + D* - (. (A*2 + B*2 + C*2) = 0 (
A*.x1 + B*.y1 + C*.z1 = (, тъй като N0 (A*, B*, C*)  е единичен;

|(| = |A*.x1 + B*.y1 + C*.z1|;

ако ( е зададена с произволно уравнение:
|M1, (| = |(A.x1 + B.y1 + C.z1 + D ) / ( A2 + B2 + C2 |;

( се нарича ориентирано разстояние от точката M1 до равнината (;

( > 0 ( M1 и вектор N0 са в едно полупространство спрямо (;

( < 0 ( M1 и вектор N0 са в различни полупространства спрямо (;
15 - Конични сечения. Парабола
Конични сечения
В равнината имаме фиксирана права g и точка F ( g. Да се намери геометричното място от точките M за които |MF| / |M, g| = e = const;

Това геометрично място се нарича конично сечение.




Нека правата g( е такава, че g( минава през F и g( ( g;

Фиксираме ортонормирана координатна система К( = { O(, e1(, e2( },

където O( = g ( g(, e1( е колинеарен с g(, e2( е колинеарен с g;
освен това O(F е еднопосочен с e1(;

Спрямо K(: 
F (p, 0) (p > 0), g: x = 0, M (x(, y();
( |MF| = ( (x( - p)2 + y(2 ; |M, g| = |x(|;
( ( (x( - p)2 + y(2 / |x(| = e ( (x( - p)2 + y(  2 = e2.x(  2
( x( 2 – 2.p.x( + p2 + y(  2 = e2.x(  2 ( (1 – e2).x( 2 – 2.p.x( + y( 2 = 0

Нека К – ортонормирана, К = { O, e1, e2 } ;
K( ( K : { x = x( + (,  y = y( } ( e1 = e1(, e2 = e2(, O ( O(;

Спрямо К:
(1 – e2).(x + ()2 – 2.p.(x + () + y2 + p2 = 0 (
(1 – e2).x2 + ( 2.(.(1 – e2) – 2.p ).x + y2 + (1 – e2).(2 – 2.p.( + p2 = 0;

1. 1 – e2 = 0 ( e = 1 (e > 0);

y2 – 2.p.x – 2.p.( + p2 = 0; ако вземем ( = p/2 получаваме:

y2 = 2.p.x – уравнение на парабола;
2. 1 – е2 ( 0, е ( 1; нека вземем ( = p / (1 – e2); получаваме:

(1 – e2).x2 + y2 – p2.e2/(1 – e2) = 0 (
x2 / ( p2.e2 / (1 – e2)2 ) + y2 / ( p2.e2 / (1 – e2) ) = 1;


2.1. 1 - e2 < 0 ( e < 1; полагаме a = p.e / (1 – e2), b = p.e /( 1 – e2;

     получаваме: x2/a2 + y2/b2 = 1 – уравнение на елипса;
     2.2. 1 - е2 > 0 ( е > 1; полагаме a = p.e / (e2 – 1), b = p.e /( e2 – 1;

     получаваме: x2/a2 – y2/b2 = 1 – уравнение на хипербола;

т. F се нарича фокус, 

правата g – директриса,

константата e – ексцентрицитет;

Парабола
Избрали сме K( = { O(, e1(, e2( } – ортонормирана;

Спрямо K(:
т. F (p, 0), p > 0;
пр. g : x = 0;
ексцентрицитетът е = 1;
След това сме фиксирали K = { O, e1, e2 } – ортонормирана;

преходът се осъществява по следния начин:
K( ( K : x( = x + (; y( = y;
( = p/2, ( > 0;
Спрямо К:
т. F (p/2, 0);
пр. g : x = - p/2;
коничното сечение в този случай е парабола;
нека параболата означим с (;
( : y2 = 2.p.x;
1. очевидно т. О ( (;

2. графиката на параболата е изцяло в първи и четвърти квадрант, тъй като x > 0;

3. графиката на параболата е симетрична относно Ox;

4. параболата пресича правата x = 0 единствено в т. O;

5. нека разгледаме правите y = k.x, където k се мени в (-(, +(); ако пресечем тези прави с (, получаваме:
y2 = 2.p.x, y = k.x ( k2.x2 = 2.p.x ( x.(k2.x – 2.p) = 0;

оттук всяка права с уравнение y = k.x, k ( 0 има две пресечни точки с ( : т. O и (2.p/k2, 2.p/k); правата y = 0 пресича ( единствено в т. О;





Свойство на параболата: ако през произволна точка M от параболата прекараме допирателна, тогава лъч, който минава през фокуса F след 

отражение от допирателната в т.М се ориентира успоредно на Ox;

16 - Елипса. Хипербола

Елипса
Избрали сме K( = { O(, e1(, e2( } – ортонормирана;

Спрямо K(:
т. F (p, 0), p > 0;
пр. g : x = 0;
ексцентрицитетът е < 1;
След това сме фиксирали K = { O, e1, e2 } – ортонормирана;

преходът се осъществява по следния начин:
K( ( K : x( = x + (; y( = y;
( = p/(1 – e2), ( > 0;
Спрямо K(:
т. F ( – p.e2/(1 – e2), 0);
пр. g : x = - p/(1 – e2);
нека означим: c = p.e2/(1 – e2); a = p.e/(1 – e2), b = p.e/( 1 – e2;

( a, b, c > 0;
тогава c2 = a2 – b2;
т. F ( -c, 0);
пр. g : x = - a2/c;
коничното сечение в този случай е елипса;
- p.e2/(1 – e2) > - p.e/(1 – e2) > - p/(1 – e2), тъй като e < 1 ( 
точките g ( Ox, (-a, 0), F, О лежат в този ред върху Ox;
нека oзначим елипсата с (;
тогава ( : x2/a2 + y2/b2 = 1;
1. Ако т. M0 ( (, тогава x02 + y02 = 1 ( т. М1 (-x0, y0) ( (, 

т. M2 (x0, -y0) ( (, т. М3 (-x0, -y0) ( (; ( графиката на елипсата е симетрична относно Ox и Oy;
2. Нека разгледаме F( (c, 0) и g( : x = a2/c; поради симетрията относно Oy ( MF(/|M, g(| = e, за всякa точка M ( ( ( елипсата има два фокуса и две директриси, които са симетрични относно Oy;

3. Нека разгледаме правите y = k.x, където k се мени в (-(, +(); ако пресечем тези прави с (, получаваме:
x2/a2 + y2/b2 = 1, y = k.x ( x2/a2 + k2.x2/b2 = 1
( b2.x2 + a2.k2.x2 = a2.b2 ( x = ( a.b/( b2 + a2.k2;

оттук всяка права с уравнение y = k.x пресича ( в две точки, които са симетрични спрямо т. О;
4. Нека запишем уравнението на ( в следния вид: 
y2 = b2.(1 – x2/a2) ( 1 – x2/a2 ( 0 ( |x| ( a ( x ( [ -a; a];

аналог. x2 = a2.(1 – y2/b2) ( 1 - y2/b2 ( 0 ( |y| ( b ( y ( [ -b; b];

оттук графиката на ( е заключена в правоъгълник със страни 2.а и 2.b с център т. О;
5. точките (a, 0), (-a, 0), (0, b), (0, -b) ( ( и се наричат върхове на елипсата; т. О се нарича център на елипсата, тя е център на симетрия за нея; Ox и Oy се наричат оси на елипсата, те са оси на симетрия за нея;







Свойство на елипсата: за произволна точка P ( (,

|FP| + |F(P| = const = 2.a;

Доказателство: нека P (x, y); P ( ( ( x2/a2 + y2/b2 = 1;

|PF| = ( (x + c)2 + y2; |PF(| = ( (x – c)2 + y2 ;

|PF| = ( x2 + 2.c.x + c2 – b2.x2/a2 + b2 = 

( a2.x2 – b2.x2 + 2.c.a2.x + a2.(c2 + b2) /a=

( c2.x2 + 2.c.a2.x + a4 /a = |c.x + a2|/a = |x.c/a + a|;

тъй като c/a = e < 1, |x|( a ( |x|.c/a < a.e < a (
x.c/a ( ( -a, a) ( |PF| = a + x.c/a;

aналог. |PF(| = |x.c/a – a|; тъй като x.c/a < a (
|PF(| = a – x.c/a;
( |PF| + |PF(| = const = 2.a;
Хипербола
Избрали сме K( = { O(, e1(, e2( } – ортонормирана;
Спрямо K(:
т. F (p, 0), p > 0;
пр. g : x = 0;
ексцентрицитетът е > 1;
След това сме фиксирали K = { O, e1, e2 } – ортонормирана;

преходът се осъществява по следния начин:
K( ( K : x( = x + (; y( = y;
( = p/(1 – е2), ( < 0;
Спрямо K(:
т. F ( – p.e2/(1 – e2), 0);
пр. g : x = - p/(1 – e2);
нека означим: c = p.e2/(е2 – 1); a = p.e/(е2 – 1), b = p.e/( е2 – 1;

( a, b, c > 0;
тогава c2 = a2 + b2;
т. F (c, 0);
пр. g : x = a2/c;
коничното сечение в този случай е хипербола;
p/(e2 – 1) < p.e/(e2 – 1) < p.e2/(e2 – 1), тъй като e > 1 ( 
точките O, g ( Ox, (a, 0), F лежат в този ред върху Ox;

нека oзначим хиперболата с (;
тогава ( : x2/a2 - y2/b2 = 1;
1. Ако т. M0 (x0, y0) ( (, тогава x02 - y02 = 1 ( т. М1 (-x0, y0) ( (, 

т. M2 (x0, -y0) ( (, т. М3 (-x0, -y0) ( (; ( графиката на хиперболата е симетрична относно Ox и Oy; 

2. Нека разгледаме F( (-c, 0) и g( : x = -a2/c; поради симетрията относно Oy ( MF(/|M, g(| = e, за всякa точка M ( ( ( хиперболата има два фокуса и две директриси, които са симетрични относно Oy;

3. Нека разгледаме правите y = k.x, където k се мени в (-(, +(); ако пресечем тези прави с (, получаваме:
x2/a2 - y2/b2 = 1, y = k.x ( x2/a2 - k2.x2/b2 = 1
( b2.x2 - a2.k2.x2 = a2.b2 ( (b2 – a2.k2).x2 = a2.b2;
b2 – a2.k2 > 0 ( |k|< b/a;

( x = ( a.b/( b2 - a2.k2; оттук всяка права с уравнение 
y = k.x, |k| < b/a пресича ( в две точки, които са симетрични спрямо т. О;
b2 – a2.k2 ( 0 ( |k| ( b/a ( лявата страна на равенството е неотрицателна, а дясната страна – строго положителна, т.е. x ( (; оттук всяка права с уравнение 
y = k.x, |k| ( b/a няма общи точки с (; правите 
y = ( b/a . x се наричат асимптоти на хиперболата (;

4. Нека запишем уравнението на ( в следния вид: 

y2 = b2.(x2/a2 - 1) ( x2/a2 – 1 ( 0 ( |x| ( a (
x ( ( -(, -a ] ( [ a, +( );
аналог. x2 = a2.(1 + y2/b2), но оттук не получаваме ограничение за y ( y ( (-(, +();
5. Пресечните точки на ( с Оx са (-a, 0), (a, 0) и те се наричат върхове на хиперболата; т. О се нарича център на хиперболата, тя е център на симетрия за нея;
Свойство на хиперболата: за произволна т. P ( (,

||PF| - |PF(|| = const = 2.a;
Доказателство: аналогично на това за елипсата;



p





М0





М





r





r0





O





r0





M0





(





p





q





М





O





r





М





p





М0





g





М1





М





М0





p





g





q





е2





М0





n0





М1





е1





О





е2





A





B





g





е1





О





g





(





М1





М0





М2





(





g





g1





g2





М





(





M0





p





q





М





= 0;





( :





М1





(





M0





N0





М





g





е2(





е1(





F





О(





g(





Оy





F





О





g





M





Ox





x = -a





g(





Оy





Ox





g





F(





F





x = a





О





M1





M3





M





M2





y = -b/а.x





y = b/a.x





g(





P





Ox





О





g





F(





F





M





M1





M2





M3





x = -a





y = -b





x = a





y = b





Оy








