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Ãëàâà 1

Èíòåðïîëaöèÿ

1.1 Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ

Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà. Íåêà x0, x1, ..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè îò
ðåàëíàòà ïðàâà è y0, y1, . . . , yn ñà äàäåíè ðåàëíè ÷èñëà. Èñêàìå äà ïîñòðîèì
ïîëèíîì P (x) ∈ πn (πn � êëàñúò îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí,
íåíàäìèíàâàùà n) òàêúâ, ÷å ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P (x0) = y0

P (x1) = y1

.................

P (xn) = yn

(1.1)

Òâúðäåíèå 1. Ñúùåñòâóâà, ïðè òîâà åäèíñòâåí, ïîëèíîì P (x) ∈ πn, óäîâ-
ëåòâîðÿâàù èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ.

Ïðåäè äà ïðåäñòàâèì íà÷èíè çà ïîñòðîÿâàíå íà òîçè ïîëèíîì, íåêà êîìåí-
òèðàìå íàêðàòêî ïðàêòè÷åñêèÿ ñìèñúë íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à.

• Êîãàòî ñå ìîäåëèðà äàäåíî ÿâëåíèå, ñå ïðàâÿò åêñïåðèìåíòè è îïðåäåëåí
áðîé èçìåðâàíèÿ. Ò.å. ïîëó÷àâàìå êðàéíî ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè äâîé-
êè îò âèäà (x, f(x)), ïðåç êîèòî ìîæåì äà ïîñòðîèì åäèíñòâåí ïîëèíîì.
Òàêà, êàêòî ùå âèäèì ñ ïðèìåðè ïî-íàòàòúê, èíòåðïîëàöèÿòà å åäèí îò
âúçìîæíèòå íà÷èíè äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà äàäåíîòî ÿâëå-
íèå.

• Àêî èìàìå ôóíêöèÿ f(x), ñòîéíîñòòà íà êîÿòî å òðóäíî äà áúäå ïðåñìåò-
íàòà (íàïðèìåð sinx, ex è äð.), ìîæåì äà ïîñòúïèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà f(x) â íÿêîëêî òî÷êè è ïîñòðîÿâàìå èíòåðïî-
ëàöèîííèÿ ïîëèíîì, ìèíàâàù ïðåç òåçè òî÷êè. Êàêòî ùå ïîêàæåì, ñ òîçè
ïîëèíîì ìîæåì äà íàìåðèì ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà f(x) è çà äðóãè
íåîáõîäèìè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà.

1.2 Ìåòîä íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè

Ïúðâèÿò è íàé-î÷åâèäåí íà÷èí çà íàìèðàíå íà ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù ôîð-
ìóëèðàíàòà çàäà÷à, å äèðåêòíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà, çàäàäåíà îò óñëîâèÿòà
(1.1). Ùå ãî èëþñòðèðàìå ñ ïðèìåð:
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Çàäà÷à 1. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîì P (x) ∈ π3, óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà

P (1) = 2; P (2) = 9; P (4) = 41; P (6) = 97

Ðåøåíèå. Òúðñåíèÿò ïîëèíîì å îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà 3, è ñëåäîâàòåëíî
îáùèÿò ìó âèä å

P (x) = ax3 + bx2 + cx+ d.

Óñëîâèÿòà îò çàäà÷àòà íè çàäàâàò ëèíåéíà ñèñòåìà àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñïðÿ-
ìî êîåôèöèåíòèòå íà òîçè ïîëèíîì:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b+ c+ d = 2

8a+ 4b+ 2c+ d = 9

64a+ 16b+ 4c+ d = 41

216a+ 36b+ 6c+ d = 97.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ÷åòèðèòå óñëîâèÿ åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿò òî÷íî 4 êîåôèöèåíòà
(åäèí îò òÿõ å ñâîáîäíèÿò ÷ëåí), ò.å. ïîëèíîì îò ñòåïåí≤ 3. Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà
ñ ïîìîùòà íà Mathematica:

In[51]:= Solve@8a + b + c + d � 2, 8 a + 4 b + 2 c + d � 9,

64 a + 16 b + 4 c + d � 41, 216 a + 36 b + 6 c + d � 97<, 8a, b, c, d<D
Out[51]= 88a ® 0, b ® 3, c ® -2, d ® 1<<

Òîãàâà òúðñåíèÿò ïîëèíîì å P (x) = 3x2 − 2x+ 1. �

Âúïðåêè ïðèâèäíàòà ïðîñòîòà íà òîçè ìåòîä, òðÿáâà äà ñå èìàò ïðåäâèä
íÿêîè íåùà:

• Àêî òúðñèì ïîëèíîì îò ïî-âèñîêà ñòåïåí (óäîâëåòâîðÿâàù ïîâå÷å èíòåð-
ïîëàöèîííè óñëîâèÿ), òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìà ñ âèñîêà ðàçìåðíîñò, à
òîâà íå å íèêàê ëåêà ðàáîòà.

• Ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð (è ÷èñëåíè ìå-
òîäè), å ñâúðçàíî ñ ïîëó÷àâàíåòî íà íÿêàêâà ãðåøêà. Â ÷àñòíîñò, ñèñòåìè,
ïðè êîèòî ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà å ìàòðèöà íà Âàíäåðìîíä, ñà ½ëîøè� çà
÷èñëåíî ðåøàâàíå � ïîëó÷àâàò ñå ïî-ãîëåìè ãðåøêè. Êàêòî çíàåì îò ëåê-
öèè, ñèñòåìèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè ðåøàâàíå íà èíòåðïîëàöèîííàòà
çàäà÷à íà Ëàãðàíæ, èìàò òî÷íî òàêàâà ìàòðèöà.

1.3 Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ

Òâúðäåíèå 2 (Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ). Ïîëèíîìúò, óäîâ-
ëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà (1.1), ñå ïðåäñòàâÿ ïî ôîðìóëàòà

P (x) =
n∑
k=0

lk(x)yk,

êúäåòî l0(x), l1(x), . . . , ln(x) ñà áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Òå èçïúëíÿ-
âàò óñëîâèÿòà

lk(xi) =

{
0, àêî k 6= i

1, àêî k = i
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è ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëàòà

lk(x) =
n∏

i=0, i6=k

x− xi
xk − xi

.

Ùå îáÿñíèì ñìèñúëà íà ôîðìóëàòà îòíîâî ÷ðåç ïðèìåð. Íåêà îòíîâî âçåìåì
èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ îò Çàäà÷à 1, íî òîçè ïúò äà ïîñòðîèì ïîëèíîìà
P (x) ïî ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ:

Çàäà÷à 2. Êàòî ñå èçïîëçâà èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ, äà ñå
íàìåðè ïîëèíîì P (x) ∈ π3, óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà

P (1) = 2; P (2) = 9; P (4) = 41; P (6) = 97

Ðåøåíèå. Íåêà îçíà÷èì

x0 = 1, x1 = 2, x2 = 4, x3 = 6;

y0 = 2, y1 = 9, y2 = 41, y3 = 97.

Ïúðâî ùå ïîñòðîèì áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Çà ïîëèíîìà l0(x) èñêàìå
äà ñå íóëèðà âúâ âñè÷êè âúçëè îñâåí â x0. Â x0 ñòîéíîñòòà ìó òðÿáâà äà áúäå
1. Òîãàâà èìàìå

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
.

Äåéñòâèòåëíî, âúâ âúçëèòå x1, x2, x3 ñúîòâåòíî ïúðâèÿò, âòîðèÿò è òðåòèÿò
ìíîæèòåë â ÷èñëèòåëÿ ñòàâà 0 è öÿëàòà äðîá å 0. Âúâ âúçåëà x0 ïîëó÷àâàìå

l0(x0) =
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
= 1,

ò.å. òàêà äåôèíèðàíèÿò ïîëèíîì l0(x) èçïúëíÿâà ïîñòàâåíèòå ìó óñëîâèÿ. Êàòî
çàìåñòèì x0, x1, x2, x3 ñ òåõíèòå ðàâíè, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî çà l0(x)

l0(x) =
(x− 2)(x− 4)(x− 6)

(1− 2)(1− 4)(1− 6)
= −(x− 2)(x− 4)(x− 6)

15
.

Àíàëîãè÷íî èìàìå

l1(x) =
(x− 1)(x− 4)(x− 6)

(2− 1)(2− 4)(2− 6)
=

(x− 1)(x− 4)(x− 6)

8
;

l2(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 6)

(4− 1)(4− 2)(4− 6)
= −(x− 1)(x− 2)(x− 6)

12
;

l3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(6− 1)(6− 2)(6− 4)
=

(x− 1)(x− 2)(x− 4)

40
.

Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù çàäà÷àòà, ìîæå äà áúäå
ïðåäñòàâåí âúâ âèäà

P (x) = l0(x).y0 + l1(x).y1 + l2(x).y2 + l3(x).y3.
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Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, íåêà ïðîâåðèì êàêâî ñå ñëó÷âà, íàïðèìåð, â òî÷êàòà
x = x1. Èìàìå l0(x1) = l2(x1) = l3(x1) = 0 è l1(x1) = 1. Òîãàâà

P (x1) = 0.y0 + 1.y1 + 0.y2 + 0.y3 = y1.

Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å òîçè ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿâà èíòåðïîëàöèîííèòå óñ-
ëîâèÿ è â äðóãèòå âúçëè.

È òàêà, ïîëó÷èõìå

P (x) = l0(x).2 + l1(x).9 + l2(x).41 + l3(x).97.

Ñëåä çàìåñòâàíå è îïðîñòÿâàíå, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

P (x) = 3x2 − 2x+ 1.

�

Îòòóê íàòàòúê ñ Ln(f ;x) ùå áåëåæèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ðåä n
çà ôóíêöèÿòà f , à ñ ω(x) ùå áåëåæèì (x− x0)(x− x1)...(x− xn), êúäåòî x0, x1,
..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè.

Òâúðäåíèå 3. Íåêà [a, b] å äàäåí êðàåí èíòåðâàë è x0, ..., xn ñà ðàçëè÷íè
òî÷êè â íåãî. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) èìà íåïðåêúñíàòà (n+ 1)-âà ïðîèçâîäíà â
òîçè èíòåðâàë. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàâà,
÷å

f(x)− Ln(f ;x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x)

Äà âèäèì ñåãà êàê ìîæåì äà îöåíèì ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà äàäåíà ôóí-
êöèÿ â íÿêîÿ òî÷êà, èçïîëçâàéêè èíòåðïîëàöèÿ.

Çàäà÷à 3. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà sin
π

5
è äà ñå äàäå îöåíêà

íà ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî îöåíÿâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) = sinx â äàäåíà òî÷êà íå
å íèêàê ïðîñòà ðàáîòà. Åòî çàùî, âìåñòî äà ðàáîòèì ñ òàçè ôóíêöèÿ, íèå ùå
íàìåðèì íåéíî ïðèáëèæåíèå è ùå ðàáîòèì ñ íåãî. Äà èçáåðåì ïúðâî âúçëè, â
êîèòî äà èíòåðïîëèðàìå. Òî÷êè, â êîèòî ñòîéíîñòòà íà sinx íè å èçâåñòíà, ñà
íàïðèìåð x0 = 0, x1 = π

6
, x2 = π

3
, x3 = π

2
(ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà f(x) â òåçè

òî÷êè ñà 0, 1/2,
√

3/2, 1). Ùå íàìåðèì ïîëèíîìà L3(f ;x), êîéòî èíòåðïîëèðà
ôóíêöèÿòà f(x) â òåçè òî÷êè. Çà öåëòà ïúðâî íàìèðàìå áàçèñíèòå ïîëèíîìè
íà Ëàãðàíæ:

l0(x) =
(x− π

6
)(x− π

3
)(x− π

2
)

(0− π
6
)(0− π

3
)(0− π

2
)

;

l1(x) =
(x− 0)(x− π

3
)(x− π

2
)

(π
6
− 0)(π

6
− π

3
)(π

6
− π

2
)
;

l2(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

2
)

(π
3
− 0)(π

3
− π

6
)(π

3
− π

2
)
;

l3(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

3
)

(π
2
− 0)(π

2
− π

6
)(π

2
− π

3
)
.
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Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

L3(f ;x) = l0(x).0 + l1(x).
1

2
+ l2(x).

√
3

2
+ l3(x).1.

Ñëåä êðàòêè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àâàìå

L3(x) ≈ 1.02043x− 0.0654708x2 − 0.113872x3.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì ñòîéíîñòòà íà ïîëèíîìà L3(x) ïðè x = π
5
, òúé

êàòî òÿ ùå áúäå ½áëèçî� äî èñòèíñêàòà ñòîéíîñò íà sin π
5
. Ïîëó÷àâàìå L3

(
π
5

)
≈

0.587061.
Îñòàíà äà äàäåì îöåíêà çà òîâà êîëêî ½áëèçî� âñúùíîñò å ñòîéíîñòòà, êîÿòî

íèå ñìå íàìåðèëè, äî òî÷íàòà ñòîéíîñò. Ñ äðóãè äóìè èñêàìå äà äàäåì îöåíêà
çà ãðåøêàòà

R
(π

5

)
=
∣∣∣f (π

5

)
− L3

(
f ;
π

5

)∣∣∣ .
Îò Òâúðäåíèå 3 íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å

R
(π

5

)
=

∣∣f (4)(ξ)
∣∣

4!

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ,
êúäåòî ξ å ÷èñëî îò èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
. Èìàìå f (4)(ξ) = sin ξ.Â èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
ôóíêöèÿòà sinx ïðèåìà ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è 1, ò.å. |f (4)(ξ)|≤ 1. Òîãàâà

R
(π

5

)
≤ 1

24

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ≈ 0.00108232.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ãðåøêàòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò íå íàäìèíàâà
0.0011. Àêî ñðàâíèì ñòîéíîñòòà, êîÿòî íèå ïîëó÷èõìå (0.587061) ñúñ ñòîéíîñòòà,
êîÿòî Mathematica âðúùà çà sin π

5
(0.587785), ùå ñå óáåäèì, ÷å òîâà äåéñòâè-

òåëíî å òàêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å îöåíêà îòãîðå çà ãðåøêàòà, ò.å. òÿ
ìîæå è äà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå è ÷å ìîæåõìå äà íàìåðèì ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà
sin π

5
, àêî áÿõìå ïîäáðàëè èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè ïî ïî-ïîäõîäÿù íà÷èí èëè

áÿõìå âçåëè ïîâå÷å âúçëè.
Äà èëþñòðèðàìå ãðàôè÷íî ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà � çàìåñòâàìå ôóíêöèÿòà

sinx (êîÿòî íà ôèãóðàòà å ñ ÷åðíàòà ïóíêòèðàíà ëèíèÿ) ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ
ïîëèíîì îò ñòåïåí 3 L3(f ;x) (æúëòàòà íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ). Êàêòî âèæäàìå,
äâåòå ãðàôèêè ïî÷òè ñúâïàäàò â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë.
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Íåêà ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð, ïîêàçâàù êàê ñå îöåíÿâà ãðåøêàòà ïðè
ïðèáëèæàâàíå íà äàäåíà ôóíêöèÿ ñ íåéíèÿ èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì.

Çàäà÷à 4. Ñòîéíîñòòà íà ln 15.2 å íàìåðåíà ïðèáëèçèòåëíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
âçåòè ñà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ln 15 è ln 16 è å èçïîëçâàíà ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ
(ïîñòðîåí å èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí çà âúçëèòå x0 = 15 è
x1 = 16). Íåêà ñ x è y ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî òî÷íàòà è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò
íà ln 15.2. Äîêàæåòå, ÷å

0 < x− y < 4.10−4

Ðåøåíèå. Íåêà f(t) = ln t. Òîãàâà ãðåøêàòà å

x− y =
f ′′(ξ)

2
(15.2− 15)(15.2− 16), ξ ∈ (15, 16)

Òúé êàòî f ′′(t) = − 1

t2
, ïîëó÷àâàìå

x− y = −0, 2.(−0, 8)

2ξ2
=

4

50ξ2
.

Îò åäíà ñòðàíà, x−y î÷åâèäíî å ïîëîæèòåëíî. Îò äðóãà, íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
íà ãðåøêàòà ñå äîñòèãà, êîãàòî çíàìåíàòåëÿò å íàé-ìàëúê, ò.å. ïðè ξ = 15.
Òîãàâà èìàìå

0 < x− y < 4

50.152
=

4

2.32.54
<

4

104
.�

Òâúðäåíèå 4. Àêî f(x) å ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, òî f(x) ≡
Ln(f ;x).

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðàçëîæè â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè ôóíêöèÿòà

f(x) =
x2 − x− 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

Ðåøåíèå. Íåêà îçíà÷èì ÷èñëèòåëÿ ñ g(x) = x2 − x − 1 è äà ïîñòðîèì èíòåð-
ïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ îò ñòåïåí 2 çà ôóíêöèÿòà g(x) âúâ âúçëèòå
x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3. Ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà g ñà -1, 1, 5

l0(x) =
(x− 2)(x− 3)

(1− 2)(1− 3)
=

(x− 2)(x− 3)

2

l1(x) =
(x− 1)(x− 3)

(2− 1)(2− 3)
=

(x− 1)(x− 3)

−1

l2(x) =
(x− 1)(x− 2)

(3− 1)(3− 2)
=

(x− 1)(x− 2)

2

L2(g;x) =
(x− 2)(x− 3)

2
.(−1) +

(x− 1)(x− 3)

−1
.1 +

(x− 1)(x− 2)

2
.5.

Òúé êàòî g(x) å ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí, òî g(x) ≡ L2(g;x) è òîãàâà ïîëó÷àâàìå
îêîí÷àòåëíî

f(x) =
−1

2(x− 1)
− 1

x− 2
+

5

2(x− 3)
. �
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Ñëåäâàùèòå íÿêîëêî çàäà÷è ñà ñâúðçàíè ñ åäèíñòâåíîñòòà íà èíòåðïîëàöè-
îííèÿ ïîëèíîì è Òâúðäåíèå 4, êîåòî å ñëåäñòâèå îò íåÿ.

Çàäà÷à 6. Äà ñå äîêàæå, ÷å
n∑
k=0

lk(x) = 1.

Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = 1 ∈ πn,∀n. Òîãàâà îò Òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å f(x) ≡
Ln(f ;x), íî

Ln(f ;x) =
n∑
k=0

lk(x).f(xk) =
n∑
k=0

lk(x),

îòêúäåòî ñëåäâà èñêàíîòî ðàâåíñòâî. �

Çàäà÷à 7. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

(x− xk)mlk(x) = 0, m = 1, . . . , n

Ðåøåíèå. Íåêà ôèêñèðàìå x äà áúäå íÿêîå îòíàïðåä èçáðàíî ÷èñëî è äà ðàçã-
ëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(t) = (x− t)m.

Èìàìå, ÷å f(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí m è òîãàâà f(t) ñúâïàäà ñ êîé äà å ñâîé
èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì îò ñòåïåí, íå ïî-ìàëêà îò m. Ïîëó÷àâàìå:

f(t) ≡ Ln(f ; t)

(x− t)m =
n∑
k=0

(x− xk)mlk(t),

êàòî ãîðíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî t. Òîãàâà òî å èçïúëíåíî, â ÷àñò-
íîñò, è çà t = x. Ïîëó÷àâàìå

f(x) = Ln(f ; x)

0 =
n∑
k=0

(x− xk)mlk(x). �

Çàäà÷à 8. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

(x− xk)n+1lk(x) = (−1)nω(x)

Ðåøåíèå. Íåêà âçåìåì x äà áúäå íÿêîå ïðîèçâîëíî ÷èñëî è äà ãî ôèêñèðàìå.
Íåêà ϕ(t) = (x− t)n+1. Íåêà

R(t) = ϕ(t)− Ln(ϕ; t) = ϕ(t)−
n∑
k=0

ϕ(xk).lk(t),

ò.å.ðàçãëåæäàìå ãðåøêàòà ïðè èíòåðïîëèðàíå íà ϕ(t) ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí n.
Çíàåì, ÷å ϕ(xk) = Ln(ϕ, xk), ò.å. R(xk) = 0 çà k = 0, ..., n. R(t) å ïîëèíîì îò
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ñòåïåí n+1 è ñëåäîâàòåëíî x0, ..., xn ñà âñè÷êèòå íóëè íà òîçè ïîëèíîì. Òîãàâà
ïîëó÷àâàìå

R(t) = C.(x− x0)...(x− xn) = C.ω(t),

êúäåòî êîíñòàíòàòà C òðÿáâà äà å ðàâíà íà ñòàðøèÿ êîåôèöèåíò âúâ ϕ(t) (Çà-
ùî?), ò.å. (−1)n+1. Ïîëó÷èõìå, ÷å

R(t) = ϕ(t)−
n∑
k=0

ϕ(xk).lk(t) = (−1)n+1.ω(t),∀t.

Òîãàâà èìàìå

R(x) = ϕ(x)−
n∑
k=0

ϕ(xk).lk(x) = 0−
n∑
k=0

ϕ(xk).lk(x) = (−1)n+1.ω(x).

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà -1 è ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî îò óñëîâèåòî. �

Çàäà÷à 9. Äà ñå äîêàæå, ÷å ω′(xk) = (xk−x0) . . . (xk−xk−1)(xk−xk+1) . . . (xk−
xn).

Ðåøåíèå. Ñ öåë ïî-ãîëÿìà êîíêðåòíîñò, ùå äîêàæåì, ÷å ω′(x0) = (x0−x1) . . . (x0−
xn), êàòî àíàëîãè÷íî ñå âèæäà çà ñòîéíîñòòà íà ω′(x) â îñòàíàëèòå âúçëè. Èìà-
ìå

ω(x) = (x− x0)︸ ︷︷ ︸
A(x)

(x− x1) . . . (x− xn)︸ ︷︷ ︸
B(x)

.

Òîãàâà

ω′(x) = A′(x)B(x) + A(x)B′(x) = 1.(x− x1) . . . (x− xn) + (x− x0).B′(x)

Ïîëó÷àâàìå

ω′(x0) = (x0 − x1) . . . (x0 − xn) +B′(x0).���
���:0

(x0 − x0) = (x0 − x1) . . . (x0 − xn). �

Îò ãîðíàòà çàäà÷à íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 5. k-òèÿò áàçèñåí ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
âúâ âèäà

lk(x) =
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
.

Òîãàâà çà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

Ln(f ;x) =
n∑
k=0

ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
.f(xk).

Çàäà÷à 10. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî P (x) ∈ πn, òî

P (x)

ω(x)
=

n∑
k=0

P (xk)

(x− xk)ω′(xk)
.
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Ðåøåíèå. Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà èñêàíîòî ðàâåíñòâî ñ ω(x) è ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å òî å åêâèâàëåíòíî íà ðàâåíñòâîòî

P (x) =
n∑
k=0

P (xk)

(x− xk)ω′(xk)
.ω(x),

íî äÿñíàòà ñòðàíà å òî÷íî ïîëèíîìà íà Ëàãðàíæ Ln(P ;x) çà ôóíêöèÿòà P (x)
è òúé êàòî P (x) å ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, èìàìå, ÷å ðàâåíñòâîòî
äåéñòâèòåëíî å èçïúëíåíî. �

1.4 Ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Èíòåðïîëàöèîííà ôîð-

ìóëà íà Íþòîí

Äåôèíèöèÿ 1. Íåêà x0, x1, . . . , xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè. Ðàçäåëåíàòà
ðàçëèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êèòå x0, . . . , xn ñå áåëåæè ñ f [x0, . . . , xn] è
ñå äåôèíèðà èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f [x0, . . . , xn] =
f [x1, . . . , xn]− f [x0, . . . , xn−1]

xn − x0

, n = 1, 2, . . . ,

êàòî ïðèåìàìå, ÷å f [xi] := f(xi) çà âñÿêà òî÷êà xi.

Òâúðäåíèå 6 (Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Íþòîí). Èíòåðïîëàöèîííèÿò
ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ôîðìóëàòà

Ln(f ;x) = f [x0] +
n∑
k=1

f [x0, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1).

Çàäà÷à 11. Êàòî èçïîëçâàòå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí, íàìåðåòå
ïîëèíîìà P (x), êîéòî èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(x) =

√
x+3x2−x+2 â òî÷êèòå

0,1,4.

Ðåøåíèå. Íåêà ïúðâî ñèñòåìàòèçèðàìå èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ â òàáëèöà.
Çà öåëòà òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòòà íà f(x) â òî÷êèòå 0, 1, 4. Ïîëó÷àâàìå

x 0 1 4
f(x) 2 5 48

Èçïîëçâàéêè èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí, ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíå-
òî

L2(f ;x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1).

Òîãàâà òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè, ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìóëàòà.
Óäîáíî å òåçè ïðåñìÿòàíèÿ äà ñå ñèñòåìàòèçèðàò â ñëåäíàòà òàáëèöà:

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2
x0 = 0 f [x0] = 2 f [x0, x1] = 3 f [x0, x1, x2] = 34

12
= 17

6

x1 = 1 f [x1] = 5 f [x1, x2] = 43
3

x2 = 4 f [x2] = 48
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Êîåôèöèåíòèòå, íåîáõîäèìè íè çà ôîðìóëàòà íà Íþòîí, ñå íàìèðàò â ïúðâèÿ
ðåä íà òàêà ïîëó÷åíàòà òàáëèöà. Ïîëó÷àâàìå

L2(f ;x) = 2+3(x−0)+
17

6
(x−0)(x−1) = 2+3x+

17

6
x2− 17

6
x = 2+

1

6
x+

17

6
x2 �

Çàäà÷à 12. Òî÷êèòå

x -2 1 4 -1 3 -4
y -1 2 59 4 24 -53

ëåæàò íà ïîëèíîì. Îïðåäåëåòå ñòåïåíòà íà òîçè ïîëèíîì.

Ðåøåíèå. Îò åäèíñòâåíîñòòà íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì è ïðèëàãàéêè ôîð-
ìóëàòà íà Íþòîí, ïîëó÷àâàìå P (x) = f [x0] +

∑5
k=1 f [x0, . . . , xk](x− x0) . . . (x−

xk−1) Êàêòî â ïðåäèøíàòà çàäà÷à ïðàâèì òàáëèöà ñ íåîáõîäèìèòå íè ðàçäåëåíè
ðàçëèêè (îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å íå å íåîáõîäèìî âúçëèòå äà áúäàò â íàðàñòâàù
ðåä):

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3 4 5
x0 = −2 f [x0] = −1 f [x0, x1] = 1 f [x0, x1, x2] = 3 f [x0, x1, x2, x3] = 1 0 0
x1 = 1 f [x1] = 2 f [x1, x2] = 19 f [x1, x2, x3] = 4 f [x1, x2, x3, x4] = 1 0
x2 = 4 f [x2] = 59 f [x2, x3] = 11 f [x2, x3, x4] = −6 f [x2, x3, x4, x5] = 1
x3 = −1 f [x3] = 4 f [x3, x4] = 5 f [x3, x4, x5] = −2
x4 = 3 f [x4] = 24 f [x4, x5] = 11
x5 = −4 f [x5] = −53

Êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà íà Íþòîí ëåæàò íà ïúðâèÿ ðåä è òîãàâà ïîñ-
ëåäíèÿò íåíóëåâ ÷ëåí å f [x0, x1, x2, x3](x − x0)(x − x1)(x − x2). Ñëåäîâàòåëíî
ïîëèíîìúò å îò òðåòà ñòåïåí. �

Ñåãà ùå äàäåì îùå åäíà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî ðàçäåëåíà ðàçëèêà, êîÿòî
å åêâèâàëåíòíà íà Äåôèíèöèÿ 1

Äåôèíèöèÿ 2. Ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà f [x0, x1, . . . , xn] å êîåôèöèåíòúò ïðåä xn

â ïîëèíîìà íà Ëàãðàíæ Ln(f ;x), èíòåðïîëèðàù ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êèòå
x0,. . . ,xn.

Ñëåäâàùèòå çàäà÷è èìàò çà öåë äà èëþñòðèðàò òîâà ñâîéñòâî íà ðàçäåëå-
íèòå ðàçëèêè.

Çàäà÷à 13. Íåêà f(x) = xn. Äîêàæåòå, ÷å f [x0, . . . , xn] = 1.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî f(x) ∈ πn, òî f(x) ≡ Ln(f ;x), ò.å. Ln(f ;x) = xn, íî f [x0, . . . , xn]
å òî÷íî êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â Ln(f ;x), ò.å. f [x0, . . . , xn] = 1. �

Çàäà÷à 14. Äà ñå äîêàæå, ÷å f [x0, . . . , xn] =
n∑
k=0

f(xk)
1

ω′(xk)

Ðåøåíèå. f [x0, . . . , xn] å êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â Ln(f ;x). Îò Òâúðäåíèå 5 èìà-
ìå, ÷å

lk(x) =
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
=

(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk) . . . (x− xn)

ω′(xk)
∈ πn.
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Òîãàâà êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â k-òèÿ áàçèñåí ïîëèíîì å
1

ω′(xk)
. Ñëåäîâàòåëíî

êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â Ln(f ;x) =
n∑
k=0

f(xk)lk(x) e

n∑
k=0

f(xk).
1

ω′(xk)
,

è òîé å ðàâåí òî÷íî íà f [x0, . . . , xn]. �

Íåêà ôîðìóëèðàìå ðåçóëòàòà îò òàçè çàäà÷à êàòî òâúðäåíèå, òúé êàòî ùå
ãî èçïîëçâàìå è ïî-íàòàòúê:

Òâúðäåíèå 7.

f [x0, . . . , xn] =
n∑
k=0

f(xk)
1

ω′(xk)

Çàäà÷à 15. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

xmk
ω′(xk)

= 0, m = 0, . . . , n− 1

Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = xm. Òîãàâà f(x) ∈ πn è ñëåäîâàòåëíî Ln(f ;x) ≡ f(x) =
xm. f [x0, . . . , xn] å êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â Ln(f ;x), ò.å. f [x0, . . . , xn] = 0 (òúé
êàòîm < n, êîåôèöèåíòúò ïðåä xn å 0). Îò äðóãà ñòðàíà, îò Òâúðäåíèå 7 èìàìå,
÷å

f [x0, . . . , xn] =
n∑
k=0

f(xk)
1

ω′(xk)
=

n∑
k=0

xmk
ω′(xk)

Òîãàâà îò äâåòå ïðåäñòàâÿíèÿ çà f [x0, . . . , xn] ïîëó÷èõìå îêîí÷àòåëíî

0 =
n∑
k=0

xmk
ω′(xk)

. �

Çàäà÷à 16. Äà ñå äîêàæå, ÷å
n∑
k=0

xk
ω′′(xk)

ω′(xk)
= n(n+ 1)

Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = x.ω′′(x). Èìàìå:

ω(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) = xn+1 + . . .

ω′(x) = (n+ 1)xn + . . .

ω′′(x) = (n+ 1)nxn−1 + . . .

f(x) = xω′′(x) = (n+ 1)nxn + . . .

Ò.å. ïîëó÷èõìå, ÷å f(x) ∈ πn. Ñëåäîâàòåëíî f(x) ≡ Ln(f ;x). Ñëåäîâàòåëíî
êîåôèöèåíòúò ïðåä xn (êîéòî å ðàâåí íà f [x0, . . . , xn]) â Ln(f ;x) å (n+ 1)n. Îò
äðóãà ñòðàíà, îò Òâúðäåíèå 7 èìàìå

f [x0, . . . , xn] =
n∑
k=0

f(xk)
1

ω′(xk)
=

n∑
k=0

xk.ω
′′(xk)

1

ω′(xk)
.
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Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå

n(n+ 1) =
n∑
k=0

xk.ω
′′(xk)

1

ω′(xk)
,

êîåòî è èñêàõìå äà äîêàæåì. �

Íåêà äåôèíèðàìå ôóíêöèè â Mathematica, êîèòî ïðåñìÿòàò ðàçäåëåíè ðàç-
ëèêè è íàìèðàò èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ïî çàäàäåíà ôóíêöèÿ
è êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê. Òúé êàòî â Mathematica èíäåêñàöèÿòà â
ñïèñúöèòå çàïî÷âà îò 1, íåêà îçíà÷èì èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè ñ x1,. . . ,xn.
Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí ùå èçãëåæäà òàêà:

Ln(f ;x) = f [x1] +
n∑
k=2

f [x1, . . . , xk](x− x1) . . . (x− xk−1).

Âçåìàéêè ïðåäâèä òîâà, ùå äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ôóíêöèè:

• diff [start,end] � èç÷èñëÿâà ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà f [xstart, . . . , xend]. ( diff [a, a]
ïðåñìÿòà f [xa]).

• newtonPoly[x] � íàìèðà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ îò ñòåïåí
n çà ôóíêöèÿòà f(x) âúâ âúçëèòå nodes.

In[71]:= diff@start_, end_D := IfBstart � end,

f@nodes@@startDDD,

diff@start + 1, endD - diff@start, end - 1D
nodes@@endDD - nodes@@startDD

F

Íåêà èçïîëçâàìå òàçè ôóíêöèÿ, çà äà ïðåñìåòíåì, íàïðèìåð, ðàçäåëåíàòà
ðàçëèêà f [x1, x2, x3] çà ôóíêöèÿòà f(x) =

√
x+ 3x2 − x+ 2 âúâ âúçëèòå 0,1,4.

In[72]:= diff@1, 3D

Out[72]=
17

6
In[65]:= n=2;

f@x_D:=Sqrt@xD+3x2
-x+2

nodes=80,1,4<;

In[69]:= newtonPoly@x_D:= â
k=2

n+1

diff@1, kDä
j=1

k-1

N@x-nodes@@jDDD +diff@1,1D

In[70]:= newtonPoly@xD �� Expand

Out[70]= 2 + 0.166667 x +

17 x2

6

Ùå ïðåäëîæèì îùå åäèí âàðèàíò çà ôóíêöèÿ, íàìèðàùà ïîëèíîìà íà Ëàã-
ðàíæ âúâ ôîðìàòà íà Íþòîí � òîçè ïúò ðåøåíèåòî å èòåðàòèâíî è â òîçè
ñìèñúë íè ïîêàçâà àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà (êîéòî ìîæå äà ñå èì-
ïëåìåíòèðà è íà äðóãè åçèöè çà ïðîãðàìèðàíå).
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In[63]:= newtonPolyIterative@x_D:=H
res=0;

Do@
product=1;

Do@
product*=x-nodes@@jDD,

8j, 1, k-1<
D;

res+=diff@1,kD*product,

8k, 1, n+1<
D;

res

L

1.5 Íÿêîè ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ èí-

òåðïîëèðàíåòî ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè

Òóê ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè ñâîéñòâà íà èíòåðïîëàöèÿòà, êîèòî òðÿáâà äà ñå èìàò
ïðåäâèä, êîãàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèÿ, çà äà ïðèáëèæèì äàäåíà ôóíêöèÿ
èëè äà ìîäåëèðàìå äàäåíî ÿâëåíèå.

Ïúðâî ùå äàäåì ñëåäíàòà

Äåôèíèöèÿ 3. Êîãàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì çà ïðèáëè-
æàâàíå íà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè,
ãîâîðèì çà èíòåðïîëàöèÿ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ãîâîðèì çà åêñòðàïîëàöèÿ.

Äà çàïî÷íåì ñ ìîäåëèðàíåòî íà åäíî ðåàëíî ÿâëåíèå, çà äà âèäèì êàê òîâà
ìîæå äà ñòàíå ïîñðåäñòâîì èíòåðïîëàöèÿ.

Çàäà÷à 17. Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà íàñåëåíèåòî íà ÑÀÙ â ïåðèîäà
1920-1990. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì îò ñòåïåí 7, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà. Äà ñå
äàäå ïðèáëèæåíèå íà íàñåëåíèåòî ïðåç 1952, 1974, 2000 ãîäèíà è äà ñå ñðàâíè
ñ äåéñòâèòåëíèòå ñòîéíîñòè � ñúîòâåòíî 157 ìëí., 214 ìëí., 281,42 ìëí.

Ãîäèíà 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Íàñåëåíèå 106.46 123.08 132.12 152.27 180.67 205.05 227.23 249.46

Ðåøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ïðîãðàìàòà â Mathematica, êîÿòî ïðåäëîæèõìå â
ïðåäíèÿ ïàðàãðàô.
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n=7;

nodes=Table@x, 8x,1920,1990,10<D;

f@x_D:=Which@x�1920, 106.46, x�1930, 123.08, x�1940, 132.12,

x�1950, 152.27, x�1960, 180.67, x�1970, 205.05,

x�1980, 227.23, x�1990, 249.46D
p@x_D:=newtonPoly@xD��Expand;

In[164]:= p@1952D
Out[164]= 157.728

In[165]:= p@1974D
Out[165]= 213.511

In[166]:= p@2000D
Out[166]= 175.08 Ïî-

ëó÷èõìå ñëåäíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

• Ïðåç 1952 ãîäèíà, 157.728 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 157 ìëí.)

• Ïðåç 1974 ãîäèíà, 213.511 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 214 ìëí.)

• Ïðåç 2000 ãîäèíà 175.08 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 281,42 ìëí.)

Â ïúðâèòå äâà ñëó÷àÿ ïðèáëèæåíèåòî å äîáðî è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà å
ìàëêà. Â òðåòèÿ îáà÷å, ïîëó÷åíèÿò ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ðåçóëòàò íÿ-
ìà íèùî îáùî ñ äåéñòâèòåëíîñòòà. Ïðè åêñòðàïîëàöèÿ íå ìîæåì äà ðàç-

÷èòàìå íà òîâà, ÷å ÿâëåíèåòî ùå áúäå äîáðå ìîäåëèðàíî. Ïîëèíîìúò
íÿìà òî÷êè, çà êîèòî äà ñå ½õâàíå� è ïîâåäåíèåòî ìó å â íÿêàêúâ ñìèñúë ïðîèç-
âîëíî. Ìîæåì äà ñå óáåäèì â òîçè ôàêò, êàòî âèäèì è ãðàôèêàòà íà ïîëèíîìà.
Îáúðíåòå âíèìàíèå êàê â ãðàíèöèòå íà èíòåðïîëàöèÿ (ìåæäó 1920 è 1990) ïî-
âåäåíèåòî ìó äîáðå ìîäåëèðà íàðàñòâàíåòî íà íàñåëåíèåòî, à èçâúí òÿõ òîâà
íå å òàêà.

In[168]:= Plot@p@xD, 8x, 1900, 2000<D

Out[168]=

1920 1940 1960 1980 2000

150

200

250

Çàäà÷à 18. Äà ñå äàäå ïðèáëèæåíèå çà ôóíêöèÿòà f(x) = ex â èíòåðâàëà
[−1, 1]. Çà öåëòà äà ñå ïîñòðîè èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì îò ñòåïåí 3. Äà ñå
èç÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì è ôóíêöèÿòà â åäíà êî-
îðäèíàòíà ñèñòåìà â èíòåðâàëèòå [−1, 1] è [−6, 6]. Ñúùîòî äà ñå íàïðàâè è çà
ãðåøêàòà.

16



Ðåøåíèå. Îòíîâî ðàáîòèì, èçïîëçâàéêè Mathematica.

In[135]:= n=3;

nodes:=Table@-1 + 2 Hk-1L�n, 8k, 1, n+1<D
f@x_D:=E^x

p@x_D=newtonPoly@xD��Expand;

Plot@8p@xD, E^x<, 8x, nodes@@1DD, nodes@@n+1DD<,

PlotStyle®88Red, Thick<, 8Blue, Thick<<D
Plot@8p@xD, E^x<, 8x, nodes@@1DD-5, nodes@@n+1DD+5<,

PlotStyle®88Red, Thick<, 8Blue, Thick<<D
Plot@Abs@p@xD-E^xD, 8x,nodes@@1DD,nodes@@n+1DD<D

Out[132]=

-1.0 -0.5 0.5 1.0

1.0

1.5

2.0

2.5

Out[133]=

-6 -4 -2 2 4 6

-20

20

40

60

Îò ïúðâàòà ôèãóðà âèæäàìå êàê ôóíêöèÿòà è èíòåðïîëàöèîííèÿò �è ïîëèíîì
ïî÷òè ñúâïàäàò â ãðàíèöèòå íà èíòåðïîëàöèÿ. Íà âòîðàòà îáà÷å å ÿñíî, ÷å
ïðè åêñòðàïîëàöèÿ íå ìîæåì äà ðàç÷èòàìå íà ñúùîòî. Î÷åâèäíî ôóíêöèÿòà
ex ðàñòå ïî-áúðçî îò âñåêè ïîëèíîì è äâåòå ãðàôèêè áúðçî çàïî÷âàò äà ñå
ðàçäàëå÷àâàò ïðè x > 1. Çà ñòîéíîñòèòå íà x < −1 ñúùî ïîâåäåíèåòî íà äâåòå
ôóíêöèè å êîðåííî ðàçëè÷íî. Íà äîëíàòà ôèãóðà ñìå ïîêàçàëè ãðåøêàòà ïðè
èíòåðïîëàöèÿ (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò). Âèæäàìå, ÷å â ñðåäàòà íà èíòåðâàëà
òÿ å ïî-ìàëêà. Äîáðå å, êîãàòî èíòåðïîëèðàìå, âúçëèòå äà ñà ïîäáðàíè òàêà,
÷å òî÷êàòà, â êîÿòî èñêàìå äà íàìåðèì ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò, äà å áëèçî äî
ñðåäàòà íà èíòåðâàëà.
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-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

Ñúñ ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå ïîêàæåì, ÷å ïðîòèâíî íà èíòóèöèÿòà, ÷åñòî ïðè
íàëàãàíå íà ïîâå÷å èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ (ñúîòâåòíî èçïîëçâàéêè ïîëèíî-
ìè îò ïî-âèñîêà ñòåïåí) ïîëó÷àâàìå ïî-ëîøî ïðèáëèæåíèå. Òîâà å òàêà, çàùîòî
ïîëèíîìèòå îò ïî-âèñîêà ñòåïåí èìàò ½ïî-ëîøî� ïîâåäåíèå � ïîÿâÿâàò ñå îñöè-
ëàöèè.

Çàäà÷à 19. Äà ñå ïðèáëèæè ôóíêöèÿòà f(x) =
1

1 + 25x2
, êàòî ñå èçïîëçâàò

ïîëèíîìè îò ñòåïåíè 10 è 4.

Ðåøåíèå. Ïðè èíòåðïîëèðàíå ñ ïîëèíîìè îò âèñîêà ñòåïåí ìîæåì äà î÷àêâà-
ìå íàëè÷èåòî íà îñöèëàöèè. Ìåæäó âúçëèòå íà èíòåðïîëàöèÿ ïîâåäåíèåòî íà
èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì å ½ëîøî� - âèæäàòå êàê â äâàòà êðàÿ íà èíòåðâàëà
ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿ å ìíîãî ãîëÿìà.

In[1]:= n=10;

f@x_D:=
1

1+25x2

nodes=Range@-1,1,0.2D;

p@x_D=newtonPoly@xD��Expand

graph1=ListPlot@Table@8nodes@@iDD, f@nodes@@iDDD<, 8i, 1, Length@nodesD<D,

PlotMarkers®8Automatic,Large<, PlotStyle®BlackD;

graph2=Plot@8p@xD,f@xD<, 8x,-1,1<, PlotStyle®88Blue, Thick<, 8Red,Thick<<,

PlotRange®88-1,1<,8-1,2<<D;

Show@graph1, graph2, PlotRange®88-1,1<,8-1,2<< D
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Ïðèáëèæåíèåòî (êàòî öÿëî) å ïî - äîáðî ñ ïîëèíîìà îò ïî - íèñêàòà ñòåïåí.

In[8]:= n=4;

nodes=Range@-1,1,0.5D;

p@x_D=newtonPoly@xD��Expand

graph1=ListPlot@Table@8nodes@@iDD, f@nodes@@iDDD<, 8i, 1, Length@nodesD<D,

PlotMarkers®8Automatic,Large<, PlotStyle®BlackD;

graph2=Plot@8p@xD,f@xD<, 8x,-1,1<, PlotStyle®88Blue, Thick<, 8Red,Thick<<,

PlotRange®88-1,1<,8-1,2<<D;

Show@graph1, graph2, PlotRange®88-1,1<,8-1,2<<D

1.6 Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Åðìèò. Ðàçäåëå-

íè ðàçëèêè ñ êðàòíè âúçëè.

Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà. Íåêà

x0, . . . , xn

ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà (âúçëè). Íåêà

ν0, . . . , νn
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ñà öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà (êðàòíîñòè) è

{ykλ, k = 0, . . . , n, λ = 0, . . . , νk − 1}

å òàáëèöà îò ïðîèçâîëíè ðåàëíè ñòîéíîñòè. Íåêà

N := ν0 + · · ·+ νn − 1.

Èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Åðìèò å äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì P îò ñòåïåí N ,
êîéòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

P (λ)(xk) = ykλ, k = 0, . . . , n, λ = 0, . . . , νk − 1. �

Ñ äðóãè äóìè, çà âñåêè âúçåë xk íàëàãàìå óñëîâèÿ çà ñòîéíîñòòà íà ôóí-
êöèÿòà è ïúðâèòå �è νk − 1 ïðîèçâîäíè (èëè îáùî òîëêîâà óñëîâèÿ êîëêîòî å
êðàòíîñòòà íà âñåêè âúçåë) â ñúîòâåòíèÿ âúçåë. Ïî òîçè íà÷èí èìàìå îáùî
ν0 + · · ·+ νn óñëîâèÿ, êîèòî ìîãàò äà îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî êîåôèöèåíòèòå íà-
ïîëèíîì îò ñòåïåí N := ν0 + · · ·+ νn − 1.

Òâúðäåíèå 8. Çàäà÷àòà íà Åðìèò èìà, ïðè òîâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ïðè
âñåêè èçáîð íà èíòåðïîëàöèîííè âúçëè, êðàòíîñòè è ñòîéíîñòè.

Îêàçâà ñå, ÷å çà äà íàìåðèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò, ìîæåì
äà èçïîëçâàìå îòíîâî ôîðìóëàòà íà Íþòîí. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å, ÷å òðÿáâà
äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî çà ðàçäåëåíè ðàçëèêè òàêà, ÷å äà ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå
ðàçäåëåíè ðàçëèêè ñ êðàòíè âúçëè.

Òâúðäåíèå 9. Íåêà f ∈ C(k)[a, b]. Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè òî÷êè x0 ≤ . . . ≤ xn å
â ñèëà ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

f [x0, . . . , xn] =


f [x1, . . . , xn]− f [x0, . . . , xn−1]

xn − x0

, àêî x0 < xn

f (n)(x0)

n!
, àêî x0 = xk.

Çàäà÷à 20. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù èíòåðïîëàöèîííèòå óñëî-
âèÿ

0 0 1 1 1
-1 -2 0 10 40

Ðåøåíèå. Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà ïîñòðîèì ïîëèíîì P (x) ∈ π4 òàêúâ,
÷å

P (0) = −1, P ′(0) = −2, P (1) = 0, P ′(1) = 10, P ′′(1) = 40.

Ùå ãî ïîñòðîèì, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Íþòîí. Çà öåëòà òðÿáâà ïúðâî
äà ïðåñìåòíåì íåîáõîäèìèòå íè ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Òàì, êúäåòî ïðåñìÿòàìå
ðàçäåëåíà ðàçëèêà, â êîÿòî âñè÷êè âúçëè ñà ðàâíè, ùå îòáåëÿçâàìå ñ ∗ (f [., ., .]∗),
çà äà îáðúùàìå âíèìàíèå íà òîçè ôàêò.

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3 Ðåä 4
x0 = 0 f [x0] = −1 f [x0, x1]∗ = −2 f [x0, x1, x2] = 3 f [x0, x1, x2, x3] = 6 5
x1 = 0 f [x1] = −1 f [x1, x2] = 1 f [x1, x2, x3] = 9 f [x1, x2, x3, x4] = 11
x2 = 1 f [x2] = 0 f [x2, x3]∗ = 10 f [x2, x3, x4]∗ = 20
x3 = 1 f [x3] = 0 f [x3, x4]∗ = 10
x4 = 1 f [x4] = 0
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Îáúðíåòå âíèìàíèå êàê å ïîïúëíåíà ïúðâàòà êîëîíà. f [x1] å ðàâíî íà -1 à íå
íà -2, òúé êàòî f [x1] = f [0] = f(0). Ïî ñúùàòà ïðè÷èíà f [x3] = f [x4] = 0.

Ñåãà êîåôèöèåíòèòå ëåæàò â ïúðâèÿ ðåä. Ïîëó÷àâàìå

P (x) = −1 + (−2)(x− 0) + 3(x− 0)(x− 0) + 6(x− 0)(x− 0)(x− 1)

+ 5(x− 0)(x− 0)(x− 1)(x− 1) = 5x4 − 4x3 + 2x2 − 2x− 1. �

Çàäà÷à 21. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà

0 0 0 1
1 0 2 -1

Ðåøåíèå. Èìàìå

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3
x0 = 0 f [x0] = 1 f [x0, x1]∗ = 0

1!
= 0 f [x0, x1, x2]∗ = 2

2!
= 1 f [x0, x1, x2, x3] = −3

x1 = 0 f [x1] = 1 f [x1, x2]∗ = 0
1!

= 0 f [x1, x2, x3] = −2
x2 = 0 f [x2] = 1 f [x2, x3]∗ = −2
x3 = 1 f [x3] = −1

Ïîëó÷àâàìå

P (x) = 1 + 0.(x− 0) + 1(x− 0)(x− 0) + (−3)(x− 0)(x− 0)(x− 0) = 1 +x2− 3x3. �

1.7 ×åáèøîâè ñèñòåìè. Èíòåðïîëèðàíå ñ òðèãî-

íîìåòðè÷íè ïîëèíîìè.

Äåôèíèöèÿ 4. Íåêà ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x) ñà ËÍÇ ôóíêöèè â èíòåðâàëà [a, b].
Òîãàâà ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ

ϕ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . .+ anϕn(x)

íàðè÷àìå îáîáùåí ïîëèíîì ïî ñèñòåìàòà {ϕk(x)}nk=0.

Äåôèíèöèÿ 5. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå {ϕk(x)}nk=0 îáðàçóâàò×åáèøîâà ñèñ-

òåìà (T-ñèñòåìà) â èíòåðâàëà [a, b], àêî âñåêè íåíóëåâ îáîáùåí ïîëèíîì ïî
òàçè ñèñòåìà èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â äàäåíèÿ èíòåðâàë.

Äîòóê ðàçãëåæäàõìå èíòåðïîëèðàíå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. Êàêòî ñå âèæ-
äà îò ïúðâàòà äåôèíèöèÿ, òîâà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà èíòåðïîëèðàíåòî ñ îáîáùåíè
ïîëèíîìè, â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñèñòåìàòà ôóíöêèè å 1, x, x2, . . . , xn. Òîãàâà îáîá-
ùåíèòå ïîëèíîìè ïî òàçè ñèñòåìà ñà òî÷íî àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè πn.

Ðàçãëåæäàíåòî íà ôóíêöèè, êîèòî îáðàçóâàò ñèñòåìè íà ×åáèøîâ å âàæíî,
òúé êàòî å â ñèëà ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 10. Íåêà ôóíêöèèòå ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×å-
áèøîâ â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà ïðè äàäåíè ïðîèçâîëíè âúçëè x0 < · · · < xn â
[a, b] è ñòîéíîñòè y0, . . . , yn èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à

a0ϕ0(xk) + · · ·+ anϕn(xk) = yk, k = 0, . . . , n

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
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Äà ðàçãëåäàìå ïðèìåðè çà òàêèâà ôóíêöèè.

Çàäà÷à 22. Äà ñå äîêàæå, ÷å {1, x, x2, . . . , xn} îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà âúâ
âñåêè èíòåðâàë [a, b].

Ðåøåíèå. Íåêà âçåìåì åäèí ïðîèçâîëåí îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà, ò.å.
åäíà òÿõíà ïðîèçâîëíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ:

ϕ(x) = a0.1 + a1.x+ a2.x
2 + . . .+ an.x

n.

Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ϕ(x) èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â èíòåðâàëà [a, b].
Íî òîâà å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí íàé-ìíîãî n è îò Îñíîâíàòà òåîðåìà
íà àëãåáðàòà íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å òîé èìà íå ïîâå÷å îò n íóëè â êîé äà å
èíòåðâàë. Ñ òîâà çàäà÷àòà å äîêàçàíà. �

Çàáåëåæêà. Ïî òîçè íà÷èí îùå âåäíúæ äîêàçàõìå, ÷å àêî P (x) ∈ πn, òî èíòåð-
ïîëàöèîííàòà çàäà÷à P (xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Çàäà÷à 23. Äà ñå äîêàæå, ÷å {x2k+1}nk=0 îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà âúâ âñåêè
èíòåðâàë [α, β], 0 < α < β.

Ðåøåíèå. Âçåìàìå îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà:

ϕ(x) = a0x+ a1x
3 + a2x

5 + . . .+ anx
2n+1.

Èñêàìå äà ïîêàæåì, ÷å òîé èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â èíòåðâàëà [α, β]
è çàòîâà ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

ϕ(x) = a0x+ a1x
3 + a2x

5 + . . .+ anx
2n+1 = 0

Òúé êàòî 0 íå å â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë, ìîæåì ñïîêîéíî äà ðàçäåëèì äâåòå
ñòðàíè íà x. Ïîëàãàìå x2 = y è ïîëó÷àâàìå

ϕ(x) = a0 + a1y + a2y
2 + . . .+ any

n = 0.

Òîâà óðàâíåíèå èìà íàé-ìíîãî n êîðåíà y∗. Íà âñåêè òàêúâ êîðåí ñúîòâåòñâàò
äâà êîðåíà çà x � ±

√
y∗. Ñúñ ñèãóðíîñò îáà÷å íàé-ìíîãî 1 îò òÿõ å ïîëîæèòåëåí,

ò.å. íàé-ìíîãî 1 îò òÿõ å â èíòåðâàëà [α, β]. Ñëåäîâàòåëíî ϕ(x) èìà íàé-ìíîãî
n íóëè â [α, β] è çàäà÷àòà å äîêàçàíà. �

Ñúñ ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå èëþñòðèðàìå ôàêòà, ÷å òîâà äàëè äàäåíè ôóí-
êöèè îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ çàâèñè ñúùåñòâåíî îò èíòåðâàëà, â êîéòî
ãè ðàçãëåæäàìå.

Çàäà÷à 24. Äà ñå äîêàæå, ÷å {1, cosx} îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà â èíòåð-
âàëà [0, π), íî íå îáðàçóâàò â [0, 2π).

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å

ϕ(x) = a.1 + b. cosx

èìà íàé-ìíîãî 1 íóëà â èíòåðâàëà [0, π). Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî b = 0,
òî a = 0 è ϕ(x) å íóëåâèÿò ïîëèíîì. Ñëåäîâàòåëíî b 6= 0 è cosx = −a

b
. Àêî

−1 ≤ −a
b
≤ 1 óðàâíåíèåòî èìà 1 ðåøåíèå â èíòåðàëà [0, π), èíà÷å � íÿìà
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ðåøåíèÿ. Ñ äðóãè äóìè ϕ(x) íàèñòèíà èìà íàé-ìíîãî 1 íóëà â ðàçãëåæäàíèÿ
èíòåðâàë è {1, cosx} îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà â íåãî.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñúùèòå ôóíêöèè âúðõó èíòåðâàëà [0, 2π). Äîñòàòú÷íî å
äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà, êîéòî
äà èìà ïîâå÷å îò 1 íóëà â [0, 2π). Íåêà âçåìåì

ψ(x) = 0.1 + 1. cosx = cosx.

Òîé î÷åâèäíî èìà 2 êîðåíà â [0, 2π) è òîâà ñà π
2
è 3π

2
, ò.å. {1, cosx} íå îáðàçóâàò

ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â èíòåðâàëà [0, 2π).

Çàäà÷à 25. Äà ñå äîêàæå, ÷å {cos kx}nk=0 îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â
èíòåðâàëà [0, π].

Ðåøåíèå. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å îáîáùåíèÿ ïîëèíîì

ϕ(x) = a0 + a1 cosx+ a2 cos 2x+ . . .+ an cosnx

èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â èíòåðâàëà [0, π]. Ïðàâèì ñìÿíàòà x =
arccos t, t ∈ [−1, 1]. Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å íîâàòà ïðîìåíëèâà å äîáðå
äåôèíèðàíà, è ïîëó÷àâàìå â òåðìèíèòå íà íîâàòà ïðîìåíëèâà

ϕ(t) = a0 + a1.t+ a2. cos(2 arccos t) + a3. cos(3 arccos t) + . . .+ an. cos(n arccos t).

Tk(t) = cos(k arccos t) å k-òèÿò ïîëèíîì íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä, çà êîéòî çíà-
åì, ÷å å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí k. Òîãàâà ϕ(t) å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò
ñòåïåí n è ñëåäîâàòåëíî èìà íå ïîâå÷å îò n íóëè â èíòåðâàëà [−1, 1]. Âðúùàéêè
ñå â ïîëàãàíåòî, íà âñåêè êîðåí çà t ñúîòâåòñòâà òî÷íî åäèí êîðåí çà x, ñ êîåòî
çàäà÷àòà å äîêàçàíà.

Çàäà÷à 26. Äàäåíî å, ÷å f(x) ∈ Cn[a, b], f (n)(x) 6= 0,∀x ∈ (a, b). Äà ñå äîêàæå, ÷å
ôóíêöèèòå {1, x, x2, . . . , xn−1, f(x)} îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â èíòåðâàëà
(a, b).

Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å íÿêîé îáîáùåí ïîëèíîì

ϕ(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1 + anf(x)

èìà ïîíå n+ 1 íóëè. Î÷åâèäíî ϕ(x) èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ðîë
è òîãàâà ϕ′(x) èìà ïîíå n íóëè. Ðàçñúæäàâàéêè èíäóêòèâíî ïîëó÷àâàìå, ÷å
ϕ(n)(x) = f (n)(x) èìà ïîíå 1 íóëà â (a, b), íî òîâà ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî,
ñïîðåä êîåòî f (n)(x) íå ñå íóëèðà â òîçè èíòåðâàë. Ñëåäîâàòåëíî ϕ(x) èìà íàé-
ìíîãî n íóëè â (a, b) è {1, x, x2, . . . , xn−1, f(x)} îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ
â òîçè èíòåðâàë.

Äåôèíèöèÿ 6. Îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ïî ñèñòåìàòà

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx},

êîèòî èìàò âèäà

τn(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

íàðè÷àìå òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè îò ðåä n.
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Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå

1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx

îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ âúâ âñåêè èíòåðâàë îò âèäà [α, α+2π), îòêúäåòî
ñëåäâà ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 11. Íåêà α ≤ x0 < x1 < . . . < x2n < α + 2π. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíê-
öèÿ f , îïðåäåëåíà â òî÷êèòå {xi}2n

0 ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí òðèãîíîìåòðè÷åí
ïîëèíîì τn îò ðåä n òàêúâ, ÷å

τn(xi) = f(xi), i = 0, . . . , 2n.

Òúé êàòî òðèãîíîìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè ñà î÷åâèäíî 2π-ïåðèîäè÷íè ôóíê-
öèè, òå ñå ÿâÿâàò óäîáåí àïàðàò çà ìîäåëèðàíå íà ïåðèîäè÷íè ÿâëåíèÿ. Íåêà
ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Çàäà÷à 27. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ôóíêöèÿ f(x), êîÿòî ìîäåëèðà áðîÿ
÷àñîâå ñëúí÷åâà ñâåòëèíà. Ïðîìåíëèâàòà x å äåíÿò îò ãîäèíàòà.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, äà îòáåëåæèì, ÷å çà äà èìà ñìèñúë äà ïðèáëèæàâàìå åä-
íà ôóíêöèÿ ñ òðèãîíîìåòðè÷åí ïîëèíîì, òàçè ôóíêöèÿ òðÿáâà äà áúäå 2π-
ïåðèîäè÷íà. ßñíî å, ÷å ïåðèîäúò íà ðàçãëåæäàíîòî ÿâëåíèå å 365 äíè. Òîãàâà
ùå íàïðàâèì ëèíåéíàòà ñìÿíà

t =
2π

365
x.

Â òåðìèíèòå íà íîâàòà ïðîìåíëèâà ôóíêöèÿòà f(t) å 2π-ïåðèîäè÷íà. Íåêà èç-
ïîëçâàìå ñëåäíèòå äàííè

t 0 π
3

5π
6

4π
3

11π
6

f(t) 9 11.1 14.9 12.9 9

Òåçè 5 äàííè ìîãàò äà îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî 5 êîåôèöèåíòà è ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïîñòðîèì âúðõó òÿõ òðèãîíîìåòðè÷åí ïîëèíîì îò ðåä 2. Òúðñèì ãî
âúâ âèäà

τ2(t) = a0 + a1 cos t+ b1 sint +a2 cos 2t+ b2 sin 2t.

Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà, êîÿòî ñå çàäàâà îò óñëîâèÿòà â òàáëèöàòà, îòíîñíî êîå-
ôèöèåíòèòå, è ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíî

τ2(t) = 11.975− 3.00477 cos t+ 0.0297749 cos 2t+ 0.695577 sin t+ 0.0460581 sin 2t.

Çà äà äîáèåì ïî-äîáðà ïðåäñòàâà çà õàðàêòåðà íà ðàçãëåæäàíîòî ÿâëåíèå íåêà
èçðèñóâàìå ãðàôèêàòà ìó:
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Îò ãðàôèêàòà âèæäàìå êàê ïåðèîäè÷íî äåíÿò ñå óâåëè÷àâà è íàìàëÿâà.

1.8 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 28. Äà ñå ïîñòðîè èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ çà òàáëè-
öàòà

x 0 0.5 1 1.5
f(x) 1 2 3 4

à) ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè;
á) ñ ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ

Çàäà÷à 29. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî f(x) = ex çà x = 0.15, êàòî ñå èçïîëçâà
òàáëèöàòà

x 0 0.1 0.2 0.3
f(x) 1 1.10517 1.2214 1.34986

è äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà ïðè èíòåðïîëèðàíå.

Çàäà÷à 30. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

xmk lk(x) = xm, m = 0, . . . , n

Çàäà÷à 31. Äà ñå îïðîñòè èçðàçúò

−1

6
(x− 1)(x− 2)(x− 3) + x(x− 2)(x− 3)− 3

2
x(x− 1)(x− 3) +

2

3
x(x− 1)(x− 2).

Çàäà÷à 32. Êàòî èçïîëçâàòå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí ñ ðàçäå-
ëåíè ðàçëèêè, íàìåðåòå ïîëèíîìà îò âúçìîæíî íàé-íèñêà ñòåïåí, êîéòî óäîâ-
ëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

x -3 2 -1 3 1
y 0 5 -4 12 0

Çàäà÷à 33. Âçåìàéêè ïðåäâèä äàííèòå
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x 1 2 2.5 3 4 5
f(x) 0 5 6.5 7 3 1

ïðåñìåòíåòå f(3.4), êàòî èçïîëçâàòå ïîñëåäîâàòåëíî èíòåðïîëàöèîííè ïîëèíî-
ìè îò ñòåïåíè 1, 2, 3. Çà öåëòà èçáèðàéòå ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò èíòåðïîëàöè-
îííè âúçëè îò òàáëèöàòà òàêà, ÷å äà ïîëó÷èòå âúçìîæíî íàé-äîáðà òî÷íîñò.

Óïúòâàíå. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä ïðåäñòàâÿíåòî íà ãðåøêàòà, êîåòî çíàåì

R(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x),

ÿñíî å, ÷å íàé-äîáðàòà âúçìîæíà òî÷íîñò ùå ïîëó÷èì, êîãàòî âúçëèòå ñà ìàê-
ñèìàëíî áëèçî äî òî÷êàòà 3.4, â êîÿòî òúðñèì ñòîéíîñòòà íà f . Òàêà, íàïðèìåð,
àêî èñêàìå äà ïîñòðîèì ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, òðÿáâà äà âçåìåì òî÷êèòå
x0 = 3 è x1 = 4.

Çàäà÷à 34. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà

0 1 2 2 2
1 4 23 37 50

Çàäà÷à 35. Íàìåðåòå ïîëèíîìà, óäîâëåòâîðÿâàù ñëåäíèòå èíòåðïîëàöèîííè
óñëîâèÿ:

P (0) = 8, P (1) = 9, P ′(1) = 2, P (2) = 12, P ′(2) = 4.

Çàäà÷à 36. Êàòî ñå èçïîëçâàò ñâîéñòâàòà íà ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè, äà ñå äîêà-
æå, ÷å:

n∑
k=0

xnk
ω′(xk)

= 1; (1.2)

n∑
k=0

xn+1
k

ω′(xk)
=

n∑
k=0

xk; (1.3)

n∑
k=0

ω′′(xk)

ω′(xk)
= 0. (1.4)

Óïúòâàíå. Çà âòîðèÿ ïðèìåð ïîìèñëåòå çà ïîäõîäÿùà ïîìîùíà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 37. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèèòå 1, sinx ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè â èíòåðâà-
ëà [0, π], íî íå îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â íåãî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùèòå
ôóíêöèè îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà â èíòåðâàëà [0, π

2
].

Çàäà÷à 38. Äà ñå äîêàæå, ÷å 1, x, cosx îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â èíòåð-
âàëà

(
0, π

2

)
.

Çàäà÷à 39. Äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà â äàäåíà òî÷êà
îò èíòåðâàëà [0, 1], êîãàòî èíòåðïîëèðàìå ôóíêöèÿòà f(x) = ex âúâ âúçëèòå
x0 = 0 è x1 = 1, ñúîòâåòíî ñ êðàòíîñòè 3 è 1.
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Ãëàâà 2

Ñðåäíîêâàäðàòè÷íè ïðèáëèæåíèÿ

2.1 Íîðìà è ðàçñòîÿíèå

Äåôèíèöèÿ 7. Íåêà F å äàäåíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å â F å
âúâåäåíà íîðìà, àêî íà âñåêè åëåìåíò f îò F å ñúïîñòàâåíî ÷èñëî ‖f‖ (íà-
ðå÷åíî íîðìà íà f), êàòî ïðè òîâà ñà óäîâëåòâîðåíè óñëîâèÿòà

1) ‖f‖≥ 0 (ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ò.ñ.ò.ê. f = 0);

2) ‖λf‖= |λ|‖f‖, ∀λ;

3) ‖f + g‖≤ ‖f‖+‖g‖, ∀f, g ∈ F .

Äåôèíèöèÿ 8. Íåêà F å äàäåíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å â F å
âúâåäåíî ðàçñòîÿíèå, àêî íà âñåêè äâà åëåìåíòà f, g ∈ F ñúïîñòàâÿìå ÷èñëî
ρ(f, g), êîåòî óäîâëååòâîðÿâà ñëåäíèòå èçèñêâàíèÿ:

1) ρ(f, g) ≥ 0, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ò.ñ.ò.ê. f = g;

2) ρ(f, g) = ρ(g, f);

3) ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g),∀f, g, h ∈ F .

Çàáåëåæêà. Ïîíÿòèÿòà íîðìà è ðàçñòîÿíèå ñà åñòåñòâåíè îáîáùåíèÿ ñúîòâåòíî
íà ðàçñòîÿíèåòî íà äàäåíà òî÷êà îò íóëàòà è ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè â
ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë.

Çàáåëåæêà. Âñÿêà íîðìà ïîðàæäà ðàçñòîÿíèå. Ò.å. àêî èìàìå íîðìàòà ‖.‖ â F ,
òî ìîæåì äà äåôèíèðàìå ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâà åëåìåíòà â F , êàòî íîðìàòà
íà ðàçëèêàòà èì (‖f − g‖). Íå å òðóäíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî
ðàçñòîÿíèå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà îò Äåôèíèöèÿ 8.

Ùå ðàçãëåäàìå äâå ÷åñòî èçïîëçâàíè íà ïðàêòèêà íîðìè è ïîðîäåíèòå îò
òÿõ ðàçñòîÿíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 9. Ðàâíîìåðíà íîðìà â èíòåðâàëà [a, b] äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

‖f‖:= max
x∈[a,b]

|f(x)|.

Òÿ ïîðàæäà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå:

ρ(f, g) := ‖f − g‖= max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|
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Äåôèíèöèÿ 10. Íîðìàòà

‖f‖:=
{∫ b

a

µ(x)f 2(x)dx

}1/2

å ñðåäíîêâàäðàòè÷íà íîðìà ñ òåãëî µ(x) â èíòåðâàëà [a, b].
Òÿ ïîðàæäà ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ðàçñòîÿíèå:

ρ(f, g) :=

{∫ b

a

µ(x)(f(x)− g(x))2dx

}1/2

2.2 Îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè

Äåôèíèöèÿ 11. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà îðòîãîíàëíè â [a, b]
ñ òåãëî µ(x), àêî (f, g) = 0. Òóê ñ (f, g) ñìå îçíà÷èëè ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
íà ôóíêöèèòå f è g

(f, g) =

∫ b

a

µ(x)f(x)g(x)dx.

Äåôèíèöèÿ 12. Êàçâàìå, ÷å P0(x), P1(x), P2(x), . . . å (êðàéíà èëè áåçêðàéíà)
ðåäèöà îò îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè â [a, b] ñ òåãëî µ(x), àêî

1) Pi ∈ πi, ∀i,
2) (Pi, Pi) 6= 0, ∀i,
3) (Pi, Pj) = 0, ∀i 6= j.

Çàäà÷à 40. Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå f(x) = 1 è g(x) = cos x ñà îðòîãîíàëíè
â [0, π] ñ òåãëî µ(x) = 1.

Ðåøåíèå. Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å∫ π

0

µ(x)f(x)g(x)dx = 0.

Èìàìå ∫ π

0

cosxdx = sinx |π0 = sinπ − sin 0 = 0

è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèèòå äåéñòâèòåëíî ñà îðòîãîíàëíè ñ òåãëî µ(x) = 1 â
[0, π].

Çàäà÷à 41. Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå x è 1
2
(3x2−1) ñà îðòîãîíàëíè â [−1, 1]

ñ òåãëî µ(x) = 1.

Ðåøåíèå. ∫ 1

−1

1

2
(3x3 − x)dx =

1

2

(
3
x4

4
− x2

2

)∣∣∣∣1
−1

= 0

Çàäà÷à 42. Äà ñå íàìåðÿò ïúðâèòå 3 îðòîãîíàëíè ïîëèíîìà (P0, P1, P2) â èí-
òåðâàëà [0, 1] è òåãëî µ(x) = x ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò 1.
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Ðåøåíèå. Ñïîðåä óñëîâèå 1) îò Äåôèíèöèÿ 12, P0 ∈ π0, ò.å. P0 å êîíñòàíòà è
òúé êàòî èñêàìå ñòàðøèÿ êîåôèöèåíò íà òúðñåíèòå ïîëèíîìè äà áúäå 1, òî

P0(x) ≡ 1.

Ïàê âçåìàéêè ïðåäâèä óñëîâèå 1 íà äåôèíèöèÿòà, çàêëþ÷àâàìå, ÷å P1 òðÿáâà
äà áúäå ïîëèíîì îò π1 è çàòîâà ãî òúðñèì âúâ âèäà P1(x) = x + a (ñòàðøèÿò
êîåôèöèåíò èñêàìå äà áúäå 1). Íåèçâåñòíèÿò ñâîáîäåí ÷ëåí a ùå íàìåðèì, êàòî
èìàìå ïðåäâèä, ÷å P0 è P1 òðÿáâà äà ñà îðòîãîíàëíè â [0, 1] ñ òåãëî µ(x) = x,
ò.å.∫ 1

0

x.1.(x+ a)dx = 0⇐⇒
(
x3

3
+
ax2

2

)∣∣∣∣1
0

= 0⇐⇒ 1

3
+
a

2
= 0⇐⇒ a = −2

3
.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å

P1(x) = x− 2

3
.

Àíàëîãè÷íî ïîñòúïâàìå è çà äà íàìåðèì P2. Òúðñèì ãî âúâ âèäà P2(x) = x2 +
bx+ c. Èìàìå ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0

x(x2 + bx+ c)dx = 0∫ 1

0

x

(
x− 1

2

)
(x2 + bx+ c)dx = 0

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà, íàïðèìåð, ñ Mathematica:
In[2]:= SolveB:IntegrateAx Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<E � 0,

IntegrateBx x -
1

3
Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<F � 0>, 8b, c<F

Ïîëó÷àâàìå, b = −6
5
, c = 3

10
. Òîãàâà

P2 = x2 − 6

5
x+

3

10
.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà è ÷å ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Pi, Pi) 6= 0, i = 0, 1, 2.

Çàäà÷à 43. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä ñà îðòîãî-
íàëíè â èíòåðâàëà [−1, 1] ñ òåãëî µ(x) = 1√

1−x2 .

Ðåøåíèå. Òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä T0, T1, . . .,
êúäåòî

Tn(x) = cos(n arccosx)

óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà îò Äåôèíèöèÿ 12. Äà çàïî÷íåì ñ òîâà, ÷å, êàêòî
çíàåì, Tn(x) å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n è ñëåäîâàòåëíî ïúðâîòî óñëîâèå
å èçïúëíåíî. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å àêî

Tn(x) = cos(n arccosx)

Tm(x) = cos(n arccosx)

òî

I =

∫ 1

−1

µ(x)Tn(x)Tm(x)dx

{
= 0, ïðè n 6= m

6= 0, ïðè n = m
.
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Èìàìå

I =

∫ 1

−1

1√
1− x2

cos(n arccosx) cos(m arccosx)dx.

Ïðàâèì ñìÿíàòà
x = cos t.

Òîãàâà èìàìå
dx = d(cos t) = − sin tdt,

à èíòåðâàëà [−1, 1] ñå òðàíñôîðìèðà â [π, 0]. Ïîëó÷àâàìå

I =

∫ 0

π

1√
1− cos2 t

cos(nt) cos(mt)(− sin t)dt

=

∫ π

0

���sin t

���sin t
.
1

2
[cos((n+m)t) + cos((n−m)t)] dt

=
1

2

∫ π

0

cos((n+m)t)dt︸ ︷︷ ︸
∆1

+
1

2

∫ π

0

cos((n−m)t)dt︸ ︷︷ ︸
∆2

.

Äà ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî èíòåãðàëèòå ∆1 è ∆2. Çà ∆2 èñêàìå äà âíåñåì n−m
ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà. Íî òîãàâà, çà äà íå ïðîìåíèì íèùî, òðÿáâà è äà
óìíîæèì ïî 1

n−m . Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

1. m=n. Òîãàâà

∆2 =

∫ π

0

cos 0dt = π.

2. m 6= n.

∆2 =
1

n−m

∫ π

0

cos((n−m)t)d((n−m)t) =
sin((n−m)t)

n−m

∣∣∣∣π
0

= 0.

Äà âèäèì êàê ñå îöåíÿâà ∆1 â òåçè ñëó÷àè:

1. m=n

∆1 =

∫ π

0

cos(2nt)dt

Èñêàìå äà âíåñåì 2n ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è äà ðàçäåëèì íà ñúùîòî.
Çàòîâà ðàçãëåæäàìå

(à) m=n=0

∆1 =

∫ π

0

cos 0dt = π

(á) m=n 6= 0

∆1 =
1

2n

∫ π

0

cos(2nt)d(2nt) =
sin(2nt)

2nt

∣∣∣∣π
0

= 0.

2. m 6= n.

∆1 =
1

n+m

∫ π

0

cos((n+m)t)d((n+m)t) =
sin((n+m)t)

(n+m)t

∣∣∣∣π
0

= 0
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Òîãàâà ïîëó÷èõìå îêîí÷àòåëíî:

1. m=n=0

I =
1

2
∆1 +

1

2
∆2 = π 6= 0

2. m=n 6= 0

I =
1

2
∆1 +

1

2
∆2 =

π

2
6= 0

3. m 6= n

I =
1

2
∆1 +

1

2
∆2 = 0

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà êîè äà å äâà ðàçëè÷íè ïîëèíîìà
Ti å 0, à ñêàëàðíèÿò êâàäðàò íà êîé äà å ïîëèíîì å ÷èñëî, ðàçëè÷íî îò 0, ñ êîåòî
òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

2.3 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Â ïðåäèøíàòà ãëàâà ðàçãëåäàõìå ðàçëè÷íè íà÷èíè çà ðåøàâàíå íà ñëåäíàòà
çàäà÷à:

Äàäåíè ñà òî÷êèòå (x0, y0),. . . ,(xn, yn). Òúðñèì ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìè-
íàâà òî÷íî ïðåç òåçè òî÷êè. Êàêòî îòáåëÿçàõìå, åäíà âúçìîæíà èíòåðïðåòàöèÿ
íà òàçè çàäà÷à, îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðàêòèêàòà, å ÷å ñà íàïðàâåíè êðàåí áðîé
èçìåðâàíèÿ (åêñïåðèìåíòè) ïðè èçñëåäâàíåòî íà äàäåíî ÿâëåíèå è òúðñèì ôóí-
êöèÿ, êîÿòî äà ìîäåëèðà ÿâëåíèåòî, êàòî îòãîâàðÿ íà òåçè åìïèðè÷íè ðåçóë-
òàòè. È ñ íàé-ñúâúðøåíàòà òåõíèêà îáà÷å èìà íÿêàêâà äîïóñòèìà ãðåøêà ïðè
ïðàâåíåòî íà òåçè èçìåðâàíèÿ. Â ìíîãî ñëó÷àè òàçè ãðåøêà íå ìîæå äà áúäå
ïðåíåáðåãíàòà. Òîãàâà êàêúâ áè áèë ñìèñúëúò äà íàìåðèì ôóíêöèÿ, êîÿòî äà
ìèíàâà ïðåç òåçè òî÷êè, ñëåä êàòî äîðè ñàìèòå òå íå ñà ½íà ìÿñòîòî ñè�? Äðóã
ïðîáëåì, êîéòî âèäÿõìå ïðè èíòåðïîëàöèÿòà å, ÷å ÷åñòî ïîëèíîìèòå îò âèñîêà
ñòåïåí èìàò ½ëîøî� ïîâåäåíèå, ò.å. ìîæå äà èìàìå ïðîáëåìè ïðè ìîäåëèðàíåòî
íà ÿâëåíèå, çà êîåòî èñêàìå äà ïðèáëèæèì ãîëÿìî êîëè÷åñòâî äàííè.

Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà ïîñòúïèì è ïî äðóã íà÷èí � äà òúðñèì ôóíêöèÿ,
êîÿòî ñëåäâà ïîâåäåíèåòî íà äàííèòå (áåç çàäúëæèòåëíî äà ñúâïàäà ñ òÿõ â
êîÿòî è äà å òî÷êà) è êîÿòî å ½áëèçî� äî òåçè äàííè.

Ïðåäè äà êîìåíòèðàìå ñàìèÿ ìåòîä, íåêà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ðåàëíè ïðî-
öåñà è äà êîìåíòèðàìå êàêâà ôóíêöèÿ å ïîäõîäÿùà, çà äà ãè îïèøå (íà áàçà
íà äàííèòå, êîèòî èìàìå).

• Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà òîâà êàê íèâîòî íà âúãëåðîäíèÿ äèîêñèä
â àòìîñôåðàòà ñå å èçìåíÿëî â ïåðèîäà 1980 � 2000.

Ãîä. 1980 1982 1984 1986 1988 1990
CO2 338.7 341.1 344.4 347.2 351.5 354.2

Ãîä. 1992 1994 1996 1998 2000
CO2 356.4 358.9 362.6 366.6 369.4
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In[169]:= ListPlot@881980, 338.7<, 81982, 341.1<, 81984, 344.4<,

81986, 347.2<, 81988, 351.5<, 81990, 354.2<, 81992, 356.4<,

81994, 358.9<, 81996, 362.6<, 81998, 366.6<, 82000, 369.4<<D

Out[169]=

1985 1990 1995 2000

345

350

355

360

365

370

Ãðàôèêàòà íè ïîêàçâà, ÷å áè áèëî óäà÷íî äà ìîäåëèðàìå ðàçãëåæäàíîòî
ÿâëåíèå ñ ëèíåéíà ôóíêöèÿ. Ñ äðóãè äóìè, ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî
âúâ âèäà f(x) = ax+ b.

• Òîïêà å ïóñíàòà îò âèñî÷èíà 450m. Íåéíàòà âèñî÷èíà å èçìåðâàíà ïðåç
èíòåðâàëè îò 1 ñåê.

t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

In[170]:= ListPlot@880, 450<, 81, 445<, 82, 431<, 83, 408<,

84, 375<, 85, 332<, 86, 279<, 87, 216<, 88, 143<, 89, 61<<D

Out[170]=
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Òóê òî÷êèòå èçãëåæäàò âúðõó ïàðàáîëà. Çàòîâà ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà,
ìîäåëèðàùà ïðîöåñà, âúâ âèäà f(x) = ax2 + bx+ c.

• Ðàçãëåæäàìå äåëåíèåòî íà êëåòêè, â çàâèñèìîñò îò ìîìåíòà t

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
êëåòêè 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

In[171]:= ListPlot@881, 1<, 82, 2<, 83, 4<, 84, 8<,

85, 16<, 86, 32<, 87, 64<, 88, 128<, 89, 256<, 810, 512<<D
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Out[171]=
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Òóê, íà áàçà íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè, ñëåäâà äà òúðñèì åêñïîíåíöè-
àëíà çàâèñèìîñò. Ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = aebx.

Ùå îñòàâèì òåçè 3 ïðîöåñà çà ìàëêî è ùå ñå âúðíåì êúì òÿõ, ñëåä êàòî
ïúðâî èçÿñíèì ìåòîäà, ïî êîéòî ùå òúðñèì ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè.È òàêà, îò
ãîðíèòå ïðèìåðè å ÿñíî, ÷å ñëåä êàòî ñìå èçáðàëè âèäà íà ôóíêöèÿòà, ñ êîÿòî
ùå ïðèáëèæàâàìå, òðÿáâà äà îïðåäåëèì ïàðàìåòðèòå â íåÿ (íàïðèìåð, êîåôè-
öèåíòèòå íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí âúâ âòîðèÿ ïðèìåð) òàêà, ÷å ôóíêöèÿòà äà ñå
îêàæå âúçìîæíî ½íàé-áëèçî� äî äàííèòå, êîèòî ïðèáëèæàâàìå. Ïúðâîòî, êîåòî
òðÿáâà äà íàïðàâèì, å âå÷å äà ôîðìàëèçèðàìå ïîíÿòèåòî ½áëèçî�.

Íåêà òî÷êèòå, êîèòî èñêàìå äà ïðèáëèæèì, èìàò êîîðäèíàòè

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn),

à f(x) å ôóíêöèÿ, ñ êîÿòî ãè ïðèáëèæàâàìå. Äà îçíà÷èì ñ ei ãðåøêàòà, ò.å.
ðàçëèêàòà ìåæäó äåéñòâèòåëíàòà è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò â òî÷êàòà xi

ei := f(xi)− yi.

Äà ðàçãëåäàìå íÿêîè âúçìîæíè (íî, ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà, íåóäà÷íè)
íà÷èíè çà äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ½íàé-áëèçî�:

• Ïúðâàòà î÷åâèäíà èäåÿ å äà òúðñèì ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å ñóìàòà îò
âñè÷êè ãðåøêè äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà, ò.å. äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî

n∑
i=0

ei.

Äà ðàçãëåäàìå îáà÷å ñëåäíèÿ ïðèìåð (âæ. ôèãóðàòà). Èìàìå äâå òî÷êè â
ðàâíèíàòà A = (x0, y0), B = (x1, y1). Òúðñèì ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî äà å
½íàé-áëèçî� äî òÿõ. Î÷åâèäíî, òîâà áè ñëåäâàëî äà å ïðàâàòà, êîÿòî ìèíàâà
ïðåç òåçè äâå òî÷êè. Íî, àêî âçåìåì ïðîèçâîëíà äðóãà ïðàâà, êîÿòî ìèíàâà
ïðåç ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà AB, çà íåÿ ñúùî ùå å èçïúëíåíî e0 + e1 = 0,
òúé êàòî â òî÷êèòå A è B ãðåøêèòå ùå èìàò åäíà è ñúùà àáñîëþòíà
ñòîéíîñò è ùå ñà ðàçëè÷íè ïî çíàê. Ñ äðóãè äóìè, âñÿêà òàêàâà ïðàâà ùå

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
n∑
i=0

ei äà å ìèíèìàëíî.
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• Âúçìîæåí íà÷èí äà èçáåãíåì ïðîáëåìà å äà íå ïîçâîëèì ãðåøêèòå äà áú-
äàò ñ ðàçëè÷íè çíàöè, ò.å. äà ãè âçåìàìå ïî ìîäóë è äà ïîñòàâèì óñëîâèåòî
ôóíêöèÿòà f(x) äà å èçáðàíà òàêà, ÷å

n∑
i=0

|ei|

äà å ìèíèìàëíî. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å è ïðè òîâà óñëîâèå (ìàêàð è íàïúë-
íî ëîãè÷íî è óäîâëåòâîðèòåëíî) â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîæåì äà íàìåðèì
åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ, êîÿòî äà ãî èçïúëíÿâà.

• Ìîæåì äà ïîäáåðåì ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å äà å íàé-ìàëêà ìàêñèìàë-
íàòà ãðåøêà, ò.å. äà å íàé-ìàëêî

n
max
i=0

ei.

Äà âçåìåì îáà÷å ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Out[206]=
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Âñè÷êè òî÷êè, ñ èçêëþ÷åíèå íà åäíà, ëåæàò ïðèáëèçèòåëíî íà ïðàâà, íî
òàçè ½ñòðàíè÷íà� òî÷êà, êîÿòî âåðîÿòíî å ðåçóëòàò îò øóì èëè ãðåøêà â
èçìåðâàíèÿòà, èìà â íÿêàêúâ ñìèñúë ñúùîòî âëèÿíèå âúðõó èçáîðà íà
ïðàâàòà, êàêòî âñè÷êè îñòàíàëè, âçåòè çàåäíî.
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È òàêà, ñëåä êàòî ïîêàçàõìå íÿêîè íåóäà÷íè íà÷èíè, ñåãà âå÷å äà ñå êîí-
öåíòðèðàìå âúðõó ñúùíîñòòà íà ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Òúðñèì
ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å

n∑
i=0

e2
i

äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Îñâåí, ÷å ðåøàâà ïðîáëåìà ñ íàëè÷èåòî íà ðàçëè÷-
íè çíàöè ïðè ñóìèðàíåòî íà ãðåøêèòå, îêàçâà ñå, ÷å òîçè ïîäõîä âîäè è äî
åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Çàäà÷àòà çà ìèíèìèçèðàíå íà òàçè ñóìà ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà è ïî äðóã
íà÷èí. Íåêà îçíà÷èì ñ y è F ñúîòâåòíî âåêòîðèòå ñ åëåìåíòè òî÷íèòå è ïðèá-
ëèæåíèòå ñòîéíîñòè

y = (y0, y1, . . . , yn)

F = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn)).

Òîãàâà e = F − y ùå áúäå âåêòîðúò ñ ãðåøêèòå

e = (e0, e1, . . . , en).

Çà íåãî èìàìå

|e|=
√
e2

0 + e2
1 + . . .+ e2

n,

ò.å. çàäà÷àòà çà ìèíèìèçèðàíå íà ñóìàòà

n∑
i=0

e2
i

ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå è êàòî ìèíèìèçèðàíå íà äúëæèíàòà íà âåêòîðà íà ãðåø-
êàòà.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ïîêàæåì êàê òî÷íî ùå íàìåðèì ôóíêöèÿòà f(x)
òàêà, ÷å òàçè ñóìà äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà. Ùå ãî ïîêàæåì ñ ïðèìåð

Çàäà÷à 44. Äà ñå íàìåðè ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî ìåòîäà íà
íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà

xi 0 1 2 3 4
yi 1 2 1 0 4

Ðåøåíèå. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = ax+b.
Òðÿáâà äà îïðåäåëèì ïàðàìåòðèòå a è b òàêà, ÷å

4∑
i=0

e2
i =

4∑
i=0

(f(xi)− yi)2

äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Èìàìå

f(0) = b; f(1) = a+ b; f(2) = 2a+ b; f(3) = 3a+ b; f(4) = 4a+ b.

Òîãàâà

4∑
i=0

e2
i = (b− 1)2 + (a+ b− 2)2 + (2a+ b− 1)2 + (3a+ b− 0)2 + (4a+ b− 4)2.
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Ðàçãëåæäàìå òîçè èçðàç êàòî ôóíêöèÿ íà äâåòå ïðîìåíëèâè a è b (íåêà ÿ îç-
íà÷èì ñ Φ(a, b)). Íåîáõîäèìî óñëîâèå òàçè ôóíêöèÿ äà èìà ìèíèìóì â äàäåíà
òî÷êà å ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî îòíîøåíèå íà âñåêè ïàðàìåòúð äà ñà
íóëè. Ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà ñ òîëêîâà óðàâíåíèÿ, êîëêîòî ñà è ïàðàìåò-
ðèòå â çàäà÷àòà. Ðåøàâàìå ÿ è åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿìå a è b.∣∣∣∣∣ 2(a+ b− 2) + 2(2a+ b− 1).2 + 2(3a+ b).3 + 2(4a+ b− 4).4 = 0

2(b− 1) + 2(a+ b− 2) + 2(2a+ b− 1) + 2(3a+ b) + 2(4a+ b− 4) = 0

Îêîí÷àòåëíî èìàìå a =
2

5
, b =

4

5
. Òàêà ïîëó÷èõìå òúðñåíàòà ôóíêöèÿ âúâ âèäà

f(x) =
2

5
x+

4

5
.

Çàäà÷à 45. Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè ïàðàáîëà, êîÿòî
ïðèáëèæàâà òàáëèöàòà

xi -2 -1 0 1 2 3
yi -4 15 -9 10 7 6

Ðåøåíèå. Òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = ax2 + bx+ c. Òðÿáâà äà ìèíèìè-
çèðàìå ñóìàòà

5∑
i=0

e2
i = (f(−2)− (−4))2 + (f(−1)− 15)2 + (f(0)− (−9))2 + (f(1)− 10)2

+ (f(2)− 7)2 + (f(3)− 6)2

= (4a− 2b+ c+ 4)2 + (a− b+ c− 15)2 + (c+ 9)2 + (a+ b+ c− 10)2

+ (4a+ 2b+ c− 7)2 + (9a+ 3b+ c− 6)2 = Φ(a, b, c)

Çà äà áúäå ìèíèìàëíà òàçè ñóìà êîåôèöèåíòèòå a, b, c òðÿáâà äà ñà òàêèâà, ÷å
äà óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

∂Φ

∂c
= 0

.

Íåêà ðåøèì òàçè ñèñòåìà ñ ïîìîùòà íà ñèñòåìàòà Mathematica:
In[5]:= F@a_, b_, c_D := H4 a - 2 b + c + 4L^2 + Ha - b + c - 15L^2 +

Hc + 9L^2 + Ha + b + c - 10L^2 + H4 a + 2 b + c - 7L^2 + H9 a + 3 b + c - 6L^2

Solve@8¶a F@a, b, cD � 0, ¶b F@a, b, cD � 0, ¶c F@a, b, cD � 0<, 8a, b, c<D

Out[6]= ::a ® -
2

7
, b ®

11

7
, c ®

30

7
>>
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Òîãàâà ïîëó÷èõìå îêîí÷àòåëíî

f(x) = −2

7
x2 +

11

7
x+

30

7

È òàêà, ñëåä êàòî èçÿñíèõìå ñàìèÿ ìåòîä, íåêà ñå âúðíåì êúì òðèòå ìîäåëà,
êîèòî ðàçãëåäàõìå.

Çàäà÷à 46. Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîäåëèðà èçìåíåíèåòî
íà íèâîòî íà âúãëåðîäåí äèîêñèä â àòìîñôåðàòà (âæ. òàáëèöàòà íà ñòð. 31).

Ðåøåíèå. Êàçàõìå, ÷å ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = ax+ b. Çà äà
îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå a è b, òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

,

êúäåòî

Φ(a, b) =
10∑
i=0

(f(xi)− yi)2.

Íåêà íàïðàâèì òîâà â Mathematica:
In[19]:= f@x_D := a x + b

F@a_, b_D := Hf@1980D - 338.7L^2 + Hf@1982D - 341.4L^2 +

Hf@1984D - 344.4L^2 + Hf@1986D - 347.2L^2 + Hf@1988D - 351.5L^2 +

Hf@1990D - 354.2L^2 + Hf@1992D - 356.4L^2 + Hf@1994D - 358.9L^2 +

Hf@1996D - 362.6L^2 + Hf@1998D - 366.6L^2 + Hf@2000D - 369.4L^2

coeffs = Solve@8¶a F@a, bD � 0, ¶b F@a, bD � 0<, 8a, b<D
Out[21]= 88a ® 1.53273, b ® -2696.37<<
Äà èëþñòðèðàìå ãðàôè÷íî:
In[27]:= plot1 = ListPlot@881980, 338.7<, 81982, 341.1<, 81984, 344.4<,

81986, 347.2<, 81988, 351.5<, 81990, 354.2<, 81992, 356.4<,

81994, 358.9<, 81996, 362.6<, 81998, 366.6<, 82000, 369.4<<D;

plot2 = Plot@f@xD �. coeffs@@1DD, 8x, 1975, 2005<D;

Show@plot1, plot2D

Out[29]=
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Âòîðèÿ ìîäåë (çà ïàäàíåòî íà òîïêàòà) ìîæåòå äà íàïðàâèòå ñàìîñòîÿòåëíî
çà óïðàæíåíèå (âæ. çàäà÷èòå çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà). Ïðåäè äà ñå êîíöåíò-
ðèðàìå âúðõó òðåòèÿ ìîäåë ùå êîìåíòèðàìå åäíà òåõíèêà, êîÿòî å ïîëåçíà â
îïðåäåëåíè ñèòóàöèè.

Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = αeβx. Î÷åâèäíî â òîçè ñëó÷àé
ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ, êîÿòî ùå ïîëó÷èì çà ïàðàìåòðèòå a è b ùå áúäå íåëè-
íåéíà. Ðàçáèðà ñå, ìîæåì äà ÿ ðåøàâàìå â òîçè âèä, íî ìîæåì äà ïîäõîäèì è
ïî äðóã íà÷èí. Èìàìå

yi ≈ f(xi) = αeβxi

Òîãàâà, ëîãàðèòìóâàéêè äâåòå ñòðàíè, ïîëó÷àâàìå

ln yi ≈ lnα + βxi

è ñåãà îòíîâî îïðåäåëÿìå êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å äà ìèíèìèçèðàò

n∑
i=0

ei,

íî çà ei âçåìàìå ln yi − (lnα + βxi) (ò.å. ìèíèìèçèðàìå
n∑
i=0

(ln yi − ln f(xi))
2).

Ïîëàãàéêè lnα = c, ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ùå å ëèíåéíà ñïðÿìî c è β. Ñëåä êàòî
íàìåðèì c, âðúùàéêè ñå â ïîëàãàíåòî, èìàìå α = ec. Ùå èëþñòðèðàìå òàçè
òåõíèêà ñ ïðèìåð ñëåä ìàëêî, íî ïúðâî äà âèäèì îùå åäíà ïîäîáíà ñèòóàöèÿ:

Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

f(x) =
αx

β + x
.

Ñ äðóãè äóìè èìàìå

yi ≈
αxi
β + xi

Âçåìàìå ðåöèïðî÷íèòå ñòîéíîñòè íà äâåòå ñòðàíè è èìàìå

1

yi
≈ β

α
xi +

1

α
.

Äåôèíèðàìå

ei :=
1

yi
−
(
β

α
xi +

1

α

)
,

ïîëàãàìå
β

α
= A è

1

α
= B è ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ùå áúäå ëèíåéíà ñïðÿìî A è

B.
Ñëåä òåçè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ âå÷å ñìå ãîòîâè äà ìîäåëèðàìå è òðåòèÿ

ïðèìåð îò íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà (çà äåëåíåòî íà êëåòêèòå).

Çàäà÷à 47. Äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ îò âèäà f(x) = AeBx, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî
ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà îò ñòð. 32
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Ðåøåíèå. Îò ãðàôèêàòà íà òàáëèöàòà âèäÿõìå, ÷å å óäà÷íî äà òúðñèì ïðèáëè-
æåíèåòî âúâ âèäà

f(x) = aebx

Êàêòî êàçàõìå, ùå ìèíèìèçèðàìå ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íå íà f(xi) − yi, à íà
ln f(xi) − ln yi, ò.å. íà ðàçëèêàòà îò ëîãàðèòìèòå íà ïðèáëèæåíàòà è òî÷íàòà
ñòîéíîñò. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå a è b òàêà, ÷å∑

(f(xi)− (c+ bxi))
2,

êúäåòî c = ln a, äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî.
In[30]:= g@x_D := c + b x

F@c_, b_D := Hg@1D - Log@1DL^2 + Hg@2D - Log@2DL^2 + Hg@3D - Log@4DL^2 +

Hg@4D - Log@8DL^2 + Hg@5D - Log@16DL^2 + Hg@6D - Log@32DL^2 +

Hg@7D - Log@64DL^2 + Hg@8D - Log@128DL^2 + Hg@9D - Log@256DL^2 +

Hg@10D - Log@512DL^2

coeffs = NSolve@8¶c F@c, bD � 0, ¶b F@c, bD � 0<, 8c, b<D
f@x_D := E^c * E^Hb xL
plot1 = ListPlot@881, 1<, 82, 2<, 83, 4<, 84, 8<,

85, 16<, 86, 32<, 87, 64<, 88, 128<, 89, 256<, 810, 512<<D;

plot2 = Plot@f@xD �. coeffs@@1DD, 8x, 1, 10<D;

Show@plot1, plot2D
Out[25]= 88c ® -0.693147, b ® 0.693147<<

Out[29]=
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Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå â îáù âèä çàäà÷àòà çà ïðèáëèæàâàíå íà òî÷êèòå

(x1, y1), . . . , (xs, ys)

ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. Ò.å. ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

Ôóíêöèÿòà, êîÿòî òðÿáâà äà ìèíèìèçèðàìå, èìà âèäà

Φ(a0, a1, . . . , an) =
s∑
i=0

(f(xi)− yi)2 =
s∑
i=0

(a0 + a1xi + a2x
2
i · · ·+ anx

n
i − yi)2
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a0

= 0

∂Φ

∂a1

= 0

. . . . . . . . . . . . . . .

∂Φ

∂an
= 0

Çà äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà, òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà
Ñëåä êàòî äèôåðåíöèðàìå è ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà âñÿêî óðàâíåíèå íà 2,
ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s∑
i=0

(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi) = 0

s∑
i=0

[(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi)xi] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
s∑
i=0

[(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi)xni ] = 0

Çàïèñàíà â ìàòðè÷åí âèä, òàçè ñèñòåìà èçãëåæäà òàêà:

s∑
i=0

1
s∑
i=0

xi

s∑
i=0

x2
i · · ·

s∑
i=0

xni

s∑
i=0

xi

s∑
i=0

x2
i

s∑
i=0

x3
i · · ·

s∑
i=0

xn+1
i

s∑
i=0

x2
i

s∑
i=0

x3
i

s∑
i=0

x4
i · · ·

s∑
i=0

xn+2
i

...
...

...
. . .

...
s∑
i=0

xni

s∑
i=0

xn+1
i

s∑
i=0

xn+2
i · · ·

s∑
i=0

x2n
i





a0

a1

a2

...

an

 =



s∑
i=0

yi

s∑
i=0

xiyi

s∑
i=0

x2
i yi

...
s∑
i=0

xni yi


. (2.1)

Íåêà îçíà÷èì ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà ñ X, âåêòîð-ñòúëáà ñ êîåôèöèåíòèòå ñ a
è âåêòîð-ñòúëáà ñ äåñíèòå ñòðàíè ñ y. Òîãàâà ñèñòåìàòà äîáèâà âèäà

Xa = y

è ïîëó÷àâàìå êîåôèöèåíòèòå ïî ôîðìóëàòà

a = X−1y.

Âçåìàéêè ïðåäâèä ìàòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ, íåêà
îòíîâî ïðèáëèæèì äàííèòå îò çàäà÷à 44:

Çàäà÷à 48. Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò ïúðâà
ñòåïåí, êîéòî ïðèáëèæàâà òî÷êèòå
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x 0 1 2 3 4
y 1 2 1 0 4

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = a0 + a1x. Âçåìàéêè ïðåäâèä
(2.1), ïîëó÷àâàìå ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå[

5 10
10 30

]
︸ ︷︷ ︸

X

[
a0

a1

]
︸ ︷︷ ︸

a

=

[
8
20

]
︸ ︷︷ ︸

y

Ñåãà èìàìå c = A−1y. Ðåøàâàìå â Mathematica:
In[4]:= X = 885, 10<, 810, 30<<;

y = 888<, 820<<;

a = Inverse@XD.y �� MatrixForm

Out[6]//MatrixForm=
4

5

2

5

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå f(x) =
4

5
+

2

5
x.

Äà äàäåì îùå åäèí ïðèìåð.

Çàäà÷à 49. Äà ñå íàìåðè ïàðàáîëàòà, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî ìåòîäà íà íàé-
ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà

x -3 -2 -1 0 1 2 3
y 7 4 -1 1 5 6 13

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = a0 +a1x+a2x
2. Ùå ðàáîòèì

îòíîâî â Mathematica:
In[22]:= Do@xi = i - 4, 8i, 1, 7<D;

y1 = 7; y2 = 4; y3 = -1; y4 = 1; y5 = 5; y6 = 6; y7 = 13;

X = ::7, â
i=1

7

xi, â
i=1

7

xi
2>, :â

i=1

7

xi, â
i=1

7

xi
2, â

i=1

7

xi
3>, :â

i=1

7

xi
2, â

i=1

7

xi
3, â

i=1

7

xi
4>>;

Y = ::â
i=1

7

yi>, :â
i=1

7

xi yi>, :â
i=1

7

xi
2 yi>>;

a = Inverse@XD.Y �� MatrixForm
Out[12]//MatrixForm=

1
1
1

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å f(x) = 1 + x + x2. Íåêà èëþñòðèðàìå ãðàôè÷íî, êàòî
èç÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ïîëèíîìà è òî÷êèòå â åäíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà:

In[19]:= plot1 = ListPlot@Table@8xi, yi<, 8i, 1, 7<D, PlotStyle ® Red, PlotMarkers ® æD;

plot2 = PlotAx2
+ x + 1, 8x, -3, 3<E;

Show@plot1, plot2D
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Out[21]=

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

-3 -2 -1 1 2 3
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12

Ñåãà ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà èçïîëçâàìå ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðà-
òè, çà äà ðåøàâàìå ïðåîïðåäåëåíè ñèñòåìè. Ñ äðóãè äóìè ùå òúðñèì âúçìîæíî
íàé-äîáðîòî ðåøåíèå (â ñìèñúë, êîéòî ùå äåôèíèðàìå ïî-äîëó) çà ñèñòåìà, êî-
ÿòî èìà ïî-ãîëÿì ðàíã, îòêîëêîòî íåèçâåñòíè.

Çàäà÷à 50. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− y = 1

x+ y = 1

x+ y = −1

x− y = −1

Ðåøåíèå. Îòíîâî ùå ïðèëîæèì ñúùàòà èäåÿ, êîÿòî ïðèëîæèìå è ïî-ãîðå �
òúðñèì ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå (x, y) òàêà, ÷å

Φ(x, y) =
∑

e2
i

äà å ìèíèìàëíî. Òóê ñ ei ñìå îçíà÷èëè ãðåøêàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà â i-òîòî
óðàâíåíèå, ò.å. ðàçëèêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà.

Ïîëó÷àâàìå

Φ(x, y) = (x− y − 1)2 + (x+ y − 1)2 + (x+ y + 1)2 + (x− y + 1)2

Íåîáõîäèìîòî óñëîâèå äà èìà ôóíêöèÿòà Φ(x, y) ìèíèìóì å∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ

∂x
= 0

∂Φ

∂y
= 0

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà è ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî (x, y) = (0, 0).
Íåêà âèäèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà òàêà ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå. Âñÿêî åäíî

îò óðàâíåíèÿòà îïðåäåëÿ åäíà ïðàâà. Òîãàâà òúðñèì òàêàâà òî÷êà, êîÿòî äà å
âúçìîæíî íàé-áëèçî äî âñè÷êè òåçè ïðàâè. Î÷åâèäíî òîâà å òî÷íî öåíòúðúò íà
êâàäðàòà, çàêëþ÷åí ìåæäó ïðàâèòå:
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Òâúðäåíèå 12. Íåêà òúðñèì íàé-äîáðîòî ðåøåíèå x íà ïðåîïðåëåíàòà ñèñ-
òåìà

Ax = b.

Òîãàâà x óäîâëåòâîðÿâà ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå

ATAx = AT b

Äà ïðèëîæèì òîâà òâúðäåíèå êúì ñèñòåìàòà îò çàäà÷à 50.

Çàäà÷à 51. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− y = 1

x+ y = 1

x+ y = −1

x− y = −1

,

êàòî ñå èçïîëçâà Òâúðäåíèå 12.

Ðåøåíèå. Ðåøàâàìå çàäà÷àòà â Mathematica:

In[19]:= A = 881, -1<, 81, 1<, 81, 1<, 81, -1<<;

b = 881<, 81<, 8-1<, 8-1<<;

x = Inverse@Transpose@AD.AD.Transpose@AD.b

Out[21]= 880<, 80<<

Çàäà÷à 52. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ñðåäíîê-
âàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå â èíòåðâàëà [0, 1] ïðè òåãëî µ(x) = 1çà ôóíêöèÿòà
f(x) = ln(1 + x).

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïîëèíîìà âúâ âèäà g(x) = ax + b. Èñêàìå äà îïðåäåëèì
êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó f è g äà å
âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Èìàìå

‖f − g‖L2[0,1]=

{∫ 1

0

(f(x)− g(x))2dx

}1/2

.
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Èñêàìå òîâà ðàçñòîÿíèå äà å ìèíèìàëíî è ñëåäîâàòåëíî òúðñèì ìèíèìóìà íà

Φ(a, b) =

∫ 1

0

(f(x)− g(x))2dx.

Óñëîâèÿòà çà òîâà ñà ∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

.

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà è ïîëó÷àâàìå a ≈ 0.682234, b ≈ 0.0451774.
Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å íåïðåêúñíàòèÿ àíàëîã íà ìåòîäà íà íàé-

ìàëêèòå êâàäðàòè. Ðàçáèðà ñå, â íåïðåêúñíàòèÿ ñëó÷àé ñóìàòà çàìåíÿìå ñ èí-
òåãðàë.

2.4 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 53. Òîïêà å ïóñíàòà îò âèñî÷èíà 450m. Âèñî÷èíàòà, íà êîÿòî ñå íàìè-
ðà, å èçìåðâàíà ïðåç èíòåðâàëè îò 1 ñåê.

t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ,
êîÿòî îïèñâà ïàäàíåòî íà òîïêàòà.

Çàäà÷à 54. Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, ïðèáëèæàâàùà òàáëèöàòà

x 1 2 3 4 5
y 1 2 4 8 32

Çàäà÷à 55. Äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåë

(Íÿìà âðúçêà ñ ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà)
Íåêà èìàìå äàäåíà ïîïóëàöèÿ îò ìèêðîîðãàíèçìè. Îçíà÷àâàìå ñ x òÿõíàòà ÷èñ-
ëåíîñò â ìîìåíòà t. Åäèí âúçìîæåí ìîäåë, îïèñâàù ðàçâèòèåòî íà ïîïóëàöèÿòà
â äàäåíàòà ñðåäà å ñëåäíèÿò � ñêîðîñòòà íà óâåëè÷åíèå íà ÷èñëåíîñòòà íà ïî-
ïóëàöèÿòà (ò.å. x′(t)) e ïðîïîðöèîíàëíà íà ñàìàòà ÷èñëåíîñò x è íà ôóíêöèÿòà

µ(S) =
mS

a+ S
, êîÿòî ñå íàðè÷à ìîäåë íà Michaelis-Menten (åêñïåðèìåíòàëíî

óñòàíîâåí). Çàïèñàíî êàòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, òîâà èçãëåæäà òàêà:

x′(t) =
mS

a+ S
x,

êúäåòî

• x å ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà;

• S å êîíöåíòðàöèÿòà íà õðàíèòåëíîòî âåùåñòâî â äàäåíàòà æèçíåíà ñðåäà;

• m è a ñà ïàðàìåòðè, çàâèñåùè îò âèäà ìèêðîîðãàíèçìè.
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Çàäà÷àòà å ïî äàäåíèòå ïî-äîëó åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà êîíêðåòíè ìèêðî-
îðãàíèçìè äà ñå îïðåäåëÿò ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ïàðàìåòðèòå m
è a âúâ ôóíêöèÿòà

µ(S) =
mS

a+ S
(Ìîäåë íà Michaelis-Menten)

Æåëàòåëíî å
y ≈ µ(S)

äà ñå ïðåäñòàâè ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å ïîëó÷åíàòà îò ìåòîäà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ
äà å ëèíåéíà.

S 1.3 1.8 3 4.5 6 8 9
µ(S) 0.07 0.13 0.22 0.275 0.335 0.35 0.36

Çàäà÷à 56. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y = 3

2x− y = 0.2

x+ 3y = 7

3x+ y = 5

ïî äâà íà÷èíà � êàòî ñå ìèíèìèçèðà ôóíêöèÿòà Φ(x, y) è êàòî ñå èçïîëçâà
ôîðìóëàòà

ATAx = AT b

Çàäà÷à 57. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ y + z = 1

x+ 2y + z = 2

x+ 3y + z = 3

x− 4y + z = 4

x+ 5y + z = 4

.

(Èçïîëçâàéòå íà÷èíà, êîéòî ïðåäïî÷èòàòå).

Çàäà÷à 58. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàä-
ðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå â èíòåðâàëà [0, π

2
] ïðè òåãëî µ(x) = 1 çà ôóíêöèÿòà

f(x) = sinx. Äà ñå èëþñòðèðà ãðàôè÷íî.
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Ãëàâà 3

×èñëåíî äèôåðåíöèðàíå è

èíòåãðèðàíå

3.1 Èíòåðïîëàöèîííè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè

Âàæåí êëàñ îò ÷èñëåíè ìåòîäè ñà òåçè çà ïðèáëèæåíî íàìèðàíå íà îïðåäåëåíè
èíòåãðàëè. ßñíî å, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò èíòåãðàëèòå íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè
òî÷íî. Åòî çàùî îò èçêëþ÷èòåëíà âàæíîñò å äà ñå íàìåðÿò íà÷èíè, ïî êîèòî
ñòîéíîñòòà íà ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè äà ìîæå äà ñå íàìèðà ñ äîñòàòú÷íî äîáðà
òî÷íîñò.

Ïúðâèÿò íà÷èí, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå ñà ò.íàð. èíòåðïîëàöèîííè êâàäðàòóð-
íè ôîðìóëè:

• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)
Ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæàâàíå å

R(f) =
f ′′(ξ)

24
(b− a)3, ξ ∈ (a, b)

Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òàçè ôîðìóëà å ñëåäíèÿò � âìåñòî ëèöåòî íà
êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, çàêëþ÷åí ïîä ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), íà-
ìèðàìå ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ñúñ ñòðàíè b− a è f

(
a+b

2

)
.
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• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2

(f(a) + f(b))

R(f) = −f
′′(ξ)

12
(b− a)3

• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]

R(f) = −f
(4)(ξ)

2880
(b− a)5

Ùå èçâåäåì êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå, çà äà ïîêàæåì êàê ñòàâà
òîâà. Çà äðóãèòå ôîðìóëè íåùàòà ñòîÿò ïî ïîäîáåí íà÷èí.

Òúðñèì ïðèáëèæåíèå çà ∫ b

a

f(x)dx.

Òîãàâà ìîæåì äà çàìåñòèì ôóíêöèÿòà f(x) ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ �è ïîëèíîì îò
ñòåïåí 1 çà âúçëèòå x0 = a è x1 = b è òîãàâà ùå èìàìå∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

L1(f ;x)dx.

Ïîëó÷àâàìå ∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

L1(f ;x)dx

=

∫ b

a

(
x− a
b− a

.f(b) +
x− b
a− b

.f(a)

)
dx

=
f(b)

b− a
(x− a)2

2

∣∣∣∣b
a

− f(a)

b− a
(x− b)2

2

∣∣∣∣b
a

=
f(b)

b− a
(b− a)2

2
− f(a)

b− a
.
(b− a)2

2

=
b− a

2
(f(a) + f(b)).
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Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå èçâåäàò è ôîðìóëèòå íà ïðàâîúãúëíèöèòå è Ñèì-
ïñúí, êàòî ôóíêöèÿòà f(x) ñå àïðîêñèìèðà ñúîòâåòíî ñ L0(f ;x) âúâ âúçåëà
x0 = a+b

2
è L2(f ;x) âúâ âúçëèòå x0 = a, x1 = a+b

2
, x2 = b.

Çàäà÷à 59. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà

I =

∫ 1

0.5

x6dx

è äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) R, êàòî ñå èçïîëçâà
ôîðìóëàòà íà:

à) ïðàâîúãúëíèöèòå;

á) òðàïåöèòå;

â) Ñèìïñúí.

Äà ñå ñðàâíè ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò 127
896
≈ 0.141741.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì f(x) := x6. Âúâ âñåêè îò òðèòå ñëó÷àÿ ïúðâî ùå äàäåì
îöåíêà íà ãðåøêàòà, à ñëåä òîâà è ùå íàìåðèì ñúîòâåòíèòå ïðèáëèæåíèÿ íà I.
Èìàìå:

à) Çà ãðåøêàòà èìàìå

R =

∣∣∣∣f ′′(ξ)24
(b− a)3

∣∣∣∣ =
30 |ξ4|

24
.0.53 ≤ 30

24
.0.125 = 0.15625

Ïðè îöåíÿâàíåòî íà ãðåøêàòà èçïîëçâàõìå, ÷å ξ ∈ (0.5, 1). Ñåãà ïîëó÷àâàìå

I ≈ 0.5f(0.75) ≈ 0.0889893.

Äåéñòâèòåëíàòà ãðåøêà å ïðèáëèçèòåëíî 0.05, êîåòî å â ñúîòâåòñòâèå ñ îöåí-
êàòà, êîÿòî äàäîõìå.

á) Çà îöåíêà íà ãðåøêàòà ïîëó÷àâàìå

R =

∣∣∣∣−f ′′(ξ)12
(b− a)3

∣∣∣∣ =
30 |ξ4|

12
.0.53 ≤ 30

12
.0.125 = 0.3125.

Çà ïðèáëèæåíèåòî ïîëó÷àâàìå

I ≈ 0.5
f(0.5) + f(1)

2
≈ 0.253906.

Äåéñòâèòåëíàòà ãðåøêà å ïðèáëèçèòåëíî 0.11.

â) Çà îöåíêàòà íà ãðåøêàòà èìàìå

R =

∣∣∣∣−f (4)(ξ)

2880
(b− a)5

∣∣∣∣ =
360 |ξ2|

2880
.0.55 ≤ 360

2880
.0.03125 = 0.00390625.

I ≈ 0.5

6
(f(0.5) + 4f(0.75) + f(1)) ≈ 0.143962

Â äåéñòâèòåëíîñò ãðåøêàòà å ïðèáëèçèòåëíî 0.0022. �
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Îáèêíîâåíî, ñ öåë äà ñå ïîñòèãíå ïî-äîáðà òî÷íîñò, ñå èçïîëçâàò ò.íàð. ñúñ-
òàâíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè. Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíèå çà

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx.

Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà n ðàâíè ïîäèíòåðâàëa ñ äúëæèíà h = b−a
n
. Íåêà

âçåìåì òî÷êèòå {xi = a+ ih}ni=0. Òîãàâà∫ b

a

f(x)dx =
n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx

Ñåãà, ïðèëàãàéêè êúì âñåêè îò ïîäèíòåðâàëèòå åäíà îò êâàäðàòóðíèòå ôîðìó-
ëè (íà ïðàâîúãúëíèöèòå, íà òðàïåöèòå, íà Ñèìïñúí), ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî:

• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå

I(f) ≈ b− a
n

n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
Çà ãðåøêàòà ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å

R(f) =
(b− a)3

24n2
f ′′(ξ).

• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå

I(f) ≈ b− a
2n

n∑
i=1

[f(xi−1) + f(xi)]

R(f) = −(b− a)3

12n2
f ′′(ξ)
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• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí

I(f) =
b− a
6n

n∑
i=1

[
f(xi−1) + 4f

(
xi−1 + xi

2

)
+ f(xi)

]

R(f) = −(b− a)5

2880n4
f (4)(ξ)

Çàäà÷à 60. Äà ñå íàìåðè n òàêà, ÷å n-òàòà ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà
ïðàâîúãúëíèöèòå (òðàïåöèòå, Ñèìïñúí) äà ïðèáëèæàâà

I =

∫ 1

0

dx

1 + x

ñ ãðåøêà, íå ïî-ãîëÿìà îò ε = 0.00001. Äà ñå íàìåðè òîâà ïðèáëèæåíèå.

Ðåøåíèå. à) Ïî ôîðìóëàòà íà ïðàâîúãúëíèöèòå èìàìå çà ïðåäñòàâÿíåòî íà
ãðåøêàòà

Rrect =
(b− a)3

24n2
f ′′(ξ) =

f ′′(ξ)

24n2
.

Äèôåðåíöèðàìå f(x) è ïîëó÷àâàìå

f ′(x) = − 1

(1 + x)2

f ′′(x) =
2

(1 + x)3

f ′′(x) å íàìàëÿâàùà (è ïîëîæèòåëíà) â èíòåðâàëà [0, 1] (ïðîâåðåòå, ÷å f ′′′(x) <
0 â òîçè èíòåðâàë) è òîãàâà äîñòèãà ìàêñèìàëíàòà ñè ïî ìîäóë ñòîéíîñò â
òîçè èíòåðâàë çà x = 0. Òîãàâà

Rrect =
2

24n2(1 + ξ)3
≤ 1

12n2
.

Èñêàìå ãðåøêàòà äà å ïî-ìàëêà îò ε è òîãàâà

1

12n2
≤ 10−5 ⇐⇒ n2 ≥ 105

12

Ñëåäîâàòåëíî n òðÿáâà äà å ïîíå 92. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å íàé-
ìàëêàòà ñòîéíîñò íà n, êîÿòî ãàðàíòèðà ãðåøêà, ïî-ìàëêà îò ε. Âúçìîæíî
å äîñòàòú÷íî äîáðî ïðèáëèæåíèå äà ñå ïîëó÷è è çà çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêè
ñòîéíîñòè íà n.

Ñåãà äà íàìåðèì ñàìîòî ïðèáëèæåíèå çà I.

In[1]:= f@x_D :=

1

1 + x
h = 1. � 92;

nodes = Table@i h, 8i, 0, 92<D;

i =

1

92
â
i=2

93

fB nodes@@i - 1DD + nodes@@iDD
2

F
Out[4]= 0.693143
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Àêî ñðàâíèì òàêà íàìåðåíîòî ïðèáëèæåíèå ñ òîâà, êîåòî äàâà Mathematica
êàòî ðåçóëòàò (0.693147), ùå âèäèì, ÷å ðåçóëòàòúò å äåéñòâèòåëíî òî÷åí äî
ïåòèÿ çíàê ñëåä äåñåòè÷íàòà çàïåòàÿ.

á) Ïðèáëèæåíèåòî ïî ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå ìîæåòå äà íàïðàâèòå ñàìîñòî-
ÿòåëíî çà óïðàæíåíèå.

â) f (4)(x) =
24

(1 + x)5
. Òîãàâà çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ãðåøêàòà, èçïîëçâàéêè ôîð-

ìóëàòà íà Ñèìïñúí, èìàìå

Rsimp ≤
24

2880n4
=⇒ 24

2880n4
≤ 10−5,

ò.å. n ≥ 6. Íàìèðàìå ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò çà I:

f@x_D :=

1

1 + x
h = 1. � 6;

nodes = Table@j h, 8j, 0, 6<D;

i =

1

6 * 6
â
j=2

7

f@nodes@@j - 1DDD +

4 fB nodes@@j - 1DD + nodes@@jDD
2

F + f@nodes@@jDDD
Out[16]= 0.693149

Ïðàêòè÷åñêè ìåòîä çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè ñ îï-

ðåäåëåíà òî÷íîñò

Íà ïðàêòèêà â ìíîãî ñëó÷àè å íåâúçìîæíî (èëè ìíîãî òðóäíî) äà ñå äàäå
îöåíêà íà ãðåøêàòà, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà, êàêòî íàïðàâèõìå â çàäà÷à 60.
Òîãàâà ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñëåäíàòà èäåÿ. Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò
íà èíòåãðàëà

I =

∫ b

a

f(x)dx

ñ òî÷íîñò, íå ïî-ëîøà îò íÿêàêâî îòíàïðåä çàäàäåíî ε. Ùå èçïîëçâàìå, íàï-
ðèìåð, ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí. Ïîñëåäîâàòåëíî íàìè-
ðàìå ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà, êàòî ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà 2, 3, . . .
ïîäèíòåðâàëà. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî äâå ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ, êîèòî
ñìå íàìåðèëè, ñå ðàçëè÷àâàò ïîìåæäó ñè ñ íå ïîâå÷å îò ε. Òîãàâà ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å ñìå íàìåðèëè I ñ áëèçêà äî æåëàíàòà òî÷íîñò. Íåêà äàäåì ïðèìåð,
êàòî ðàçãëåäàìå îòíîâî ñúùèÿ èíòåãðàë, êàêòî è â çàäà÷à 60.

Çàäà÷à 61. Êàòî èçïîëçâàòå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå ìåòîä, íàìåðåòå ïðèáëèæåíî
ñòîéíîñòòà íà

I =

∫ 1

0

dx

1 + x
.

Àëãîðèòúìúò äà ïðèêëþ÷âà, êîãàòî ðàçëèêàòà ìåæäó ïðèáëèæåíèÿòà â äâå
ñúñåäíè èòåðàöèè ñòàíå ïî-ìàëêà îò 10−10 èëè äîêàòî áðîÿò íà èòåðàöèèòå
ñòàíå 1000.
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Ðåøåíèå. Ùå ðåàëèçèðàìå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèòúì â Mathematica:

Ε = 10-10;

f@x_D :=
1

1 + x
n = 2;

h =
1

n
;

Do@xi = i h, 8i, 0, n<D;

IApprox1 =
1

6 * n
â
j=1

n

fAxj-1E + 4 fB xj-1 + xj

2
F + fAxjE �� N;

DoB
n++;

h =
1

n
;

Do@xi = i h, 8i, 0, n<D;

IApprox2 =
1

6 * n
â
j=1

n

fAxj-1E + 4 fB xj-1 + xj

2
F + fAxjE ;

If @Abs@IApprox1 - IApprox2D < Ε, Break@DD;

IApprox1 = IApprox2

, 81000<
F
Print@"I»", N@IApprox2, 10DD
Print@"Iterations:", nD

I»0.6931471814

Iterations:39

�

Çà óïðàæíåíèå ìîæåòå äà ðåàëèçèðàòå òîçè àëãîðèòúì çà ôîðìóëèòå íà
ïðàâîúãúëíèöèòå è òðàïåöèòå. Íàïðàâåòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè è ñðàâíåòå
áðîÿ èòåðàöèè, íåîáõîäèìè ïðè âñÿêà îò ôîðìóëèòå, çà äà ñå ïîñòèãíå æåëàíàòà
òî÷íîñò.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðàçãëåäàíàòà èäåÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà øèðîê
êëàñ çàäà÷è, à íå ñàìî çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè (íàïðèìåð, ïî
ôîðìóëàòà íà Íþòîí ìîæåì äà ïîñòðîÿâàìå ïîëèíîìè ñ íàðàñòâàùè ñòåïåíè,
äîêàòî ïðèáëèæåíèåòî íà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà ñòàíå äîñòàòú÷íî äîáðî).

3.2 Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ

Äåôèíèöèÿ 13. Êàçâàìå, ÷å åäíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà èìà àëãåáðè÷åñêà
ñòåïåí íà òî÷íîñò (ÀÑÒ) m, àêî òÿ å òî÷íà çà âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëè-
íîìè îò ñòåïåí ≤ m è ñúùåñòâóâà ïîëèíîì îò ñòåïåí m + 1, çà êîéòî òÿ
íå å òî÷íà.
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Äà ðàçãëåäàìå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà â îáùèÿ âèä∫ b

a

µ(x)f(x)dx ≈
n∑
k=1

Akf(xk), (3.1)

êúäåòî µ(x) å äàäåíî òåãëî, äåôèíèðàíî â [a, b], òî÷êèòå {xk}nk=1 (a ≤ x0 <
· · · < xn ≤ b) ñà âúçëèòå íà êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà, a {Ak}nk=1 ñà ðåàëíè ÷èñëà
� êîåôèöèåíòèòå íà êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà. Èñêàìå äà îïðåäåëèì âúçëèòå è
êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å ñúîòâåòíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà äà èìà âúçìîæíî
íàé-âèñîêà ÀÑÒ. Òàçè ôîðìóëà ñå íàðè÷à êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ.
Ïîñòðîÿâàíåòî �è ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 13. Ïðè âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà êâàä-
ðàòóðíà ôîðìóëà îò âèäà (3.1) ñ ÀÑÒ 2n− 1 (è íèòî åäíà ñ ïî-ãîëÿìà ÀÑÒ).
Âúçëèòå {xk}nk=1 íà òàçè êâàäðàòóðíà ôîðìóëà ñà íóëèòå íà ïîëèíîìà îò
ñòåïåí n, îðòîãîíàëåí â [a, b] ñ òåãëî µ(x) íà âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò
ñòåïåí n− 1.

Ïúðâî ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà èçâåäåì ôîðìóëèòå ïðè òåãëî µ(x) = 1 ïî
ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè. Ñ äðóãè äóìè, ùå èçâåäåì ôîðìóëè çà
ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà

I =

∫ 1

−1

f(x)dx.

Òåçè ôîðìóëè ñà èçâåñòíè êàòî ôîðìóëè íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Îáúðíåòå âíèìà-
íèå, ÷å îáèêíîâåíî òå ñå çàäàâàò çà ïðèáëèæåíî èíòåãðèðàíå â ãðàíèöè îò -1
äî 1. Ïðîèçâîëåí èíòåãðàë â ãðàíèöè îò a äî b ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå, êàòî ñå
íàïðàâè ëèíåéíà ñìÿíà. Ùå ïîêàæåì êàê ñòàâà òîâà.

Çàäà÷à 62. Äà ñå íàìåðè ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè ôîðìó-
ëàòà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ äâà âúçåëà.

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

I ≈ A1f(x1) + A2f(x2).

Íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè, êîèòî ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå ñà A1, A2, x1, x2. Ñúã-
ëàñíî Òâúðäåíèå 13, ôîðìóëàòà òðÿáâà äà èìà ÀÑÒ 3, ò.å. äà å òî÷íà çà âñè÷êè
ïîëèíîìè îò π3. Ùå âçåìåì íàé-ïðîñòèÿ áàçèñ {1, x, x2, x3} è ïîëó÷àâàìå ñèñ-
òåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

−1

1.dx = A1.1 + A2.1∫ 1

−1

x.dx = A1.x1 + A2.x2∫ 1

−1

x2.dx = A1.x
2
1 + A2.x

2
2∫ 1

−1

x3.dx = A1.x
3
1 + A2.x

3
2

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å x1 < x2:
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In[5]:= SolveA
9A1 + A2 == Integrate@1, 8x, -1, 1<D,

A1 x1 + A2 x2 == Integrate@x, 8x, -1, 1<D,

A1 x1
2

+ A2 x2
2

== IntegrateAx2, 8x, -1, 1<E,

A1 x1
3

+ A2 x2
3

== IntegrateAx3, 8x, -1, 1<E,

x1 < x2

=, 8A1, A2, x1, x2<E

Out[5]= ::A1 ® 1, A2 ® 1, x1 ® -
1

3
, x2 ®

1

3
>>

Òàêà, òúðñåíàòà ôîðìóëà èìà âèäà∫ 1

−1

f(x)dx ≈ f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
.

Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå èçâåäàò è ôîðìóëè ñ ïîâå÷å âúçëè. Ùå äàäåì íÿêîè
ôîðìóëè â ñëåäíàòà òàáëèöà, êàòî óêàæåì âúçëèòå è êîåôèöèåíòèòå çà âñÿêà
îò òÿõ.

Áðîé âúçëè Êîåôèöèåíòè Âúçëè ÀÑÒ

1 A1 = 2 x1 = 0 1

2 A1 = 1 x1 = −1/
√

3 3

A2 = 1 x2 = 1/
√

3

3 A1 = 5/9 x1 = −
√

3/5 5
A2 = 8/9 x2 = 0

A3 = 5/9 x3 =
√

3/5

4 A1 = (18−
√

30)/36 x1 = −
√

525 + 70
√

30/35 7

A2 = (18 +
√

30)/36 x2 = −
√

525− 70
√

30/35

A3 = (18 +
√

30)/36 x3 =
√

525− 70
√

30/35

A4 = (18−
√

30)/36 x4 =
√

525 + 70
√

30/35

Çà äà èíòåãðèðàìå â ïðîèçâîëíè ãðàíèöè, ò.å. çà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíî
ñòîéíîñòòà íà ∫ b

a

f(x)dx,

ïúðâî òðÿáâà äà íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà:

x =
b+ a

2
+
b− a

2
t

Çàäà÷à 63. Äà ñå ïðåñìåòíå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ 0.8

0

f(x)dx,

êúäåòî
f(x) = 0.2 + 25x− 200x2 + 675x3 − 900x4 + 400x5,

êàòî ñå èçïîçâàò ôîðìóëèòå íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ 2 è 3 âúçåëà. Äà ñå ñðàâíè
ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò (1.640533). Äà ñå ñðàâíè ñúñ ñòîéíîñòòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà
ïî ôîðìóëèòå íà òðàïåöèòå è Ñèìïñúí.
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Ðåøåíèå. Çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëèòå íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð, òðÿáâà
äà èíòåãðèðàìå â ãðàíèöè îò -1 äî 1. Ñëåäîâàòåëíî ïúðâî òðÿáâà äà íàïðàâèì
ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà. Ïîëàãàìå

x = 0.4 + 0.4t

Òîãàâà èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà∫ 1

−1

[0.2 + 25(0.4 + 0.4t)− 200(0.4 + 0.4t)2 + 675(0.4 + 0.4t)3

− 900(0.4 + 0.4t)4 + 400(0.4 + 0.4t)5]dt

Íåêà îçíà÷èì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ ϕ(t).
Äâóòî÷êîâà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Ïîëó÷àâàìå

I ≈ ϕ

(
− 1√

3

)
+ ϕ

(
1√
3

)
.

In[8]:= j@t_D := H0.2 + 25 H0.4 + 0.4 tL - 200 H0.4 + 0.4 tL^2 +

675 H0.4 + 0.4 tL^3 - 900 H0.4 + 0.4 tL^4 + 400 H0.4 + 0.4 tL^5L 0.4

jB-1 � 3 F + jB1 � 3 F

Out[9]= 1.82258

Òðèòî÷êîâà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Èìàìå

I ≈ 5

9
ϕ
(
−
√

3/5
)

+
8

9
ϕ(0) +

5

9
ϕ
(√

3/5
)
.

In[18]:= j@t_D := H0.2 + 25 H0.4 + 0.4 tL - 200 H0.4 + 0.4 tL^2 +

675 H0.4 + 0.4 tL^3 - 900 H0.4 + 0.4 tL^4 + 400 H0.4 + 0.4 tL^5L 0.4

NumberFormB
5

9
jB- 3 � 5 F +

8

9
j@0D +

5

9
jB 3 � 5 F, 7F

Out[19]//NumberForm=

1.640533

Ôîðìóëà íà òðàïåöèòå. Ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå äèðåêò-
íî êúì èíòåãðàëà, êàêòî å çàäàäåí â óñëîâèåòî (â ãðàíèöè îò 0 äî 0.8). Ïîëó-
÷àâàìå

I ≈ 0.8

2
(f(0) + f(0.8))

In[50]:= f@x_D := 0.2 + 25 x - 200 x^2 + 675 x^3 - 900 x^4 + 400 x^5

0.8

2
Hf@0D + f@0.8DL

Out[51]= 0.1728

Ôîðìóëà íà Ñèìïñúí.

I ≈ 0.8

6
(f(0) + 4f(0.4) + f(0.8))
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In[46]:= f@x_D := 0.2 + 25 x - 200 x^2 + 675 x^3 - 900 x^4 + 400 x^5

0.8

6
Hf@0D + 4 f@0.4D + f@0.8DL

Out[47]= 1.36747

Äà îáîáùèì ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè

Ôîðìóëà ÀÑÒ Ðåçóëòàò Ãðåøêà(ïî ìîäóë)
íà òðàïåöèòå 1 0.1728 1.468
íà Ñèìïñúí 3 1.36747 0.27
Ãàóñ(2 âúçåëà) 3 1.82258 0.182
Ãàóñ(3 âúçåëà) 5 1.640533 0.0

Ðåçóëòàòèòå â òàáëèöàòà ïîêàçâàò, ÷å ÀÑÒ å âàæåí êðèòåðèé çà òî÷íîñòòà íà
êâàäðàòóðíèòå ôîðìóëè. Ôîðìóëèòå íà Ñèìïñúí è äâóòî÷êîâàòà ôîðìóëà íà
Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñà ñ åäíà è ñúùà ÀÑÒ è äàâàò ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâà ãðåøêà.
Ïðåäèìñòâîòî íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ îáà÷å å, ÷å ôóíêöèÿòà ñå îöåíÿâà ñàìî â
2 òî÷êè, à ïî ôîðìóëàòà íà Ñèìñïúí � 3. Òðèòî÷êîâàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ å
òî÷íà çà âñè÷êè ïîëèíîìè îò π5 è çàòîâà íÿìà ãðåøêà ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà
f(x). Ïîó÷èòåëíî å äà ñå âèäè è ãðàôè÷íî çàùî ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå äàâà
òîëêîâà ãîëÿìà ãðåøêà â òîçè ñëó÷àé:

3.3 ×èñëåíî äèôåðåíöèðàíå

Òóê ñúâñåì íàêðàòêî ùå êîìåíòèðàìå âúïðîñà êàê ìîæåì äà íàìåðèì ïðèáëè-
çèòåëíî ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ â íÿêîÿ òî÷êà. Íåêà
òúðñèì f ′(x0), êúäåòî x0 å äàäåíà òî÷êà îò ðåàëíàòà ïðàâà. Ïî äåôèíèöèÿ

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Òîãàâà, àêî âçåìåì êðàéíàòà ðàçëèêà

f(x0 + h)− f(x0)

h

ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêî h, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ñìå íàìåðèëè ïðèáëèçèòåëíî
ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà â òî÷êàòà x0. Ùå ðàçëåäàìå ñëåäíèòå 3 ôîðìóëè,
ïðèëàãàùè òàçè èäåÿ, è ùå èçâåäåì îöåíêà çà ãðåøêàòà èì íà àïðîêñèìàöèÿ:
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• Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàïðåä:

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0)

h

Çà ãðåøêàòà èìàìå

R = f ′(x0)− f(x0 + h)− f(x0)

h
=

= f ′(x0)− 1

h

(
f(x0) +

h

1!
f ′(x0) +O(h2)− f(x0)

)
= O(h)

Ïðè îöåíêàòà íà ãðåøêàòà ðàçâèõìå f(x0 + h) ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëîð
îêîëî òî÷êàòà x0.

• Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàçàä:

f ′(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − h)

h

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå ïîêàçâà è òóê, ÷å ãðåøêàòà å O(h).

• Ôîðìóëà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà:

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

Òóê çà ãðåøêàòà èìàìå:

R = f ′(x0)− f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
=

= f ′(x0)− 1

2h

(
f(x0) +

h

1!
f ′(x0) +

h2

2!
f ′′(x0) +O(h3)− f(x0) +

h

1!
f ′(x0)

−h
2

2!
f ′′(x0) +O(h2)

)
= O(h2)

.

Ñ äðóãè äóìè, ïîëó÷èõìå, ÷å ôîðìóëàòà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà äàâà íàé-
äîáðî ïðèáëèæåíèå èçìåæäó òðèòå.

3.4 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 64. Èçâåäåòå ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ 3 âúçåëà ïî ìåòîäà íà
íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè.

Çàäà÷à 65. Äà ñå èçâåäå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ ñ 3 âúçåëà çà ïðåñ-
ìÿòàíå íà èíòåãðàë îò âèäà ∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x)dx
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Çàäà÷à 66. Íàìåðåòå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ 3

0

xe2xdx,

êàòî èçïîëçâàòå êâàäðàòóðíèòå ôîðìóëè íà ïðàâîúãúëíèöèòå, Ñèìïñúí, Ãàóñ
ñ 2 è 4 âúçåëà. Íàïðàâåòå ñðàâíåíèå ñúñ ñòîéíîñòòà, òî÷íà äî îñìèÿ çíàê ñëåä
äåñåòè÷íàòà çàïåòàÿ (1

4
(1 + 5e6)) � íàìåðåòå ãðåøêèòå.

Çàäà÷à 67. Çà èíòåãðàëà îò Çàäà÷à 66 íàìåðåòå n òàêà, ÷å n-òàòà ñúñòàâíà
êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå äà äàâà íå ïî-ëîøà òî÷íîñò, îòêîëêîòî
ôîðìóëàòà íà Ãàóñ ñ 4 âúçåëà.

Çàäà÷à 68. Íàìåðåòå ïðèáëèæåíî∫ π

0

f(x)dx,

èçïîëçâàéêè ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå, êàòî ñà èçâåñòíè
ñàìî ñëåäíèòå ñòîéíîñòè çà ôóíêöèÿòà

x 0 π/4 π/2 3π/4 π
f(x) 1.0000 0.3431 0.2500 0.3431 1.0000

Çàäà÷à 69. Ïîêàæåòå,÷å ôîðìóëàòà ñ ðàçëèêà íàçàä çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñ-
ìÿòàíå íà f ′(x0)

f ′(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − h)

h

äàâà ãðåøêà O(h).
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Ãëàâà 4

×èñëåíî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ

Íàêðàÿ ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ìåòîäà çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà óðàâíå-
íèÿ. Êàêòî çíàåì, â îáùèÿ ñëó÷àé å òðóäíî èëè äîðè íåâúçìîæíî äà íàìåðèì
òî÷íî ðåøåíèå çà äàäåíî íåëèíåéíî óðàâíåíèå. Åòî çàùî â òåçè ñëó÷àè òðÿáâà
äà ñå îáúðíåì êúì ÷èñëåíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå (ñ ïðî-
èçâîëíà òî÷íîñò). Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî àëãîðèòìè÷íàòà ñòðàíà íà âúïðîñà,
êàòî ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàäà÷èòå, êîèòî ùå ðåøàâàìå, ìîãàò äà áúäàò ðåøå-
íè ñúñ ñúîòâåòíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè. Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ � âèæ ëåêöèèòå è
ó÷åáíèêà.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à � òúðñèì ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî

f(x) = 0

ñ ãðåøêà, íå ïî-ãîëÿìà îò ε. Ïúðâèÿò ìåòîä, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå, å ò.íàð.
ìåòîä íà áèñåêöèÿòà. Èäåÿòà å ñëåäíàòà:

1. Íåêà ñìå îãðàíè÷èëè êîðåíà íà óðàâíåíèåòî â äàäåí èíòåðâàë [a, b] è çà
íåãî èìàìå f(a).f(b) < 0.

2. Îöåíÿâàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f
(
a+b

2

)
.

• Àêî f(a).f
(
a+b

2

)
< 0, òîâà îçíà÷àâà ÷å ôóíêöèÿòà èìà ðàçëè÷íè çíà-

öè â òî÷êèòå a è a+b
2

è êîðåíúò ñå íàìèðà â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò
òåçè äâå òî÷êè. Âçåìàìå b = a+b

2
è òúðñèì êîðåíà â òàêà ïîëó÷åíèÿ

(äâà ïúòè ïî-ìàëúê) èíòåðâàë [a, b].

• Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, âçåìàìå a = a+b
2
.

3. Ïîâòàðÿìå òåçè ñòúïêè, äîêàòî èíòåðâàëúò, â êîéòî å çàêëþ÷åí êîðåíúò
ñòàíå ñ äúëæèíà, ïî-ìàëêà îò ε.

Äà äåìîíñòðèðàìå òîçè àëãîðèòúì, êàòî ðåøèì ñëåäíàòà

Çàäà÷à 70. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

ex − 3 = 0

â èíòåðâàëà [0, 3] ñ ãðåøêà, íåíàäìèíàâàùà ε = 0.000001.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, äà èç÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ex − 3, çà äà
âèäèì êàêâè êîðåíè èìà òÿ â èñêàíèÿ èíòåðâàë.
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In[62]:= Plot@f@xD, 8x, 0, 3<D

Out[62]=

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

10

15

Îêàçâà ñå, ÷å óðàâíåíèåòî èìà åäèí êîðåí è òîçè êîðåí å îãðàíè÷åí, íàïðè-
ìåð, â èíòåðâàëà [1, 3]. Íåêà ñåãà ðåàëèçèðàìå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèèòúì â
Mathematica, êàòî çà íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà a è b âçåìåì ñúîòâåòíî 1 è 3:

In[52]:= f@x_D = E^x - 3;

Ε = 0.000001;

a = 1;

b = 3;

iter = 0;

WhileBb - a > Ε,

IfBf@aD fB
a + b

2
F < 0, b =

a + b

2
, a =

a + b

2
F;

iter++;

F
Print@"x»", b �� ND
Print@"iterations»", iterD

x»1.09861

iterations»21

Âòîðèÿò ìåòîä, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå å ò.íàð. ìåòîä íà Íþòîí, êîéòî å ìîæå
áè íàé-øèðîêî èçïîëçâàíèÿò çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ, òúé êàòî
(â ñëó÷àèòå, êîãàòî å ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå) äàâà ðåçóëòàò ñ èñêàíàòà
òî÷íîñò ñëåä ñðàâíèòåëíî ìàëúê áðîé èòåðàöèè.

1. Íåêà èìàìå åäíî ïúðâîíà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 (íàïðèìåð, èçáðàíî îò
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà). Äà ïîñòðîèì äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êàòà (x0, f(x0)). Èìàìå

f ′(x0) = tgϕ =
f(x0)− 0

x0 − x1

Òîãàâà

x1 = x0 −
f(x0

f ′(x0)

60



2. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå ñëåäâàùèòå ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà

xi+1 = xi −
f(xi
f ′(xi)

, i = 0, 1, . . .

3. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî ðàçëèêàòà â äâå ñúñåäíè ïðèáëèæåíèÿ ñòàíå ïî-
ìàëêà îò ε.

In[22]:= f@x_D := E^x - 3;

Ε = 0.000001;

x0 = 3;

x1 = x0 -
f@x0D

f’@x0D
;

i = 1;

WhileBAbs@xi - xi-1D > Ε,

xi+1 = xi -
f@xiD

f’@xiD
; i++;F

Print@"x»", xi �� ND;

Print@"Iterations:", i D;

x»1.09861

Iterations:7
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Ãëàâà 5

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 71. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x -1 0 1 3
f(x) 1 2 3 29

Îòã.: x3 + 2.

Çàäà÷à 72. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x 1 3 4
f(x) -2 4 10

Îòã.:x2 − x− 2

Çàäà÷à 73. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x 0 0 0 1
f(x) 2 1 0 3

Îòã.:x+ 2

Çàäà÷à 74. Àêî f(x) = xm, m = 0, . . . , n−1, äà ñå äîêàæå, ÷å f [x0, . . . , xn] = 0.

Çàäà÷à 75. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå 1, cosx, cos 2x îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñ-
òåìà â èíòåðâàëà [0, π] è â èíòåðâàëà [0, 2π].

Çàäà÷à 76. Äà ñå íàìåðÿò ðàâíîìåðíàòà íîðìà è ñðåäíîêâàäðàòè÷íàòà íîðìà
ñ òåãëî µ(x) = 1 çà ôóíêöèÿòà f(x) = 1− x â èíòåðâàëà [0, 3].
Îòã.: 2;

√
3.

Çàäà÷à 77. Äà ñå íàìåðÿò ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå è ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî
ðàçñòîÿíèå ñ òåãëî µ(x) = 1 ìåæäó ôóíêöèèòå f(x) = x è g(x) = x2 â èíòåðâàëà
[0, 1].

Îòã.:
1

2
;

√
1

30

Çàäà÷à 78. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå f1(x) = ex è f2(x) = 1 ñà îðòîãîíàëíè
ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1].

Çàäà÷à 79. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå f1(x) = x è f2(x) = 1
2
(5x3 − 3x) ñà

îðòîãîíàëíè ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1].
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Çàäà÷à 80. Äà ñå íàìåðè ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå
êâàäðàòè ïðèáëèæàâà òàáëèöàòà:

1 2 3 4
2 5 7 10

Îòã.: 2.6x− 0.5

Çàäà÷à 81. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò îò ïúðâà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ñðåäíîê-
âàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1] çà ôóíêöèÿòà
g(x) = x2.

Óïúòâàíå. Òîåñò òúðñèì ôóíêöèÿ îò âèäà f(x) = ax + b, êîÿòî ìèíèìèçèðà
ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ‖f − g‖L2[0,1]

Çàäà÷à 82. Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, äà ñå ðåøè
ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà: ∣∣∣∣∣∣∣

x+ y = 5

2x+ 2y = 3

x− y = 1

.

Çàäà÷à 83. Êàòî èçïîëçâàòå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå/íà
òðàïåöèòå/íà Ñèìïñúí, ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ 1

−1

(x3 − 1)dx.

Äàéòå îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Çàäà÷à 84. Êàòî èçïîëçâàòå ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúë-
íèöèòå/íà òðàïåöèòå ïðè n = 2, ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ π

−π
sinxdx.

Çàäà÷à 85. Äà ñå èçâåäå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ 1 âúçåë.

Óïúòâàíå. Òîåñò òúðñèì êâàäðàòóðíà ôîðìóëà îò âèäà Q(f) = A.f(x0), êîÿòî
äà èìà ÀÑÒ 2n− 1 = 1.

Çàäà÷à 86. Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäà íà Íþòîí çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà
óðàâíåíèÿ è íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå x0 = 2, äà ñå íàìåðè ñëåäâàùîòî ïðèáëè-
æåíèå íà êîðåíà íà óðàâíåíèåòî

x2 − 1 = 0
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Ïðèëîæåíèå À

Âúâåäåíèå â ñèñòåìàòà

Mathematica

À.1 Çàïîçíàâàíå ñúñ ñèíòàêñèñà

Ñèíòàêñèñúò â Mathematica å èçêëþ÷èòåëíî ïîñëåäîâàòåëåí è å äîñòàòú÷íî
÷îâåê äà çàïîìíè íÿêîëêî îñíîâíè ïðàâèëà, êîèòî ùå ðàçãëåäàìå â òîçè ïàðàã-
ðàô.

Îñíîâíèòå àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ñå èçâúðøâàò ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí � ñ
îïåðàòîðèòå +, -, *, /. Ïîëåçíî å äà çíàåì è îïåðàòîðèòå çà ïðåñìÿòàíå íà êâàä-
ðàòåí êîðåí, ôàêòîðèåë, ÷àñòíî è îñòàòúê ïðè öåëî÷èñëåíî äåëåíèå � ñúîòâåòíî
Sqrt, !, Quotient, Mod.

In[90]:= 2+3

Out[90]= 5

In[91]:= 3.5-2.8

Out[91]= 0.7

In[92]:= 2*4

Out[92]= 8

In[93]:= 10�2

Out[93]= 5

In[94]:= 12^3

Out[94]= 1728

In[95]:= 2x+3x

Out[95]= 5 x

In[96]:= 5!

Out[96]= 120

In[97]:= Sqrt@121D
Out[97]= 11

In[98]:= 10�3

Out[98]=
10

3
In[99]:= Quotient@10,3D

Out[99]= 3

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å çíàêúò çà óìíîæåíèå ìîæå äà ñå èçïóñêà, ñòèãà òî-
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âà äà íå ïðåäèçâèêâà äâóñìèñëèå (íàïð., íå ìîæåì äà íàïèøåì xy, òúé êàòî
Mathematica ùå ïðèåìå òîâà êàòî ñèìâîë ñ èìåòî xy.)

Åäíî îò íåùàòà, êîèòî ÷åñòî ïðåäèçâèêâàò îáúðêâàíå, å èçïîëâàíåòî íà
ñêîáè. Òóê òðÿáâà äà ñå ïîìíÿò ñëåäíèòå ïðàâèëà:

• Êðúãëèòå ñêîáè ñå èçïîëçâàò ñàìî â ½ìàòåìàòè÷åñêèÿ ñìèñúë� íà äóìàòà,
ò.å. çà äà çàãðàæäàò ÷àñò îò íÿêàêúâ àëãåáðè÷åí èçðàç.

In[84]:= xHx+2L^2

Hx+yH1-yLL^2

• Êâàäðàòíè ñêîáè ñå èçïîëçâàò, çà äà ñå çàãðàäÿò àðãóìåíòèòå íà äàäåíà
ôóíêöèÿ (âãðàäåíà èëè äåôèíèðàíà îò íàñ). Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å
âñè÷êè âãðàäåíè ôóíêöèè è êîíñòàíòè ñå ïèøàò ñ ãëàâíà áóêâà.

In[86]:= Sqrt@60+4D
ArcSin@Sin@Pi�2DD
Log@ED

• Ôèãóðíèòå ñêîáè ñå èçïîëçâàò, çà äà çàãðàæäàò åëåìåíòèòå íà ñïèñúê
In[89]:= 81,2,3,4<

Ñèñòåìàòà Mathematica íå ìîæå äà ðàçáåðå êàêâî èìàìå ïðåäâèä ñúñ ñëåäíèòå
èçðàçè (êàòî êîìåíòàð ñà çàäàäåíè ïðàâèëíèòå èçðàçè):

@x+yH1-yLD^2

H* Hx+yH1-yLL^2 *L
Syntax::sntxb : Expression cannot begin with "Ax + y I1 - yME^2".

Syntax::tsntxi : "Ax + y I1 - yME" is incomplete; more input is needed.

Syntax::sntxi : Incomplete expression; more input is needed .

H1,2L
H* 81,2< *L
Syntax::sntxf : "H" cannot be followed by "1, 2L".

Syntax::tsntxi : "1, 2" is incomplete; more input is needed.

Syntax::sntxi : Incomplete expression; more input is needed .

SinHPiL
H* Sin@PiD *L
Π Sin

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ïðè ïîñëåäíèÿ ïðèìåð ñèñòåìàòà Mathematica íà
èçâåæäà ñúîáùåíèå çà ãðåøêà. Îò ãëåäíà òî÷êà íà ñèíòàêñèñà, âñè÷êî å íàðåä �
óìíîæàâàò ñå ñèìâîëúò, îçíà÷åí ñúñ Sin (à íå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ çà íàìèðàíå
íà ñèíóñ) è êîíñòàíòàòà π.

Äðóãà ÷åñòà ïðè÷èíà çà ïðîáëåìè å íåçíàåíåòî íà ñëåäíèÿ ôàêò � èìåíàòà
íà âñè÷êè âãðàäåíè ôóíêöèè è êîíñòàíòè â Mathematica çàïî÷âàò ñ

ãëàâíà áóêâà. Íàïðèìåð, Cos[x], N [1/2], E, Pi, Log[x]. Îáúðíåòå âíèìàíèå,
÷å âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ çà íàìèðàíå íà íàíòóðàëåí ëîãàðèòúì å Log.

Äà ðàçãëåäàìå è íÿêîè ïîëåçíè ôóíêöèè çà ðàáîòà ñ àëãåáðè÷íè èçðàçè:

• Expand[expr] � Ðàçêðèâà ñêîáèòå â èçðàçà expr(Çà ïî-òî÷íî îïðåäåëåíèå
- âæ. äîêóìåíòàöèÿòà);

65



• Factor[poly] � Ðàçëàãà ïîëèíîìà poly íà ïðîñòè ìíîæèòåëè;

• Together[expr] � Ñúáèðà ðàöèîíàëíèòå äðîáè â èçðàçà expr ïîä îáù çíà-
ìåíàòåë;

• Apart[expr] � Ðàçëàãà ðàöèîíàëíàòà äðîá expr â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðî-
áè;

• Simplify[expr] � Îïðîñòÿâà èçðàçà expr, â ñúîòâåòñòâèå ñ âãðàäåíè â ñèñ-
òåìàòà ïðàâèëà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ÷åñòî ïðåäñòàâàòà íà Mathematica
çà ½îïðîñòÿâàíå� ñå ðàçìèíàâà ñ íàøàòà! ×åñòî å óäîáíî îïðîñòÿâàíåòî äà
ñå ïðàâè ïðè íÿêàêâè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ïàðàìåòðèòå â èçðàçà (íàïð., ïî-
ëîæèòåëíè, ðåàëíè è äð.). Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ ïî òîçè âúïðîñ, âèæ
½Simplifying with Assumptions� â äîêóìåíòàöèÿòà.

In[18]:= Expand@Hx+5L^3 * H2x-1L^2D
Out[18]= 125 - 425 x + 215 x2

+ 241 x3
+ 56 x4

+ 4 x5

In[19]:= Factor@x^3+2x^2-5x-6D
Out[19]= H-2 + xL H1 + xL H3 + xL

In[20]:= TogetherBx+

2

x^2+1
F

Out[20]=
2 + x + x3

1 + x2

In[21]:= ApartB
1

x^2+x-2
F

Out[21]=
1

3 H-1 + xL
-

1

3 H2 + xL

In[22]:= Simplify@xH3-xL-5x^2+Hx-1LH2x+3LD
Out[22]= -3 + 4 x - 4 x2

Âàæíà îñîáåíîñò íà Mathematica å ôàêòúò, ÷å òÿ ðàáîòè ñèìâîëíî (è ñëå-
äîâàòåëíî òî÷íî), äîêàòî íå ñìå óêàçàëè äðóãî. (Çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè, âæ.
½Symbolic Computation � â äîêóìåíòàöèÿòà.)

In[117]:= 123�Sqrt@768D
Cos@Pi�12D
Log@2D

Out[117]=
41 3

16

Out[118]=
1 + 3

2 2

Out[119]= Log@2D
Ìîæåì äà ïîëó÷èì ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò íà äàäåíî ÷èñëî èëè äàäåí èç-

ðàç, êàòî èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà ôóíöêèÿ N :
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In[114]:= N@123�Sqrt@768DD
N@Cos@Pi�12DD
N@Log@2DD

Out[114]= 4.43838

Out[115]= 0.965926

Out[116]= 0.693147

À.2 Ñïèñúöè

Ñïèñúê â Mathematica å âñÿêà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò åëåìåíòè, ðàçäåëåíè ñúñ
çàïåòàè è îãðàäåíè ñ ôèãóðíè ñêîáè. Íàïðèìåð:

In[14]:= 81, 2, 3, 4, 5<
8a, b, c<
881, 3<, 82, 5<<
9x2

+ y � 5, x - y � 7=
Ïúðâîòî, êîåòî ùå îòáåëåæèì, êîãàòî ãîâîðèì çà ñïèñúöè, å ÷å ïîâå÷åòî

âãðàäåíè ôóíêöèè â Mathematica ìîãàò äà ñå ïðèëàãàò âúðõó ñïèñúöè. Êàòî
ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà îòíîâî ñïèñúê, â êîéòî åëåìåíòèòå ñå ïîëó÷àâàò, êàòî
ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ ñå ïðèëîæè âúðõó åëåìåíòèòå íà èçõîäíèÿ ñïèñúê. Äà
ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè:

In[31]:= 81,2,3,4,5<^2

Out[31]= 81, 4, 9, 16, 25<

In[32]:= Sqrt@88 82,3<, 84,5<<, 886,7<, 88,9<<<D

Out[32]= 999 2 , 3 =, 92, 5 ==, 99 6 , 7 =, 92 2 , 3===

In[33]:= 1�81,2,3,4,5<

Out[33]= :1,
1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
>

In[34]:= 81,2,3<+84,5,6<
Out[34]= 85, 7, 9<

In[37]:= 2^80,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10<
Out[37]= 81, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024<

In[38]:= Cos@80,Pi�4, Pi�2, 3Pi�4, Pi<D

Out[38]= :1,
1

2
, 0, -

1

2
, -1>

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å êîãàòî ïðèëîæèì ñòàíäàðòíîòî óìíîæåíèå êúì ñïè-
ñúöè, òå ñå óìíîæàâàò ïîåëåìåíòíî. Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àâàìå, êàòî
èçïîëçâàìå òî÷êà.

In[39]:= 81,2,3<84,5,6<
Out[39]= 84, 10, 18<

In[40]:= 81,2,3<.84,5,6<
Out[40]= 32
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Íåêà ñè äåôèíèðàìå ñëåäíèÿ ñïèñúê:
In[41]:= alist = 82, x, y, 8a, b<<;

Âúðõó íåãî äà ðàçãëåäàìå îñíîâíèòå îïåðàöèè, êîèòî ìîæåì äà èçâúðøâàìå
âúðõó ñïèñúöè:

• Íàìèðàíå íà äúëæèíàòà íà ñïèñúêà

In[42]:= Length @alistD
Out[42]= 4

• Äîñòúïâàíå íà åëåìåíò íà ñïèñúêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å çà ðàçëèêà îò
ìàñèâèòå â C++ è Java, íàïðèìåð, èíäåêñàöèÿòà çàïî÷âà îò 1, à íå îò 0.

In[43]:= alist @@3DD
Out[43]= y

In[44]:= alist@@1DD
Out[44]= 2

Äðóãè ïîëåçíè ôóíêöèè çà ðàáîòà ñúñ ñïèñúöè ñà Append, Prepend, Sort,
Union, Join, Flatten è äð. � ìîæåòå äà âèäèòå ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêàòà èì â
äîêóìåíòàöèÿòà íà ñèñòåìàòà.

Â ìíîãî ñëó÷àè å óäîáíî, âìåñòî äà âúâåæäàìå åëåìåíòèòå íà äàäåí ñïèñúê
åäèí ïî åäèí, òå äà ñå ñúçäàâàò àâòîìàòè÷íî ïî îïðåäåëåíî ïðàâèëî. Èìà äâà
âàðèàíòà çà ñëó÷âàíåòî íà òîâà â Mathematica. Ïúðâèÿò å âãðàäåíàòà ôóêöèÿ
Range. Òÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïî ñëåäíèòå íà÷èíè:

• Range[N ] � ãåíåðèðà ñïèñúê ñ ïúðâèòå N åñòåñòâåíè ÷èñëà.

In[48]:= Range@10D
Out[48]= 81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<

• Range[A,B] � ãåíåðèðà ñïèñúê ñ ÷èñëàòà îò A äî B ïðåç 1.

In[49]:= Range@4.5, 15.1D
Out[49]= 84.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5, 10.5, 11.5, 12.5, 13.5, 14.5<

• Range[A,B, step] � ãåíåðèðà ñïèñúê ñ ÷èñëàòà îò A äî B ïðåç ñòúïêà step.

In[50]:= Range @0,1,1�10D

Out[50]= :0,
1

10
,

1

5
,

3

10
,

2

5
,

1

2
,

3

5
,

7

10
,

4

5
,

9

10
, 1>

Äðóãà âãðàäåíà ôóíêöèÿ çà àâòîìàòè÷íî ãåíåðèðàíå íà ñïèñúöè å Table. Òÿ
ïðèåìà 2 àðãóìåíòà. Ïúðâèÿò å ôîðìóëàòà, ïî êîÿòî ñå èç÷èñëÿâàò åëåìåíòèòå,
à âòîðèÿò å èòåðàòîð. Ùå èëþñòðèðàìå äåéñòâèåòî íà Table ñ íÿêîëêî ïðèìåðà.

• Åëåìåíòèòå íà ñïèñúêà ñå ïîëó÷àâàò, êàòî âúâ ôîðìóëàòà k ïîñëåäîâà-
òåëíî ñå çàìåñòâà ñ ïúðâèòå 10 åñòåñòâåíè ÷èñëà.

In[51]:= Table @k^2, 8k,10<D
Out[51]= 81, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100<
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• Åëåìåíòèòå íà ñïèñúêà ñå ïîëó÷àâàò, êàòî âúâ ôîðìóëàòà k ïîñëåäîâà-
òåëíî ñå çàìåñòâà ñ ÷èñëàòà îò 2 äî 5 ïðåç 1.

In[52]:= Table @k^2, 8k,2,5<D
Out[52]= 84, 9, 16, 25<

• Åëåìåíòèòå íà ñïèñúêà ñå ïîëó÷àâàò, êàòî âúâ ôîðìóëàòà x ñå çàìåñòâà
ïîñëåäîâàòåëíî ñ ÷èñëàòà îò 1 äî 10 ïðåç 1

2

In[54]:= Table @N@Cos@xDD, 8x,1,10,1�2<D
Out[54]= 80.540302, 0.0707372, -0.416147, -0.801144, -0.989992, -0.936457,

-0.653644, -0.210796, 0.283662, 0.70867, 0.96017, 0.976588, 0.753902,

0.346635, -0.1455, -0.602012, -0.91113, -0.997172, -0.839072<

À.3 Ãðàôèêè

Äà âèäèì ñåãà êàê ñ ïîìîùòà íà ñèñòåìàòà Mathematica ìîæåì äà ïîñòðîÿâàìå
ãðàôèêè. Ôóíêöèÿòà çà òîâà å Plot. Òÿ ïðèåìà äâà àðãóìåíòà � ïúðâèÿò å ôóí-
êöèÿòà (èëè ñïèñúê îò ôóíêöèè), ÷èÿòî ãðàôèêà èñêàìå äà ïîñòðîèì. Âòîðèÿò
å ñïèñúêúò {var, from, to}, êúäåòî var å èìåòî íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà
âúâ ôóíêöèÿòà, a [from, to] å èíòåðâàëúò, â êîéòî èñêàìå äà áúäå ïîñòðîåíà
ãðàôèêàòà.

In[8]:= Plot@x^3, 8x,0,1<D

Out[8]=

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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In[9]:= PlotB: x
3

,x,x^3>, 8x,0,1<F

Out[9]=

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Êîãàòî èñêàìå äà èçáðîèì äàäåíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè â ðàâíèíàòà, èçïîëç-
âàìå êîìàíäàòà ListP lot, êîÿòî ïðèåìà êàòî àðãóìåíò ñïèñúê ñ íàðåäåíè äâîé-
êè (ñïèñúöè ñ ïî äâà åëåìåíòà) � êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå:

In[113]:= ListPlot@881, 2<, 81.5, 1.5<, 82, 3<, 82.5, 1.75<, 83, 0.5<, 84, 1<<D

Out[113]=

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Áåç äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî, ùå äàäåì ïðèìåð è çà êîìàíäèòå Plot3D è
ContourP lot, êîèòî ñà çà ôóíêöèè íà 2 ïðîìåíëèâè è êîèòî ìîæåòå äà âèäèòå
â äîêóìåíòàöèÿòà:
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In[104]:= Plot3D@Sin@xD + Cos@yD, 8x, -5, 5<, 8y, -5, 5<D

Out[104]=

-5

0

5
-5

0

5

-2

-1

0

1

2

In[105]:= ContourPlot@Sin@xD + Cos@yD, 8x, -5, 5<, 8y, -5, 5<D

Out[105]=

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

Îùå èíôîðìàöèÿ çà ðàçëè÷íè âèäîâå ãðàôèêè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïîñòðîâàò
ñ Mathematica, êàêòî è çà îïöèè, êîèòî ìîãàò äà ñå äîáàâÿò ïðè èç÷åðòàâàíåòî
íà ãðàôèêè, çà äà èçãëåæäàò òå ïî íà÷èí, êîéòî íèå èñêàìå, âèæòå ½Create
Plots� â äîêóìåíòàöèÿòà.
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À.4 Äåôèíèðàíå íà ôóíêöèè â Mathematica

À.5 Ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè óðàâíåíèÿ

Â Mathematica ìîæåì äà ðåøàâàìå óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèÿòà Solve.
Òÿ èìà ñëåäíèÿ ñèíòàêñèñ Solve[equation, var], êúäåòî equation å óðàâíåíèåòî,
êîåòî òðÿáâà äà ñå ðåøè, à var � íåèçâåñòíîòî, ñïðÿìî êîåòî èñêàìå äà ðåøèì
óðàâíåíèåòî. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å êîãàòî âúâåæäàìå óðàâíåíèåòî, òðÿáâà äà
èçïîëçâàìå == âìåñòî =. Îïåðàòîðúò = ñå èçïîëçâà åäèíñòâåíî çà ïðèñâîÿâàíå.

Ñèñòåìàòà Mathematica ñå ñïðàâÿ ñ ìíîãî êëàñîâå óðàâíåíèÿ, êîèòî ìîãàò
äà áúäàò ðåøåíè òî÷íî, âêëþ÷èòåëíî è òàêèâà, êîèòî èìàò êîìïëåêñíè êîðåíè:

In[55]:= Solve@6x^3-23x^2+25x-6�0, xD

Out[55]= ::x ®
1

3
>, :x ®

3

2
>, 8x ® 2<>

In[56]:= Solve@x^4-2x^3-x^2+6x-6�0,xD

Out[56]= 98x ® 1 - ä<, 8x ® 1 + ä<, 9x ® - 3 =, 9x ® 3 ==

In[57]:= SolveB x-1 +x�4+ x+4 , xF

Out[57]= 88x ® 5<<
Â íÿêîè ñëó÷àè, êîãàòî êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî íå ìîãàò äà áúäàò ïðåäñ-

òàâåíè òî÷íî èëè ïðåäñòàâÿíåòî èì å ïðåêàëåíî ñëîæíî (è ñúîòâåòíî íè íîñè
ìàëêî èíôîðìàöèÿ), ìîæåì äà èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà NSolve. Òÿ èìà ñúùèÿ
ñèíòàêñèñ, íî âðúùà äåñåòè÷íè ïðèáëèæåíèÿ íà êîðåíèòå. Âèæòå ñëåäíèòå ïðè-
ìåðè:

In[59]:= Solve@x^5-10x^2+5x+1�0, xD
Out[59]= 99x ® RootA1 + 5 ð1 - 10 ð12 + ð15 &, 1E=,

9x ® RootA1 + 5 ð1 - 10 ð12 + ð15 &, 2E=, 9x ® RootA1 + 5 ð1 - 10 ð12 + ð15 &, 3E=,

9x ® RootA1 + 5 ð1 - 10 ð12 + ð15 &, 4E=, 9x ® RootA1 + 5 ð1 - 10 ð12 + ð15 &, 5E==

In[60]:= NSolve@x^5-10x^2+5x+1�0, xD
Out[60]= 88x ® -1.22065 - 1.89169 ä<, 8x ® -1.22065 + 1.89169 ä<,

8x ® -0.153102<, 8x ® 0.66946<, 8x ® 1.92494<<
In[61]:= Solve@x^3-10x^2+5x+1�0, xD

Out[61]= ::x ®
1

3
10 +

85

I 1

2
I1523 + 9 ä 1691 MM1�3

+
1

2
I1523 + 9 ä 1691 M

1�3

>,

:x ®
10

3
-

1

6
I1 + ä 3 M 1

2
I1523 + 9 ä 1691 M

1�3

-
85 I1 - ä 3 M

3 ´ 22�3 I1523 + 9 ä 1691 M1�3
>,

:x ®
10

3
-

1

6
I1 - ä 3 M 1

2
I1523 + 9 ä 1691 M

1�3

-
85 I1 + ä 3 M

3 ´ 22�3 I1523 + 9 ä 1691 M1�3
>>

In[62]:= NSolve@x^3-10x^2+5x+1�0, x, WorkingPrecision ® 20D
Out[62]= 88x ® -0.15267126289972786880<,

8x ® 0.69236912842833511119<, 8x ® 9.4603021344713927576<<
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Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæåì äà ðåøàâàìå è ñèñòåìè óðàâíåíèÿ. Òîãàâà ïúðâèÿò
àðãóìåíò íà Solve / NSolve å ñïèñúê ñ óðàâíåíèÿ, à âòîðèÿò � ñïèñúê ñ íåèç-
âåñòíè, îòíîñíî êîèòî ðåøàâàìå (çà ñïèñúöè � âæ. À.2).

In[58]:= Solve@8x^2-y�1,-x+y�1<,8x,y<D
Out[58]= 88x ® -1, y ® 0<, 8x ® 2, y ® 3<<
Â ñëó÷àèòå, êîãàòî óðàâíåíèåòî íå ìîæå äà ñå ðåøè òî÷íî ñ ïîìîùòà íà

Solve èëè NSolve, ìîæå äà ñå èçïîçëâà âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ FindRoot.

À.6 Ïðîöåäóðíî ïðîãðàìèðàíå â Mathematica

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçãëåäàìå ñèíòàêñèñà íà êîíñòðóêöèè çà óñëîâåí ïðåõîä
è öèêúë â Mathematica.

• Îïåðàòîðúò çà óñëîâåí ïðåõîä èìà ñëåäíèÿ ñèíòàêñèñ � If [condition, true, false],
êúäåòî condition å óñëîâèå, true å îïåðàòîð (èëè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò îïå-
ðàòîðè, ðàçäåëåíè ñ òî÷êà è çàïåòàÿ), êîéòî ñå èçïúëíÿâà, àêî condition
ñå îöåíÿâà êàòî èñòèíà. false å íåçàäúëæèòåëåí åëåìåíò. Àêî ãî èìà, òîé
ñå èçïúëíÿâà, êîãàòî condition ñå îöåíè êàòî ëúæà.

• Îïåðàòîð çà öèêúë Do[body, iterator]. Èçïúëíÿâàò ñå îïåðàòîðèòå â body,
êîèòî ñà ðàçäåëåíè ïîìåæäó ñè ñ òî÷êà è çàïåòàÿ. iterator ìîæå äà èçã-
ëåæäà ïî åäèí îò ñëåäíèòå íà÷èíè:

� {k,N} � èòåðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà k (èëè êàêâîòî èìå ñè èçáåðåì)
ïðèåìà ïîñëåäîâàòåëíî ñòîéíîñòè, ïúðâèòå N åñòåñòâåíè ÷èñëà;

� {k, from, to} � èòåðèðàìå ïî k îò ÷èñëîòî from äî to ïðåç 1;

� {k, from, to, step} � èòåðèðàìå ïî k îò ÷èñëîòî from äî to ïðåç step.

À.7 Ðàáîòà ñ ìàòðèöè â Mathematica

À.8 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 87. Ïðåñìåòíåòå òî÷íî, à ñëåä òîâà è ÷èñëåíî ñòîéíîñòòà íà ñëåäíèòå

èçðàçè: a)
[233 − 3(117− 48)2]√

75 − 57
; á) cos

319π

12
; â)

83!

111!
;

ã) ln 2981.

Çàäà÷à 88. Îïðîñòåòå èçðàçèòå: à) ln(2e5); á) 1 + cos 2x; â)
x+ [x(x− 1)]3 − 4

(x2 + x− 6)

Çàäà÷à 89. Äà ñå ðàçëîæàò íà ìíîæèòåëè ïîëèíîìèòå: à) 6x3 +47x2 +71x−70;
á) 12x6 − 56x5 + 100x4 − 80x3 + 20x2 + 8x− 4.

Çàäà÷à 90. Êàòî èçïîëçâàòå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ Apart, ïðåñìåòíåòå èíòåãðà-
ëà ∫

x

(x2 + 3x+ 2)
dx.
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Çàäà÷à 91. Äåôèíèðàéòå f(x) = x(x − 2)2; g(x) = x − 3; h(x) = (x2) − 1.
Ïðåñìåòíåòå è îïðîñòåòå f(g(h(x))); h(g(f(x))). Ïîñòðîéòå ãðàôèêèòå íà f(x),
f(x+ 1), f(2x).

Çàäà÷à 92. Äåôèíèðàéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêèòå íà:

a)f(x) =

{
−x, x < 0

x2 − 1, x ≥ 0
;

á)g(x) =

{
1, x ≤ π

2

sinx, x > π
2

;

â)h(x) =


1, x < 0

1− x2, 0 ≤ x ≤ 2

−3, x > 2

.

Çàäà÷à 93. Óðàâíåíèåòî x3 = x + 1 èìà åäèíñòâåí ðåàëåí êîðåí. Íàìåðåòå
òî÷íàòà è ïðèáëèæåíàòà ìó ñòîéíîñò.

Çàäà÷à 94. Íàìåðåòå íóëèòå íà ôóíêöèÿòà: à) f(x) = e−x/2; á) f(x) = x −
9 cosx; â) f(x) = x2 − tg−1 x.

Çàäà÷à 95. Çàäà÷à 5: Èçïîëçâàéêè Solve, ðåøåòå íåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà{
x+ y + 2z = 2

x− 2y + z = 1

è èíòåðïðåòèðàéòå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò. Ïðîáâàéòå âñÿêà îò êîìáèíàöèèòå {x,y,z},
{x,y}, {x,z}, {y,z}

Çàäà÷à 96. Êàòî èçïîëçâàòå Table è Prime, ñúçäàéòå ñïèñúê ñ ïúðâèòå 100
ïðîñòè ÷èñëà. Ãåíåðèðàéòå ñúùèÿ ñïèñúê, èçïîëçâàéêè ñàìî Prime è Range.

Çàäà÷à 97. Ãåíåðèðàéòå ñïèñúê ñúñ ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà f(x) = sinx
x

çà
x = 0.1, 0.2, . . . , 1 èçïîëçâàéêè Table è Range.

Çàäà÷à 98. Ãåíåðèðàéòå ñïèñúê ñ ïúðâèòå 50 íå÷åòíè ÷èñëà, êàòî èçïîëçâàòå
Table, à ñëåä òîâà è Range.

Çàäà÷à 99. Èçïîëçâàéòå Table, çà äà ãåíåðèðàòå ñïèñúê îò íàðåäåíè äâîéêè
{x, f(x)} çà x = 0, π

12
, 2π

12
, . . . , π, êúäåòî f(x) = sinx.
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Çàäà÷à 100. Äà ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ, êîÿòî íàìèðà ϕ(x), êúäåòî ϕ(x) å ôóí-
êöèÿòà íà Îéëåð - âðúùà áðîÿ íà ÷èñëàòà ≤ x, êîèòî ñà âçàèìíî ïðîñòè ñ
x.

Çàäà÷à 101. Äà ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ max[list,a,b], êîÿòî ïî çàäàäåí ñïèñúê
list è ÷èñëà a, b íàìèðà íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî îò ñïèñúêà, êîåòî å â èíòåðâàëà
[a, b].

Çàäà÷à 102. Äà ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïî çàäàäåíè a, n ïðåñìÿòà èòå-
ðàòèâíî ñóìàòà

n∑
i=1

i!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ i)
.
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