
Глава 4

СРЕДНОКВАДРАТИЧНИ
ПРИБЛИЖЕНИЯ

Както обикновено с �n ще означаваме съвкупността на всички ал-
гебрични полиноми от степен, не по-висока от n.

Ako f и g са функции с интегруем квадрат в интервала [a; b]; p(x) �0 е непрекъсната функция в [a; b] и
R �� p(x)dx > 0 за всеки [�; �] � [a; b],

то

kf � gkL2 =
(Z ba p(x)jf(x)� g(x)j2dx)1=2

се нарича средноквадратично разстояние с тегло p между f и g, а сkfkL2 се означава средноквадратичната норма на f .
С En(f)L2 = infp2�n kf�pkL2 се означава най-доброто приближение на

функцията f с полиноми от �n относно средноквадратичното разстояние,
а полиномът Q 2 �n, за който En(f)L2 = kf � QkL2 , се нарича полином
на най-добро средноквадратично приближение за f .

За всяка интегруема функция f и за всяко естествено n съществува
в �n единствен полином на най-добро средноквадратично приближение.

Нека са фиксирани точки x1 < x2 < � � � < xm и положителни числа
(тегла) i > 0; i = 1; 2; : : : ;m. За функция f с дефиниционна област
съвкупността fx1; x2; : : : ; xmg определяме

kfkl2 =
( mX
i=1 ijf(xi)j2

)1=2 :
Задачата за намиране на алгебричен полином P 2 �n, минимизиращ

нормата kf � Pkl2 , се нарича приближение по метода на най–малките
квадрати.
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Задача 4.1. Дадена е таблицата fxi; yigni=0; x0 < x1 < : : : < xm.
Намерете права p(x) =Mx+B, за която величината

S(M;B) = nX
i=0(yi �Mxi �B)2

да е минимална. Докажете, че задачата има винаги единствено решение.

Задача 4.2. За таблицата fxm; f(xm)gnm=0; xm = m=n, намере-
те при ближение с полином от първа степен по метода на най–малките
квадрати.

Задача 4.3. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от първа степен за таблицата :

x 0 1 2 3 4y 1 2 1 0 4
.

Задача 4.4. По мeтода на най–малките квадрати намерете пара-
болите, които приближават следните таблици:

а)
x �2 �1 0 1 2 3y �4 15 �9 10 7 6

;

б)
x �2 �1 0 1 2 3y �4 15 1 10 7 6

;

в)
x �3 �2 �1 0 1 2 3y 7 4 �1 1 5 6 13

.

Задача 4.5. Покажете, че ако функцията f е четна (нечетна) в
интервала [�a; a], то полиномът ѝ на най-добро средноквадратично при-
ближение от произволна степен е също четен (нечетен).

Задача 4.6. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от трета степен, приближаващ функцията sin�x, като използувате
само стойностите ѝ в точкитеx0 = �1; x1 = �12 ; x2 = 0; x3 = 12 ; x4 = 1:

В следващите четири задачи (4.7—4.10) да се минимизира l2�разстоянието
между логаритмите на данните и приближението.
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Задача 4.7. Намерете формула от вида y(x) = AeMx за прибли-
жаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.8. Намерете формула от вида y(x) = A2Mx за прибли-
жаване на x 1 2 3 4 5y 1 2 4 8 32

.

Задача 4.9. Намерете формула от вида y(x) = AeMx+B за приб-
лижаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.10. Намерете формула от вида y(x) = axb + B за приб-
лижаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.11. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от първа степен за таблицата

x x0 x1 : : : xn�1 xny y0 y1 : : : yn�1 ynp p0 p1 : : : pn�1 pn ,

където pi е теглото в точката xi.
Задача 4.12. Нека

nX
i=1 akixi = bk; k = 1; 2; : : : ;m; m � n, е линейна

система с n неизвестни x1; x2; : : : ; xn и m уравнения. Докажете, че систе-

мата
@s@xp = 0; p = 1; 2; : : : ; n, където s(x1; x2; : : : ; xn) = mX

k=1
 bk � nX

i=1 akixi
!2

,

е еквивалентна на системата A тAx = A тb (тук с A е означена матрица-
та kaikk; i = 1; 2; : : : ;m; k = 1; 2; : : : ; n, а A т е транспонираната ѝ мат-
рица).

Задача 4.13. По метода на най–малките квадрати решете преоп-
ределената система

x� y = 1,x+ y = 1,x+ y = �1,x� y = �1.
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Дайте геометричен смисъл на решението.

Задача 4.14. Като използувате зад. 4.12, решете системите:

а)
x+ 1 = 1,y + z = 1,x+ z = 1,x� y + z = 1;

б)
x+ y = 3,2x� y = 0; 2,x+ 3y = 7,3x+ y = 5;

в)
x+ y + z = 1,x+ 2y + z = 2,x+ 3y + z = 3,x� 4y + z = 4,x+ 5y + z = 4.

Задача 4.15. Дадена е таблицата fxi; yigni=0; xi = x0 + ih. По
метода на най–малките квадрати намерете парабола, която приближава
дадената таблица.

Задача 4.16. Като използувате парабола, построена по метода на
най–малките квадрати за точкитеfxi; yigk+2i=k�2; xk+i = xk�2 + (i+ 2)h; i = �2;�1; : : : ; 2;
изведете формулите

а) y(xk�2) � yk�2 + 15�3yk�2 + 335�4yk�2;
б) y(xk�1) � yk�1 � 25�3yk�2 � 17�4yk�2;
в) y(xk) � yk � 335(yk�2 � 4yk�1 + 6yk � 4yk+1 + yk+2);
г) y0(xk) � 110h(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2).
Задача 4.17. Като използувате парабола, построена по метода

на най–малките квадрати по точките fxi; yig3i=0; xi = x0 + ih, изведете
формулите:

а) y00 � 120h(�21y0 + 13y1 + 17y2 � 9y3);
б) y01 � 120h(�11y0 + 3y1 + 7y2 + y3);
в) y02 � 120h(�11y3 � 3y2 � 7y1 � y0);
г) y03 � 120h(21y3 � 13y2 � 17y1 + 9y0):
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Задача 4.18. Като използувате парабола, построена по метода на
най–малките квадрати по точките fxi; yig3i=�3; xi = x�3+(i+3)h, изведете
следната приближена формула за числено диференциране:y00 � 128h(�3y�3 � 2y�2 � y�1 � y1 + 2y2 + 3y3):

Задача 4.19. Нека P (x) = Pni=0 aixi е полиномът на най-добро
средноквадратично приближение от степен n на функцията f в интер-
вала [0; 1]. Покажете, че съществуват сериозни изчислителски труднос-
ти, ако коефициентите ai; i = 1; 2; : : : ; n, при n > 4 се определят от

линейната система
@s@ak = 0; k = 0; 1; : : : ; n, където s(a0; a1; : : : ; an) =R 10 �f(x)�Pni=0 aixi�2 dx.

Задача 4.20. Нека pk(x) = xk +Pk�1i=0 a(k)i xi; k = 0; 1; : : :, е реди-
ца от ортогонални полиноми относно скаларното произведение (f; g), за
което (xf; g) = (f; xg). Докажете, че е в сила рекурентната зависимостpn+1(x) = (x� �n+1)pn(x) + �n+1pn�1(x); n = 1; 2; : : : ;
където �n+1 = (xpn; pn)=(pn; pn); �n+1 = �(pn; pn�1)=(pn�1; pn�1):

Задача 4.21. Нека pk(x) = xk + Pk�1i=0 a(k)i xi; k = 0; 1; : : :, е ре-
дица от ортогонални полиноми относно скаларното произведение (f; g).
Докажете, че:

а) два съседни полинома не могат да имат общa нула;
б) ако (f; g) = R ba p(x)f(x)g(x)dx; p(x) � 0, то всички нули на поли-

нома pk; k = 1; 2; : : :, са различни, реални и лежат в интервала (a; b);
в) ако (xf; g) = (f; xg), то от pk+1(x0) = 0 следваsgnpk(x0) = �sgnpk+2(x0);
г) ако (f; g) = R ba p(x)f(x)g(x)dx; p(x) � 0, то нулите на pk и pk+1

взаимно се разделят.

Задача 4.22. Докажете, че полиномите на Льожандър

Pn(x) = 12nn! dndxn [(1� x2)n](4.1)

удовлетворяват диференциалните уравнения:
а) (1� x2)P 00n (x)� 2xP 0n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0;
б) P 0n+1(x)� P 0n�1(x) = �(2n+ 1)P 0n(x):
Задача 4.23. Нека Pn(x) е полином на Льожандър, вж. (4.1). До-

кажете, че:
а) Pn(x) = 1�

Z �0 (x+px2 � 1 cos �)n d� (формула на Лаплас);

б) jPn(x)j � 1 за всяко x 2 [�1; 1].
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Задача 4.24. Докажете, че

(1� x)nPn �1 + x1� x
� = 1 +  n1

!2x+  n2
!2x2 + : : :+  nn� 1

!2xn�1 + xn;
където Pn(x) е полином на Льожандър, вж. (4.1).

Задача 4.25. Докажете, че за полиномите на Якоби

P (�;�)n (x) = (�1)n2nn! (1� x)��(1 + x)�� dndxn [(1� x)�+n(1 + x)�+n];(4.2)

�; � > �1, е изпълнено:

а) P (�;�)n x = 12nn!
��(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) xn + (�� �) n�(�+ � + 2n)�(�+ � + n+ 1)xn�1 + : : :�;

б)
Z 1
�1(1� x)�(1 + x)�P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)dx
=
8>><>>:

0 за m 6= n;
2�+�+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)n!�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) за m = n:

Задача 4.26. Докажете, че полиномите на Якоби, дефинирани с
(4.2), удовлетворяват рекурентната зависимост2(n+ 1)(�+ � + n+ 1)(�+ � + 2n+ 2)(�+ � + 2n+ 1)P (�;�)n+1 (x)

= (x� �2 � �2(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 2))P (�;�)n (x)
+ (�+ n)(� + n)(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 1)P (�;�)n�1 (x):

Задача 4.27. Докажете, че полиномите на Якоби, дефинирани с
(4.2), удовлетворяватP (�;�)n (1) = �(�+ n+ 1)n!�(�+ 1) ; P (�;�)n (�1) = (�1)n�(� + n+ 1)n!�(� + 1) :

Задача 4.28. Докажете, че полиномите на Чебишов от първи родTn(x) = cos(n arccosx); jxj � 1;
и от втори род Un(x) = sin[(n+ 1) arccosx]p1� x2 ; jxj � 1;
удовлетворяват равенствата:
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a)
Z 1
�1 Uk(x)Ui(x)p1� x2 dx =

8<: 0 за k 6= i;�2 за k = i; ;

б)
Z 1
�1 Tm(x)Tn(x)p1� x2 dx =

8>>>>><>>>>>:
0 за m 6= n;
� за n = m 6= 0;�2 за n = m = 0;

в) Un(x) = T 0n+1(x)=(n+ 1);
г) Un+1(x) = 2xUn(x)� Un�1(x);
д) (1� x2)U 00n(x)� 3xU 0n(x) + (n2 � 4n)Un(x) = 0.
Задача 4.29. Докажете, че полиномите на ЛагерL(a)n (x) = (�1)nx��ex dndxn (x�+ne�x); � > �1

удовлетворяват условията:

а) L(a)n (x) = xn � n(�+ n)xn�1 + : : : ;
б)
Z 10 x�e�xL(a)m (x)L(a)n (x)dx = ( 0 за m 6= n;n!�(�+ n+ 1) за m = n;

в) x hL(a)n (x)i00 + (�+ 1� x) hL(a)n (x)i0 + nL(a)n (x) = 0;
г) L(a)n+1(x)� (x� �� 2n� 1)L(a)n (x) + n(�+ n)L(a)n�1(x) = 0:
Задача 4.30. Докажете, че полиномите на ЕрмитHn(x) = ex2 dndxn (e�x2)удовлетворяват условията:
а) Hn(x) = (�2)nxn + : : : ;
б)
Z 1

�1
e�x2Hn(x)q(x)dx = 0, ако q е полином от степен � n� 1;

в)
Z 1

�1
e�x2H2n(x)dx = 2nn!p�;

г) Hn+1(x) + 2xHn(x) + 2nHn�1(x) = 0;
д) H 00n(x)� 2xH 0n(x) + 2nHn(x) = 0:
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РЕШЕНИЯ, УПЪТВАНИЯ И ОТГОВОРИ

4.1. Условията за минимум на функцията s(M;B) са@s@M = �2 nX
i=0(yi �Mxi �B)xi = 0; @s@B = �2 nX

i=0(yi �Mxi �B) = 0
и ако sk = nX

i=0 xki ; tk = nX
i=0 yixki ; k = 0; 1; 2; то

M = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; B = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 :
Единствеността следва от

s0s2 � s21 = (n+ 1) nX
i=0 x2i �

 nX
i=0 xi

!2 > 0:
Последното неравенство е пряко следствие от неравенството на Коши —
Буняковски  nX

i=0 aibi
!2 � nX

i=0 a2i
nX
i=0 b2i приai = xi и bi = 1:

Равенство се достига само при ai = bi; i = 0; 1; : : : ; n — условия, които
тук не са изпълнени.

4.2. След директно използуване на зад. 4.1 се получава, че търсе-
ният полином има вида2(n+ 1)(n+ 2)

nX
i=0 f

� in
� [(2n� 3i+ 1) + 3(2i� n)x]:

4.3. Пряко от зад. 4.1 следва y(x) = 25(x+ 2):
4.4. а) Нека търсеният полином е P (x) = Ax2+Bx+C, т. е. трябва

да се минимизира функцията s(A;B;C) = 5X
i=0(yi � Ax2i � Bxi � C)2: От

условията за минимум@s@A = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C)x2i = 0;

@s@B = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C)xi = 0;

@s@C = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C) = 0

се получава P (x) = 17(�2x2 + 11x+ 30);
б) P (x) = �x2 + 2x+ 8;
в) P (x) = x2 + x+ 1:
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4.5. Нека за определеност f е четна функция и P (x) е полиномът
ѝ на най-добро средноквадратично приближение от степен n. От�Z a

�a(f(x)� P (x))2 dx�1=2 = �Z a
�a(f(�t)� P (�t))2 dt�1=2

= �Z a
�a(f(x)� P (�x))2 dx�1=2

следва, че и полиномът P (�x) е полином на най-добро средноквадратич-
но приближение на f от степен n. От единствеността на полинома следва,
че P (x) � P (�x), а това е възможно само аko P е четен.

4.6. P (x) = 83(x� x)3:
4.7. Нека z = ln y; B = lnA: Тогава z = ln y = B + Mx и във

формулата z = B+Mx коефициентите B и M се определят от таблицата,
както в зад. 4.1. ОкончателноA = eB; M = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; B = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 ;
където sk = nX

i=0 xki ; tk = nX
i=1 xki ln yi; k = 0; 1; 2:

4.8. Аналогично на зад. 4.7 след полагането z = log2y; B = log2A,
се получава z = B +Mx, като B и M се определят от таблицатаfxi; zig5i=1 = fxi; log2yig5i=1:
Окончателно M = 6=5; B = �7=5 и y(x) = 2(6x�7)=5:

4.9. След логаритмуване се получава ln(y �B) = lnA+Mx и B се
определя по следния начин: отy1 = AeMx1 +B; yn = AeMxn +B; �y = AeM �x +B;

където �x = (x1 + xn)=2, а �y, което съответства на �x, може да се получи
чрез линейна интерполация от две съседни стойности. От равенствата(y1 �B)(yn �B) = A2eMx1eMxn = A2eM(x1+xn)

= A2e2M �x = (AeM �x)2 = (�y �B)2;
т. е. (y1 � B)(yn � B) = (�y � B)2 и B = (y1yn � �y2)=(y1 + yn � 2�y): След
определянето на B задачата става еквивалентна на зад. 4.7.

4.10. След полагането ln(y� c) = Y; lnx = X; ln a = A се получаваY = bX +A. Първо се определя c от равенстватаy1 = c1 + axb1; yn = c+ axbn; �y = c+ a�xb;
където �x = px1xn; а �y е съответната на �x стойност, получена например
чрез линейна интерполация на две съседни на �x точки. От(y1 � c)=(yn � c) = a2(x1xn)b = (a�xb)2 = (�y � c)2
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следва (y1 � c)(yn � c) = (�y � c)2, откъдето c = (y1yn � �y2)=(y1 + yn � 2�y).
По-нататък намирането на A и b във формулата Y = bX+A от таблицатаfXi; Yigni=1 = flnxi; ln(yi � c)gni=1 става, както в зад. 4.1.

4.11. Ако търсеният полином е P (x) = ax + b, то трябва да се

минимизира функцията s(a; b) = nX
i=0(yi � axi � b)2pi. От условията за

минимум на s(a; b) се получава@s@a = �2 nX
i=0(yi � axi � b)pixi = 0; @s@b = �2 nX

i=0(yi � axi � b)pi = 0;
т. е. a = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; b = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 , където

sk = nX
i=0 pixki ; tk = nX

i=0 piyixki ; k = 0; 1; 2:
4.12. Еквивалентността се проверява директно.

4.13. От зад. 4.12 следва x = y = 0. За геометричния смисъл вижте
следния чертеж:
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0

+1

+1�1
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x+ y = 1

x� y = 1 x+ y = �1

x� y = �1

4.14. а) x = 3=7; y = 3=7; z = 3=7;
б) x = 161:8=155; y = 302=155;
в) x = p; y = 7=10; z = 12 � p; където p е параметър.

4.15. Нека търсената парабола е p2(x) = b0 + b1x+ b2x2: След смя-

ната t = x� xkh ; 0 � k � n; се получава p2(x) = p2(xk + ht) = �p2(t) =a0 + a1t+ a2t2 и
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s(b0; b1; b2) = nX
i=0(yi � p2(xi))2 = nX

i=0(yi � p2(xk + tih))2
= nX

i=0(yi � �p2(ti))2 = nX
i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )

= B(a0; a1; a2):
От условието за минимум на функцията B(a0; a1; a2) следва@B@a0 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i ) = 0;
@B@a1 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )ti = 0;
@B@a2 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )t2i = 0
и след полагането

sp = nX
i=0 tpi =

nX
i=0(i� k)p; Tp = nX

i=0 tiyi =
nX
i=0(i� k)pyi

условията за минимум на B(a0; a1; a2) приемат видаa2s2 + a1s1 + a0s0 = T0;a2s3 + a1s2 + a0s1 = T1;a2s4 + a1s3 + a0s2 = T2:
Ако

� =
�������
s2 s1 s0s3 s2 s1s4 s3 s2

������� ; �0 =
�������
s2 s1 T0s3 s2 T1s4 s3 T2

������� ;
�1 =

�������
s2 T0 s0s3 T1 s1s4 T2 s2

������� ; �2 =
�������
T0 s1 s0T1 s2 s1T2 s3 s2

������� ;
от формулите на Крамер следваa0 = �0� ; a1 = �1� ; a2 = �2� :

4.16. При означенията от зад. 4.15 и t = x� xkh се получаваtk�2 = �2; tk�1 = �1; tk = 0; tk+1 = 1; tk+2 = 2;s0 = 5; s1 = 0; s2 = 10; s3 = 0; s4 = 34:
От

� =
�������
10 0 50 10 034 0 10

������� = �700;
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a0 = �0� = 1�
�������
10 0 T00 10 T134 0 T2

������� = 17T0 � 5T235 ;
a1 = �1� = 1�

�������
10 T0 50 T1 034 T2 10

������� = T110 ;
a2 = �2� = 1�

�������
T0 0 5T1 10 0T2 0 10

������� = T2 � 2T014 ;
където Tp = k+2X

i=k�2 tpi yi; p = 0; 1; 2;
a) y(xk�2) � �p2(tk�2) = a0 � 2a1 + 4a2 = 17T0 � 5T235 � 2T110 + 4T2 � 2T014= 5T2 � 7T1 � 3T035 = 5(4yk�2 + yk�1 + yk+1 + 4yk+2)35� 7(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2)35� 3(yk�2 + yk�1 + yk + yk+1 + yk+2)35= yk�2 + 15�3yk�2 + 335�4yk�2;
б) y(xk�1) � �p2(tk�1) = a0 � a1 + a2 = 17T0 � 5T235 � T110 + T2 � 2T014= 24T0 � 7T1 � 5T270 = 24(yk�2 + yk�1 + yk + yk+1 + yk+2)70� 7(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2)70� 5(4yk�2 + yk�1 + yk+1 + yk+2)70= yk�1 � 25�3yk�2 � 17�4yk�2;
в) y(xk) � �p2(tk) = a0 = 17T0 � 5T235= �3yk�2 + 12yk�1 + 17yk + 12yk+1 � 3yk+235= yk � 335(yk�2 � 4yk�1 + 6yk � 4yk+1 + yk+2);
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г) y0(xk) � d�p2(t)dt : dtdx
����t=tk = �p02(tk):1h = �p02(0):1h

= T110h = 110h(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2):
4.17. При означенията от зад. 4.15 и t = x� x0h следваt0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3;s0 = 4; s1 = 6; s2 = 14; s3 = 36; s4 = 98;T0 = y0 + y1 + y2 + y3; T1 = y1 + 2y2 + 3y3; T2 = y1 + 4y2 + 9y3:

От тях се получаваa2 = (T2 � 3T1 + T0)=4; a1 = (�15T2 + 49T1 � 21T0)=20;a0 = (19T0 � 21T1 + 5T2)=20;
а) y00 � d�p2(t)dt � dtdx

����t=t0 = �p02(t0):1h = �p02(0) 1h = a1h
= �15T2 + 49T1 � 21T020h = 120h(�21y0 + 13y1 + 17y2 � 9y3);

б) y01 � d�p2(t)dt � dtdx
����t=t1 = �p02(t1):1h = �p02(1) 1h

= a1 + 2a2h = 120h(�11y0 + 3y1 + 7y2 + y3);
в) y02 � d�p2(t)dt � dtdx

����t=t2 = �p02(t2):1h = �p02(2) 1h
= a1 + 4a2h = 120h(�y0 � 7y1 � 3y2 + 11y3);

г) y03 � d�p2(t)dt � dtdx
����t=t3 = �p02(t3):1h = �p02(3) 1h

= a1 + 6a2h = 120h(9y0 � 17y1 � 13y2 + 21y3):
4.18. При означенията от зад. 4.15 и t = x� x0h следва

t�3 = �3; t�2 = �2; t�1 = �1; t0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3;s0 = 7; s1 = 0; s2 = 28; s3 = 0; s4 = 196;T0 = y�3 + y�2 + y�1 + y0 + y1 + y2 + y3;T1 = �3y�3 � 2y�2 � y�1 + y1 + 2y2 + 3y3;T2 = 9y�3 + 4y�2 + y�1 + y1 + 4y2 + 9y3 и y00 � a1h = T128h:
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4.19. Линейната система
@s@ak = 0; k = 0; 1; : : : ; n; има за матрица

матрицата на Хилберт

Hn =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 12 13 : : : 1n+ 112 13 14 : : : 1n+ 2
...

...
...

. . .
...

1n+ 1 1n+ 2 1n+ 3 : : : 12n+ 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:

За пресмятане на детерминантата на матрицата на Хилберт от всич-
ки редове се изважда последният

detHn = (n!)2(2n+ 1)!

������������������������

1 12 : : : 1n 1n+ 112 13 : : : 1n+ 1 1n+ 2
...

...
. . .

...
...

1n 1n+ 1 : : : 12n� 1 12n1 1 : : : 1 1

������������������������
и след това от всички стълбове се изважда последният

detHn = (n!)2(2n+ 1)!

�������������������������

nn+ 1 n� 12(n+ 1) : : : 1n(n+ 1) 1n+ 1n2(n+ 2) n� 13(n+ 2) : : : 1(n+ 1)(n+ 2) 1n+ 1
...

...
. . .

...
...

nn:2n n� 1(n+ 1)2n : : : 1(2n� 1)2n 12n
0 0 : : : 0 1

�������������������������
= (n!)4(2n)!(2n+ 1)! detHn�1:
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От получената рекурентна връзка следваdetHn = (n!(n� 1)! : : : 1!)3(2n+ 1)! : : : (n+ 1)!
и при n = 5 detH5 < 10�15, т. е. detH5 ще се запише като числото нула
в паметта на действуващите в момента компютри.

4.20. Нека pn+1(x) = xpn(x) + nX
i=0 �n+1;ipi(x): От (pn+1; pn) = 0 на-

мираме �n+1;i = �(xpn; pi)=(pi; pi); i = 0; 1; : : : ; n, а от

(xpn; pi) = (pn; xpi) = (pn; pi+1 � iX
j=0�i+1;jpj) = 0; i+ 1 < n;

следва �n+1;i = 0 за i < n� 1 и оттук�n+1 = ��n+1;n = (xpn; pn)(pn; pn) ; �n+1 = �n+1;n�1 = � (xpn; pn�1)(pn�1; pn�1)
= (pn; xpn�1)(pn�1; pn�1) = �

 pn; pn + n�1X
i=0 cipi

!
(pn�1; pn�1) = � (pn; pn)(pn�1; pn�1) :

4.21. a) Ако pk(x0) = pk�1(x0) = 0; то от рекурентната връзка
между pk; pk�1; pk�2 (вж. зад. 4.20) следва pk�2(x0) = 0. Така се стига
до противоречието p0(x0) � 1 = 0;

б) От
R ba p(x)pn(x) dx = 0 следва, че pn има поне една реална нула с

нечетна кратност в (a; b). Нека нулите с нечетна кратност са �1, �2; : : : ; �r,r < n: Тогава Z ba p(x)(x� �1) : : : (x� �r)pn(x) dx = 0;
но това равенство е невъзможно, тъй като полиномът (x � �1) : : : (x ��r)pn(x) има само нули с четна кратност в (a; b), т. е. допускането r < n
доведе до противоречие;

в) От зад. 4.20 следва pn+1(x0) = �n+1pn�1(x0): Ето защо е дос-

татъчно да се покаже, че �n+1 < 0: От xpn�1(x) = pn(x) + n�1X
i=0 cipi(x) и

израза за �n+1 от зад. 4.20 следва�n+1 = � (xpn; pn�1)(pn�1; pn�1) = (pn; xpn�1)(pn�1; pn�1)
= �

 pn; pn + n�1X
i=0 cipi

!
(pn�1; pn�1) = � (pn; pn)(pn�1; pn�1) < 0:

г) Нека p1(x(1)1 ) = 0; x(1)1 2 (a; b): От в) и от p0(x) = 1 следва
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v2(x(1)1 ) < 0:
Нека нулите на p2 са x(2)1 ; x(2)2 : Отsgn p2(a) = sgn p2(b) = sgn p2(�1) > 0; p2(x(1)1 ) < 0;
следва a < x(2)1 < x(1)1 < x(2)2 < b и твърдението е доказано за k = 1.
Да допуснем, че то е вярно за k = n, и да го докажем за k = n + 1.
Да отбележим, че pn(b) > 0 и sgn pn(a) = (�1)n, тъй като sgn pn(a) =sgn pn(�1) и sgn pn(b) = sgn pn(1): Нека fx(n+1)i gn+1i=1 са нулите на pn+1 в
интервала (a; b). Отsgn pn+2(a) = sgn pn(a); sgn pn+2(x(n+1)1 ) = sgn pn(x(n+1)1 );
следва, че pn+2 има нула в (a; x(n+1)1 ), тъй като pn не си мени знака в[a; x(n+1)1 ]. Като използуваме отново, че sgn pn+2(x(n+1)2 ) = �sgn pn(x(n+1)2 )
и че pn си мени знака само веднъж в (x(n+1)1 ; x(n+1)2 ), получаваме, че pn+2
има нула в този интервал. По аналогичен начин се доказва, че в интер-
валите (a; x(n+1)1 ); (x(n+1)1 ; x(n+1)2 ); : : : ; (x(n+1)n+1 ; b)
лежи по една нула на pn+2.

4.22. а) След диференциране на '(x) = (x2 � 1)n и умножаване сx2 � 1 се получава '0(x)(x2 � 1) = 2n'(x), откъдето следваdn+1dxn+1 ['0(x)(x2 � 1)] = 2n dn+1dxn+1 [x'(x)]
и след прилагане на формулата на Лайбниц за диференциране на произ-
ведениеn+1X

k=0
 n+ 1k

!'(n+2�k)(x)(x2 � 1)(k) = 2n n+1X
k=0

 n+ 1k
!'(n+1�k)(x)x(k);

т. е. '(n+2)(x)(x2 � 1) + (n+ 1)(2x'(n+1)(x) + n(n+ 1)'(n)(x)= 2n[x'(n+1)(x) + (n+ 1)'(n)(x)]
и от факта, че '(n)(x) = cPn(x), където c е константа, се получава твър-
дението;

б) Доказателството следва от

�P 0n+1(x)� �P 0n�1(x) =
8<:
 (x2 � 1)n+1(2n+ 2)!!

!(n+1) �  (x2 � 1)n�1(2n� 2)!!
!(n�1)9=;

0

= ( (x2 � 1)n+1(2n+ 2)!!
!00 � (x2 � 1)n�1(2n� 2)!!

)(n)
= ( (2n+ 1)x2 � 1(2n)!! � 1(2n� 2)!!

! (x2 � 1)n�1)(n)
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= (2n+ 1)(2n)!! ((x2 � 1)n)(n) = (2n+ 1)2nn! [(x2 � 1)n](n) = (2n+ 1) �Pn(x);
ако �Pn(x) = 12nn! [(x2 � 1)n](n) = (2n+ 1) �Pn(x) = (�1)nPn(x):

4.23. a) АкоRn(x) = 1�
Z �0 (x+px2 � 1 cos �)n d�;

то за функциите Rn е в сила рекурентната зависимост (същата, както за
полиномите на Льожандър)(n+ 1)Rn+1(x) = (2n+ 1)xRn(x)� nRn�1(x); n = 1; 2; : : : :
Наистина нека Z = x+px2 � 1 cos �. Тогава(n+ 1)Rn+1(x)� (2n+ 1)xRn(x) + nRn�1(x) = 1�

Z �0 WZn�1 d�;
където W = (n+ 1) hx2 + 2xpx2 � 1 cos � + (x2 � 1) cos2 �i�(2n+ 1)x[x+px2 � 1 cos �] + n= �nx2 + xpx2 � 1 cos � + (n+ 1)(x2 � 1) cos2 � + n2= �n(x2 � 1)(1� cos2 �) + xpx2 � 1 cos � + (x2 � 1) cos2 �= �n(x2 � 1) sin2 � + hx+px2 + 1 cos �ipx2 � 1 cos � = U + V;
т. е. Z �0 WZn�1 d� = Z �0 UZn�1 d� + Z �0 V Zn�1 d�:
Но Z �0 V Zn�1 d� = px2 � 1 Z �0 Zn d�

= px2 � 1 �Zn sin �����0 + Z �0 sin �nZn�1px2 � 1 sin � d��
= n(x2 � 1) Z �0 Zn�1 sin2 � d� = � Z �0 UZn�1 d�;

т. е.
R �0 WZn�1 d� = 0. Тъй катоR0(x) = P0(x) = 1; R1(x) = P1(x) = x;

то Rn(x) = Pn(x) за всяко n;
б) Решението следва от представянето в точка а) и нера венството���x+ ip1� x2 cos ���� = qx2 sin2 � + cos2 � � 1;

вярно за всяко x 2 [�1; 1].
4.24. Използувайте представянетоPn(x) = 12nn! [(1� x2)n](n)

= 12nn!
nX

k=0
 nk
! n!(n� k)! n!k! (1 + x)n�k(1� x)k:
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4.25. a) При x > 1 имаме

(x� 1)�+n = x�+n �1� 1x
��+n = x�+n � (�+ n)x�+n�1 + � � � ;

(x+ 1)�+n = x�+n �1 + 1x
��+n = x�+n + (� + n)x�+n�1 + � � � ;

откъдето dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n]= (�+ � + 2n) : : : (�+ � + n+ 1)x�+�+n+(� � �)(�+ � + 2n� 1) : : : (�+ � + n)x�+�+n�1 + � � � ;
или dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n] = �(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) x�+�+n+(� � �)�(�+ � + 2n)�(�+ � + n) x�+�+n�1 + � � �
Аналогично(x� 1)��(x+ 1)�� = x���� �1� 1x

��� �1 + 1x
���

= x���� + (�� �)x�����1 + � � �
От последните две равенства следва

P (�;�)n = 12nn! (x� 1)��(x+ 1)�� dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n]
= �(�+ � + 2n+ 1)2nn!�(�+ � + n+ 1)xn + (�� �)n2nn! �(�+ � + 2n)�(�+ � + n+ 1)xn�1 + � � �
б) Да означимI(m;n) = Z 1

�1(1� x)�(1 + x)�P (�;�)m (x)P (�;�)n (x) dx;
'n(x) = (1� x)�+n(1 + x)�+n;Ym(x) = (1� x)��(1 + x)�� dmdxm [(1� x)�+m(1 + x)�+m];
I(m;n)1 = Z 1

�1 Ym(x)'(n)n (x)dx:
След интегриране по части следва

I(m;n)1 = (�1)m Z 1
�1 Y (m)m (x)'(n�m)n (x)dx

= (�1)m+1 Z 1
�1 Y (m+1)m (x)'(n�m�1)n (x) dx:

От а) следва, че Yn(x) = (�1)n�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) xn+ : : : (Yn е полином от

степен n) и следователно
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I(m;n)1 =
8<: 0 за m < n;n!�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1)

Z 1
�1 'n(x) dx за m = n:

За пресмятането на
R 1
�1 'n(x) dx се прави смяната x = 2t� 1 иZ 1

�1 'n(x) dx= Z 1
�1(1� x)�+n(1 + x)�+ndx� 2�+�+2n+1 Z 10 (1� t)�+ntb+n dt:

Известно е, че интеграли от вида B(p; q) = R 10 (1 � x)p�1xq�1dx се на-
ричат интеграли на Ойлер и се изразяват чрез гама-функции B(p; q) =�(p)�(q)�(p+ q) , т. е.Z 1

�1 'n(x)dx = 2�+�+2n+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)�(�+ � + 2n+ 2) :
От получените равенства и от I(m;n) = (�1)m+n + I(m;n)12m+nn!m! следва твърде-
нието.

4.26. От зад. 4.25 следва, че полиномите

Q(�;�)n (x) = 2nn!�(�+ � + n+ 1)�(�+ � + 2n+ 1) P (�;�)n (x)
са ортогонални в [�1; 1] с тегло (1� x)�(1 + x)� и имат коефициент пред
най-високата степен единица. От зад. 4.20 следва, че за тях е в силаQ(�;�)n+1 (x) = (x� �n+1)Q(�;�)n (x) + �n+1Q(�;�)n�1 (x);
където

�n+1 = �(Q(�;�)n ; Q(�;�)n )(Q(�;�)n�1 ; Q(�;�)n�1 ) :
От зад. 4.25 следва(P (�;�)n ; P (�;�)n ) = Z 1

�1(1� x)�(1 + x)�(P (�;�)n (x))2 dx
= 2�+�+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)n!(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + 2n+ 1)

и �n+1 = 4n(�+ n)(� + n)(�+ � + n)(�+ � + 2n+ 1)(�+ � + 2n)2(�+ � + 2n� 1) :
Определянето на �n+1 става от рекурентната връзка за полиномите Q(�;�)n
чрез сравняване на коефициентите пред xn от двете страни на равенст-
вото, като се използува, че коефициентът пред xn�1 в полинома P (�;�)n е

равен на
(�� �)n�(�+ � + 2n)2nn!�(�+ � + 2n+ 2) (вж. зад. 4.25). Получава се
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�n+1 = �2 � �2(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 2) :
За окончателното доказателство остава да се премине обратно от Q(�;�)n
към P (�;�)n .

4.27. Използувайте представянето:

P (�;�)n (x) = 12nn!
nX

k=0
 nk
! �(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)�(�+ n� k + 1)�(� + k + 1)(x� 1)n�k(x+ 1)k:

4.28. a) След смяната x = cos t се получаваZ 1
�1p1� x2:Uk(x)Ui(x) dx = Z �0 sin(k + 1)t sin(i+ 1)t dt =

8<: 0 за k 6= i;�2 за k = i:
г) Решението следва от равенствотоsin(n+ 1)� + sin(n� 1)� = 2 sinn� cos �

след полагане � = arccosx.
4.29. а) Решението следва от тъждествотоdndxn (x�+ne�x) =

nX
k=0

 nk
!(�1)n�k(�+ n)(�+ n� 1) : : : (�+ n� k + 1)x�+n�ke�x:

б) От тъждеството

I = Z 10 x�e�xL(�)m (x)L(�)n (x) dx = (�1)n Z 10 L(�)m (x)'(n)n (x) dx;
'n(x) = x�+ne�x, след интегриране по части на интеграла вдясно се по-
лучава I = (�1)n+m Z 10 (L(�)m (x))(m)'(n�m)n (x) dx
и след още едно интегриране по части при n > m, като се има предвид,
че L(�)m е полином от степен m, намирамеI = (�1)n+m+1 Z 10 (L(�)m (x))(m+1)'(n�m�1)n (x) dx = 0:
При m = n от предпоследното равенство следваI = Z 10 (L(�)m (x))(n)'n(x) dx = n! Z 10 'n(x)dx = n!�(�+ n+ 1);
като е използувано, че коефициентът пред xn в L(�)n е равен на единица.
От последните две равенства следва твърдението.

в) Нека z(x) = xn+�e�x. След диференциране следваxz0 = (n+ �� x)z
и след (n+ 1)�кратно диференциране намирамеxz(n+2) + (1� �+ x)z(m+1) + (n+ 1)z(n) = 0:
В това равенство заместваме z(n+2) и z(n+1), определени от
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z(n)(x) = (�1)nx�e�xL(�)n (x);
и търсеното тъждество се получава.

г) От зад. 4.20 следваL(�)n+1(x) = (x� �n+1)L(�)n (x) + �n+1L(�)n�1(x);
където

�n+1 = � (L(�)n ; L(�)n )(L(�)n�1; L(�)n�1) = �n(n+ �);
�n+1 = (xL(�)n ; L(�)n )(L(�)n ; L(�)n ) = (xn+1 � n(�+ n)xn + : : : ; L(�)n )(L(�)n ; L(�)n ) = 2n+ �+ 1:

4.30. а) Нека z(x) = e�x2 . По индукция се вижда, чеz(n)(x) = [(�2)nxn + : : :]e�x2 :
Остава да се използува фактът, че Hn(x) = ex2z(n)(x).

б)
Z 1

�1
e�x2Hn(x)q(x) dx = Z 1

�1

dndxn (e�x2)q(x) dx;
след n�кратно интегриране по частиZ 1

�1

dndxn (e�x2)q(x) dx = (�1)n Z 1

�1
e�x2q(x) dx = 0;

ако q е полином от степен, по-малка от n.
в) Решението следва от б) при q(x) = Hn(x), предвидHn(x) = (�2)nxn + : : : и

Z 1

�1
e�x2 dx = p�:

г) Полиномите �Hn(x) = (�1)n2n Hn(x) имат вида �Hn(x) = xn + : : : и

от зад. 4.20 следва, че �Hn+1(x) = (x��n+1) �Hn(x) + �n+1 �Hn�1(x), където

�n+1 = � ( �Hn; �Hn)( �Hn�1; �Hn�1) = � ( �Hn; �Hn)4( �Hn�1; �Hn�1) = �n2 ; �n+1 = 0;
тъй като Hn съдържа само четни (нечетни) степени на x, ако n е четно
(нечетно).

д) Нека z(x) = e�x2 . Тогава z0(x) = �2xz(x) и диференцирайки n+1
пъти, получаваме z(n+2)(x) + 2xz(n+1)(x) + 2(n+ 1)z(n)(x) = 0. Остава да
се вземе предвид z(n)(x) = e�x2Hn(x).
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