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Глава 3

РАВНОМЕРНИ ПРИБЛИЖЕНИЯ

С C[a;b] ще означаваме множеството на всички непрекъснати функции в
интервала [a; b].

Ако функцията f е дефинирана в интервала [a; b], то w(f ; �) се на-
рича модул на непрекъснатост на f и се определя чрезw(f ; �) = sup

jx0�x00j�� jf(x0)� f(x00)j; x0; x00 2 [a; b]:
За функцията f , дефинирана в интервала [a; b], с kfk ще означаваме рав-
номерната норма, определена чрез kfk = supa�x�b jf(x)j: С �n ще озна-
чаваме съвкупността на всички алгебрични полиноми от степен, не по-
висока от n. Ако функцията f е дефинирана в интервала [a; b], то En(f)
се нарича най-добро равномерно приближение на f с полиноми от �n и
се определя чрез En(f) = infp2�n kf � pk:

Теорема 3.1 (Борел). За всяко естествено n и всяка непрекъс-
ната в интервала [a; b] функция f съществува алгебричен полином P отn-та степен на най-добро равномерно приближение, т. е. такъв, чеEn(f) = kf � Pk:

Ако функцията f 2 C[a;b], то полиномът ѝ на най-добро равномерно
приближение от n-та степен е единствен.

Теорема 3.2 (Чебишoв). Нека f е непрекъсната функция в ин-
тервала [a; b]. Необходимо и достатъчно условие P да бъде алгебричен
полином на най-добро равномерно приближение от n-та степен за f е
да съществуват такива n + 2 точки x0 < x1 < � � � < xn+1 в интервала[a; b], чеf(xi)� P (xi) = "(�1)ikf � Pk; където " е или 1, или �1.
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Точките x0; x1; : : : ; xn+1 се наричат точки на Чебишов алтернанс.

Теорема 3.3 (Вайерщрас). Ако f 2 C[a;b], то за всяко " > 0
съществуват такова цяло положително число n и такъв алгебричен
полином P от n-та степен, че kf � Pk < ".

Съответствието L, с което на всяка функция f 2 A се съпоставя
една функция L(f) 2 V , се нарича оператор с дефиниционна област A и
област на стойности V . Стойността на L(f) в точката x ще означаваме сL(f ;x). Операторът L се нарича линеен, ако L(�f + �g) = �L(f) + �L(g);
където � и � са числа.

Операторът L се нарича положителен, ако от f(x) � 0 за всякоx 2 [a; b] следва L(f ;x) � 0 за всяко x 2 [a; b].
Теорема 3.4 (Коровкин). Нека L е линеен положителен опера-

тор, дефиниран в C[a;b] и L(1;x) = 1,L(t;x) = x+ �(x);L(t2;x) = x2 + �(x):
Тогава за всяка функция f 2 C[a;b] е изпълненоL(f ;x) = f(x) + 
(x);
където j
(x)j � 2!�f ;q�(x)� 2x�(x)�:

Полиномите на Бернщайн (операторите на Бернщайн) в интервала[0; 1] се определят чрез

Bn(f ;x) = nX
k=0 f

�kn
� nk

!xk(1� x)n�k:
Задача 3.1. Покажете, че:
а) !(jxj; �) � �; б) !(x 1

3 ; �) � (4� 13 ); в) !(sinx; �) � �.
Задача 3.2. Докажете, че lim�!0 ! �cos �x ; �

� = 2 при x 2 (0; 1).
Задача 3.3. Докажете, че f 2 C[a;b] тогава и само тогава, когатоlim�!0 !(f ; �) = 0.
Задача 3.4. Да се докаже, че за всяка функция f и за произволни� � 0; " � 0 е изпълнено 0 � !(f ; �) � !(f ; � + ") � !(f ; �) + !(f ; ").
Задача 3.5. Покажете, че за всяко � � 0 е в сила неравенството!(f ;��) � (�+ 1)!(f ; �).
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Задача 3.6. Да означим LipH� = ff : jf(x1) � f(x2)j � Hjx1 �x2j�g. Докажете, че f 2 LipH� тогава и само тогава, когато !(f ; �) � H��.

Задача 3.7. Докажете, че ако f 2 C[a;b], то !(f ; �) е непрекъсната
функция на �; � � 0.

Задача 3.8. Нека f 2 C[0;1] и

Sn(x) =
8>>><>>>:
f �2i� 12n

�
за x 2 � i� 1n ; in

� ; i = 1; 2; : : : ; n;
f � in

�
за x = in; i = 0; 1; : : : ; n:

Докажете, че kf � SnkC � ! �f ; 12n
� :

Задача 3.9. Покажете, че:
а) !(sgnx; �) = 1; x � 0; б) !(x sgnx; �) � �;
в) !(x2sgnx; �) � �(2� �) при 0 � � � 1; �1 � x � 1;!(x2sgnx; �) = 2� 2� + �2 при 1 < � � 2; �1 � x � 1:
Задача 3.10. Докажете, че за всеки две функции f и g е изпълнено!(f + g; �) � !(f ; �) + !(g; �):
Задача 3.11. Докажете, че ако �1 � �2, то !(f ; �2)=�2 � 2!(f ; �1)=�1.
Задача 3.12. Да се докаже, че ако f1 2 C[�1;1] и f2 2 C[0;�],

където f2(x) = f1(cosx), то !(f2; �) � !(f1; �).
Задача 3.13. Ако f 2 C[a;b], намерете полинома на най-добро рав-

номерно приближение от нулева степен и пресметнете E0(f).
Задача 3.14. Нека f 2 C2[a;b] и f 00 6= 0 има постоянен знак. Наме-

рете полинома на най-добро равномерно приближение от първа степен наf .

Задача 3.15. Намерете полинома на най-добро равномерно приб-
лижение от първа степен на функцията

px; x 2 [0; 1].
Задача 3.16. За функцията f(x) = arcsinx; x 2 [0; 1], намерете

полинома на най-добро равномерно приближение от първа степен и прес-
метнете E1(f).
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Задача 3.17. За функцията f(x) = 1=(x + 2); x 2 [0; 1], намерете
полинома на най-добро равномерно приближение от първа степен и пре-
сметнете E1(f).

Задача 3.18. За функцията f(x) = ln(1 + x); x 2 [0; 1], намерете
полинома на най-добро равномерно приближение от първа степен и пре-
сметнете E1(f).

Задача 3.19. Докажете, че ако f 2 C[�a;a] е четна (нечетна) функ-
ция, то полиномът на най-добро равномерно приближение на f от степенn е също четен (нечетен).

Задача 3.20. Намерете полинома на най-добро равномерно приб-
лижение от втора степен на функцията jxj в интервала [�1; 1].

Задача 3.21. Намерете полинома на най-добро равномерно приб-
лижение от втора степен на функцията fm(x) = arctg(mx2) в интервала[�1; 1]. Изследвайте E2(fm) при m!1.

Задача 3.22. За функцията mpjxj; x 2 [�1; 1], намерете полинома
на най-добро равномерно приближение от втора степен и най-доброто
приближение E2( mpjxj). Изследвайте E2( mpjxj) при m!1.

Задача 3.23. Намерете полинома на най-добро равномерно приб-
лижение от втора степен на функцията fm(x) = 1=(mx2 +1) в интервала[�1; 1]. Изследвайте E2(fm) при m!1.

Задача 3.24. За функцията

f(x) =
8>>><>>>:
�1 за �1 � x < ��;x� за � � � x < �;
1 за � < x � 1;

където 0 < � < 1, намерете полинома на най-добро равномерно прибли-
жение от нулева, първа, втора, трета и четвърта степен и пресметнете
съответните най-добри приближения.

Задача 3.25. Нека f(x) = jx � 0; 5j; x 2 [�1; 1]. Намерете по-
линома на най-добро равномерно приближение от втора степен на f и
пресметнете E2(f).
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Задача 3.26. Нека f(x) = A sinnx; x 2 [0; 2�]. Намерете E0(f),E1(f),. . . , E2n�2(f).
Задача 3.27. Нека f 2 C[0;1], g 2 C[0;1]. Докажете, че:
а) En(f + g) � En(f) + En(g); б) En(
f) = j
jEn(f);
в) ако g 2 �n; то En(f + g) = En(f); г) En(f) � kfk:
Задача 3.28. Нека f 2 C[0;1], g 2 C[0;1] и  (�) = En(f + �g):

Докажете, че:
а)  (�) е непрекъсната функция; б) lim�!�1

 (�) =1;

в)  (�) е изпъкнала функция.

Задача 3.29. Нека за x 2 [a; b] е изпълнено f (n+1)(x) > 0 иEn(f) = kf � Pk; P 2 �n:
Докажете, че уравнението f(x) � P (x) = 0 има точно n + 1 корена в
интервала [a; b].

Задача 3.30. Нека a0+a1x+ � � �+anxn е полиномът на най-добро
равномерно приближение от степен n на функцията

px в интервала [0; 1].
Докажете, че a0 > 0 и sgnai = (�1)i+1 за i � 1.

Задача 3.31. Нека f; g 2 C[a;b] и En(f) = kf�Pk; En(g) = kg�Qk.
Докажете, че:

а) jEn(f)� En(g)j � kf � gk; б) kP �Qk � 2(En(f) + kf � gk).
Задача 3.32. Нека f 2 C[a;b] и " > 0. Докажете, че съществува

такова � > 0, че ако kQ � Pk < "; En(f) = kf � Pk за някой полиномQ 2 �n, то kQ� fk � (1 + �)En(f).
Задача 3.33. За функцията f(x) = 1=(x � a) в интервала [�1; 1]

намерете En(f) и полинома на най-добро равномерно приближение от
степен n при a > 1.

Задача 3.34. Нека за функциите f и g в интервала [�1; 1] е изпъл-
нено условието 0 < f (n+1)(x) < g(n+1)(x). Докажете, че En(f) � En(g).

Задача 3.35. Докажете, че за всяка функция f 2 C[a;b] съществува
такава триъгълна матрица от възли fxn;ig; i = 0; 1; : : : ; n; n = 1; 2; : : :,
че ако Ln(f) е интерполационният полином на Лагранж за f по възлитеxn0; xn1; : : : ; xnn, то kLn(f)� fk ����!n!1 0.
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Задача 3.36. Докажете, че за функцията f(x) = cosx в интервала[�1; 1] е в сила En(f) � 1=[2n�1(n+ 1)!].
Задача 3.37. Докажете, че за функцията f(x) = ex в интервала[�1; 1] е изпълнено E10(f) < 10�10.
Задача 3.38. Докажете, че в интервала [�1; 1] е изпълнено равенст-

вотоjxj = 1� 12(1� x2)� 12:4(1� x2)2 � � � � � 1:3 : : : (2n� 3)2:4 : : : 2n (1� x2)n � � � �
Пресметнете скоростта на сходимост на горния ред.

Задача 3.39. Нека  2 C[a;b] и a � x1 < x2 < � � � < xn � b. Да се
докаже, че за всяко " > 0 съществува полином R, за койтоR(xk) =  (xk); k = 1; 2; : : : ; n; и kR�  k < ":

Задача 3.40. Използувайки теоремата на Вайерщрас, докажете,
че ако f 2 C[a;b] и

R ba xkf(x)dx = 0; k = 0; 1; : : : ; то f(x) = 0.
Задача 3.41. Ако f 2 C[a;b], то покажете, че съществува редица

полиноми fPng1n=0 с цели коефициенти, за които Pn ����!n!1 f за x 2 [a; b],
където [a; b] � (0; 1).

Задача 3.42. Чрез директно пресмятане покажете, че във всеки
краен интервал Bn(t3;x) ����!n!1 x3, където Bn(t3;x) е полиномът на Бер-
нщайн за функцията x3.

Задача 3.43. Покажете, че за полиномите на Бернщайн Bn(f) е
изпълнено kBn(f)k � kfk.

Задача 3.44. Да се докаже, че ако f 2 C1[a;b], то за полиномите
на Бернщайн Bn(f) е изпълнено k(Bn(f))0 � f 0k ����!n!1 0.

Задача 3.45. Да се докаже, че ако функцията f 2 C1[a;b], то за
всяко " > 0 съществува полином P , зa който kf (i) � P (i)k < "; i = 0; 1.

Задача 3.46. Ако fn0(x) = 1; fnm(x)= x (x� 1=n) � � � (x� (m� 1)=n),
то покажете, че полиномите на Бернщайн Bn(fnm) удовлетворяват равен-
ството Bn(fnm;x) = xmfnm(1); n � m.
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Задача 3.47. Намерете полиномите на Бернщайн за функциитеf(x) = 1; f(x) = x; f(x) = x2; f(x) = ex
в интервала [0; 1].

Задача 3.48. Напишете явния вид на полиномите на Бернщайн в
интервала [a; b].

Задача 3.49. За функцията ekx; x 2 [a; b], намерете Bn(ekt;x).
Задача 3.50. Постройте B2n(jtj;x) в интервала [�1; 1].
Задача 3.51. За функцията f(x) = x+ jxj2 ; x 2 [�1; 1], намеретеB4(f ;x).
Задача 3.52. Докажете, че ако f 2 �k; то Bn(f) 2 �k за n � k.
Задача 3.53. Да се докаже, че ако f 00 2 C[0;1], то

jf(x)�Bn(f ;x)j � x(1� x)n kf 00k:
Задача 3.54. За функцията xn в интервала [�1; 1] намерете поли-

нома на най-добро равномерно приближение от (n� 1)�ва степен.

Задача 3.55. Измежду всички полиноми от вида Axn + n�1X
k=0 akxk,

където A 6= 0 е дадено число, намерете полином, отклоняващ се най-
малко от нулата в интервала [a; b].

Задача 3.56. Докажете, че за полиномите на Чебишов от първи
род Tn(x) = cos(n arccosx) е изпълнено:

а) Tm+n + Tm�n = 2TmTn; б) Tn+1 = 2xTn � Tn�1;
в) T2n = 2T 2n � 1; г) Tn(x) = 2n�1xn + � � �.
Задача 3.57. Докажете, че:
а) T 0n+1=(n+ 1) = 2Tn + T 0n�1=n� 1; n > 1;
б) T 02n=(2n) = 2(T2n�1 + T2n�3 + � � �+ T1);
в) T 02n+1=(2n+ 1) = 2(T2n + T2n�2 + � � �+ T2) + 1.
Задача 3.58. Докажете, чеT2k+1(x)=x = 2T2k(x)� 2T2k�2(x) + 2T2k�4(x) + � � �+ (�1)kT0(x):
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Задача 3.59. Нека T �n е полиномът на Чебишов в интервала [0; 1].
Докажете, че :

а) T �n(x) = Tn(2x� 1);
б) T �n+1(x) = (4x� 2)T �n(x)� T �n�1(x).
Задача 3.60. За f(x) = 1x+ 3 ; x 2 [�1; 1], покажете, че E1(f) >0; 021 и E2(f) < 0; 016.
Задача 3.61. Покажете, че измежду всички полиноми от степен,

не по-висока от n, приемащи в точката � стойност �; j�j > 1, полиномът�Tn(x)=Tn(�) се отклонява най-малко от нулата в интервала [�1; 1].
Задача 3.62. Докажете, че ако полиномът P от степен, не по-

висока от n, удовлетворява неравенството max�1�x�1 jP (x)j � L, то за
всяко x � 1 е изпълненоP (x) � L2 [(x+px2 � 1)n + (x�px2 � 1)n]:

Задача 3.63. За полинома ax3+bx2+cx+d намерете полинома на
най-добро равномерно приближение от втора степен в интервала [�1; 1].

Задача 3.64. Докажете, че ако функциите f и g удовлетворя-
ват в интервала [�1; 1] неравенството jf (n+1)(x)j < g(n+1)(x), то En(f) <2En(g).

Задача 3.65. Докажете, че:
а) (1� x2)T 00n (x)� xT 0n(x) + n2Tn(x) = 0;
б)

1� tx1� 2tx+ t2 = 1X
n=0 tnTn(x); �1 < t < 1;

в) Tn(x) = xn �  n2
!xn�2(1� x2) +  n4

!4xn�4(1� x2)2 + � � �;
г) Tn(Tm(x)) = Tnm(x); д) T2n(x) = Tn(2x2 � 1);
е)
R Tn(x)dx = Tn+1(x)=(2n+ 2)� Tn�1(x)=(2n� 2).

Задача 3.66. Нека S е съвкупност от краен брой рационални чис-
ла в интервала [�1; 1]. Докажете, че съществува такова цяло положител-
но n, че ако означим с Rn = fx(n)k gnk=1 нулите на Tn, то STRn = ;.
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Задача 3.67. Нека En(f) = infP2�n kf � Pk; а 
 иPn(x) = a0 + a1x+ � � �+ anxn
се определят от условията (�1)i
+Pn(xi) = f(xi); i = 1; 2; : : : ; n+2; т. е.
 = 
(x1; x2; : : : ; xn+2), където a � x1 < x2 < � � �xn+2 � b. Докажете, че
ако f 2 C[a;b], то En(f) = maxx1<x2<���<xn+2 j
(x1; x2; : : : ; xn+2)j.

Задача 3.68. Нека f 2 C[a;b] и Bn(f) е n-тият полином на Берн-

щайн на f в интервала [0; 1]. Докажете, че kBn(f)� fk � 2!(f ; 12pn).
Задача 3.69. Нека Mn(f ;x) = e�nx 1X

k=0 f(kn)(nx)
kk! . Докажете, че

за всяка функция f 2 C[0;1] е в сила jf(x)�Mn(f ;x)j � 2!(f ;rxn).
Задача 3.70. Докажете, че kf �Kn(f)k � c!(f ; 1pn), където f 2C[0;1] и

Kn(f ;x) = (n+ 1) nX
k=0

 nk
!xk(1� x)n�k Z (k+1)=(n+1)k=(n+1) f(t) dt;

а константата c не зависи от n и f .

Задача 3.71. Нека a � x1 < x2 < � � � < xn � b, а gi; i = 1; 2; : : : ; n,

са функции, дефинирани в [a; b]. Докажете, че Ln(f ;x) def= nX
i=1 f(xi)gi(x)

е линеен положителен оператор тогава и само тогава, когато gi(x) � 0 за
всяко x 2 [a; b] и всяко i = 1; 2; : : : ; n.

Задача 3.72. Докажете, че ако f 2 C[0; 1+1=n] и

fn(x) = n Z 1=n0 f(x+ t) dt;
то kf � fnk � !(f ; 1n).

Задача 3.73. Нека полигонът ln с възли xi = in; i = 0; 1; : : : ; n,
интерполира функцията f 2 C[0;1] в точките xi; i = 0; 1; : : : ; n. Докажете,
че kf � lnk � 3! �f ; 12n

�
.
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Задача 3.74. Нека полиномът Pn(x) = a0xn + a1xn�1 + � � � + an
удовлетворява неравенствотоmax

�1�x�1Pn(x) � L:
Да се докаже, че ja0j � 2n�1L.

Задача 3.75. Нека Pn(x) = a0xn+a1xn�1+ � � �+an и числото 
 се
определя от линейната система (�1)i
 +P (xi) = f(xi); i = 1; 2; : : : ; n+2,
където f е функция, определена в точките xi; i = 1; 2; : : : ; n+2. Докажете,
че 
(x1; x2; : : : ; xn+2) = n+2X

i=1 �i� f(xi);където

�i = n+2Y
j=1; j 6=i(xi � xj)�1 и � = n+2X

i=1(�1)i�i:
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РЕШЕНИЯ, УПЪТВАНИЯ И ОТГОВОРИ

3.1. в) Следва от j sinx� sin yj = 2 ����sin x� y2
���� ����cos x+ y2

���� � jx� yj:
3.2. Изберете xn = 1=n; yn = 1=n+1 и образувайте

����cos �xn � cos �yn
���� :

3.3. Следва от дефиницията на равномерно непрекъсната функция.
3.4. За h 2 [0; "+ �] нека h = h1 + h2; където h1 2 [0; �] и h2 2 [0; "]:

Тогава !(f ; � + ") = sup0�h1��; 0�h2�" kf(x+ h1 + h2)� f(x)k
� sup0�h1�� kf(x+ h1 + h2)� f(x+ h2)k

+ sup0�h2�" kf(x+ h2)� f(x)k � !(f ; �) + !(f ; "):
3.5. Първо се доказва неравенството !(f ;n�) � n!(f ; �); където n

е цяло положително число. При n = 1 твърдението е вярно. Нека то е
вярно за n = k: Тогава при n = k + 1 предвид зад. 3.4 следва!(f ; (k + 1)�)) � !(f ; k�) + !(f ; �) � k!(f ; �) + !(f ; �) = (k + 1)!(f ; �);
т. е. за естествено n твърдението е доказано по индукция. За � > 0 се
получава !(f ;��) � !(f ; [�+ 1]�) � [�+ 1]!(f ; �) � (�+ 1)!(f ; �); където[�] означава цялата част на �:

3.6. Нека !(f ; �) � H�a: Тогава за всеки две точки x и y е изпълненоjf(x) � f(y)j � !(f ;x � yj) � Hjy � xj�: Обратно, ако f 2 LipH�; то приjx� yj � � е в сила jf(x)� f(y)j � Hjy�xj� � H��: Тъй като последното
неравенство е изпълнено за всеки две точки, за които jx � yj � �; то и!(f ; �) � H��:

3.7. От зад. 3.4 следва, че ако 0 � � � � < b� a; то!(f ;�) � !(f ;� � �+ �) � !(f ;� � �) + !(f ;�);
т. е. !(f ;�)� !(f ;�) � !(f ;� � �): От последното неравенство при про-
изволни �; � + h 2 [0; b � a] следва неравенството j!(f ; � + h) � !(f ; �)j �!(f ;h): Но !(f ;h)! 0; тъй като f е равномернo нeпрекъсната в [a; b]:

3.8. Ако x 2 � i� 1n ; in
� ; то

jf(x)� Sn(x)j = ����f(x)� f �2i� 12n
����� � ! �f ; 12n

� :
3.11. Тъй като �2=�1 � 1; то!(f ; �2)=�2 = !(f ; �1�2=�1)=�2 � (�2=�1 + 1)!(f ; �1)=�2= (1=�1 + 1=�2)!(f ; �1) � 2!(f ; �1)=�1:
3.12. Следва от j cosx� cos yj � jx� yj:
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3.13. Нека M = maxa�x�b f(x); m = mina�x�b f(x): Тогава от теоремата на

Чебишов следва, че p(x) = M +m2 и E0(f) = M �m2 :
3.14. Нека p(x) = Ax + B е полиномът на най-добро равномерно

приближение и x1 < x2 < x3 са точките на алтернанс, x2 2 (a; b); т. е. x2
е точка на екстремум на f � p: Тогава f 0(x2)� p0(x2) = 0 и следователноA = f 0(x2): Тъй като f 00 не си мени знака, то f 0 или строго расте, или
строго намалява. Следователно само в точката x2 функцията f 0 приема
стойност A, т. е. x1 = a; x3 = b: Да означим x2 = c: От теоремата на
Чебишов получаваме f(a)� p(a) = �(f(c)� p(c)) = f(b)� p(b); или

A = f(b)� f(a)b� a ; f 0(c) = A; B = f(a) + f(c)2 �Aa+ c2 :
3.15. p(x) = x+ 1=8 — вж. зад. 3.14.

3.16. p(x) = �2x�E1(f); E1(f) = 12
��2q1� 4=�2 � arcsinq1� 4=�2� :

3.17. p(x) = �x6 + 12 � E1(f); E1(f) = 5� 2p612 :
3.18. p(x) = ln2:x+ E1(f); E1(f) = (ln2� lnln2� 1)=2:
3.19. Нека f е четна функция. Ако pn(x) е полином на най-добро

равномерно приближение на f от n�та степен, покажете, че и полиномътpn(�x) е също полином на най-добро равномерно приближение на f: След
това използувайте, че полиномът на най-добро равномерно приближение
е единствен.

3.20. Полиномът на най-добро равномерно приближение от степен
2 е също полином на най-добро равномерно приближение от степен 3
(вж. зад. 3.19.) и има вида p(x) = ax2 + b: Нека точките на алтернанс саx1 = �1; x2 = ��; x3 = 0; x4 = �; x5 = 1: От теоремата на Чебишов
следва jxij�p(xi) = (�1)i"E2(jxj); " = �1; i = 3; 4; 5, и заедно с условието(jxj � p(x))0x=� = 0 след пресмятане се получава a = 1; b = 1=8; E2(jxj) =b:

3.21. Вж. зад. 3.20. p(x) = ax2 + b; a = arctgm,b = E2(f) = (arctgm�� (arctgm)�)=2;
� = 1m

r marctgm � 1; limm!1E2(f) = �4 :
3.22. Вж. зад. 3.20. p2(x) = ax2 + b; a = 1,

b = E2(f) = "� 12m
�1=(2m�1) � � 12m

�2m=(2m�1)#.2; limm!1E2(f) = 12 :
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3.24. Нека полиномите на най-добро приближение са съответноP0; P1; P2; P3; P4: Тъй като f е нечетна функция, то P1 = P2; P3 = P4 и
съответно E1(f) = E2(f); E3(f) = E4(f): Очевидно P0(x) � 0; E0(f) = 1:
Нека P1(x) = ax и точките на алтернанс са x1 = �1; x2 = ��; x3 =�; x4 = 1: От системата f(xi) � P1(xi) = "(�1)iE1(f); i = 1; 2; " = �1;
се получава a = 21 + �; E1(f) = 1� �(1 + �) : Нека сега P3(x) = ax3 + bx:
Шестте точки на алтернанс x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 удовлетворяват
условията x1 = �x6; x2 = �x5; x3 = �x4: Точките x4; x5; x6 > 0 се опре-
делят измежду четирите точки yj , които се задават с 0 < y1 < y2 = � <
y3 < y4 = 1 и f 0(yj) � P 03(yj) = 0 за j = 1; 3: Така имаме y1 = r�� b3a и

y3 = r�b3a , в случай че съществуват.

По-нататък изследваме последователно случаите 3 от тези точки да
са точките x4; x5; x6, след което проверяваме дали за така намерените a; b
и E3(f) се удовлетворява условието jf(yj)�P3(yj)j � E3(f) за четвъртата
точка yj .

В зависимост от � имаме различни възможности. Нека�1 = 122(6p3� 8 + 4p12(5p3� 2) � 0; 5876
е корен на уравнението 11�2�2(3p3�4)�+8�6p3 = 0, a �2 = p3�1 �0; 732 е корен на �3�6�+4 = 0: Тогава окончателно получаваме следните
три случая:

1. � 2 (0; �1] : x4 = y2 = �; x5 = y3; x6 = y4 = 1: Тогава

a = 2(1 + �)(�2 � � � �2 � �) ; b = 2(1 + �+ �2)(1 + �)(�2 � � � �2 � �) ;
E3(f) = (1 + �)(�2 � � � �2 � �) + 2�2 + 2�(1 + �)(�2 � � � �2 � �) ;

където � = p1 + �+ �2p3 ;
2. � 2 [�1; �2] : x4 = y1; x5 = y2 = �; x6 = y3: Тогава

a = �4p3(2�p3)9�3 ; b = 2p33� ; E3(f) = 2p3� 39 ;
3. � 2 [�2; 1] : x4 = y1; x5 = y2 = �; x6 = y4 = 1: Тогаваa = 4(�� 1)�; b = (4� 2�3)�; E3(f) = 2�(�3 � 2�2 + 2)�;

където � = 1�(�3 � 3�2 + 4) :
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3.25. Нека p(x) = ax2 + bx+ c и точките на алтернанс са x1 = �1,x2 = �, x3 = 1=2, x4 = 1: От систематаjxi � 1=2j � p(xi) = (�1)i"E2(f); " = �1; i = 1; 2; 3; 4,
и условието (jx� 1=2j � p(x))0x=� = 0 следва

a = 1625 ; b = �1725 ; c = 925 ; � = �14 ; E2(f) = 950 :
За така намерения полином се проверява лесно, че kf�p2k = 950 = E2(f):

3.26. От теоремата на Чебишов и от факта, че функцията A sinnx
приема в 2n последователни точки от интервала стойности A и �A; след-
ва E0(f) = E1(f) = � � � = E2n�2(f) = jAj:

3.27. НекаEn(f) = max0�x�1 jf(x)� P (x)j; En(g) = max0�x�1 jg(x)�Q(x)j:
Тогава:
a) En(f + g) � kf + g�P �Qk � kf �Pk+kg�Qk = En(f)+En(g);
б) En((�f) = infR2�n k�f �Rk = j�j infR2�n kf �R=�k = j�jEn(f);
в) En(f + g) = infR2�n kf + g �Rk = infR2�n kf �Rk = En(f);
г) En(f) � kf � 0k = kfk:
3.28. а) Да фиксираме � = �0: Нека за функцията f + �0g полино-

мът на най-добро приближение от n�та степен е P0: Тогава (�) = infP2�n kf + �g � Pk� kf + �0g � P0k+ k�g � �0gk =  (�0) + j�� �0jkgk;
т. е.  (�)�  (�0) � j�� �0j:kgk: Аналогично намираме (�0)�  (�) � j�� �0jkgk:

б) j�jEn(g) = En(�g) � En(f + �g) + En(�f) =  (�) + En(f) и при�!1 следва твърдението;
в) следва от (��+ (1� �)�) = En(f + (��+ (1� �)�)g)= En(�(f + �g) + (1� �)(f + �g)) � �En(f + �g) + (1� �)En(f + �g)= � (�) + (1� �) (�); 0 � � � 1:
3.29. От теоремата на Чебишов следва, че уравнениетоf(x)� P (x) = 0

има поне n+1 корена в интервала [a; b]: Нека то има n+2 корена fxign+2i=1 :
Тогава полиномът P може да се представи като интерполационен поли-
ном веднъж по точките fxign+1i=1 :
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f(x)� P (x) = f (n+1)(�1(x))(n+ 1)! (x� x1) : : : (x� xn+1);
и втори път по точките fxign+2i=2 :

f(x)� P (x) = fn+1(�2(x))(n+ 1)! (x� x2) : : : (x� xn+2):
От двете представяния следваf (n+1)(�1(x))(x� x1) = f (n+1)(�2(x))(x� xn+2);
което противоречи на условието f (n+1)(x) > 0:

3.30. От зад. 3.29 следва, че функциятаp(x)�px; p(x) = a0 + a1x+ � � �+ anxn,
има n + 1 нули в интервала [0; 1]: Полиномът q(t) = p(t2) � t има същоn + 1 нули в интервала. Остава да се приложи правилото на Декарт за
смяна на знаците пред коефициентите на полинома q(t):

3.31. Нека En(f) = kf � Pk; En(g) = kg �Qk :
а) En(f) = kf �Pk � kf �Qk = kf � g+ g�Qk � kf � gk+En(g) и

от обратното En(g) � kf � gk+ En(f) следва jEn(f)� En(g)j � kf � gk;
б) kP �Qk = kP � f + f �Q+ g � gk � En(f) + En(g) + kf � gk и

от условието а) се получава kP �Qk � 2(En(f) + kf � gk):
3.32. Нека � = "=En(f): ТогаваkQ� fk = kQ� f + P � Pk � kQ� Pk+ kP � fk� "+ En(f) = �En(f) + En(f) = (1 + �)En(f):
3.33. Нека полиномът на най-добро равномерно приближение на

функцията 1=(x�a) e P: Тогава функцията 1=(x�a)�P трябва да достига
максималното си отклонение от нулата L поне n+2 пъти с алтернативно
сменящи се знаци. Но функцията R(x) � 1=(x� a)� P (x); където

R(x) = (x+px2 � 1)n[ax� 1 +p(x2 � 1)(a2 � 1)]2(x� a)(a2 � 1)(a+pa2 � 1)n
+ (x�px2 � 1)n[ax� 1�p(x2 � 1)(a2 � 1)]2(x� a)(a2 � 1)(a+pa2 � 1)n

притежава исканите свойства. Наистина числителят на R е полином от(n+ 1)�ва степен и от limx!a(x� a)R(x) = 1 следва, че 1=(x� a)�R 2 �n:
Некаx = cos �; sin � = p1� x2; ax� 1x� a = cos ; p(1� x2)(a2 � 1)x� a = sin ;
т. е. R(x) = L cos(n� +  ); където L = 1=(a2 � 1)(a + pa2 � 1)n: Тогава
при x 2 [�1; 1]; 0 � � � �; �� �  � 0 и е ясно, че R достига L точноn+ 2 пъти със смяна на знаците, т. е. En(f) = L:
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3.34. Нека P и Q са интерполационните полиноми на Лагранж съ-
ответно на f и g по възлите fxign+1i=1 и некаf(x)� P (x) = R(x); g(x)�Q(x) = S(x):
Функцията �(z) = R(x)S(z)� S(x)R(z)
при произволно, но фиксирано x 2 [�1; 1]; x 6= xi; i = 1; 2; : : : ; n + 1;
се анулира в точките x; x1; x2; : : : ; xn+1: По теоремата на Рол съществува
такава точка � 2 (�1; 1); че �(n+1)(�) = R(x)S(n+1)(�)�S(x)R(n+1)(�) = 0;
т. е. R(x)S(n+1)(�) = S(x)R(n+1)(�): От последното равенство и отR(n+1)(�) = f (n+1)(�); S(n+1)(�) = g(n+1)(�)
следва R(x)jg(n+1)(�)j = jS(x)jjf (n+1)(�)j:
Оттук jR(x)j < jS(x)j или jf(x)�P (x)j < jg(x)�Q(x)j: Нека Q е полино-
мът на най-добро равномерно приближение на функцията g от степен n:
Според теоремата на Чебишов g � Q си мени знака в n + 1 точки в ин-
тервала [�1; 1]: Ако fxign+1i=1 се изберат да бъдат точките, където g�Q си
мени знака, то Q � Q: От последното неравенство следва kf�Pk < En(g)
и от очевидното неравенство En(f) � kf�Pk се получава En(f) < En(g):

3.35. Нека En(f) = kf � Pnk; Pn 2 �n; n = 0; 1; : : : : Изберете три-
ъгълната матрица fxn;igni=0; n = 0; 1; : : :, чийто n�ти ред се състои от
точките fxn;igni=0; в които Pn съвпада с f: Тогава интерполационният по-
лином, построен по възлите fxn;igni=0; ще съвпада с Pn, т. е.kLn(f)� fk = kPn � fk = En(f) ����!n!1 0:

3.36. Използувайте остатъчния член на интерполационния полином
на Лагранж, когато възлите са нули на полинома на Чебишов.

3.37. Вж. зад. 3.36.

3.38. Като се приложи формулата на Тейлор с остатъчен член в
интегрална форма

f(t) = mX
k=0 f (k)(a) (t� a)kk! + 1m!

Z ta (t� u)mf (m+1)(u)du
(доказателството се получава просто след m�кратно интегриране по час-
ти на остатъчния член) към функцията jxj = p1� (1� x2); се получава
при 1� x2 = t формулатаp1� t = 1� t2 � t22:4 � � � � � 1:3 : : : 2(n� 3)2:4 : : : 2n tn +Rn;
където a = 0 иRn(t) = 1n!

Z t0 (t� u)nf (n+1)(u)du = (2n� 1)!!2(2n)!!
Z t0
� t� u1� u

�n dup1� u
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� (2n� 1)!!2(2n)!!
Z t0 dup1� u � (2n� 1)!!2(2n)!!

Z 10 dup1� u = (2n)!2:[(2n)!!]2 :2 = (2n)!22n:(n!)2 :
След това приложете формулата на Стирлинг n! � nn:e�np2�n приn! 1:

3.39. Нека q = min1�k�n�1(xk+1 � xk) и M = 1 + n�b� aq
�n�1 : По те-

оремата на Вайерщрас съществува такъв полином P", че jP"(x)��(x)j <"M за всяко " > 0: Ако �k = P"(xk)� �(xk); то полиномът

Q(x) = nX
k=1 (x� x1) : : : (x� xn)(x� xk)!0n(xk) �k

удовлетворява условията Q(xk) = �k; jQ(x)j < "n(b � a)n�1=Mqn�1 и
търсеният полином е R(x) = P"(x)�Q(x):

3.40. Нека " > 0: От теоремата на Вайерщрас следва, че съществува
полином P; за който kf � Pk � ": ОтZ ba (f � P )2 dx �"2(b� a),Z ba (f � P )2 dx= Z ba f2 dx� 2 Z ba fP dx+ Z ba P 2 dx;Z ba fP dx = 0,
следва

Z ba f2dx � "2(b� a) и тъй като " е произволнo, f � 0:
3.41. Нека � = max(b; 1�a) иBn(f ;x) = nX

k=0
" nk

!f�kn�
#xk(1� x)n�k:

Полиномът Bn(f) е с цели коефициенти иkf �Bn(f)k � kf �Bn(f)k+ kBn(f)�Bn(f)k:
Тъй като kf �Bn(f)k ! 0, остава да се покаже, че kBn(f)�Bn(f)k ! 0:
НаистинаkBn(f)�Bn(f)k = maxa�x�b

����� nX
k=0

 " nk
!f �kn

�#�  nk
!f �kn

�!xk(1� x)n�k�����
� maxa�x�b

nX
k=0
���xk(1� x)n�k��� � nX

k=0�k�n�k = (n+ 1)�n ! 0; � < 1:
3.42. Първо покажете с директни пресмятания, че

Bn(t3;x) = �1� 1n
��1� 2n

�x3 + 3n
�1� 1n

�x2 + xn:
3.44. Нека �n(x) = n �f �n� 1n x+ 1n

�� f �n� 1n x��: От неравен-

ството kBn(f)k � kfk (зад. 3.43) и равенствата
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(Bn(f))0 = Bn�1(�n); limn!1 kf 0 � �nk = 0
следва kf 0 � (Bn(f))0k = kBn�1(�n)� f 0k� kBn�1(�n)�Bn�1(f 0)k+ kBn�1(f 0)� f 0k � k�n � f 0k+ kBn�1(f 0)� f 0k
и тъй като kBn(f 0)�f 0k ! 0, окончателно се получава kf 0�(Bn(f))0k ! 0:

3.45. Използувайте зад. 3.44.

3.46. Bn(fnm;x) = nX
k=0

 nk
!k(k � 1) : : : (k �m+ 1)nm xk(1� x)n�k

= 1nm
nX

k=m n!(n� k)!(k �m)!xk(1� x)n�k
= n(n� 1) : : : (n�m+ 1)nm xm n�mX

k=0
 n�mk

!xk(1� x)n�m+k
= n(n� 1) : : : (n�m+ 1)nm xm = xmfnm(1):

3.47. 1; x; x2 + x(1� x)n ; �1 + (e1=n � 1)x�n :
3.48.Bn(f ;x) = 1(b� a)n

nX
k=0 f

�a+ k(b� a)n
� nk

!(x� a)k(b� x)n�k:
3.49. Bn(ekt;x) = nX

i=0 ek(a+i(b�a)=n)
 ni
!(x� a)i(b� x)n�i(b� a)n

= eka nX
i=0

 ni
!�ek(b�a)=n �x� ab� a

��i :�b� xb� a
�n�i

= eka �ek(b�a)=n �x� ab� a
�+ b� xb� a

�n = eka �1 + �ek(b�a)=n � 1� x� ab� a
�n :

3.50. Според зад. 3.48

B2n(jtj;x) = 2nX
k=0

�����1 + kn
����
 2nk

!(1 + x)k(1� x)2n�k4n
= nX

k=0 n� kn
 2nk

!(1 + x)k(1� x)2n�k4n
+ 2nX

k=n+1 �n+ kn
 2nk

!(1 + x)k(1� x)2n�k4n
= nX

i=0 in
 2nn� i

!(1 + x)n�i(1� x)n+i4n
+ nX

i=1 in
 2nn+ i

!(1 + x)n+i(1� x)n�i4n
128



= nX
i=1 in

 2nn� i
!(1 + x)n�i(1� x)n+i + (1 + x)n+i(1� x)n�i4n

= 1n
 1� x24

!n nX
i=1 i

 2nn� i
!"�1� x1 + x

�i + �1 + x1� x
�i# :

3.51. Полиномите на Бернщайн са линейни и положителни опера-
тори и B4 � t+ jtj2 ;x� = 12B4(t;x) + 12B4(jtj;x):
От зад. 3.50 следва B4(jtj;x) = 116((1� x)3(3 + x) + (1 + x)3(3� x)); а от
зад. 3.47 следва B4(t;x) = x: ОкончателноB4 � t+ jtj2 ;x� = x2 + 132((1� x)3(3 + x) + (1 + x)3(3� x)):

3.52. Достатъчно е да се докаже твърдението приf(x) = xm; m = 0; 1; : : : ; k;
при което Bn(tm;x) = nX

i=0 i
mnm
 ni
!xi(1� x)n�i, и остава да се покаже, чеnX

i=0 im
 ni
!xi(1� x)n�i 2 �m:

За тази цел тъждеството
nX
i=0

 ni
!zi = (1 + z)n се диференцира и умножа-

ва на z последователноm пъти. Получава се
nX
i=0 im

 ni
!zi = (1 + z)n�mPm(z);

където Pm е полином от степен m на z: Последното равенство се умно-
жава с (1� x)n и се прави смяната z = x1� x; т. е.nX

i=0 im
 ni
!xi(1� x)n�1 = (1� x)mPm � x1� x

�
,

и тъй като Pm е полином от степен m; то всичко е доказано.

3.53. За всеки x; t 2 [0; 1] и за всяка функция f 2 C2[0;1] е в сила
формулата на Тейлорf(t) = f(x) + t� x1! f 0(x) + Z x0 (� � t)+f 00(�) d� + Z 1x (t� �)+f 00(�) d�;
където x+ = max(0; x) (доказателството се извършва чрез интегриране
по части на определените интеграли). Към двете страни на формулата
на Тейлор по отношение на t се прилага операторът на Бернщайн и тъй
като Bn(1;x) = 1; Bn(t;x) = x; тоBn(f ;x) = f(x) +Bn �Z x0 (� � t)+f 00(�) d� + Z 1x (t� �)+f 00(�) d�; x� ;
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jBn(f ;x)� f(x)j � Bn �Z 1x (t� �)+jf 00(�)j d� + Z x0 (� � t)+jf 00(�)j d�; x�
� kf 00kBn �Z tx (t� �)+ d� + Z xt (� � t)+ d�; x�
� kf 00kBn �Z tx (t� �) d� + Z xt (� � t) d�; x�

= kf 00kBn((t� x)2;x) = kf 00kx(1� x)n :
3.54. Нека R е полиномът на най-добро равномерно приближение

от (n � 1)-ва степен. Тогава полиномът T (x) = xn � R(x) достига n + 1
пъти максималното си отклонение в [�1; 1]; kxn �Rk = L:

Тъй като T 0 е полином от (n � 1)-ва степен, то вътрешните екст-
ремни точки са най-много n � 1. Следователно точките �1 и 1 са точки
от алтернанса. Полиномите L2�T 2(x) и (1�x2)T 02(x) имат едни и същи
корени и се различават само с постоянен множител, който се определя,
като се сравнят коефициентите пред x2n, т. е.n2(L2 � T 2(x)) = (1� x2)T 02(x):
Общият интеграл на последното диференциално уравнение еT (x) = L cos(n arccosx+ C);
но само при C = 0 е полином. От изискването коефициентът пред xn да

е 1 следва L = 12n�1 .

3.55. Задачата е еквивалентна на намирането на полином на най-
добро равномерно приближение от (n� 1)-ва степен в интервала [a; b] на
функцията Axn. От зад. 3.54 следва, че полиномътcos�n arccos 2x� (a+ b)b� a

�
достига в n+2 различни точки максималното си отклонение в [a; b], което
е 1, но коефициентът му пред xn е 2n � 2n�1=(b� a)n. Тогава полиномътT (x) = A(b� a)n22n�1 cos�n arccos 2x� a� bb� a

�
има коефициент пред xn, равен на A, и следователно

Axn + n�1X
k=0 akxk = T (x):

3.56. а) Решението следва от равенствотоcos(m+ n)� + cos(m� n)� = 2 cosm� cos �
след полагане на � = arccosx;

б) следва от а) при n = 1;
в) следва от а) при n = m;
г) следва от б).
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3.57. а) ОтT 0n+1(x)n+ 1 = sin[(n+ 1) arccosx]p1� x2 ; T 0n�1(x)n� 1 = sin[(n� 1) arccosx]p1� x2
при � = arccosx; p1� x2 = sin � следваT 0n+1(x)n+ 1 � T 0n�1(x)n� 1 = sin(n+ 1)� � sin(n� 1)�sin � = 2 cosn� = 2Tn(x);

б) следва от а) за n нечетно;
в) следва от а) за n четно.

3.58. Следва по индукция от зад. 3.56 б).

3.59. В полинома на Чебишов направете линейна смяна на x с 2t�1,
т. е. трансформирайте интервала [�1; 1] в [0; 1].

3.60. За доказателството на E1(f) > 0; 021 използувайте зад. 3.14,
а за доказателството на E2(f) < 0; 016 вместо полинома на най-добро
равномерно приближение от втора степен вземете интерполационния по-
лином на Лагранж от втора степен, като възлите на интерполиране да
бъдат нулите на полинома на Чебишов от трета степен.

3.61. Нека Rn(x) = �Tn(x)=Tn(�). В точкитеxi = cos n� in �; i = 0; 1; : : : ; n;
е в сила Tn(xi) = (�1)n+1: Тъй като kTnk = 1, то

max
�1�x�1

�����Tn(x)Tn(�)
���� = �jTn(�)j = L:

Ако съществува полином P от степен n, за който P (�) = � иmax
�1�x�1 jP (x)j < L;

то (�1)n+ifRn(xi)�P (xi)g � 0 и от очевидното равенство Rn(�) = P (�) =� следва, че полиномът Rn � P има n+ 1 нули, т. е. Rn � P .

3.62. Покажете, че Tn(x) = 12[(x + ip1� x2)n + (x � ip1� x2)n] и
използувайки зад. 3.61, докажете, че за всяко jxj � 1 е изпълненоjP (x)j � LjTn(x)j:

3.63. Нека за полинома P3(x) = ax3 + bx2 + cx+ d полиномътP2(x) = b1x2 + c1x+ d1
да бъде полином на най-добро равномерно приближение от втора степен.
Тогаваmax
�1�x�1 jP3(x)� P2(x)j = jaj max

�1�x�1
����x3 + b� b1a x2 + c� c1a x+ d� d1a

����
= jaj max

�1�x�1
����T3(x)22

���� = a4 :
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Тъй като T3(x) = 4x3 � 3x, то
b� b1a = 0; c� c1a = �34 ; d � d1 = 0:

Окончателно P2(x) = bx2 + �c+ 3a4
�x+ d:

3.64. От En(f) = En �f + g2 + f � g2
� � En �f + g2

�+ En �f � g2
�

и 0 < g(n+1)(x) + f (n+1)(x)2 < g(n+1)(x);
0 < g(n+1)(x)� f (n+1)(x)2 < g(n+1)(x)

и от зад. 3.34 следва En �f + g2
� � En(g); En �f � g2

� � En(g): От полу-

чените неравенства се вижда, че En(f) � 2En(g):
3.65. б) Редът вдясно е реалната част на

1X
n=0(tei�)n при x = cos �;

в) Полиномът вдясно е реалната част на (cos � + i sin �)n при x =cos �:
3.66. Нека S = �piqi

�r
i=1 ; pi и qi са несъкратими. От

����piqi
���� < 1 следва,

че съществуват p�i ; q�i , за коитоcos p�iq�i � = piqi ; 0 � p�iq�i � 1:
Нека n = 2mq�1q�2 : : : q�r : Акоx(n)k = cos 2k � 12n � = piqi = cos p�iq�i �;
то

2k � 12n � = p�iq�i �; откъдето стигаме до противоречието2k � 1 = 4mp�i q�1q�2 : : : q�i�1q�i+1 : : : q�r :
3.67. От теоремата на Чебишов следва, че j
(x1; x2; : : : ; xn+2)j е най-

доброто равномерно приближение на f на множеството x1; x2; : : : ; xn+2 с
полиноми от степен не по-висока от n. Ще покажем, че за произволни
точки x1; x2; : : : ; xn+2 е изпълнено En(f) � j
(x1; x2; : : : ; xn+2)j; къдетоEn(f) е най-доброто равномерно приближение на f с полиноми от сте-
пен n в целия интервал. Наистина, ако полиномите на най-добро рав-
номерно приближение на f съответно в [a; b] и в множеството от точкиx1; x2; : : : ; xn+2 са P и Q, тоj
(x1; x2; : : : ; xn+2)j = maxx=xi jf(x)�Q(x)j � maxx=xi jf(x)� P (x)j� maxa�x�b jf(x)� P (x)j = En(f);
т. е. j
(x1; x2; : : : ; xn+2)j � En(f): Ако точките x1; x2; : : : ; xn+2 са точките
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на алтернанс на f в интервала [a; b], то очевидноEn(f) = j
(x1; x2; : : : ; xn+2)j;
с което твърдението е доказано.

3.68. Използувайте, чеBn(1;x) = 1; Bn(t;x) = x; Bn(t2;x) = x2 + x(1� x)n
(вж. зад. 3.47), и приложете теоремата на Коровкин.

3.69. След като покажете, чеMn(1;x) = 1; Mn(t;x) = x; Mn(t2;x) = x2 + xn;
приложете теоремата на Коровкин.

3.70. Покажете, че Kn(1;x) = 1; Kn(t;x) = x+ 1� 2x2(n+ 1) ,
Kn(t2;x) = x2 + 1� 6nx� (9n+ 3)x23(n+ 1)2 ,

и приложете теоремата на Коровкин.

3.71. Ако gi(x) � 0; i = 1; 2; : : : ; n; очевидно е, че Ln(f ;x) е линеен
и положителен оператор. Обратно, нека Ln(f ;x) е линеен и положителен
оператор. Ще докажем, че gi(x) � 0; i = 1; 2; : : : ; n: Да допуснем, чеgl(z) < 0; a < z < b; 1 � l � n: За положителната функция f , определена
чрез f(xi) = 0; i = 1; 2; : : : l � 1; l + 1; : : : ; n; f(xl) = 1 и линейна между
точките xi, е изпълнено

0 � Ln(f ;x) = nX
i=1 f(xi)g(xi) = f(xl)gl(x) = gl(x);

което противоречи на 0 � Ln(f ; z) = gl(z) < 0:
3.72. Следва от

jf(x)� fn(x)j = �����n
Z 1=n0 (f(x)� f(x+ t)) dt�����

� n Z 1=n0 !(f ; 1=n) dt = ! �f ; 1n
� :

3.73. ln(x) може да се разглежда като линеен положителен опера-
тор, притежаващ свойствата ln(1;x) = 1; ln(t;x) = x; ln(t2;x) = x2+�(x),
като k�k = 14n2 и от теоремата на Коровкин следва търсеното неравенс-
тво.

3.74. Използувайте зад. 3.61.

3.75. Нека g(x) = f(x)� P (x) при g(xi) = (�1)i�: Тогаваf(x1; x2; : : : ; xn+2) = g(x1; x2; : : : ; xn+2);
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където f(x1; x2; : : : ; xn+2) е разделената разлика на f от (n+1)-ви ред, и
от свойствата на разделените разлики следваn+2X

i=1 f(xi)!0(xi) = n+2X
i=1 g(xi)!0(xi) = � n+2X

i=1 (�1)i!0(xi) ;
където !(x) = (x�x1)(x�x2) : : : (x�xn+2). От тези равенства твърдението
се получава директно.
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Глава 4

СРЕДНОКВАДРАТИЧНИ
ПРИБЛИЖЕНИЯ

Както обикновено с �n ще означаваме съвкупността на всички ал-
гебрични полиноми от степен, не по-висока от n.

Ako f и g са функции с интегруем квадрат в интервала [a; b]; p(x) �0 е непрекъсната функция в [a; b] и
R �� p(x)dx > 0 за всеки [�; �] � [a; b],

то

kf � gkL2 =
(Z ba p(x)jf(x)� g(x)j2dx)1=2

се нарича средноквадратично разстояние с тегло p между f и g, а сkfkL2 се означава средноквадратичната норма на f .
С En(f)L2 = infp2�n kf�pkL2 се означава най-доброто приближение на

функцията f с полиноми от �n относно средноквадратичното разстояние,
а полиномът Q 2 �n, за който En(f)L2 = kf � QkL2 , се нарича полином
на най-добро средноквадратично приближение за f .

За всяка интегруема функция f и за всяко естествено n съществува
в �n единствен полином на най-добро средноквадратично приближение.

Нека са фиксирани точки x1 < x2 < � � � < xm и положителни числа
(тегла) 
i > 0; i = 1; 2; : : : ;m. За функция f с дефиниционна област
съвкупността fx1; x2; : : : ; xmg определяме

kfkl2 =
( mX
i=1 
ijf(xi)j2

)1=2 :
Задачата за намиране на алгебричен полином P 2 �n, минимизиращ

нормата kf � Pkl2 , се нарича приближение по метода на най–малките
квадрати.
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Задача 4.1. Дадена е таблицата fxi; yigni=0; x0 < x1 < : : : < xm.
Намерете права p(x) =Mx+B, за която величината

S(M;B) = nX
i=0(yi �Mxi �B)2

да е минимална. Докажете, че задачата има винаги единствено решение.

Задача 4.2. За таблицата fxm; f(xm)gnm=0; xm = m=n, намере-
те при ближение с полином от първа степен по метода на най–малките
квадрати.

Задача 4.3. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от първа степен за таблицата :

x 0 1 2 3 4y 1 2 1 0 4
.

Задача 4.4. По мeтода на най–малките квадрати намерете пара-
болите, които приближават следните таблици:

а)
x �2 �1 0 1 2 3y �4 15 �9 10 7 6

;

б)
x �2 �1 0 1 2 3y �4 15 1 10 7 6

;

в)
x �3 �2 �1 0 1 2 3y 7 4 �1 1 5 6 13

.

Задача 4.5. Покажете, че ако функцията f е четна (нечетна) в
интервала [�a; a], то полиномът ѝ на най-добро средноквадратично при-
ближение от произволна степен е също четен (нечетен).

Задача 4.6. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от трета степен, приближаващ функцията sin�x, като използувате
само стойностите ѝ в точкитеx0 = �1; x1 = �12 ; x2 = 0; x3 = 12 ; x4 = 1:

В следващите четири задачи (4.7—4.10) да се минимизира l2�разстоянието
между логаритмите на данните и приближението.
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Задача 4.7. Намерете формула от вида y(x) = AeMx за прибли-
жаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.8. Намерете формула от вида y(x) = A2Mx за прибли-
жаване на x 1 2 3 4 5y 1 2 4 8 32

.

Задача 4.9. Намерете формула от вида y(x) = AeMx+B за приб-
лижаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.10. Намерете формула от вида y(x) = axb + B за приб-
лижаване на fxi; yigni=1.

Задача 4.11. По метода на най–малките квадрати намерете поли-
ном от първа степен за таблицата

x x0 x1 : : : xn�1 xny y0 y1 : : : yn�1 ynp p0 p1 : : : pn�1 pn ,

където pi е теглото в точката xi.
Задача 4.12. Нека

nX
i=1 akixi = bk; k = 1; 2; : : : ;m; m � n, е линейна

система с n неизвестни x1; x2; : : : ; xn и m уравнения. Докажете, че систе-

мата
@s@xp = 0; p = 1; 2; : : : ; n, където s(x1; x2; : : : ; xn) = mX

k=1
 bk � nX

i=1 akixi
!2

,

е еквивалентна на системата A тAx = A тb (тук с A е означена матрица-
та kaikk; i = 1; 2; : : : ;m; k = 1; 2; : : : ; n, а A т е транспонираната ѝ мат-
рица).

Задача 4.13. По метода на най–малките квадрати решете преоп-
ределената система

x� y = 1,x+ y = 1,x+ y = �1,x� y = �1.
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Дайте геометричен смисъл на решението.

Задача 4.14. Като използувате зад. 4.12, решете системите:

а)
x+ 1 = 1,y + z = 1,x+ z = 1,x� y + z = 1;

б)
x+ y = 3,2x� y = 0; 2,x+ 3y = 7,3x+ y = 5;

в)
x+ y + z = 1,x+ 2y + z = 2,x+ 3y + z = 3,x� 4y + z = 4,x+ 5y + z = 4.

Задача 4.15. Дадена е таблицата fxi; yigni=0; xi = x0 + ih. По
метода на най–малките квадрати намерете парабола, която приближава
дадената таблица.

Задача 4.16. Като използувате парабола, построена по метода на
най–малките квадрати за точкитеfxi; yigk+2i=k�2; xk+i = xk�2 + (i+ 2)h; i = �2;�1; : : : ; 2;
изведете формулите

а) y(xk�2) � yk�2 + 15�3yk�2 + 335�4yk�2;
б) y(xk�1) � yk�1 � 25�3yk�2 � 17�4yk�2;
в) y(xk) � yk � 335(yk�2 � 4yk�1 + 6yk � 4yk+1 + yk+2);
г) y0(xk) � 110h(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2).
Задача 4.17. Като използувате парабола, построена по метода

на най–малките квадрати по точките fxi; yig3i=0; xi = x0 + ih, изведете
формулите:

а) y00 � 120h(�21y0 + 13y1 + 17y2 � 9y3);
б) y01 � 120h(�11y0 + 3y1 + 7y2 + y3);
в) y02 � 120h(�11y3 � 3y2 � 7y1 � y0);
г) y03 � 120h(21y3 � 13y2 � 17y1 + 9y0):
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Задача 4.18. Като използувате парабола, построена по метода на
най–малките квадрати по точките fxi; yig3i=�3; xi = x�3+(i+3)h, изведете
следната приближена формула за числено диференциране:y00 � 128h(�3y�3 � 2y�2 � y�1 � y1 + 2y2 + 3y3):

Задача 4.19. Нека P (x) = Pni=0 aixi е полиномът на най-добро
средноквадратично приближение от степен n на функцията f в интер-
вала [0; 1]. Покажете, че съществуват сериозни изчислителски труднос-
ти, ако коефициентите ai; i = 1; 2; : : : ; n, при n > 4 се определят от

линейната система
@s@ak = 0; k = 0; 1; : : : ; n, където s(a0; a1; : : : ; an) =R 10 �f(x)�Pni=0 aixi�2 dx.

Задача 4.20. Нека pk(x) = xk +Pk�1i=0 a(k)i xi; k = 0; 1; : : :, е реди-
ца от ортогонални полиноми относно скаларното произведение (f; g), за
което (xf; g) = (f; xg). Докажете, че е в сила рекурентната зависимостpn+1(x) = (x� �n+1)pn(x) + �n+1pn�1(x); n = 1; 2; : : : ;
където �n+1 = (xpn; pn)=(pn; pn); �n+1 = �(pn; pn�1)=(pn�1; pn�1):

Задача 4.21. Нека pk(x) = xk + Pk�1i=0 a(k)i xi; k = 0; 1; : : :, е ре-
дица от ортогонални полиноми относно скаларното произведение (f; g).
Докажете, че:

а) два съседни полинома не могат да имат общa нула;
б) ако (f; g) = R ba p(x)f(x)g(x)dx; p(x) � 0, то всички нули на поли-

нома pk; k = 1; 2; : : :, са различни, реални и лежат в интервала (a; b);
в) ако (xf; g) = (f; xg), то от pk+1(x0) = 0 следваsgnpk(x0) = �sgnpk+2(x0);
г) ако (f; g) = R ba p(x)f(x)g(x)dx; p(x) � 0, то нулите на pk и pk+1

взаимно се разделят.

Задача 4.22. Докажете, че полиномите на Льожандър

Pn(x) = 12nn! dndxn [(1� x2)n](4.1)

удовлетворяват диференциалните уравнения:
а) (1� x2)P 00n (x)� 2xP 0n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0;
б) P 0n+1(x)� P 0n�1(x) = �(2n+ 1)P 0n(x):
Задача 4.23. Нека Pn(x) е полином на Льожандър, вж. (4.1). До-

кажете, че:
а) Pn(x) = 1�

Z �0 (x+px2 � 1 cos �)n d� (формула на Лаплас);

б) jPn(x)j � 1 за всяко x 2 [�1; 1].
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Задача 4.24. Докажете, че

(1� x)nPn �1 + x1� x
� = 1 +  n1

!2x+  n2
!2x2 + : : :+  nn� 1

!2xn�1 + xn;
където Pn(x) е полином на Льожандър, вж. (4.1).

Задача 4.25. Докажете, че за полиномите на Якоби

P (�;�)n (x) = (�1)n2nn! (1� x)��(1 + x)�� dndxn [(1� x)�+n(1 + x)�+n];(4.2)

�; � > �1, е изпълнено:

а) P (�;�)n x = 12nn!
��(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) xn + (�� �) n�(�+ � + 2n)�(�+ � + n+ 1)xn�1 + : : :�;

б)
Z 1
�1(1� x)�(1 + x)�P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)dx
=
8>><>>:

0 за m 6= n;
2�+�+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)n!�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) за m = n:

Задача 4.26. Докажете, че полиномите на Якоби, дефинирани с
(4.2), удовлетворяват рекурентната зависимост2(n+ 1)(�+ � + n+ 1)(�+ � + 2n+ 2)(�+ � + 2n+ 1)P (�;�)n+1 (x)

= (x� �2 � �2(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 2))P (�;�)n (x)
+ (�+ n)(� + n)(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 1)P (�;�)n�1 (x):

Задача 4.27. Докажете, че полиномите на Якоби, дефинирани с
(4.2), удовлетворяватP (�;�)n (1) = �(�+ n+ 1)n!�(�+ 1) ; P (�;�)n (�1) = (�1)n�(� + n+ 1)n!�(� + 1) :

Задача 4.28. Докажете, че полиномите на Чебишов от първи родTn(x) = cos(n arccosx); jxj � 1;
и от втори род Un(x) = sin[(n+ 1) arccosx]p1� x2 ; jxj � 1;
удовлетворяват равенствата:
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a)
Z 1
�1 Uk(x)Ui(x)p1� x2 dx =

8<: 0 за k 6= i;�2 за k = i; ;

б)
Z 1
�1 Tm(x)Tn(x)p1� x2 dx =

8>>>>><>>>>>:
0 за m 6= n;
� за n = m 6= 0;�2 за n = m = 0;

в) Un(x) = T 0n+1(x)=(n+ 1);
г) Un+1(x) = 2xUn(x)� Un�1(x);
д) (1� x2)U 00n(x)� 3xU 0n(x) + (n2 � 4n)Un(x) = 0.
Задача 4.29. Докажете, че полиномите на ЛагерL(a)n (x) = (�1)nx��ex dndxn (x�+ne�x); � > �1

удовлетворяват условията:

а) L(a)n (x) = xn � n(�+ n)xn�1 + : : : ;
б)
Z 10 x�e�xL(a)m (x)L(a)n (x)dx = ( 0 за m 6= n;n!�(�+ n+ 1) за m = n;

в) x hL(a)n (x)i00 + (�+ 1� x) hL(a)n (x)i0 + nL(a)n (x) = 0;
г) L(a)n+1(x)� (x� �� 2n� 1)L(a)n (x) + n(�+ n)L(a)n�1(x) = 0:
Задача 4.30. Докажете, че полиномите на ЕрмитHn(x) = ex2 dndxn (e�x2)удовлетворяват условията:
а) Hn(x) = (�2)nxn + : : : ;
б)
Z 1

�1
e�x2Hn(x)q(x)dx = 0, ако q е полином от степен � n� 1;

в)
Z 1

�1
e�x2H2n(x)dx = 2nn!p�;

г) Hn+1(x) + 2xHn(x) + 2nHn�1(x) = 0;
д) H 00n(x)� 2xH 0n(x) + 2nHn(x) = 0:
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РЕШЕНИЯ, УПЪТВАНИЯ И ОТГОВОРИ

4.1. Условията за минимум на функцията s(M;B) са@s@M = �2 nX
i=0(yi �Mxi �B)xi = 0; @s@B = �2 nX

i=0(yi �Mxi �B) = 0
и ако sk = nX

i=0 xki ; tk = nX
i=0 yixki ; k = 0; 1; 2; то

M = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; B = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 :
Единствеността следва от

s0s2 � s21 = (n+ 1) nX
i=0 x2i �

 nX
i=0 xi

!2 > 0:
Последното неравенство е пряко следствие от неравенството на Коши —
Буняковски  nX

i=0 aibi
!2 � nX

i=0 a2i
nX
i=0 b2i приai = xi и bi = 1:

Равенство се достига само при ai = bi; i = 0; 1; : : : ; n — условия, които
тук не са изпълнени.

4.2. След директно използуване на зад. 4.1 се получава, че търсе-
ният полином има вида2(n+ 1)(n+ 2)

nX
i=0 f

� in
� [(2n� 3i+ 1) + 3(2i� n)x]:

4.3. Пряко от зад. 4.1 следва y(x) = 25(x+ 2):
4.4. а) Нека търсеният полином е P (x) = Ax2+Bx+C, т. е. трябва

да се минимизира функцията s(A;B;C) = 5X
i=0(yi � Ax2i � Bxi � C)2: От

условията за минимум@s@A = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C)x2i = 0;

@s@B = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C)xi = 0;

@s@C = �2 5X
i=0(yi �Ax2i �Bxi � C) = 0

се получава P (x) = 17(�2x2 + 11x+ 30);
б) P (x) = �x2 + 2x+ 8;
в) P (x) = x2 + x+ 1:
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4.5. Нека за определеност f е четна функция и P (x) е полиномът
ѝ на най-добро средноквадратично приближение от степен n. От�Z a

�a(f(x)� P (x))2 dx�1=2 = �Z a
�a(f(�t)� P (�t))2 dt�1=2

= �Z a
�a(f(x)� P (�x))2 dx�1=2

следва, че и полиномът P (�x) е полином на най-добро средноквадратич-
но приближение на f от степен n. От единствеността на полинома следва,
че P (x) � P (�x), а това е възможно само аko P е четен.

4.6. P (x) = 83(x� x)3:
4.7. Нека z = ln y; B = lnA: Тогава z = ln y = B + Mx и във

формулата z = B+Mx коефициентите B и M се определят от таблицата,
както в зад. 4.1. ОкончателноA = eB; M = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; B = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 ;
където sk = nX

i=0 xki ; tk = nX
i=1 xki ln yi; k = 0; 1; 2:

4.8. Аналогично на зад. 4.7 след полагането z = log2y; B = log2A,
се получава z = B +Mx, като B и M се определят от таблицатаfxi; zig5i=1 = fxi; log2yig5i=1:
Окончателно M = 6=5; B = �7=5 и y(x) = 2(6x�7)=5:

4.9. След логаритмуване се получава ln(y �B) = lnA+Mx и B се
определя по следния начин: отy1 = AeMx1 +B; yn = AeMxn +B; �y = AeM �x +B;

където �x = (x1 + xn)=2, а �y, което съответства на �x, може да се получи
чрез линейна интерполация от две съседни стойности. От равенствата(y1 �B)(yn �B) = A2eMx1eMxn = A2eM(x1+xn)

= A2e2M �x = (AeM �x)2 = (�y �B)2;
т. е. (y1 � B)(yn � B) = (�y � B)2 и B = (y1yn � �y2)=(y1 + yn � 2�y): След
определянето на B задачата става еквивалентна на зад. 4.7.

4.10. След полагането ln(y� c) = Y; lnx = X; ln a = A се получаваY = bX +A. Първо се определя c от равенстватаy1 = c1 + axb1; yn = c+ axbn; �y = c+ a�xb;
където �x = px1xn; а �y е съответната на �x стойност, получена например
чрез линейна интерполация на две съседни на �x точки. От(y1 � c)=(yn � c) = a2(x1xn)b = (a�xb)2 = (�y � c)2
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следва (y1 � c)(yn � c) = (�y � c)2, откъдето c = (y1yn � �y2)=(y1 + yn � 2�y).
По-нататък намирането на A и b във формулата Y = bX+A от таблицатаfXi; Yigni=1 = flnxi; ln(yi � c)gni=1 става, както в зад. 4.1.

4.11. Ако търсеният полином е P (x) = ax + b, то трябва да се

минимизира функцията s(a; b) = nX
i=0(yi � axi � b)2pi. От условията за

минимум на s(a; b) се получава@s@a = �2 nX
i=0(yi � axi � b)pixi = 0; @s@b = �2 nX

i=0(yi � axi � b)pi = 0;
т. е. a = s0t1 � s1t0s0s2 � s21 ; b = s2t0 � s1t1s0s2 � s21 , където

sk = nX
i=0 pixki ; tk = nX

i=0 piyixki ; k = 0; 1; 2:
4.12. Еквивалентността се проверява директно.

4.13. От зад. 4.12 следва x = y = 0. За геометричния смисъл вижте
следния чертеж:
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a

x
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0

+1

+1�1

�1

x+ y = 1

x� y = 1 x+ y = �1

x� y = �1

4.14. а) x = 3=7; y = 3=7; z = 3=7;
б) x = 161:8=155; y = 302=155;
в) x = p; y = 7=10; z = 12 � p; където p е параметър.

4.15. Нека търсената парабола е p2(x) = b0 + b1x+ b2x2: След смя-

ната t = x� xkh ; 0 � k � n; се получава p2(x) = p2(xk + ht) = �p2(t) =a0 + a1t+ a2t2 и
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s(b0; b1; b2) = nX
i=0(yi � p2(xi))2 = nX

i=0(yi � p2(xk + tih))2
= nX

i=0(yi � �p2(ti))2 = nX
i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )

= B(a0; a1; a2):
От условието за минимум на функцията B(a0; a1; a2) следва@B@a0 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i ) = 0;
@B@a1 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )ti = 0;
@B@a2 = �2 nX

i=0(yi � a0 � a1ti � a2t2i )t2i = 0
и след полагането

sp = nX
i=0 tpi =

nX
i=0(i� k)p; Tp = nX

i=0 tiyi =
nX
i=0(i� k)pyi

условията за минимум на B(a0; a1; a2) приемат видаa2s2 + a1s1 + a0s0 = T0;a2s3 + a1s2 + a0s1 = T1;a2s4 + a1s3 + a0s2 = T2:
Ако

� =
�������
s2 s1 s0s3 s2 s1s4 s3 s2

������� ; �0 =
�������
s2 s1 T0s3 s2 T1s4 s3 T2

������� ;
�1 =

�������
s2 T0 s0s3 T1 s1s4 T2 s2

������� ; �2 =
�������
T0 s1 s0T1 s2 s1T2 s3 s2

������� ;
от формулите на Крамер следваa0 = �0� ; a1 = �1� ; a2 = �2� :

4.16. При означенията от зад. 4.15 и t = x� xkh се получаваtk�2 = �2; tk�1 = �1; tk = 0; tk+1 = 1; tk+2 = 2;s0 = 5; s1 = 0; s2 = 10; s3 = 0; s4 = 34:
От

� =
�������
10 0 50 10 034 0 10

������� = �700;

145



a0 = �0� = 1�
�������
10 0 T00 10 T134 0 T2

������� = 17T0 � 5T235 ;
a1 = �1� = 1�

�������
10 T0 50 T1 034 T2 10

������� = T110 ;
a2 = �2� = 1�

�������
T0 0 5T1 10 0T2 0 10

������� = T2 � 2T014 ;
където Tp = k+2X

i=k�2 tpi yi; p = 0; 1; 2;
a) y(xk�2) � �p2(tk�2) = a0 � 2a1 + 4a2 = 17T0 � 5T235 � 2T110 + 4T2 � 2T014= 5T2 � 7T1 � 3T035 = 5(4yk�2 + yk�1 + yk+1 + 4yk+2)35� 7(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2)35� 3(yk�2 + yk�1 + yk + yk+1 + yk+2)35= yk�2 + 15�3yk�2 + 335�4yk�2;
б) y(xk�1) � �p2(tk�1) = a0 � a1 + a2 = 17T0 � 5T235 � T110 + T2 � 2T014= 24T0 � 7T1 � 5T270 = 24(yk�2 + yk�1 + yk + yk+1 + yk+2)70� 7(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2)70� 5(4yk�2 + yk�1 + yk+1 + yk+2)70= yk�1 � 25�3yk�2 � 17�4yk�2;
в) y(xk) � �p2(tk) = a0 = 17T0 � 5T235= �3yk�2 + 12yk�1 + 17yk + 12yk+1 � 3yk+235= yk � 335(yk�2 � 4yk�1 + 6yk � 4yk+1 + yk+2);
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г) y0(xk) � d�p2(t)dt : dtdx
����t=tk = �p02(tk):1h = �p02(0):1h

= T110h = 110h(�2yk�2 � yk�1 + yk+1 + 2yk+2):
4.17. При означенията от зад. 4.15 и t = x� x0h следваt0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3;s0 = 4; s1 = 6; s2 = 14; s3 = 36; s4 = 98;T0 = y0 + y1 + y2 + y3; T1 = y1 + 2y2 + 3y3; T2 = y1 + 4y2 + 9y3:

От тях се получаваa2 = (T2 � 3T1 + T0)=4; a1 = (�15T2 + 49T1 � 21T0)=20;a0 = (19T0 � 21T1 + 5T2)=20;
а) y00 � d�p2(t)dt � dtdx

����t=t0 = �p02(t0):1h = �p02(0) 1h = a1h
= �15T2 + 49T1 � 21T020h = 120h(�21y0 + 13y1 + 17y2 � 9y3);

б) y01 � d�p2(t)dt � dtdx
����t=t1 = �p02(t1):1h = �p02(1) 1h

= a1 + 2a2h = 120h(�11y0 + 3y1 + 7y2 + y3);
в) y02 � d�p2(t)dt � dtdx

����t=t2 = �p02(t2):1h = �p02(2) 1h
= a1 + 4a2h = 120h(�y0 � 7y1 � 3y2 + 11y3);

г) y03 � d�p2(t)dt � dtdx
����t=t3 = �p02(t3):1h = �p02(3) 1h

= a1 + 6a2h = 120h(9y0 � 17y1 � 13y2 + 21y3):
4.18. При означенията от зад. 4.15 и t = x� x0h следва

t�3 = �3; t�2 = �2; t�1 = �1; t0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3;s0 = 7; s1 = 0; s2 = 28; s3 = 0; s4 = 196;T0 = y�3 + y�2 + y�1 + y0 + y1 + y2 + y3;T1 = �3y�3 � 2y�2 � y�1 + y1 + 2y2 + 3y3;T2 = 9y�3 + 4y�2 + y�1 + y1 + 4y2 + 9y3 и y00 � a1h = T128h:
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4.19. Линейната система
@s@ak = 0; k = 0; 1; : : : ; n; има за матрица

матрицата на Хилберт

Hn =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 12 13 : : : 1n+ 112 13 14 : : : 1n+ 2
...

...
...

. . .
...

1n+ 1 1n+ 2 1n+ 3 : : : 12n+ 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:

За пресмятане на детерминантата на матрицата на Хилберт от всич-
ки редове се изважда последният

detHn = (n!)2(2n+ 1)!

������������������������

1 12 : : : 1n 1n+ 112 13 : : : 1n+ 1 1n+ 2
...

...
. . .

...
...

1n 1n+ 1 : : : 12n� 1 12n1 1 : : : 1 1

������������������������
и след това от всички стълбове се изважда последният

detHn = (n!)2(2n+ 1)!

�������������������������

nn+ 1 n� 12(n+ 1) : : : 1n(n+ 1) 1n+ 1n2(n+ 2) n� 13(n+ 2) : : : 1(n+ 1)(n+ 2) 1n+ 1
...

...
. . .

...
...

nn:2n n� 1(n+ 1)2n : : : 1(2n� 1)2n 12n
0 0 : : : 0 1

�������������������������
= (n!)4(2n)!(2n+ 1)! detHn�1:
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От получената рекурентна връзка следваdetHn = (n!(n� 1)! : : : 1!)3(2n+ 1)! : : : (n+ 1)!
и при n = 5 detH5 < 10�15, т. е. detH5 ще се запише като числото нула
в паметта на действуващите в момента компютри.

4.20. Нека pn+1(x) = xpn(x) + nX
i=0 �n+1;ipi(x): От (pn+1; pn) = 0 на-

мираме �n+1;i = �(xpn; pi)=(pi; pi); i = 0; 1; : : : ; n, а от

(xpn; pi) = (pn; xpi) = (pn; pi+1 � iX
j=0�i+1;jpj) = 0; i+ 1 < n;

следва �n+1;i = 0 за i < n� 1 и оттук�n+1 = ��n+1;n = (xpn; pn)(pn; pn) ; �n+1 = �n+1;n�1 = � (xpn; pn�1)(pn�1; pn�1)
= (pn; xpn�1)(pn�1; pn�1) = �

 pn; pn + n�1X
i=0 cipi

!
(pn�1; pn�1) = � (pn; pn)(pn�1; pn�1) :

4.21. a) Ако pk(x0) = pk�1(x0) = 0; то от рекурентната връзка
между pk; pk�1; pk�2 (вж. зад. 4.20) следва pk�2(x0) = 0. Така се стига
до противоречието p0(x0) � 1 = 0;

б) От
R ba p(x)pn(x) dx = 0 следва, че pn има поне една реална нула с

нечетна кратност в (a; b). Нека нулите с нечетна кратност са �1, �2; : : : ; �r,r < n: Тогава Z ba p(x)(x� �1) : : : (x� �r)pn(x) dx = 0;
но това равенство е невъзможно, тъй като полиномът (x � �1) : : : (x ��r)pn(x) има само нули с четна кратност в (a; b), т. е. допускането r < n
доведе до противоречие;

в) От зад. 4.20 следва pn+1(x0) = �n+1pn�1(x0): Ето защо е дос-

татъчно да се покаже, че �n+1 < 0: От xpn�1(x) = pn(x) + n�1X
i=0 cipi(x) и

израза за �n+1 от зад. 4.20 следва�n+1 = � (xpn; pn�1)(pn�1; pn�1) = (pn; xpn�1)(pn�1; pn�1)
= �

 pn; pn + n�1X
i=0 cipi

!
(pn�1; pn�1) = � (pn; pn)(pn�1; pn�1) < 0:

г) Нека p1(x(1)1 ) = 0; x(1)1 2 (a; b): От в) и от p0(x) = 1 следва
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v2(x(1)1 ) < 0:
Нека нулите на p2 са x(2)1 ; x(2)2 : Отsgn p2(a) = sgn p2(b) = sgn p2(�1) > 0; p2(x(1)1 ) < 0;
следва a < x(2)1 < x(1)1 < x(2)2 < b и твърдението е доказано за k = 1.
Да допуснем, че то е вярно за k = n, и да го докажем за k = n + 1.
Да отбележим, че pn(b) > 0 и sgn pn(a) = (�1)n, тъй като sgn pn(a) =sgn pn(�1) и sgn pn(b) = sgn pn(1): Нека fx(n+1)i gn+1i=1 са нулите на pn+1 в
интервала (a; b). Отsgn pn+2(a) = sgn pn(a); sgn pn+2(x(n+1)1 ) = sgn pn(x(n+1)1 );
следва, че pn+2 има нула в (a; x(n+1)1 ), тъй като pn не си мени знака в[a; x(n+1)1 ]. Като използуваме отново, че sgn pn+2(x(n+1)2 ) = �sgn pn(x(n+1)2 )
и че pn си мени знака само веднъж в (x(n+1)1 ; x(n+1)2 ), получаваме, че pn+2
има нула в този интервал. По аналогичен начин се доказва, че в интер-
валите (a; x(n+1)1 ); (x(n+1)1 ; x(n+1)2 ); : : : ; (x(n+1)n+1 ; b)
лежи по една нула на pn+2.

4.22. а) След диференциране на '(x) = (x2 � 1)n и умножаване сx2 � 1 се получава '0(x)(x2 � 1) = 2n'(x), откъдето следваdn+1dxn+1 ['0(x)(x2 � 1)] = 2n dn+1dxn+1 [x'(x)]
и след прилагане на формулата на Лайбниц за диференциране на произ-
ведениеn+1X

k=0
 n+ 1k

!'(n+2�k)(x)(x2 � 1)(k) = 2n n+1X
k=0

 n+ 1k
!'(n+1�k)(x)x(k);

т. е. '(n+2)(x)(x2 � 1) + (n+ 1)(2x'(n+1)(x) + n(n+ 1)'(n)(x)= 2n[x'(n+1)(x) + (n+ 1)'(n)(x)]
и от факта, че '(n)(x) = cPn(x), където c е константа, се получава твър-
дението;

б) Доказателството следва от

�P 0n+1(x)� �P 0n�1(x) =
8<:
 (x2 � 1)n+1(2n+ 2)!!

!(n+1) �  (x2 � 1)n�1(2n� 2)!!
!(n�1)9=;

0

= ( (x2 � 1)n+1(2n+ 2)!!
!00 � (x2 � 1)n�1(2n� 2)!!

)(n)
= ( (2n+ 1)x2 � 1(2n)!! � 1(2n� 2)!!

! (x2 � 1)n�1)(n)
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= (2n+ 1)(2n)!! ((x2 � 1)n)(n) = (2n+ 1)2nn! [(x2 � 1)n](n) = (2n+ 1) �Pn(x);
ако �Pn(x) = 12nn! [(x2 � 1)n](n) = (2n+ 1) �Pn(x) = (�1)nPn(x):

4.23. a) АкоRn(x) = 1�
Z �0 (x+px2 � 1 cos �)n d�;

то за функциите Rn е в сила рекурентната зависимост (същата, както за
полиномите на Льожандър)(n+ 1)Rn+1(x) = (2n+ 1)xRn(x)� nRn�1(x); n = 1; 2; : : : :
Наистина нека Z = x+px2 � 1 cos �. Тогава(n+ 1)Rn+1(x)� (2n+ 1)xRn(x) + nRn�1(x) = 1�

Z �0 WZn�1 d�;
където W = (n+ 1) hx2 + 2xpx2 � 1 cos � + (x2 � 1) cos2 �i�(2n+ 1)x[x+px2 � 1 cos �] + n= �nx2 + xpx2 � 1 cos � + (n+ 1)(x2 � 1) cos2 � + n2= �n(x2 � 1)(1� cos2 �) + xpx2 � 1 cos � + (x2 � 1) cos2 �= �n(x2 � 1) sin2 � + hx+px2 + 1 cos �ipx2 � 1 cos � = U + V;
т. е. Z �0 WZn�1 d� = Z �0 UZn�1 d� + Z �0 V Zn�1 d�:
Но Z �0 V Zn�1 d� = px2 � 1 Z �0 Zn d�

= px2 � 1 �Zn sin �����0 + Z �0 sin �nZn�1px2 � 1 sin � d��
= n(x2 � 1) Z �0 Zn�1 sin2 � d� = � Z �0 UZn�1 d�;

т. е.
R �0 WZn�1 d� = 0. Тъй катоR0(x) = P0(x) = 1; R1(x) = P1(x) = x;

то Rn(x) = Pn(x) за всяко n;
б) Решението следва от представянето в точка а) и нера венството���x+ ip1� x2 cos ���� = qx2 sin2 � + cos2 � � 1;

вярно за всяко x 2 [�1; 1].
4.24. Използувайте представянетоPn(x) = 12nn! [(1� x2)n](n)

= 12nn!
nX

k=0
 nk
! n!(n� k)! n!k! (1 + x)n�k(1� x)k:
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4.25. a) При x > 1 имаме

(x� 1)�+n = x�+n �1� 1x
��+n = x�+n � (�+ n)x�+n�1 + � � � ;

(x+ 1)�+n = x�+n �1 + 1x
��+n = x�+n + (� + n)x�+n�1 + � � � ;

откъдето dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n]= (�+ � + 2n) : : : (�+ � + n+ 1)x�+�+n+(� � �)(�+ � + 2n� 1) : : : (�+ � + n)x�+�+n�1 + � � � ;
или dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n] = �(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) x�+�+n+(� � �)�(�+ � + 2n)�(�+ � + n) x�+�+n�1 + � � �
Аналогично(x� 1)��(x+ 1)�� = x���� �1� 1x

��� �1 + 1x
���

= x���� + (�� �)x�����1 + � � �
От последните две равенства следва

P (�;�)n = 12nn! (x� 1)��(x+ 1)�� dndxn [(x� 1)�+n(x+ 1)�+n]
= �(�+ � + 2n+ 1)2nn!�(�+ � + n+ 1)xn + (�� �)n2nn! �(�+ � + 2n)�(�+ � + n+ 1)xn�1 + � � �
б) Да означимI(m;n) = Z 1

�1(1� x)�(1 + x)�P (�;�)m (x)P (�;�)n (x) dx;
'n(x) = (1� x)�+n(1 + x)�+n;Ym(x) = (1� x)��(1 + x)�� dmdxm [(1� x)�+m(1 + x)�+m];
I(m;n)1 = Z 1

�1 Ym(x)'(n)n (x)dx:
След интегриране по части следва

I(m;n)1 = (�1)m Z 1
�1 Y (m)m (x)'(n�m)n (x)dx

= (�1)m+1 Z 1
�1 Y (m+1)m (x)'(n�m�1)n (x) dx:

От а) следва, че Yn(x) = (�1)n�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1) xn+ : : : (Yn е полином от

степен n) и следователно
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I(m;n)1 =
8<: 0 за m < n;n!�(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + n+ 1)

Z 1
�1 'n(x) dx за m = n:

За пресмятането на
R 1
�1 'n(x) dx се прави смяната x = 2t� 1 иZ 1

�1 'n(x) dx= Z 1
�1(1� x)�+n(1 + x)�+ndx� 2�+�+2n+1 Z 10 (1� t)�+ntb+n dt:

Известно е, че интеграли от вида B(p; q) = R 10 (1 � x)p�1xq�1dx се на-
ричат интеграли на Ойлер и се изразяват чрез гама-функции B(p; q) =�(p)�(q)�(p+ q) , т. е.Z 1

�1 'n(x)dx = 2�+�+2n+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)�(�+ � + 2n+ 2) :
От получените равенства и от I(m;n) = (�1)m+n + I(m;n)12m+nn!m! следва твърде-
нието.

4.26. От зад. 4.25 следва, че полиномите

Q(�;�)n (x) = 2nn!�(�+ � + n+ 1)�(�+ � + 2n+ 1) P (�;�)n (x)
са ортогонални в [�1; 1] с тегло (1� x)�(1 + x)� и имат коефициент пред
най-високата степен единица. От зад. 4.20 следва, че за тях е в силаQ(�;�)n+1 (x) = (x� �n+1)Q(�;�)n (x) + �n+1Q(�;�)n�1 (x);
където

�n+1 = �(Q(�;�)n ; Q(�;�)n )(Q(�;�)n�1 ; Q(�;�)n�1 ) :
От зад. 4.25 следва(P (�;�)n ; P (�;�)n ) = Z 1

�1(1� x)�(1 + x)�(P (�;�)n (x))2 dx
= 2�+�+1�(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)n!(�+ � + 2n+ 1)�(�+ � + 2n+ 1)

и �n+1 = 4n(�+ n)(� + n)(�+ � + n)(�+ � + 2n+ 1)(�+ � + 2n)2(�+ � + 2n� 1) :
Определянето на �n+1 става от рекурентната връзка за полиномите Q(�;�)n
чрез сравняване на коефициентите пред xn от двете страни на равенст-
вото, като се използува, че коефициентът пред xn�1 в полинома P (�;�)n е

равен на
(�� �)n�(�+ � + 2n)2nn!�(�+ � + 2n+ 2) (вж. зад. 4.25). Получава се
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�n+1 = �2 � �2(�+ � + 2n)(�+ � + 2n+ 2) :
За окончателното доказателство остава да се премине обратно от Q(�;�)n
към P (�;�)n .

4.27. Използувайте представянето:

P (�;�)n (x) = 12nn!
nX

k=0
 nk
! �(�+ n+ 1)�(� + n+ 1)�(�+ n� k + 1)�(� + k + 1)(x� 1)n�k(x+ 1)k:

4.28. a) След смяната x = cos t се получаваZ 1
�1p1� x2:Uk(x)Ui(x) dx = Z �0 sin(k + 1)t sin(i+ 1)t dt =

8<: 0 за k 6= i;�2 за k = i:
г) Решението следва от равенствотоsin(n+ 1)� + sin(n� 1)� = 2 sinn� cos �

след полагане � = arccosx.
4.29. а) Решението следва от тъждествотоdndxn (x�+ne�x) =

nX
k=0

 nk
!(�1)n�k(�+ n)(�+ n� 1) : : : (�+ n� k + 1)x�+n�ke�x:

б) От тъждеството

I = Z 10 x�e�xL(�)m (x)L(�)n (x) dx = (�1)n Z 10 L(�)m (x)'(n)n (x) dx;
'n(x) = x�+ne�x, след интегриране по части на интеграла вдясно се по-
лучава I = (�1)n+m Z 10 (L(�)m (x))(m)'(n�m)n (x) dx
и след още едно интегриране по части при n > m, като се има предвид,
че L(�)m е полином от степен m, намирамеI = (�1)n+m+1 Z 10 (L(�)m (x))(m+1)'(n�m�1)n (x) dx = 0:
При m = n от предпоследното равенство следваI = Z 10 (L(�)m (x))(n)'n(x) dx = n! Z 10 'n(x)dx = n!�(�+ n+ 1);
като е използувано, че коефициентът пред xn в L(�)n е равен на единица.
От последните две равенства следва твърдението.

в) Нека z(x) = xn+�e�x. След диференциране следваxz0 = (n+ �� x)z
и след (n+ 1)�кратно диференциране намирамеxz(n+2) + (1� �+ x)z(m+1) + (n+ 1)z(n) = 0:
В това равенство заместваме z(n+2) и z(n+1), определени от
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z(n)(x) = (�1)nx�e�xL(�)n (x);
и търсеното тъждество се получава.

г) От зад. 4.20 следваL(�)n+1(x) = (x� �n+1)L(�)n (x) + �n+1L(�)n�1(x);
където

�n+1 = � (L(�)n ; L(�)n )(L(�)n�1; L(�)n�1) = �n(n+ �);
�n+1 = (xL(�)n ; L(�)n )(L(�)n ; L(�)n ) = (xn+1 � n(�+ n)xn + : : : ; L(�)n )(L(�)n ; L(�)n ) = 2n+ �+ 1:

4.30. а) Нека z(x) = e�x2 . По индукция се вижда, чеz(n)(x) = [(�2)nxn + : : :]e�x2 :
Остава да се използува фактът, че Hn(x) = ex2z(n)(x).

б)
Z 1

�1
e�x2Hn(x)q(x) dx = Z 1

�1

dndxn (e�x2)q(x) dx;
след n�кратно интегриране по частиZ 1

�1

dndxn (e�x2)q(x) dx = (�1)n Z 1

�1
e�x2q(x) dx = 0;

ако q е полином от степен, по-малка от n.
в) Решението следва от б) при q(x) = Hn(x), предвидHn(x) = (�2)nxn + : : : и

Z 1

�1
e�x2 dx = p�:

г) Полиномите �Hn(x) = (�1)n2n Hn(x) имат вида �Hn(x) = xn + : : : и

от зад. 4.20 следва, че �Hn+1(x) = (x��n+1) �Hn(x) + �n+1 �Hn�1(x), където

�n+1 = � ( �Hn; �Hn)( �Hn�1; �Hn�1) = � ( �Hn; �Hn)4( �Hn�1; �Hn�1) = �n2 ; �n+1 = 0;
тъй като Hn съдържа само четни (нечетни) степени на x, ако n е четно
(нечетно).

д) Нека z(x) = e�x2 . Тогава z0(x) = �2xz(x) и диференцирайки n+1
пъти, получаваме z(n+2)(x) + 2xz(n+1)(x) + 2(n+ 1)z(n)(x) = 0. Остава да
се вземе предвид z(n)(x) = e�x2Hn(x).
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