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Çàäà÷à 1. (5ò.)

Íåêà V å ìíîæåñòâîòî, ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè
îò ðåàëíè ÷èñëà a = (a1, a2, a3, a4, . . . ), êúäåòî ai+1−ai = ai+2−ai+1, i ≥ 1.
Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) V å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä R, îòíîñíî îïåðàöèèòå ñúáèðàíå íà
ðåäèöè è óìíîæåíèå íà ðåäèöè ñ ðåàëíî ÷èñëî.

á) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöèòå p = (1, 1, 1, 1, . . . ) è q = (0, 1, 2, 3, . . . ) ïðè-
íàäëåæàò íà V è ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

â) Íàìåðåòå áàçèñ íà V è îïðåäåëåòå ðàçìåðíîñòòà ìó.
ã) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöèòå v = (v1, v2, v3, v4, . . . ) è u = (u1, u2, u3, u4, . . . ),

êúäåòî vk = 2k − 1, uk = 2(k − 1) îáðàçóâàò áàçèñ íà V .

Ðåøåíèå: Íåêà îçíà÷èì ñ d(a) = ai+1 − ai = ai+2 − ai+1 i ≥ 1. Ñ
èíäóêöèÿ ùå äîêàæåì, ÷å ai = (i−1)d(a)+a1 i ≥ 1. Çà i = 1 ïîëó÷àâàìå
a1 = 0d(a)+a1, àíàëîãè÷íî ïðè i = 2 èìàìå a2 = d(a)+a1. Äîïóñêàìå, ÷å
an = (n−1)d(a)+a1. Ïðîâåðÿâàìå çà n+1: an+1 = an+d(a) = (n−1)d(a)+
a1 + d(a) = nd(a) + a1. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò V ñå
ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà a = (a1, a1+d(a), a1+2d(a), . . . , a1+(n−1)d(a), . . . ).

à) Çíàåì, ÷å ìíîæåñòâîòî íà áåçêðàéíèòå ðåäèöè íàä R îáðàçóâà ëè-
íåéíî ïðîñòðàíñòâî îòíîñíî îáè÷àéíèòå îïåðàöèè ñúáèðàíå íà ðåäèöè è
óìíîæåíèå íà ðåäèöè ñ ðåàëíî ÷èñëî. Öåëòà å äà ïîêàæåì, ÷å V å íåãîâî
ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî V å íåïðàçíî ìíîæåñòâî (íàïðèìåð
0 = (0, 0, 0, 0, . . . ) ∈ V, d(0) = 0). Íåêà a = (a1, a1+d(a), a1+2d(a), . . . , a1+
(n − 1)d(a), . . . ) è b = (b1, b1 + d(b), b1 + 2d(b), . . . , b1 + (n − 1)d(b), . . . ) ñà
2 ðåäèöè îò V . Òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å a + b ∈ V è λa ∈ V, ∀λ ∈ R.
Ïîëó÷àâàìå:

1) a+ b = (a1+ b1, a1+ b1+(d(a)+d(b)), a1+ b1+2(d(a)+d(b)), . . . , a1+
b1 + (n− 1)(d(a) + d(b)), . . . ) ∈ V ;

2) λa = (λa1, λa1+λd(a), λa1+2λd(a), . . . , λa1+(n− 1)λd(a), . . . ) ∈ V .

Îò 1) è 2) ñëåäâà, ÷å V å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä R.

á) Òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å p = (1, 1, 1, 1, . . . ) è q = (0, 1, 2, 3, . . . ) ïðè-
íàäëåæàò íà V è ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Î÷åâèäíî d(p) = 0, p1 = 1
è d(q) = 1, q1 = 0, ò. å. p è q ñà îò òúðñåíèÿ âèä íà àðèòìåòè÷íèòå
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ïðîãðåñèè, ò. å. p, q ∈ V . Íåêà λ, µ ∈ R. Îáðàçóâàìå ëèíåéíàòà êîìáè-
íàöèÿ λp + µq = 0, òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å p è q ñà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìè, ò. å. åäèíñòâåíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò âèäà å òðèâèàëíàòà òàêàâà
(λ = µ = 0). Ñðàâíÿâàéêè ïúðâèòå êîîðäèíàòè îòëÿâî è îòäÿñíî, ïîëó-
÷àâàìå λ+ 0µ = 0⇒ λ = µ = 0.

â) Îò äåôèíèöèÿòà, êîÿòî äàäîõìå íà åëåìåíòèòå íà V ñå âèæäà, ÷å
âñÿêà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ a ñå îïðåäåëÿ îò ïúðâàòà ñè êîîðäèíàòà a1
è ðàçëèêàòà d(a). Â ñúùîòî âðåìå äîêàçàõìå, ÷å ðåäèöèòå p è q ñà ëèíåéíî
íåçàâèñèìè íàä V . Ëîãè÷íî å äà ïðîâåðèì äàëè îáðàçóâàò áàçèñ. Íåêà
α, β ∈ R, ùå íàïðàâèì ïðîâåðêàòà αp + βq = a, êúäåòî a å ïðîèçâîëåí
âåêòîð îò V . Ïîëó÷àâàìå:
(α, α+ β, α+2β, . . . , α+ (n− 1)β, . . . ) = (a1, a1 + d(a), a1 +2d(a), . . . , a1 +
(n− 1)d(a), . . . )⇒ α = a1, β = d(a)⇒ V = l(p, q).

Äîêàçàõìå, ÷å p è q îáðàçóâàò áàçèñ íà V , òîãàâà dimV = 2

ã) Îò ïðåäõîäíàòà ïîäòî÷êà ïîëó÷èõìå, ÷å V å äâóìåðíî ïðîñòðàíñ-
òâî, ò. å. äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å u è v ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä
V , òîãàâà òå ùå îáðàçóâàò áàçèñ. Íåêà ïúðâî ïðîâåðèì äàëè u è v ñà
âåêòîðè îò V . Äàäåíî å v = (v1, v2, v3, v4, . . . ), êúäåòî vk = 2k − 1.

vk+1 − vk = 2(k + 1) − 1 − (2k − 1) = 2
vk+2 − vk+1 = 2(k + 2)− 1− (2(k + 1)− 1) = 2

Ïîëó÷èõìå, ÷å d(v) = 2, òóê v1 = 2.1 − 1 = 1. Òàêà v = (1, 3, 5, 7, . . . ).
Àíàëîãè÷íî çà u ïîëó÷àâàìå d(u) = 2, u1 = 0 è u = (0, 2, 4, 6, . . . ).

Îñòàíà äà ïðîâåðèì äàëè u è v ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Íåêà λ, µ ∈ R.
Îáðàçóâàìå ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ λu + µv = 0 èëè (µ, 2λ + 3µ, 4λ +
5µ, . . . ) = (0, 0, 0, . . . ) ⇔ µ = λ = 0, ò. å. u è v ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè,
ñëåäîâàòåëíî îáðàçóâàò áàçèñ íà V .

Êðèòåðèé: Âñÿêà ïîäòî÷êà äàâà ïî 1,25ò.

Çàäà÷à 2. (5ò.) Â òðèìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñ e1, e2, e3 å
äàäåí ëèíååí îïåðàòîð ϕ ïðåîáðàçóâàù âåêòîðèòå a1, a2, a3 âúâ âåêòîðèòå
b1, b2, b3.

à) Äà ñå íàìåðè ìàòðèöàòà íà îïåðàòîðà ϕ ñïðÿìî ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ
e1, e2, e3 íà V . Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà ϕ(v) ñïðÿìî ñúùèÿ
áàçèñ.

á) Äà ñå íàìåðÿò áàçèñè íà ÿäðîòî è îáðàçà íà ϕ, ako:

a1= 2e1+e2 +e3
a2= −e1 −e3
a3= e1+2e2

b1= 3e1+2e2+3e3
b2= −2e1−e2 −2e3
b3= e1+2e2+e3 ;

v = 3e1 − 2e2 − 3e3.
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Ðåøåíèå: à) Ùå äîêàæåì, ÷å âåêòîðèòå a1, a2, a3 îáðàçóâàò áàçèñ íà
V .

A =

(
2 −1 1
1 0 2
1 −1 0

)
∼ · · · ∼

(
2 −1 1
1 0 2
0 0 1

)
⇒ r(A) = 3.

Ïîëó÷èõìå, ÷å âåêòîðèòå a1, a2, a3 ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, ò. å. îáðàçó-
âàò áàçèñ íà òðèìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî V . Òîãàâà èçîáðàæåíè-
åòî τ(ei) = ai, i = 1, 2, 3 å îáðàòèì ëèíååí îïåðàòîð ( ïðåîáðàçóâà áà-
çèñ íà V â äðóã áàçèñ, ∃A−1) ñ ìàòðèöà â ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ A. Íåêà
σ(ei) = bi, i = 1, 2, 3 å ëèíååí îïåðàòîð ñ ìàòðèöà â ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ

B =

(
3 −2 1
2 −1 2
3 −2 1

)
.

Äàäåíî å, ÷å ϕ å ëèíåéíèÿò îïåðàòîð, êîéòî äåéñòâà ïî ïðàâèëîòî
ϕ(ai) = bi, i = 1, 2, 3. Î÷åâèäíî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî ϕτ = σ ⇒ ϕ =
στ−1. Àêî ìàòðèöàòà íà ϕ â áàçèñà e1, e2, e3 å C, òî òîãàâà C = BA−1.

Íàìèðàìå A−1 =

(
2 −1 −2
2 −1 −3
−1 1 1

)
. Ñåãà ùå ïðåñìåòíåì C:

C =

(
3 −2 1
2 −1 2
3 −2 1

)
.

(
2 −1 −2
2 −1 −3
−1 1 1

)
=

(
1 0 1
0 1 1
1 0 1

)

Ìîæå äà íàìåðèì C, ðåøàâàéêè ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå C.A = B.
Òúðñèì îáðàçà íà v ïîä äåéñòâèåòî íà îïåðàòîðà ϕ. Ïîëó÷àâàìå:

ϕ(v) = C.v =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 1

)
.

(
3
−2
−3

)
=

(
0
−5
0

)
.

á) Kerϕ å ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåøåíèÿòà íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà CX =
O. Òúðñèì ÔÑÐ, r(C) = 2, ò.å. áàçèñ íà Kerϕ ùå ñå îáðàçóâà îò åäèí
âåêòîð, íàïðèìåð u1 = (1, 1,−1).

Ïî ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà C ñòîÿò ñúîòâåòíî âåêòîðèòå ϕ(e1), ϕ(e2), ϕ(e3).
Òîãàâà Imϕ = l(ϕ(e1), ϕ(e2), ϕ(e3)) = l(ϕ(e1), ϕ(e2)), ò. å. áàçèñ íà Imϕ îá-
ðàçóâàò íàïðèìåð âåêòîðèòå ϕ(e1) = (1, 0, 1) è ϕ(e2) = (0, 1, 1).

Çàáåëåæêà: Òîâà ñà îòãîâîðèòå çà âàðèàíòè 1 è 3, çà âàðèàíòè 2 è
4 ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî:

à) C =

(
1 0 0
0 1 0
−1 1 1

)
; ϕ(v) =

(
2
3
0

)
.
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á) Kerϕ = (0); Imϕ = V , ò. å. áàçèñ íà îáðàçà å íàïðèìåð ñòàíäàðòíèÿ
òàêúâ.

Êðèòåðèé:

à) Çà íàìèðàíå íà ìàòðèöàòà C íà îïåðàòîðà ϕ - 2,5ò. Çà íàìèðàíå
íà ϕ(v) - 0,5ò.

á) Çà íàìèðàíå íà âñåêè îò áàçèñèòå íà ÿäðîòî è îáðàçà ïî 1ò.
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