
Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ è êðèòåðèé çà îöåíÿâàíå íà êîíòðîëíà ðàáîòà �1

ñïåö. Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 1. (1,5ò.) Ñïðÿìî äàäåí îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà V ëèíåéíèÿò îïåðàòîð ϕ èìà ìàòðèöà
A. Äà ñå íàìåðè îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà V, â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà, êàêòî è òàçè
äèàãîíàëíà ìàòðèöà, êúäåòî:

A =

( −1 1 3
1 −1 3
3 3 7

)
.

Ðåøåíèå:

Òúðñèì êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íÿ ïîëèíîì. Èìàìå:

fA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣ −1− λ 1 3
1 −1− λ 3
3 3 7− λ

∣∣∣∣∣ = −(λ− 9)(λ+ 2)2 = 0.

Ïîëó÷àâàìå õàðàêòåðèñòè÷íè êîðåíè λ1 = 9 è λ2,3 = −2, òå ñà è ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ëè-
íåéíèÿ îïåðàòîð ϕ. Òúðñèì ñîáñòâåíèòå âåêòîðè çà ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, òðÿáâà äà
ðåøèì ñúîòâåòíèòå ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ (A− λiE)vi = 0, i = 1, 2, 3.

1) λ1 = 9.

(A− 9E) =

( −10 1 3
1 −10 3
3 3 −2

)
∼

 0 −3 1
1 −10 3
0 −3 1

 ∼ ( 0 −3 1
1 −1 0
0 0 0

)
.

Âåêòîðúò v1 = (1, 1, 3) å ñîáñòâåí çà ñîáñòâåíàòà ñòîéíîñò λ1 = 9.

2) λ2,3 = −2

(A+ 2E) =

(
1 1 3
1 1 3
3 3 9

)
∼

(
1 1 3
0 0 0
0 0 0

)
.

Âåêòîðèòå v2 = (1,−1, 0) è v3 = (3, 0,−1) ñà ñîáñòâåíè çà äâóêðàòíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ2,3 =
−2.

Òúðñèì îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà V. Ùå îðòîãîíàëèçèðàìå ïî ìåòîäà íà Ãðàì-Øìèä v2 è v3
(îò òåîðèÿòà çíàåì, ÷å íà ðàçëè÷íèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð îòãîâàðÿò
ëèíåéíî íåçàâèñèìè è îðòîãîíàëíè ïîìåæäó ñè ñîáñòâåíè âåêòîðè). Íåêà a2 = v2 = (1,−1, 0).
Èìàìå a3 = v3 + µa2 ⇒ µ = − (v3,a2)

(a2,a2)
= −3

2
. Îòòóê, ïîëó÷àâàìå a3 = 1

2
(3, 3,−2). Îñòàíà äà íîð-

ìàëèçèðàìå âåêòîðèòå v1, a2, a3. Ïîëó÷àâàìå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà V, ñúñòîÿù ñå îò âåêòîðèòå
u1 =

1√
11
(1, 1, 3); u2 =

1√
2
(1,−1, 0); u3 = 1√

22
(3, 3,−2).

Äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà íà ϕ ñïðÿìî íîâîïîëó÷åíèÿ îðòîíîðìèðàí áàçèñ å: D = T−1AT =(
9 0 0
0 −2 0
0 0 −2

)
, êúäåòî T =


1√
11

1√
2

3√
22

1√
11
− 1√

2
3√
22

3√
11

0 − 2√
22

.
Çàáåëåæêà: Òîâà å ðåøåíèåòî çà âàðèàíòè 1 è 3, çà âàðèàíòè 2 è 4 äåéñòâàìå ïî àíàëîãè÷åí

íà÷èí è ïîëó÷àâàìå: Îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà V îáðàçóâàò âåêòîðèòå:
1



u1 =
1√
6
(1, 2, 1); u2 =

1√
2
(−1, 0, 1); u3 = 1√

3
(−1, 1,−1); D =

(
8 0 0
0 2 0
0 0 2

)
.

Êðèòåðèé: Îáùî 1,5ò., îò êîèòî: çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè - 0,5ò. Çà íàìèðàíå íà
ñîáñòâåíè âåêòîðè - 0,5 ò. Çà íàìèðàíå íà îðòîíîðìèðàí áàçèñ è äèàãîíàëíà ìàòðèöà - 0,5ò.

Çàäà÷à 2. (1ò.) Ðåøåòå ñèñòåìàòà: ∣∣∣∣ 5x + 1 ≡ 0(mod24)
4x ≡ 19(mod21)

Ðåøåíèå:

Îò ðåøàâàíà â ÷àñ çàäà÷à, çíàåì ÷å, àêî a ≡ b(modm1), a ≡ b(modm2), . . . , a ≡ b(modmn), òî
a ≡ b(mod[m1,m2, . . . ,mn]). Èìàìå (5, 24) = 1 è îò òúæäåñòâîòî íà Áåçó ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò
öåëè ÷èñëà u1, v1 : 5u1 + 24v1 = (5, 24) = 1. Ïîëó÷àâàìå u1 = 5, v1 = −1. Òîãàâà 5.5x ≡
5(−1)(mod24) ⇔ x ≡ −5(mod24) ⇔ x ≡ 115(mod24). Àíàëîãè÷íî (4, 21) = 1 è 4u2 + 21v2 =
(4, 21) = 1 ⇒ u2 = −5, v2 = 1. Òîãàâà x ≡ (−5)(−2)(mod21) ⇔ x ≡ 115(mod21). Èìàìå [21, 24] =
21.24
(21,24)

= 168, ò. å. x ≡ 115(mod168).

Çàáåëåæêà: Òîâà å îòãîâîðà çà âàðèàíòè 1 è 3, çà âàðèàíòè 2 è 4 ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó-
÷àâàìå:

x ≡ 93(mod120).
Êðèòåðèé: Îáùî 1ò.

Çàäà÷à 3. (2,5ò.) Íåêà G = {(x, y)|x, y ∈ R}. Â G âúâåæäàìå áèíàðíà îïåðàöèÿ ïî ïðàâèëîòî:
(x1, y1) ◦ (x2, y2) = (x1 + x2, y1e

−x2 + y2e
x1).

a) Äà ñå äîêàæå, ÷å G å ãðóïà îòíîñíî òàêà âúâåäåíàòà îïåðàöèÿ;
b) Äîêàæåòå, ÷å H = {(0, y) | y ∈ R}CG, H ∼= R, G/H ∼= R.

Ðåøåíèå:

à) Î÷åâèäíîG å íåïðàçíî ìíîæåñòâî, çàòâîðåíî îòíîñíî òàêà äåôèíèðàíàòà îïåðàöèÿ (∀x1, x2, y1, y2 ∈
R⇒ x1 + x2 ∈ R, y1e−x2 + y2e

x1 ∈ R). Ïðàâèì ïðîâåðêà äàëè G å ãðóïà îòíîñíî îïåðàöèÿòà ◦:

1) Àñîöèàòèâíîñò:

[(x1, y1) ◦ (x2, y2)] ◦ (x3, y3) = (x1 + x2, y1e
−x2 + y2e

x1) ◦ (x3, y3) = (x1 + x2 + x3, y1e
−(x2+x3) + y2e

x1−x3 +
y3e

x1+x2),
(x1, y1) ◦ [(x2, y2) ◦ (x3, y3)] = (x1, y1) ◦ (x2 + x3, y2e

−x3 + y3e
x2) = (x1 + x2 + x3, y1e

−(x2+x3) + y2e
x1−x3 +

y3e
x1+x2).

2) Ïðîâåðÿâàìå äàëè ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí åëåìåíò (a, b) ∈ G, òàêúâ ÷å (a, b) ◦ (x, y) = (x, y) ◦
(a, b) = (x, y), ∀(x, y) ∈ G. Íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà íè äàâà (a, b) = (0, 0) - òîâà å åäèíè÷åí
åëåìåíò.

3) Òúðñèì åëåìåíò îò âèäà (c, d) ∈ G, òàêúâ ÷å (c, d) ◦ (x, y) = (x, y) ◦ (c, d) = (0, 0), ∀(x, y) ∈ G.
Ïîëó÷àâàìå (c, d) = (−x,−y) - îáðàòåí åëåìåíò íà (x, y).

Îò 1), 2) è 3) ñëåäâà, ÷å G å ãðóïà îòíîñíî îïåðàöèÿòà ◦.

á) Î÷åâèäíî ∅ 6= H ⊂ G. Ïðîâåðÿâàìå, äàëè H < G.

1) (0, y1) ◦ (0, y2) = (0, y1 + y2) ∈ H,



2) Òúðñèì åëåìåíò (0, x) ∈ H, òàêúâ ÷å (0, x) ◦ (0, y) = (0, y) ◦ (0, x) = (0, 0), ∀(0, y) ∈ H.
Ïîëó÷àâàìå (0, x) = (0,−y) ∈ H.

Îò 1), 2) ñëåäâà, ÷å H å ïîäãðóïà íà G îòíîñíî òàêà âúâåäåíàòà îïåðàöèÿ.

Íåêà

ϕ : H → R

ϕ(0, y)→ y.

Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ϕ å èçîìîðôèçúì. Èìàìå ϕ(0, y1) + ϕ(0, y2) = y1 + y2 = ϕ(0, y1 + y2) =
ϕ [(0, y1) ◦ (0, y2)], ò. å. ϕ å õîìîìîðôèçúì íà ãðóïè. Î÷åâèäíî å áèåêöèÿ, ò. å. H ∼= R.

Çà äà äîêàæåì, ÷å G/H ∼= R è H CG ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà õîìîìîðôèçìè íà ãðóïè. Ùå
ïðîâåðèì êîãà äâà ïðîèçâîëíè åëåìåíòà (x1, y1), (x2, y2) ∈ G ïîïàäàò â åäèí è ñúùè êëàñ íà G/H.
Èìàìå (x1, y1) ◦H = (x2, y2) ◦H ⇔ (−x1,−y1) ◦ (x2, y2) ∈ H ⇔ (−x1 + x2,−y1e−x2 + y2e

−x1) ∈ H ⇔
x1 = x2. Ò. å. ïîëó÷èõìå, ÷å ðàçëè÷íèòå êëàñîâå â G/H ñå ïîëó÷àâàò îò ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà
ïúðâèÿ åëåìåíò x â íàðåäåíàòà äâîéêà (x, y). Ñåãà ìîæåì äà äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèå ψ, òàêîâà
÷å:

ψ : G→ R

ψ(x, y)→ x.

Ïðîâåðÿâàìå äàëè ψ å õîìîìîðôèçúì íà ãðóïè:
ψ [(x1, y1) ◦ (x2, y2)] = ψ(x1 + x2, y1e

−x2 + y2e
x1) = x1 + x2 = ψ(x1, y1) + ψ(x2, y2).

Î÷åâèäíî õîìîìîðôèçìúò å âúðõó. Îñâåí òîâà èìàìå:

Kerψ = {(x, y) ∈ G | ψ(x, y) = 0} = H.

Òîãàâà òåîðåìàòà çà õîìîìîðôèçìè íà ãðóïè íè äàâà G/H ∼= R è H C G, êîåòî òðÿáâàøå äà
äîêàæåì.

Êðèòåðèé: Îáùî 2,5ò., îò êîèòî ïîäòî÷êà à) - 0,75ò., á) - 0,5ò. çà H < G, 0,5ò. çà H ∼= R è 0,75
ò. çà G/H ∼= R è H CG.


