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до
ка

ж
е,

че
ак

о
ф

ун
кц

ия
та

f2
C1 [a;b],

то
за

вс
як

о
">0

съ
щ

ес
тв

ув
а

по
ли

но
м
P,з

a
ко

йт
о
kf(i)

�P(
i) k<

";i
=0;

1.
З
ад

ач
а

3.
46

.
А

ко
f n0(x

)=1
;f nm

(x)=
x(x

�1=
n)��

�(x�
(m�

1)=n
),

то
по

ка
ж

ет
е,

че
по

ли
но

м
ит

е
на

Б
ер

нщ
ай

н
B n(f

nm)
уд

ов
ле

тв
ор

яв
ат

ра
ве

н-
ст

во
то

B n(f
nm;x

)=x
m f nm

(1);
n�

m. 11
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З
ад

ач
а

3.
47

.
Н

ам
ер

ет
е

по
ли

но
м

ит
е

на
Б

ер
нщ

ай
н

за
ф

ун
кц

ии
те

f(x)
=1;

f(x)
=x;

f(x)
=x2

;f
(x)=

ex
в

ин
те

рв
ал

а
[0;1]

.

З
ад

ач
а

3.
48

.
Н

ап
иш

ет
е

яв
ни

я
ви

д
на

по
ли

но
м

ит
е

на
Б

ер
нщ

ай
н

в
ин

те
рв

ал
а
[a;b]

.

З
ад

ач
а

3.
49

.
За

ф
ун

кц
ия

та
ekx ;

x2[
a;b],

на
м

ер
ет

е
B n(e

kt ;x)
.

З
ад

ач
а

3.
50

.
П

ос
тр

ой
те
B 2n(

jtj;x
)ви

нт
ер

ва
ла

[�1;
1].

З
ад

ач
а

3.
51

.
За

ф
ун

кц
ия

та
f(x)

=x
+jx

j 2;
x2

[�1;
1],н

ам
ер

ет
е

B 4(f
;x). З

ад
ач

а
3.

52
.

Д
ок

аж
ет

е,
че

ак
о
f2�

k;то
B n(f

)2�
kза

n�
k.

З
ад

ач
а

3.
53

.
Д

а
се

до
ка

ж
е,

че
ак

о
f00 2

C [0;1
],то

jf(x
)�B

n(f;
x)j�

x(1�
x) n
kf00 k

:
З
ад

ач
а

3.
54

.
За

ф
ун

кц
ия

та
xn в

ин
те

рв
ал

а
[�1;

1]на
м

ер
ет

е
по

ли
-

но
м

а
на

на
й-

до
бр

о
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

от
(n�

1)�в
а

ст
еп

ен
.

З
ад

ач
а

3.
55

.
И

зм
еж

ду
вс

ич
ки

по
ли

но
м

и
от

ви
да

Axn
+n�1 X k=0a kxk

,

къ
де

то
A6=

0е
да

де
но

чи
сл

о,
на

м
ер

ет
е

по
ли

но
м

,
от

кл
он

яв
ащ

се
на

й-
м

ал
ко

от
ну

ла
та

в
ин

те
рв

ал
а
[a;b]

.

З
ад

ач
а

3.
56

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
за

по
ли

но
м

ит
е

на
Ч

еб
иш

ов
от

пъ
рв

и
ро

д
T n(x

)=c
os(n

arcco
sx)

е
из

пъ
лн

ен
о:

а)
T m+

n+T
m�n

=2T
mT n

;
б)
T n+1

=2x
T n�

T n�1
;

в)
T 2n=

2T2 n
�1;

г)
T n(x

)=2
n�1 x

n +�
��.

З
ад

ач
а

3.
57

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
:

а)
T0 n+1

=(n+
1)=

2T n
+T0 n

�
1=n�

1;n
>1;

б)
T0 2n=(2

n)=
2(T 2

n�1+
T 2n�

3+�
��+

T 1);
в)
T0 2n+1

=(2n
+1)

=2(
T 2n+

T 2n�
2+�

��+
T 2)+

1.
З
ад

ач
а

3.
58

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
T 2k+

1(x)=
x=

2T 2k
(x)�

2T 2k
�
2(x)

+2T
2k�4

(x)+
���+

(�1)
k T 0(

x):
11
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З
ад

ач
а

3.
59

.
Н

ек
а
T� nе

по
ли

но
м

ът
на

Ч
еб

иш
ов

в
ин

те
рв

ал
а
[0;1]

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
:

а)
T� n(x

)=T
n(2x

�1)
;

б)
T� n+1

(x)=
(4x�

2)T� n
(x)�

T� n�1
(x).

З
ад

ач
а

3.
60

.
За

f(x)
=

1 x+3
;x2

[�1;
1],п

ок
аж

ет
е,

че
E 1(f

)>
0;02

1иE
2(f)

<0;
016.

З
ад

ач
а

3.
61

.
П

ок
аж

ет
е,

че
из

м
еж

ду
вс

ич
ки

по
ли

но
м

и
от

ст
еп

ен
,

не
по

-в
ис

ок
а

от
n,пр

ие
м

ащ
и

в
то

чк
ат

а
�сто

йн
ос

т
�;j�

j>1
,п

ол
ин

ом
ът

�T n(
x)=T

n(�)
се

от
кл

он
яв

а
на

й-
м

ал
ко

от
ну

ла
та

в
ин

те
рв

ал
а
[�1;

1].
З
ад

ач
а

3.
62

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
ак

о
по

ли
но

м
ът

Pот
ст

еп
ен

,
не

по
-

ви
со

ка
от

n,уд
ов

ле
тв

ор
яв

а
не

ра
ве

нс
тв

от
о
max

�
1�x�

1jP(
x)j�

L,т
о

за
вс

як
о
x�

1еи
зп

ъл
не

но
P(x)

�L 2[(x
+p

x2 �
1)n +

(x�
p x2

�1)
n ]:

З
ад

ач
а

3.
63

.
За

по
ли

но
м

а
ax3 +

bx2 +
cx+

dна
м

ер
ет

е
по

ли
но

м
а

на
на

й-
до

бр
о

ра
вн

ом
ер

но
пр

иб
ли

ж
ен

ие
от

вт
ор

а
ст

еп
ен

в
ин

те
рв

ал
а
[�1;

1].
З
ад

ач
а

3.
64

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
ак

о
ф

ун
кц

ии
те

fи
gуд

ов
ле

тв
ор

я-
ва

т
в

ин
те

рв
ал

а
[�1;

1]не
ра

ве
нс

тв
от

о
jf(n+

1) (x)
j<g

(n+1)
(x),

то
E n(f

)<
2E n(

g). З
ад

ач
а

3.
65

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
:

а)
(1�

x2 )T
00 n(x)

�xT
0 n(x)

+n2
T n(x

)=0
;

б)
1�t

x
1�2

tx+
t2=

1 X n=0tn T n
(x);

�1<
t<1

;

в)
T n(x

)=x
n � n 2! xn�2

(1�
x2 )+

 n 4! 4xn�
4 (1�

x2 )2
+��

�;
г)
T n(T

m(x)
)=T

nm(x
);

д)
T 2n(

x)=
T n(2

x2 �
1);

е)
R T n

(x)d
x=

T n+1
(x)=

(2n+
2)�

T n�1
(x)=

(2n�
2).

З
ад

ач
а

3.
66

.
Н

ек
а
Sес

ъв
ку

пн
ос

т
от

кр
ае

н
бр

ой
ра

ци
он

ал
ни

чи
с-

ла
в

ин
те

рв
ал

а
[�1;

1].Д
ок

аж
ет

е,
че

съ
щ

ес
тв

ув
а

та
ко

ва
ця

ло
по

ло
ж

ит
ел

-
но

n,че
ак

о
оз

на
чи

м
с
R n=

fx(n
) kgn k

=1н
ул

ит
е

на
T n,т

о
ST R

n=
;.
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З
ад

ач
а

3.
67

.
Н

ек
а
E n(f

)=i
nf P2

� nkf
�Pk

;а

и

P n(x
)=a

0+a
1x+

���+
a nxn

се
оп

ре
де

ля
т

от
ус

ло
ви

ят
а
(�1)

i 
+
P n(x

i)=
f(x i

);i=
1;2;

:::;n
+2;

т.
е.


=

(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
,
къ

де
то

a�
x 1<

x 2<
���x

n+2
�b.

Д
ок

аж
ет

е,
че

ак
о
f2C

[a;b],
то

E n(f
)=m

ax x 1
<x 2<

���
<x n+

2
j
(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
j.

З
ад

ач
а

3.
68

.
Н

ек
а
f2

C [a;b
]иB

n(f)
е
n-ти

ят
по

ли
но

м
на

Б
ер

н-

щ
ай

н
на

fви
нт

ер
ва

ла
[0;1]

.Д
ок

аж
ет

е,
че
kB n(

f)�
fk�

2!(f
;1 2p n

).
З
ад

ач
а

3.
69

.
Н

ек
а
M n(

f;x)
=e�

nx1 X k=0f(k n)(n
x)k k!.

Д
ок

аж
ет

е,
че

за
вс

як
а

ф
ун

кц
ия

f2C
[0;1]

е
в

си
ла

jf(x
)�M

n(f;
x)j�

2!(f
;r x n).

З
ад

ач
а

3.
70

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
kf�

K n(f
)k�

c!(f
;1 p n

),къ
де

то
f2

C [0;1
]и K n(f

;x)=
(n+

1)n X k=0 n k! xk (1
�x)

n�kZ
(k+1)

=(n+1
)

k=(n+
1)

f(t)
dt;

а
ко

нс
та

нт
ат

а
cне

за
ви

си
от

nиf
.

З
ад

ач
а

3.
71

.
Н

ек
а
a�

x 1<
x 2<

���<
x n�

b,а
g i;i

=1;
2;::

:;n,
са

ф
ун

кц
ии

,
де

ф
ин

ир
ан

и
в
[a;b]

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
L n(f

;x)d
ef =n X i=1f(x i

)g i(x
)

е
ли

не
ен

по
ло

ж
ит

ел
ен

оп
ер

ат
ор

то
га

ва
и

са
м

о
то

га
ва

,к
ог

ат
о
g i(x)

�0
за

вс
як

о
x2[

a;b]
и

вс
як

о
i=1

;2;:
::;n

.

З
ад

ач
а

3.
72

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
ак

о
f2C

[0;1+
1=n]

и

f n(x
)=n

Z 1=n 0
f(x+

t)dt;
то
kf�

f nk�
!(f;

1 n).
З
ад

ач
а

3.
73

.
Н

ек
а

по
ли

го
нъ

т
l nс

въ
зл

и
x i=

i n;i
=0;

1;::
:;n,

ин
те

рп
ол

ир
а

ф
ун

кц
ия

та
f2C

[0;1]в
то

чк
ит

е
x i;i

=0;
1;::

:;n.
Д

ок
аж

ет
е,

че
kf�

l nk�
3!� f;1 2n� .
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З
ад

ач
а

3.
74

.
Н

ек
а

по
ли

но
м

ът
P n(x

)=
a 0xn

+a 1
xn�1

+��
�+a

n
уд

ов
ле

тв
ор

яв
а

не
ра

ве
нс

тв
от

о max
�
1�x�

1P n(
x)�

L:
Д

а
се

до
ка

ж
е,

че
ja 0j�

2n�1
L.

З
ад

ач
а

3.
75

.
Н

ек
а
P n(x

)=a
0xn +

a 1xn
�
1 +�

��+a
nич

ис
ло

то

се

оп
ре

де
ля

от
ли

не
йн

ат
а

си
ст

ем
а
(�1)

i 
+
P(x i

)=f
(x i);

i=1
;2;:

::;n
+2,

къ
де

то
fеф

ун
кц

ия
,о

пр
ед

ел
ен

а
в

то
чк

ит
е
x i;i

=1;
2;::

:;n+
2.До

ка
ж

ет
е,

че

(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
=n+2 X i=1� i �f(

x i);
къ

де
то

� i=
n+2 Y j=1;j

6=i(x i�
x j)�

1 и
�=

n+2 X i=1(�1)
i � i:

12
0



Р
Е
Ш

Е
Н

И
Я

,
У

П
Ъ

Т
В

А
Н

И
Я

И
О

Т
Г
О

В
О

Р
И

3.
1.

в)
С

ле
дв

а
от
jsin

x�s
inyj

=2� � � �sinx
�y 2� � � �� � � �cos

x+y 2� � � ��j
x�y

j:
3.

2.
И

зб
ер

ет
е
x n=

1=n;
y n=

1=n+
1ио

бр
аз

ув
ай

те
� � � �cos

� x n�
cos� y n� � � �:

3.
3.

С
ле

дв
а

от
де

ф
ин

иц
ия

та
на

ра
вн

ом
ер

но
не

пр
ек

ъс
на

та
ф

ун
кц

ия
.

3.
4.

За
h2[

0;"+
�]не

ка
h=

h 1+
h 2;к

ъд
ет

о
h 12

[0;�]
и
h 22

[0;"]
:

Т
ог

ав
а

!(f;
�+"

)=
sup

0�h 1�
�;0�

h 2�"
kf(x

+h 1
+h 2

)�f
(x)k

�s
up 0�h 1�

�kf(
x+h

1+h
2)�

f(x+
h 2)k

+s
up 0�h 2�

"kf(
x+h

2)�
f(x)

k�
!(f;

�)+
!(f;

"):
3.

5.
П

ър
во

се
до

ка
зв

а
не

ра
ве

нс
тв

от
о
!(f;

n�)�
n!(f

;�);
къ

де
то

n
е

ця
ло

по
ло

ж
ит

ел
но

чи
сл

о.
П

ри
n=

1тв
ър

де
ни

ет
о

е
вя

рн
о.

Н
ек

а
то

е
вя

рн
о

за
n=

k:То
га

ва
пр

и
n=

k+1
пр

ед
ви

д
за

д.
3.

4
сл

ед
ва

!(f;
(k+

1)�))
�!(

f;k�
)+!

(f;�
)�k

!(f;
�)+

!(f;
�)=

(k+
1)!(

f;�)
;

т.
е.

за
ес

те
ст

ве
но

nтв
ър

де
ни

ет
о

е
до

ка
за

но
по

ин
ду

кц
ия

.
За

�>
0се

по
лу

ча
ва

!(f;
��)�

!(f;
[�+

1]�)
�[�

+1]!
(f;�

)�(
�+1

)!(f
;�);

къ
де

то
[�]о

зн
ач

ав
а

ця
ла

та
ча

ст
на

�:
3.

6.
Н

ек
а
!(f;

�)�
H�a

:Тог
ав

а
за

вс
ек

и
дв

е
то

чк
и
xиy

е
из

пъ
лн

ен
о

jf(x
)�f

(y)j
�!(

f;x
�yj)

�H
jy�

xj� :
О

бр
ат

но
,а

ко
f2

Lip H
�;то

пр
и

jx�
yj�

�ев
си

ла
jf(x

)�f
(y)j

�H
jy�

xj� �
H��

:Тъ
й

ка
то

по
сл

ед
но

то
не

ра
ве

нс
тв

о
е

из
пъ

лн
ен

о
за

вс
ек

и
дв

е
то

чк
и,

за
ко

ит
о
jx�

yj�
�;то

и
!(f;

�)�
H��

:
3.

7.
О

т
за

д.
3.

4
сл

ед
ва

,ч
е

ак
о
0�

��
�<

b�a
;то

!(f;
�)�

!(f;
��

�+
�)�

!(f;
��

�)+
!(f;

�);
т.

е.
!(f;

�)�
!(f;

�)�
!(f;

��
�):О

т
по

сл
ед

но
то

не
ра

ве
нс

тв
о

пр
и

пр
о-

из
во

лн
и
�;�+

h2
[0;b

�a]
сл

ед
ва

не
ра

ве
нс

тв
от

о
j!(f

;�+
h)�

!(f;
�)j�

!(f;
h):Н

о
!(f;

h)!
0;тъ

й
ка

то
fер

ав
но

м
ер

нo
нe

пр
ек

ъс
на

та
в
[a;b]

:
3.

8.
А

ко
x2� i�

1 n;
i n� ;то

jf(x
)�S

n(x)
j=� � � �f(x

)�f
� 2i

�1 2n
�� � � ��

!� f;1 2n� :
3.

11
.
Т

ъй
ка

то
� 2=�

1�1
;то

!(f;
� 2)=�

2=!
(f;�

1� 2=�
1)=� 2

�(�
2=� 1

+1)
!(f;

� 1)=�
2

=(1
=� 1+

1=� 2
)!(f

;� 1)
�2!

(f;�
1)=� 1

:
3.

12
.
С

ле
дв

а
от
jcos

x�c
osyj

�jx
�yj:

12
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3.
13

.Н
ек

а
M=

max a�x�
bf(x

);m
=m

in a�x�
bf(x

):То
га

ва
от

те
ор

ем
ат

а
на

Ч
еб

иш
ов

сл
ед

ва
,ч

е
p(x)

=M
+m 2

и
E 0(f

)=
M�

m 2
:

3.
14

.
Н

ек
а
p(x)

=A
x+

Bе
по

ли
но

м
ът

на
на

й-
до

бр
о

ра
вн

ом
ер

но
пр

иб
ли

ж
ен

ие
и
x 1<

x 2<
x 3са

то
чк

ит
е

на
ал

те
рн

ан
с,
x 22

(a;b)
;т.е

.x 2
е

то
чк

а
на

ек
ст

ре
м

ум
на

f�
p:То

га
ва

f0 (x 2
)�p

0 (x 2)
=0

и
сл

ед
ов

ат
ел

но
A=

f0 (x 2
):Тъ

й
ка

то
f00 н

е
си

м
ен

и
зн

ак
а,

то
f0 ил
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+1) (�
)j:

О
тт

ук
jR(x

)j<
jS(x

)jил
и
jf(x

)�P
(x)j

<jg
(x)�

Q(x)
j:Не

ка
Qе

по
ли

но
-

м
ът

на
на

й-
до

бр
о

ра
вн

ом
ер

но
пр

иб
ли

ж
ен

ие
на

ф
ун

кц
ия

та
gот

ст
еп

ен
n:

С
по

ре
д

те
ор

ем
ат

а
на

Ч
еб

иш
ов

g� Q
си

м
ен

и
зн

ак
а

в
n+

1то
чк

и
в

ин
-

те
рв

ал
а
[�1;

1]:А
ко
fx ig

n+1 i=1с
е

из
бе

ра
т

да
бъ

да
т

то
чк

ит
е,

къ
де

то
g�Q

си
м

ен
и

зн
ак

а,
то
Q�

Q:О
т

по
сл

ед
но

то
не

ра
ве

нс
тв

о
сл

ед
ва
kf�

Pk<
E n(g

)
и

от
оч

ев
ид

но
то

не
ра

ве
нс

тв
о
E n(f

)�k
f�P

kсе
по

лу
ча

ва
E n(f

)<E
n(g):

3.
35

.
Н

ек
а
E n(f

)=
kf�

P nk;
P n2

� n;n
=0;

1;::
::И

зб
ер

ет
е

тр
и-

ъг
ъл

на
та

м
ат

ри
ца

fx n;i
gn i=0;

n=
0;1;

:::,
чи

йт
о
n�т

и
ре

д
се

съ
ст

ои
от

то
чк

ит
е
fx n;i

gn i=0;
в

ко
ит

о
P nс

ъв
па

да
с
f:То

га
ва

ин
те

рп
ол

ац
ио

нн
ия

т
по

-
ли

но
м

,п
ос

тр
ое

н
по

въ
зл

ит
е
fx n;i

gn i=0;
щ

е
съ

вп
ад

а
с
P n,т

.е
.

kL n(
f)�

fk=
kP n

�fk
=E n

(f)�
���! n!1

0:
3.

36
.И

зп
ол

зу
ва

йт
е

ос
та

тъ
чн

ия
чл

ен
на

ин
те

рп
ол

ац
ио

нн
ия

по
ли

но
м

на
Л

аг
ра

нж
,к

ог
ат

о
въ

зл
ит

е
са

ну
ли

на
по

ли
но

м
а

на
Ч

еб
иш

ов
.

3.
37

.
В

ж
.з

ад
.3

.3
6.

3.
38

.
К

ат
о

се
пр

ил
ож

и
ф

ор
м

ул
ат

а
на

Т
ей

ло
р

с
ос

та
тъ

че
н

чл
ен

в
ин

те
гр

ал
на

ф
ор

м
а

f(t)
=m X k=0f(k) (a)(t�

a)k k!
+1 m!Z t a(t�

u)m f
(m+1

) (u)d
u

(д
ок

аз
ат

ел
ст

во
то

се
по

лу
ча

ва
пр

ос
то

сл
ед
m�к

ра
тн

о
ин

те
гр

ир
ан

е
по

ча
с-

ти
на

ос
та

тъ
чн

ия
чл

ен
)

къ
м

ф
ун

кц
ия

та
jxj=

p 1�(
1�x

2 );с
е

по
лу

ча
ва

пр
и
1�x

2 =t
ф

ор
м

ул
ат

а
p 1�t

=1�
t 2�

t2 2:4�
����

1:3:
::2(n

�3)
2:4:

::2n
tn +

R n;
къ

де
то

a=
0и

R n(t
)=

1 n!Z t 0(t�
u)n f

(n+1)
(u)d

u=
(2n�

1)!!
2(2n

)!!
Z t 0� t�

u 1�u
� n

du p 1�
u

12
6



�(2
n�

1)!!
2(2n

)!!
Z t 0

du p 1�
u�

(2n�
1)!!

2(2n
)!!

Z 1 0
du p 1�

u=
(2n)

!
2:[(2

n)!!]
2:2=

(2n)
!

22n :(
n!)2:

С
ле

д
то

ва
пр

ил
ож

ет
е

ф
ор

м
ул

ат
а

на
С

ти
рл

ин
г
n!�

nn :e
�
np 2�n

пр
и

n!
1: 3.

39
.
Н

ек
а
q=

min 1�k�
n�1(

x k+1
�x k

)иM
=1+

n� b�
a q� n�1

:По
те

-

ор
ем

ат
а

на
В

ай
ер

щ
ра

с
съ

щ
ес

тв
ув

а
та

къ
в

по
ли

но
м
P ",ч

е
jP "(x

)��
(x)j

<
" Mза

вс
як

о
">0

:Ак
о
� k=

P "(x
k)�

�(x k
);то

по
ли

но
м

ът

Q(x)
=n X k=1(x�

x 1):
::(x

�x n
)

(x�
x k)!

0 n(x k
)�

k
уд

ов
ле

тв
ор

яв
а

ус
ло

ви
ят

а
Q(x k

)=
� k;

jQ(x
)j<

"n(b
�a)

n�1 =
Mqn

�
1 и

тъ
рс

ен
ия

т
по

ли
но

м
е
R(x)

=P "
(x)�

Q(x)
:

3.
40

.Н
ек

а
">0

:От
те

ор
ем

ат
а

на
В

ай
ер

щ
ра

с
сл

ед
ва

,ч
е

съ
щ

ес
тв

ув
а

по
ли

но
м
P;за

ко
йт

о
kf�

Pk�
":О

т
Z b a(f�

P)2 d
x�"

2 (b�
a),

Z b a(f�
P)2 d

x=Z b af2
dx�

2Z b afP
dx+

Z b aP2
dx;

Z b afP
dx=

0,
сл

ед
ва
Z b af2

dx�
"2 (b

�a)
и

тъ
й

ка
то

"еп
ро

из
во

лн
o,
f�

0:
3.

41
.Н

ек
а
�=

max
(b;1�

a)и
B n(f

;x)=
n X k=0" n k! f� k n�# xk (1

�x)
n�k :

П
ол

ин
ом

ът
B n(f

)ес
це

ли
ко

еф
иц

ие
нт

и
и

kf�
B n(f

)k�
kf�

B n(f
)k+

kB n(
f)�

B n(f
)k:

Т
ъй

ка
то
kf�

B n(f
)k!

0,ос
та

ва
да

се
по

ка
ж

е,
че
kB n(

f)�
B n(f

)k!
0:

Н
аи

ст
ин

а

kB n(
f)�

B n(f
)k=

max a�x�
b� � � � �n X k=0 " 

n k! f� k n�# � n k! f� k n�! xk (1
�x)

n�k� � � � �
�m

ax a�x�
bn X k=0� � �xk (1

�x)
n�k� � �

�n X k=0�k �n
�
k =(

n+
1)�n

!0;
�<

1:
3.

42
.
П

ър
во

по
ка

ж
ет

е
с

ди
ре

кт
ни

пр
ес

м
ят

ан
ия

,ч
е

B n(t
3 ;x)

=� 1�
1 n�� 1�

2 n� x3 +
3 n� 1�

1 n� x2 +
x n:

3.
44

.
Н

ек
а
� n(x

)=n
� f� n�

1 nx
+1 n� �f� n�

1 nx
�� :От

не
ра

ве
н-

ст
во

то
kB n(

f)k�
kfk

(з
ад

.3
.4

3)
и

ра
ве

нс
тв

ат
а

12
7



(B n(
f))0

=B n
�
1(� n

);
lim n!1

kf0 �
� nk

=0
сл

ед
ва

kf0 �
(B n(

f))0 k
=kB

n�1(
� n)�

f0 k
�kB

n�1(
� n)�

B n�
1(f0 )

k+k
B n�

1(f0 )
�f0

k�
k� n

�f0
k+k

B n�
1(f0 )

�f0
k

и
тъ

й
ка

то
kB n(

f0 )�
f0 k!

0,ок
он

ча
те

лн
о

се
по

лу
ча

ва
kf0 �

(B n(
f))0 k

!0:
3.

45
.
И

зп
ол

зу
ва

йт
е

за
д.

3.
44

.

3.
46

.
B n(f

nm;x
)=

n X k=0 n k! k(k
�1)

:::(k
�m

+1)
nm

xk (1
�x)

n�k
=1 nm

n X k=m
n!

(n�
k)!(k

�m
)!xk (

1�x
)n�k

=n(
n�

1)::
:(n�

m+
1)

nm
xmn�m X k=0 n�

m k! xk (1
�x)

n�m+
k

=n(
n�

1)::
:(n�

m+
1)

nm
xm =

xm f n
m(1)

:
3.

47
.
1;x;

x2 +
x(1�

x) n
;� 1+(

e1=n
�1)

x� n :
3.

48
.B n(

f;x)
=

1 (b�
a)n

n X k=0f� a+
k(b�

a) n
� n k! (x�

a)k (b
�x)

n�k :
3.

49
.
B n(e

kt ;x)
=n X i=0ek(a+

i(b�a
)=n) n i! (x�

a)i (b
�x)

n�i
(b�

a)n
=ek

an X i=0 n i! � ek(b�
a)=n�

x�a b�a
�� i :� b�

x b�a
� n�i

=ek
a� ek(b�

a)=n�
x�a b�a

� +b�
x b�a
� n =ek

a� 1+� ek(b�
a)=n

�1� x�
a b�a
� n :

3.
50

.
С

по
ре

д
за

д.
3.

48

B 2n(
jtj;x

)=
2n X k=0� � � ��1+

k n� � � � 2n k! (1+
x)k (1

�x)
2n�k

4n
=n X k=0n�

k n 2n k! (1+
x)k (1

�x)
2n�k

4n
+2n X k=n+

1�n+
k n
 2n k! (1+

x)k (1
�x)

2n�k
4n

=n X i=0i n 2n n�
i! (1+

x)n�
i (1�

x)n+
i

4n
+n X i=1i n 2n n+

i! (1+
x)n+

i (1�
x)n�

i
4n

12
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=n X i=1i n 2n n�
i! (1+

x)n�
i (1�

x)n+
i +(

1+x
)n+i (

1�x
)n�i

4n
=1 n 1�x

2 4! n
n X i=1i 2n n�

i!" �
1�x 1+x

� i +� 1+
x 1�x
� i# :

3.
51

.
П

ол
ин

ом
ит

е
на

Б
ер

нщ
ай

н
са

ли
не

йн
и

и
по

ло
ж

ит
ел

ни
оп

ер
а-

то
ри

и
B 4� t+

jtj 2;
x� =1 2B 4(

t;x)
+1 2B 4(

jtj;x
):

О
т

за
д.

3.
50

сл
ед

ва
B 4(j

tj;x)
=1 16((

1�x
)3 (3

+x)
+(1

+x)
3 (3�

x));
а

от
за

д.
3.

47
сл

ед
ва

B 4(t
;x)=

x:О
ко

нч
ат

ел
но

B 4� t+
jtj 2;

x� =x 2+
1 32((

1�x
)3 (3

+x)
+(1

+x)
3 (3�

x)):
3.

52
.
Д

ос
та

тъ
чн

о
е

да
се

до
ка

ж
е

тв
ър

де
ни

ет
о

пр
и

f(x)
=xm

;m
=0;

1;::
:;k;

пр
и

ко
ет

о
B n(t

m ;x)
=n X i=0im nm n i! xi (1

�x)
n�i ,

и
ос

та
ва

да
се

по
ка

ж
е,

че

n X i=0im n i! xi (1
�x)

n�i 2
� m:

За
та

зи
це

л
тъ

ж
де

ст
во

то
n X i=0 n i! zi =

(1+
z)n с

е
ди

ф
ер

ен
ци

ра
и

ум
но

ж
а-

ва
на
zпос

ле
до

ва
те

лн
о
mпъ

ти
.П

ол
уч

ав
а

се
n X i=0im n i! zi =

(1+
z)n�

m P m
(z);

къ
де

то
P mе

по
ли

но
м

от
ст

еп
ен

mна
z:П

ос
ле

дн
от

о
ра

ве
нс

тв
о

се
ум

но
-

ж
ав

а
с
(1�

x)n и
се

пр
ав

и
см

ян
ат

а
z=

x 1�x
;т.е

.
n X i=0im n i! xi (1

�x)
n�1 =

(1�
x)m P

m� x 1�x
� ,

и
тъ

й
ка

то
P mе

по
ли

но
м

от
ст

еп
ен

m;т
о

вс
ич

ко
е

до
ка

за
но

.

3.
53

.
За

вс
ек

и
x;t2

[0;1]
и

за
вс

як
а

ф
ун

кц
ия

f2
C2 [0;1]

е
в

си
ла

ф
ор

м
ул

ат
а

на
Т
ей

ло
р

f(t)
=f(

x)+
t�x 1!f

0 (x)
+Z x 0(��

t) +f
00 (�)

d�+
Z 1 x(t�

�) +f
00 (�)

d�;
къ

де
то

x +=
max

(0;x
)(до

ка
за

те
лс

тв
от

о
се

из
въ

рш
ва

чр
ез

ин
те

гр
ир

ан
е

по
ча

ст
и

на
оп

ре
де

ле
ни

те
ин

те
гр

ал
и)

.
К

ъм
дв

ет
е

ст
ра

ни
на

ф
ор

м
ул

ат
а

на
Т
ей

ло
р

по
от

но
ш

ен
ие

на
tсе

пр
ил

аг
а

оп
ер

ат
ор

ът
на

Б
ер

нщ
ай

н
и

тъ
й

ка
то

B n(1
;x)=

1;B
n(t;x

)=x
;то

B n(f
;x)=

f(x)
+B n

� Z x 0(��
t) +f

00 (�)
d�+

Z 1 x(t�
�) +f

00 (�)
d�;x

� ;
12
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jB n(
f;x)

�f(
x)j�

B n� Z 1 x(t�
�) +jf

00 (�)j
d�+

Z x 0(��
t) +jf

00 (�)j
d�;x

�
�kf

00 kB n
� Z t x(t�

�) +d
�+Z x t(��

t) +d
�;x

�
�kf

00 kB n
� Z t x(t�

�)d�
+Z x t(��

t)d�
;x�

=kf
00 kB n

((t�
x)2 ;

x)=
kf00 k

x(1�
x) n
:

3.
54

.
Н

ек
а
Rе

по
ли

но
м

ът
на

на
й-

до
бр

о
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

от
(n�

1)-ва
ст

еп
ен

.
Т
ог

ав
а

по
ли

но
м

ът
T(x)

=xn
�R(

x)д
ос

ти
га
n+

1
пъ

ти
м

ак
си

м
ал

но
то

си
от

кл
он

ен
ие

в
[�1;

1];k
xn �

Rk=
L:

Т
ъй

ка
то

T0 е
по

ли
но

м
от

(n�
1)-ва

ст
еп

ен
,

то
въ

тр
еш

ни
те

ек
ст

-
ре

м
ни

то
чк

и
са

на
й-

м
но

го
n�

1.С
ле

до
ва

те
лн

о
то

чк
ит

е
�1и

1са
то

чк
и

от
ал

те
рн

ан
са

.П
ол

ин
ом

ит
е
L2 �

T2 (x
)и(

1�x
2 )T02

(x)и
м

ат
ед

ни
и

съ
щ

и
ко

ре
ни

и
се

ра
зл

ич
ав

ат
са

м
о

с
по

ст
оя

не
н

м
но

ж
ит

ел
,
ко

йт
о

се
оп

ре
де

ля
,

ка
то

се
ср

ав
ня

т
ко

еф
иц

ие
нт

ит
е

пр
ед

x2n ,
т.

е.
n2 (L

2 �T
2 (x))

=(1
�x2

)T02 (
x):

О
бщ

ия
т

ин
те

гр
ал

на
по

сл
ед

но
то

ди
ф

ер
ен

ци
ал

но
ур

ав
не

ни
е

е
T(x)

=L
cos(n

arcco
sx+

C);
но

са
м

о
пр

и
C=

0еп
ол

ин
ом

.О
т

из
ис

кв
ан

ет
о

ко
еф

иц
ие

нт
ът

пр
ед

xn д
а

е
1сл

ед
ва

L=
1 2n�1

.

3.
55

.
За

да
ча

та
е

ек
ви

ва
ле

нт
на

на
на

м
ир

ан
ет

о
на

по
ли

но
м

на
на

й-
до

бр
о

ра
вн

ом
ер

но
пр

иб
ли

ж
ен

ие
от

(n�
1)-ва

ст
еп

ен
в

ин
те

рв
ал

а
[a;b]

на
ф

ун
кц

ия
та
Axn

.О
т

за
д.

3.
54

сл
ед

ва
,ч

е
по

ли
но

м
ът

cos� narc
cos2

x�(
a+b

)
b�a

�
до

ст
иг

а
в
n+2

ра
зл

ич
ни

то
чк

и
м

ак
си

м
ал

но
то

си
от

кл
он

ен
ие

в
[a;b]

,к
ое

то
е
1,но

ко
еф

иц
ие

нт
ът

м
у

пр
ед

xn е
2n �

2n�1
=(b�

a)n .
Т
ог

ав
а

по
ли

но
м

ът

T(x)
=A

(b�
a)n

22n�
1c

os� narc
cos2

x�a
�b

b�a
�

им
а

ко
еф

иц
ие

нт
пр

ед
xn ,р

ав
ен

на
A,и

сл
ед

ов
ат

ел
но

Axn
+n�1 X k=0a kxk

=T(
x):

3.
56

.
а)

Р
еш

ен
ие

то
сл

ед
ва

от
ра

ве
нс

тв
от

о
cos(m

+n)
�+c

os(m
�n)

�=
2cos

m�c
os�

сл
ед

по
ла

га
не

на
�=

arcco
sx;

б)
сл

ед
ва

от
а)

пр
и
n=

1;
в)

сл
ед

ва
от

а)
пр

и
n=

m;
г)

сл
ед

ва
от

б)
.

13
0



3.
57

.
а)

О
т

T0 n+1
(x) n+
1=

sin[(
n+

1)ar
ccos

x]
p 1�x

2
;T0 n

�
1(x) n�
1=

sin[(
n�

1)ar
ccos

x]
p 1�x

2
пр

и
�=

arcco
sx;

p 1�x
2 =s

in�
сл

ед
ва

T0 n+1
(x) n+
1�

T0 n�1
(x) n�
1=

sin(n
+1)

��s
in(n

�1)
�

sin�
=2c

osn�
=2T

n(x)
;

б)
сл

ед
ва

от
а)

за
nне

че
тн

о;
в)

сл
ед

ва
от

а)
за
nче

тн
о.

3.
58

.
С

ле
дв

а
по

ин
ду

кц
ия

от
за

д.
3.

56
б)

.

3.
59

.В
по

ли
но

м
а

на
Ч

еб
иш

ов
на

пр
ав

ет
е

ли
не

йн
а

см
ян

а
на
xс2

t�1,
т.

е.
тр

ан
сф

ор
м

ир
ай

те
ин

те
рв

ал
а
[�1;

1]в
[0;1]

.

3.
60

.
За

до
ка

за
те

лс
тв

от
о

на
E 1(f

)>0
;021

из
по

лз
ув

ай
те

за
д.

3.
14

,
а

за
до

ка
за

те
лс

тв
от

о
на

E 2(f
)<

0;01
6вм

ес
то

по
ли

но
м

а
на

на
й-

до
бр

о
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

от
вт

ор
а

ст
еп

ен
вз

ем
ет

е
ин

те
рп

ол
ац

ио
нн

ия
по

-
ли

но
м

на
Л

аг
ра

нж
от

вт
ор

а
ст

еп
ен

,
ка

то
въ

зл
ит

е
на

ин
те

рп
ол

ир
ан

е
да

бъ
да

т
ну

ли
те

на
по

ли
но

м
а

на
Ч

еб
иш

ов
от

тр
ет

а
ст

еп
ен

.

3.
61

.
Н

ек
а
R n(x

)=�
T n(x

)=T n
(�).

В
то

чк
ит

е

x i=
cosn

�i n�
;i=

0;1;
:::;n

;
е

в
си

ла
T n(x

i)=
(�1)

n+1 :
Т

ъй
ка

то
kT nk

=1,
то

max
�
1�x�

1� � � ��T n
(x) T n(�
)� � � �=

� jT n(�
)j=

L:
А

ко
съ

щ
ес

тв
ув

а
по

ли
но

м
Pот

ст
еп

ен
n,за

ко
йт

о
P(�)

=�
и

max
�
1�x�

1jP(
x)j<

L;
то

(�1)
n+i f

R n(x
i)�P

(x i)g
�0и

от
оч

ев
ид

но
то

ра
ве

нс
тв

о
R n(�

)=P
(�)=

�сл
ед

ва
,ч

е
по

ли
но

м
ът

R n�
Pим

а
n+

1ну
ли

,т
.е

.R n
�P

.

3.
62

.
П

ок
аж

ет
е,

че
T n(x

)=
1 2[(x

+ip
1�x

2 )n +
(x�

ip 1�x
2 )n ]

и
из

по
лз

ув
ай

ки
за

д.
3.

61
,д

ок
аж

ет
е,

че
за

вс
як

о
jxj�

1еи
зп

ъл
не

но
jP(x

)j�
LjT n

(x)j:
3.

63
.
Н

ек
а

за
по

ли
но

м
а
P 3(x

)=a
x3 +

bx2 +
cx+

dпо
ли

но
м

ът
P 2(x

)=b
1x2 +

c 1x+
d 1

да
бъ

де
по

ли
но

м
на

на
й-

до
бр

о
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

от
вт

ор
а

ст
еп

ен
.

Т
ог

ав
а max

�
1�x�

1jP 3
(x)�

P 2(x
)j=

jaj
max

�
1�x�

1� � � �x3 +
b�b

1 ax
2 +c

�c 1 ax
+d

�d 1 a� � � �
=j

ajm
ax

�
1�x�

1� � � �T 3(
x) 22� � � �=a 4:
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Т
ъй

ка
то

T 3(x
)=

4x3 �
3x,т

о
b�b

1 a
=0;

c�c
1 a

=�
3 4;d

�d 1
=0:

О
ко

нч
ат

ел
но

P 2(x
)=b

x2 +
� c+3

a 4� x+d
:

3.
64

.
О

т
E n(f

)=E
n� f+

g 2+
f�g 2� �E n

� f+
g 2� +E n

� f�
g 2�

и

0<
g(n+

1) (x)
+f(

n+1) (
x)

2
<g(

n+1) (
x);

0<
g(n+

1) (x)
�f(

n+1) (
x)

2
<g(

n+1) (
x)

и
от

за
д.

3.
34

сл
ед

ва
E n� f+

g 2� �E n
(g);

E n� f�
g 2� �E n

(g):
О

т
по

лу
-

че
ни

те
не

ра
ве

нс
тв

а
се

ви
ж

да
,ч

е
E n(f

)�2
E n(g

):
3.

65
.
б)

Р
ед

ът
вд

яс
но

е
ре

ал
на

та
ча

ст
на

1 X n=0(tei�
)n пр

и
x=

cos�
;

в)
П

ол
ин

ом
ът

вд
яс

но
е

ре
ал

на
та

ча
ст

на
(cos

�+i
sin�

)n п
ри

x=
cos�

: 3.
66

.Н
ек

а
S=

� p i q i� r i=1;p iи
q iса

не
съ

кр
ат

им
и.

О
т
� � � �p i q i� � � �<1

сл
ед

ва
,

че
съ

щ
ес

тв
ув

ат
p� i;q

� i,за
ко

ит
о

cosp
� i q� i�=

p i q i;0
�p� i q� i�1:

Н
ек

а
n=

2mq
� 1q� 2:::

q� r:А
ко

x(n) k=
cos2

k�1 2n
�=

p i q i=co
sp� i q� i�;

то
2k�

1 2n
�=

p� i q� i�;от
къ

де
то

ст
иг

ам
е

до
пр

от
ив

ор
еч

ие
то

2k�
1=

4mp
� iq� 1q� 2:::

q� i�1q
� i+1:

::q� r:
3.

67
.О

т
те

ор
ем

ат
а

на
Ч

еб
иш

ов
сл

ед
ва

,ч
е
j
(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
jена

й-
до

бр
от

о
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

на
fна

м
но

ж
ес

тв
от

о
x 1;x

2;:::
;x n+

2с
по

ли
но

м
и

от
ст

еп
ен

не
по

-в
ис

ок
а

от
n.Щ

е
по

ка
ж

ем
,

че
за

пр
ои

зв
ол

ни
то

чк
и
x 1;x

2;:::
;x n+

2еи
зп

ъл
не

но
E n(f

)�
j
(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
j;къ

де
то

E n(f
)ен

ай
-д

об
ро

то
ра

вн
ом

ер
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

на
fс

по
ли

но
м

и
от

ст
е-

пе
н
nв

це
ли

я
ин

те
рв

ал
.

Н
аи

ст
ин

а,
ак

о
по

ли
но

м
ит

е
на

на
й-

до
бр

о
ра

в-
но

м
ер

но
пр

иб
ли

ж
ен

ие
на

fсъ
от

ве
тн

о
в
[a;b]

и
в

м
но

ж
ес

тв
от

о
от

то
чк

и
x 1;x

2;:::
;x n+

2са
Pи

Q,т
о

j
(x 1
;x 2;

:::;x
n+2)

j=m
ax x=x i
jf(x

)�Q
(x)j

�m
ax x=x i
jf(x

)�P
(x)j

�m
ax a�x�

bjf(x
)�P

(x)j
=E n

(f);
т.

е.
j
(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
j�E

n(f)
:Ак

о
то

чк
ит

е
x 1;x

2;:::
;x n+

2са
то

чк
ит

е
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на
ал

те
рн

ан
с

на
fви

нт
ер

ва
ла

[a;b]
,т

о
оч

ев
ид

но
E n(f

)=j

(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
j;

с
ко

ет
о

тв
ър

де
ни

ет
о

е
до

ка
за

но
.

3.
68

.
И

зп
ол

зу
ва

йт
е,

че

B n(1
;x)=

1;B
n(t;x

)=x
;B n

(t2 ;x
)=x

2 +x
(1�

x) n
(в

ж
.з

ад
.3

.4
7)

,и
пр

ил
ож

ет
е

те
ор

ем
ат

а
на

К
ор

ов
ки

н.

3.
69

.
С

ле
д

ка
то

по
ка

ж
ет

е,
че

M n(
1;x)

=1;
M n(

t;x)
=x;

M n(
t2 ;x)

=x2
+x n;

пр
ил

ож
ет

е
те

ор
ем

ат
а

на
К

ор
ов

ки
н.

3.
70

.
П

ок
аж

ет
е,

че
K n(1

;x)=
1;K

n(t;x
)=x

+1
�2x 2(n+

1),

K n(t
2 ;x)

=x2
+1

�6n
x�(

9n+
3)x2

3(n+
1)2

,

и
пр

ил
ож

ет
е

те
ор

ем
ат

а
на

К
ор

ов
ки

н.

3.
71

.
А

ко
g i(x)

�0;
i=1

;2;:
::;n

;оче
ви

дн
о

е,
че

L n(f
;x)е

ли
не

ен
и

по
ло

ж
ит

ел
ен

оп
ер

ат
ор

.О
бр

ат
но

,н
ек

а
L n(f

;x)е
ли

не
ен

и
по

ло
ж

ит
ел

ен
оп

ер
ат

ор
.

Щ
е

до
ка

ж
ем

,
че

g i(x)
�0;

i=
1;2;

:::;n
:Да

до
пу

сн
ем

,
че

g l(z)
<0;

a<
z<

b;1
�l�

n:За
по

ло
ж

ит
ел

на
та

ф
ун

кц
ия

f,оп
ре

де
ле

на
чр

ез
f(x i

)=
0;i

=1;
2;::

:l�
1;l+

1;::
:;n;

f(x l
)=

1ил
ин

ей
на

м
еж

ду
то

чк
ит

е
x i,е

из
пъ

лн
ен

о

0�
L n(f

;x)=
n X i=1f(x i

)g(x
i)=

f(x l
)g l(x

)=g
l(x);

ко
ет

о
пр

от
ив

ор
еч

и
на

0�
L n(f

;z)=
g l(z)

<0:
3.

72
.
С

ле
дв

а
от

jf(x
)�f

n(x)
j=

� � � � �nZ 1=n 0(f(x
)�f

(x+
t))d

t� � � � �
�n

Z 1=n 0
!(f;

1=n)
dt=

!� f;1 n� :
3.

73
.
l n(x)

м
ож

е
да

се
ра

зг
ле

ж
да

ка
то

ли
не

ен
по

ло
ж

ит
ел

ен
оп

ер
а-

то
р,

пр
ит

еж
ав

ащ
св

ой
ст

ва
та
l n(1;

x)=
1;l n

(t;x)
=x;

l n(t2
;x)=

x2 +
�(x)

,

ка
то
k�k

=1 4n2
и

от
те

ор
ем

ат
а

на
К

ор
ов

ки
н

сл
ед

ва
тъ

рс
ен

от
о

не
ра

ве
нс

-
тв

о.

3.
74

.
И

зп
ол

зу
ва

йт
е

за
д.

3.
61

.

3.
75

.
Н

ек
а
g(x)

=f(
x)�

P(x)
пр

и
g(x i)

=(�
1)i �:

Т
ог

ав
а

f(x 1
;x 2;

:::;x
n+2)

=g(
x 1;x

2;:::
;x n+

2);
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къ
де

то
f(x 1

;x 2;
:::;x

n+2)
е

ра
зд

ел
ен

ат
а

ра
зл

ик
а

на
fот

(n+
1)-ви

ре
д,

и
от

св
ой

ст
ва

та
на

ра
зд

ел
ен

ит
е

ра
зл

ик
и

сл
ед

ва
n+2 X i=1f(x i

)
!0 (x

i)=
n+2 X i=1

g(x i) !0 (x
i)=

�n+2 X i=1(�1)
i

!0 (x
i);

къ
де

то
!(x)

=(x
�x 1)

(x�x
2)::

:(x�
x n+2

).От
те

зи
ра

ве
нс

тв
а

тв
ър

де
ни

ет
о

се
по

лу
ча

ва
ди

ре
кт

но
.
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Гл
ав

а
4

С
Р

Е
Д

Н
О

К
В

А
Д

Р
А

Т
И

Ч
Н

И
П

Р
И

Б
Л

И
Ж

Е
Н

И
Я

К
ак

то
об

ик
но

ве
но

с
� nщ

е
оз

на
ча

ва
м

е
съ

вк
уп

но
ст

та
на

вс
ич

ки
ал

-
ге

бр
ич

ни
по

ли
но

м
и

от
ст

еп
ен

,н
е

по
-в

ис
ок

а
от

n.
A

ko
fиg

са
ф

ун
кц

ии
с

ин
те

гр
уе

м
кв

ад
ра

т
в

ин
те

рв
ал

а
[a;b]

;p(x
)�

0ен
еп

ре
къ

сн
ат

а
ф

ун
кц

ия
в
[a;b]

и
R � �p(x

)dx>
0за

вс
ек

и
[�;�

]�[
a;b],

то

kf�
gk L 2

=( Z b ap(
x)jf

(x)�
g(x)

j2 dx) 1=2
се

на
ри

ча
ср

ед
но

кв
ад

ра
т

ич
но

ра
зс

т
оя

ни
е

с
т

ег
ло

pме
ж

ду
fи

g,а
с

kfk L
2

се
оз

на
ча

ва
ср

ед
но

кв
ад

ра
т

ич
на

т
а

но
рм

а
на

f.
С
E n(f

) L 2=
inf p2� n

kf�
pk L 2

се
оз

на
ча

ва
на

й-
до

бр
от

о
пр

иб
ли

ж
ен

ие
на

ф
ун

кц
ия

та
fсп

ол
ин

ом
и

от
� nо

тн
ос

но
ср

ед
но

кв
ад

ра
ти

чн
от

о
ра

зс
то

ян
ие

,
а

по
ли

но
м

ът
Q2

� n,з
а

ко
йт

о
E n(f

) L 2=
kf�

Qk L 2
,
се

на
ри

ча
по

ли
но

м
на

на
й-

до
бр

о
ср

ед
но

кв
ад

ра
т

ич
но

пр
иб

ли
ж

ен
ие

за
f.

За
вс

як
а

ин
те

гр
уе

м
а

ф
ун

кц
ия

fиз
а

вс
як

о
ес

те
ст

ве
но

nсъ
щ

ес
тв

ув
а

в
� nе

ди
нс

тв
ен

по
ли

но
м

на
на

й-
до

бр
о

ср
ед

но
кв

ад
ра

ти
чн

о
пр

иб
ли

ж
ен

ие
.

Н
ек

а
са

ф
ик

си
ра

ни
то

чк
и
x 1<

x 2<
���<

x mи
по

ло
ж

ит
ел

ни
чи

сл
а

(т
ег

ла
)

 i>

0;i
=1;

2;::
:;m.

За
ф

ун
кц

ия
fс

де
ф

ин
иц

ио
нн

а
об

ла
ст

съ
вк

уп
но

ст
та
fx 1;

x 2;:
::;x

mgо
пр

ед
ел

ям
е

kfk l
2
=( m X i=1
 ijf(

x i)j2
) 1=2

:
За

да
ча

та
за

на
м

ир
ан

е
на

ал
ге

бр
ич

ен
по

ли
но

м
P2

� n,м
ин

им
из

ир
ащ

но
рм

ат
а
kf�

Pk l 2
,
се

на
ри

ча
пр

иб
ли

ж
ен

ие
по

м
ет

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

т
е

кв
ад

ра
т

и.
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З
ад

ач
а

4.
1.

Д
ад

ен
а

е
та

бл
иц

ат
а
fx i;

y ign i=
0;

x 0<
x 1<

:::<
x m.

Н
ам

ер
ет

е
пр

ав
а
p(x)

=M
x+B

,з
а

ко
ят

о
ве

ли
чи

на
та

S(M
;B)

=n X i=0(y i�
Mx i

�B)
2

да
е

м
ин

им
ал

на
.Д

ок
аж

ет
е,

че
за

да
ча

та
им

а
ви

на
ги

ед
ин

ст
ве

но
ре

ш
ен

ие
.

З
ад

ач
а

4.
2.

За
та

бл
иц

ат
а
fx m;

f(x m
)gn m=0;

x m=
m=n

,
на

м
ер

е-
те

пр
и

бл
иж

ен
ие

с
по

ли
но

м
от

пъ
рв

а
ст

еп
ен

по
м

ет
од

а
на

на
й–

м
ал

ки
те

кв
ад

ра
ти

.

З
ад

ач
а

4.
3.

П
о

м
ет

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

те
кв

ад
ра

ти
на

м
ер

ет
е

по
ли

-
но

м
от

пъ
рв

а
ст

еп
ен

за
та

бл
иц

ат
а

:

x
0

1
2

3
4

y1
2

1
0

4
.

З
ад

ач
а

4.
4.

П
о

м
eт

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

те
кв

ад
ра

ти
на

м
ер

ет
е

па
ра

-
бо

ли
те

,к
ои

то
пр

иб
ли

ж
ав

ат
сл

ед
ни

те
та

бл
иц

и:

а)
x

�2
�1

0
1

2
3

y�
4

15
�9

10
7

6
;

б)
x

�2
�1

0
1

2
3

y�
4

15
1

10
7

6
;

в)
x

�3
�2

�1
0

1
2

3
y

7
4

�1
1

5
6

13
.

З
ад

ач
а

4.
5.

П
ок

аж
ет

е,
че

ак
о

ф
ун

кц
ия

та
fе

че
тн

а
(н

еч
ет

на
)

в
ин

те
рв

ал
а
[�a;

a],т
о

по
ли

но
м

ът
ѝ

на
на

й-
до

бр
о

ср
ед

но
кв

ад
ра

ти
чн

о
пр

и-
бл

иж
ен

ие
от

пр
ои

зв
ол

на
ст

еп
ен

е
съ

щ
о

че
те

н
(н

еч
ет

ен
).

З
ад

ач
а
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6.
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о

м
ет

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

те
кв

ад
ра

ти
на

м
ер

ет
е

по
ли

-
но

м
от

тр
ет

а
ст

еп
ен

,
пр

иб
ли

ж
ав

ащ
ф

ун
кц

ия
та

sin�
x,ка

то
из

по
лз

ув
ат

е
са

м
о

ст
ой

но
ст

ит
е

ѝ
в

то
чк

ит
е

x 0=
�1;

x 1=
�1 2;x

2=0
;x 3

=1 2;x
4=1

:
В

сл
ед

ва
щ

ит
е

че
ти

ри
за

да
чи

(4
.7

—
4.

10
)д

а
се

м
ин

им
из

ир
а
l 2�р

аз
ст

оя
ни

ет
о

м
еж

ду
ло

га
ри

тм
ит

е
на

да
нн

ит
е

и
пр

иб
ли

ж
ен

ие
то

.
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З
ад

ач
а

4.
7.

Н
ам

ер
ет

е
ф

ор
м

ул
а

от
ви

да
y(x)

=A
eMx

за
пр

иб
ли

-
ж

ав
ан

е
на

fx i;
y ign i=

1.
З
ад

ач
а

4.
8.

Н
ам

ер
ет

е
ф

ор
м

ул
а

от
ви

да
y(x)

=A
2Mx

за
пр

иб
ли

-
ж

ав
ан

е
на

x
1

2
3

4
5

y1
2

4
8

32
.

З
ад

ач
а

4.
9.

Н
ам

ер
ет

е
ф

ор
м

ул
а

от
ви

да
y(x)

=Ae
Mx +

Bза
пр

иб
-

ли
ж

ав
ан

е
на

fx i;
y ign i=

1.
З
ад

ач
а

4.
10

.
Н

ам
ер

ет
е

ф
ор

м
ул

а
от

ви
да

y(x)
=ax

b +B
за

пр
иб

-
ли

ж
ав

ан
е

на
fx i;

y ign i=
1.

З
ад

ач
а

4.
11

.
П

о
м

ет
од

а
на

на
й–

м
ал

ки
те

кв
ад

ра
ти

на
м

ер
ет

е
по

ли
-

но
м

от
пъ

рв
а

ст
еп

ен
за

та
бл

иц
ат

а

x
x 0

x 1
:::

x n�1
x n

y
y 0

y 1
:::

y n�1
y n

p
p 0

p 1
:::

p n�1
p n

,

къ
де

то
p iе

те
гл

от
о

в
то

чк
ат

а
x i.

З
ад
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а
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.
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ек
а

n X i=1a kix
i=b

k;k
=1;

2;::
:;m;

m�
n,ел

ин
ей
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си
ст

ем
а

с
nне

из
ве

ст
ни

x 1;x
2;:::

;x n
и
mур

ав
не

ни
я.

Д
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ет
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че

си
ст
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м
ат
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=0;
p=

1;2;
:::;n

,к
ъд

ет
о
s(x 1

;x 2;
:::;x

n)=
m X k=1 b k�

n X i=1a kix
i! 2 ,

е
ек

ви
ва

ле
нт

на
на

си
ст

ем
ат

а
Aт A

x=
Aт b

(т
ук

с
Aео

зн
ач

ен
а

м
ат

ри
ца

-
та
ka ikk

;i=
1;2;

:::;m
;k=

1;2;
:::;n

,а
Aт
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тр
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сп
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ан
ат
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ѝ

м
ат

-
ри

ца
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ад
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а
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о
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1.

13
7



Д
ай

те
ге

ом
ет

ри
че

н
см

ис
ъл

на
ре
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.
К

ат
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из
по
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ув

ат
е

за
д.

4.
12

,р
еш

ет
е

си
ст

ем
ит

е:

а)
x+1

=1,
y+z

=1,
x+z

=1,
x�y

+z=
1;

б)
x+y

=3,
2x�

y=
0;2,

x+3
y=

7,
3x+

y=
5;

в)
x+y

+z=
1,

x+2
y+z

=2,
x+3

y+z
=3,

x�4
y+z

=4,
x+5

y+z
=4.

З
ад

ач
а

4.
15

.
Д

ад
ен

а
е

та
бл

иц
ат

а
fx i;

y ign i=
0;x

i=
x 0+

ih.П
о

м
ет

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

те
кв

ад
ра

ти
на

м
ер

ет
е

па
ра

бо
ла

,
ко

ят
о
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иб

ли
ж
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а
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бл
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а.
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К

ат
о
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по

лз
ув

ат
е
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ра

бо
ла

,п
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тр
ое
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м
ет

од
а

на
на

й–
м

ал
ки

те
кв

ад
ра

ти
за
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чк

ит
е

fx i;
y igk+

2 i=k�
2;x k

+i=
x k�2

+(i
+2)

h;i
=�

2;�1
;:::;

2;
из

ве
де

те
ф

ор
м

ул
ит

е

а)
y(x k

�
2)�

y k�2
+1 5�3

y k�2
+3 35�

4 y k�
2;

б)
y(x k

�
1)�

y k�1
�2 5�3

y k�2
�1 7�4
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;

в)
y(x k

)�y
k�

3 35(y
k�2�

4y k�
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y k�
4y k+
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;

г)
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1 10h(
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2�y
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.
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,
по

ст
ро

ен
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м
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од
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на
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м
ал
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те
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ад
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по
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чк
ит

е
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x 0+
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ед
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е
ф

ор
м

ул
ит

е:

а)
y0 0�

1 20h(
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3y 1+

17y 2
�9y
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б)
y0 1�

1 20h(
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в)
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1 20h(
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7y 1�
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�13
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е
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о
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p n+1
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)p n(x
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се

дн
и

по
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о
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по
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и
и
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ж
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в
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рв
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о
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о
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о
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Л
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1 2n n!
dn dxn[
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ен
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а)
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00 n(x)
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(x)=
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б)
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P0 n�1

(x)=
�(2n

+1)
P0 n(x
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а

4.
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.
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а
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ом

на
Л

ьо
ж
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р,
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.(
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ж
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е,
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:
а)
P n(x

)=
1 �Z � 0(x+

p x2
�1c
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n d�

(ф
ор

м
ул

а
на
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;

б)
jP n(
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1за

вс
як

о
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x)n P
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x 1�x
� =1+

 n 1! 2 x+ n 2! 2 x2 +
:::+

 n n�
1! 2 xn�1

+xn
;
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де
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Л

ьо
ж

ан
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1)
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З
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а
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25

.
Д
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ет
е,

че
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по
ли
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м

ит
е

на
Я
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би

P(�;�
) n
(x)=

(�1)
n 2n n!
(1�

x)��
(1+

x)��
dn dxn[

(1�
x)�+

n (1+
x)�+

n ];
(4

.2
) �;�
>�
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ен
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а)P
(�;�) n
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1 2n n!

� �(�
+�

+2n
+1)
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+�

+n
+1)

xn +
(��

�)n
�(�

+�
+2n

)
�(�

+�
+n

+1)
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+::
:� ;

б)
Z 1 �

1(1�
x)� (

1+x
)� P(

�;�) n
(x)P

(�;�) m
(x)d

x
=8 > > < > > :0

за
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2�+�

+1 �(
�+
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ли
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е
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Я
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ан
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),
уд

ов
ле
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ор
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ре
нт
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та

за
ви

си
м

ос
т

2(n+
1)(�

+�
+n

+1)
(�+

�+
2n+

2)(�
+�

+2n
+1)

P(�;�
) n+1
(x)

=(x
�

�2 �
�2

(�+
�+

2n)(
�+

�+
2n+

2))P
(�;�) n

(x)
+

(�+
n)(�

+n)
(�+

�+
2n)(

�+
�+

2n+
1)P(

�;�) n�1
(x):
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27
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Д
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аж

ет
е,

че
по

ли
но

м
ит

е
на

Я
ко

би
,
де

ф
ин

ир
ан

и
с

(4
.2

),
уд

ов
ле

тв
ор
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ат

P(�;�
) n
(1)=

�(�
+n

+1)
n!�(

�+
1);

P(�;�
) n
(�1)

=(�
1)n �

(�+
n+

1)
n!�(

�+
1)
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З
ад

ач
а

4.
28

.
Д

ок
аж

ет
е,

че
по

ли
но

м
ит

е
на

Ч
еб

иш
ов

от
пъ

рв
и

ро
д

T n(x
)=c

os(n
arcco

sx);
jxj�

1;
и

от
вт

ор
и

ро
д

U n(x
)=

sin[(
n+

1)ar
ccos

x]
p 1�x

2
;jx

j�1
;

уд
ов

ле
тв

ор
яв

ат
ра

ве
нс

тв
ат

а:
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a)
Z 1 �

1U k(
x)U i

(x)p
1�x

2 dx
=8 < :0

за
k6=

i;
� 2

за
k=

i;;

б)
Z 1 �

1T m(x
)T n(

x)
p 1�x

2d
x=

8 > > > > > < > > > > > :0
за

m6=
n;

�
за

n=
m6=

0;
� 2

за
n=

m=
0;

в)
U n(x

)=T
0 n+1(

x)=(
n+

1);
г)
U n+1

(x)=
2xU n

(x)�
U n�1

(x);
д)

(1�
x2 )U

00 n(x)
�3x

U0 n(x
)+(

n2 �
4n)U

n(x)
=0.
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а
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29
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Д
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аж

ет
е,

че
по

ли
но

м
ит

е
на

Л
аг

ер

L(a) n(x
)=(

�1)n
x�� e

xdn dxn(
x�+n

e�x )
;�>

�1
уд

ов
ле

тв
ор

яв
ат

ус
ло

ви
ят

а:

а)
L(a) n(

x)=
xn �

n(�
+n)

xn�1
+::

:;
б)
Z 1 0x

� e�x
L(a) m(x

)L(a) n(x
)dx=

( 0
за

m6=
n;

n!�(
�+

n+
1)

за
m=

n;
в)
xh L(a) n(

x)i 00 +(�
+1�

x)h L(a) n(
x)i 0 +nL

(a) n(x
)=0

;
г)
L(a) n+1(

x)�
(x�

��
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a) n(x
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x)=
0:
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по

ли
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м
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е
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Е
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ит

H n(x
)=e

x2dn dxn(
e�x2

)
уд

ов
ле

тв
ор

яв
ат
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ло

ви
ят

а:
а)
H n(x

)=(
�2)n

xn +
:::;

б)
Z 1 �

1
e�x2

H n(x
)q(x

)dx=
0,ак

о
qеп

ол
ин

ом
от

ст
еп

ен
�n

�1;
в)
Z 1 �

1
e�x2

H2 n(x)
dx=

2n n!
p �;

г)
H n+

1(x)
+2x

H n(x
)+2

nH n
�
1(x)

=0;
д)
H00 n(x

)�2
xH0 n

(x)+
2nH

n(x)
=0:
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о
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1 n
1 n+
1:

::
1 2n�

1
1 2n

1
1

:::
1

1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
и

сл
ед

то
ва

от
вс

ич
ки

ст
ъл

бо
ве

се
из

ва
ж

да
по

сл
ед

ни
ят

detH
n=

(n!)2 (2n+
1)!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

n n+
1

n�
1

2(n+
1)

:::
1 n(n+

1)
1 n+
1

n 2(n+
2)

n�
1

3(n+
2)

:::
1

(n+
1)(n

+2)
1 n+
1

. . .
. . .

. .
.

. . .
. . .

n n:2n
n�

1
(n+

1)2n
:::

1
(2n�

1)2n
1 2n

0
0

:::
0

1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
=

(n!)4
(2n)

!(2n
+1)

!det
H n�

1: 14
8



О
т

по
лу

че
на

та
ре

ку
ре

нт
на

вр
ъз

ка
сл

ед
ва

detH
n=

(n!(n
�1)

!:::1
!)3

(2n+
1)!::

:(n+
1)!

и
пр

и
n=

5de
tH 5

<10
�
15 ,т

.е
.det

H 5щ
е

се
за

пи
ш

е
ка

то
чи

сл
от

о
ну

ла
в

па
м

ет
та

на
де

йс
тв

ув
ащ

ит
е

в
м

ом
ен

та
ко

м
пю

тр
и.

4.
20

.
Н

ек
а
p n+1

(x)=
xp n(

x)+
n X i=0� n+1

;ip i(x
):От

(p n+
1;p n

)=0
на

-

м
ир

ам
е
� n+1

;i=
�(xp

n;p i)
=(p i;

p i);
i=0

;1;:
::;n

,а
от

(xp n
;p i)

=(p
n;xp

i)=
(p n;

p i+1
�i X j=0� i+1

;jp j)
=0;

i+1
<n;

сл
ед

ва
� n+1

;i=
0за

i<n
�1

и
от

ту
к

� n+1
=�

� n+1
;n=

(xp n
;p n) (p n;
p n);

� n+1
=� n

+1;n�
1=�

(xp n
;p n�

1)
(p n�

1;p n
�
1)

=(p
n;xp

n�1)
(p n�

1;p n
�
1)=

� p n;p
n+n�1 X i=0c ip i!

(p n�
1;p n

�
1)

=�
(p n;

p n)
(p n�

1;p n
�
1):

4.
21

.
a)

А
ко

p k(x
0)=

p k�1
(x 0)

=0
;то

от
ре

ку
ре

нт
на

та
вр

ъз
ка

м
еж

ду
p k;p

k�1;
p k�2

(в
ж

.
за

д.
4.

20
)

сл
ед

ва
p k�2

(x 0)
=0.

Т
ак

а
се

ст
иг

а
до

пр
от

ив
ор

еч
ие

то
p 0(x

0)�
1=

0;
б)

О
т
R b ap(x

)p n(x
)dx

=0
сл

ед
ва

,ч
е
p nи

м
а

по
не

ед
на

ре
ал

на
ну

ла
с

не
че

тн
а

кр
ат

но
ст

в
(a;b)

.Н
ек

а
ну

ли
те

с
не

че
тн

а
кр

ат
но

ст
са
� 1,�

2;:::
;� r,

r<n
:Тог

ав
а

Z b ap(
x)(x

�� 1
):::

(x�
� r)p n

(x)d
x=

0;
но

то
ва

ра
ве

нс
тв

о
е

не
въ

зм
ож

но
,

тъ
й

ка
то

по
ли

но
м

ът
(x�

� 1):
::(x

�
� r)p n

(x)и
м

а
са

м
о

ну
ли

с
че

тн
а

кр
ат

но
ст

в
(a;b)

,
т.

е.
до

пу
ск

ан
ет

о
r<

n
до

ве
де

до
пр

от
ив

ор
еч

ие
;

в)
О

т
за

д.
4.

20
сл

ед
ва

p n+1
(x 0)

=�
n+1p

n�1(
x 0):

Е
то

за
щ

о
е

до
с-

та
тъ

чн
о

да
се

по
ка

ж
е,

че
� n+1

<0:
О

т
xp n�

1(x)
=p n

(x)+
n�1 X i=0c ip i(

x)и
из

ра
за

за
� n+1

от
за

д.
4.

20
сл

ед
ва

� n+1
=�

(xp n
;p n�

1)
(p n�

1;p n
�
1)=

(p n;
xp n�

1)
(p n�

1;p n
�
1)

=�
 p n;p

n+n�1 X i=0c ip i!
(p n�

1;p n
�
1)

=�
(p n;

p n)
(p n�

1;p n
�
1)<

0:
г)

Н
ек

а
p 1(x

(1) 1)=
0;x

(1) 12
(a;b)

:От
в)

и
от

p 0(x
)=1

сл
ед

ва

14
9



v 2(x
(1) 1)<

0:
Н

ек
а

ну
ли

те
на

p 2са
x(2) 1;x

(2) 2:О
т

sgnp
2(a)

=sg
np 2(

b)=
sgnp

2(�1
)>0

;p 2(
x(1) 1)<

0;
сл

ед
ва

a<
x(2) 1<

x(1) 1<
x(2) 2<

bи
тв

ър
де

ни
ет

о
е

до
ка

за
но

за
k=

1.
Д

а
до

пу
сн

ем
,

че
то

е
вя

рн
о

за
k=

n,и
да

го
до

ка
ж

ем
за

k=
n+

1.
Д

а
от

бе
ле

ж
им

,
че

p n(b
)>

0и
sgnp

n(a)
=(�

1)n ,
тъ

й
ка

то
sgnp

n(a)
=

sgnp
n(�1

)иs
gnp n

(b)=
sgnp

n(1
):Не

ка
fx(n

+1) i
gn+1 i=1с

а
ну

ли
те

на
p n+1

в
ин

те
рв

ал
а
(a;b)

.О
т

sgnp
n+2(

a)=
sgnp

n(a)
;sgn

p n+2
(x(n+

1) 1
)=s

gnp n
(x(n+

1) 1
);

сл
ед

ва
,

че
p n+2

им
а

ну
ла

в
(a;x

(n+1) 1
),тъ

й
ка

то
p nн

е
си

м
ен

и
зн

ак
а

в
[a;x

(n+1) 1
].Ка

то
из

по
лз

ув
ам

е
от

но
во

,ч
е
sgnp

n+2(
x(n+

1) 2
)=�

sgnp
n(x(n

+1) 2
)

и
че
p nси

м
ен

и
зн

ак
а

са
м

о
ве

дн
ъж

в
(x(n+

1) 1
;x(n+

1) 2
),по

лу
ча

ва
м

е,
че
p n+2

им
а

ну
ла

в
то

зи
ин

те
рв

ал
.
П

о
ан

ал
ог

ич
ен

на
чи

н
се

до
ка

зв
а,

че
в

ин
те

р-
ва

ли
те

(a;x
(n+1) 1

);(
x(n+

1) 1
;x(n+

1) 2
);:::

;(x
(n+1) n+1

;b)
ле

ж
и

по
ед

на
ну

ла
на

p n+2
.

4.
22

.
а)

С
ле

д
ди

ф
ер

ен
ци

ра
не

на
'(x)

=(x
2 �1

)n и
ум

но
ж

ав
ан

е
с

x2 �
1се

по
лу

ча
ва

'0 (x
)(x2

�1)
=2n

'(x)
,о

тк
ъд

ет
о

сл
ед

ва
dn+1 dxn+

1['0 (
x)(x

2 �1
)]=

2nd
n+1 dxn+

1[x'
(x)]

и
сл

ед
пр

ил
аг

ан
е

на
ф

ор
м

ул
ат

а
на

Л
ай

бн
иц

за
ди

ф
ер

ен
ци

ра
не

на
пр

ои
з-

ве
де

ни
е n+1 X k=0 n+

1 k! '(n+
2�k) (

x)(x
2 �1

)(k) =
2nn+1 X k=0 n+

1 k! '(n+
1�k) (

x)x(
k) ;

т.
е.

'(n+
2) (x)

(x2 �
1)+

(n+
1)(2x

'(n+
1) (x)

+n(
n+

1)'(
n) (x)

=2n
[x'(n

+1) (x
)+(

n+
1)'(

n) (x)
]

и
от

ф
ак

та
,ч

е
'(n) (

x)=
cP n(

x),к
ъд

ет
о
cек

он
ст

ан
та

,с
е

по
лу

ча
ва

тв
ър

-
де

ни
ет

о; б)
Д

ок
аз

ат
ел

ст
во

то
сл

ед
ва

от

� P0 n+1
(x)�

� P0 n�1
(x)=

8 < : (x2 �
1)n+

1
(2n+

2)!!
! (n+

1) � (x2 �
1)n�

1
(2n�

2)!!
! (n�

1)9 = ;0

=( (x2 �
1)n+

1
(2n+

2)!!
! 00 �(x

2 �1
)n�1

(2n�
2)!!

) (n)
=( (2n+

1)x2
�1

(2n)
!!

�
1

(2n�
2)!!! (x2 �

1)n�
1) (n)

15
0



=(2
n+

1)
(2n)

!!((
x2 �

1)n )(
n) =

(2n+
1)

2n n!
[(x2

�1)
n ](n)

=(2
n+

1)� P n
(x);

ак
о

� P n(x
)=

1 2n n!
[(x2

�1)
n ](n)

=(2
n+

1)� P n
(x)=

(�1)
n P n(

x):
4.

23
.
a)

А
ко

R n(x
)=

1 �Z � 0(x+
p x2

�1c
os�)

n d�;
то

за
ф

ун
кц

ии
те
R nе

в
си

ла
ре

ку
ре

нт
на

та
за

ви
си

м
ос

т
(с

ъщ
ат

а,
ка

кт
о

за
по

ли
но

м
ит

е
на

Л
ьо

ж
ан

дъ
р)

(n+
1)R n

+1(x
)=(

2n+
1)xR

n(x)
�nR

n�1(
x);

n=
1;2;

::::
Н

аи
ст

ин
а

не
ка

Z=
x+p

x2 �
1cos

�.То
га

ва
(n+

1)R n
+1(x

)�(
2n+

1)xR
n(x)

+nR
n�1(

x)=
1 �Z � 0W

Zn�
1 d�;

къ
де

то
W=

(n+
1)h x2 +

2xp
x2 �

1cos
�+(

x2 �
1)co

s2 �i
�(2n

+1)
x[x+

p x2
�1c

os�]
+n

=�
nx2

+xp
x2 �

1cos
�+(

n+
1)(x

2 �1
)cos

2 �+
n2

=�
n(x2

�1)
(1�

cos2
�)+

xp x
2 �1

cos�
+(x

2 �1
)cos

2 �
=�

n(x2
�1)

sin2
�+h x+p

x2 +
1cos

�i p
x2 �

1cos
�=

U+
V;

т.
е.

Z � 0W
Zn�

1 d�
=Z � 0U

Zn�
1 d�

+Z � 0V
Zn�

1 d�:
Н

о
Z � 0V

Zn�
1 d�

=p
x2 �

1Z � 0Z
n d�

=p
x2 �

1� Zn s
in�� � �� 0+Z � 0sin�

nZn
�
1p x

2 �1
sin�

d��
=n(

x2 �
1)Z � 0Z

n�1 s
in2 �

d�=
�Z � 0U

Zn�
1 d�;

т.
е.
R � 0W

Zn�
1 d�

=0.
Т

ъй
ка

то
R 0(x

)=P
0(x)

=1;
R 1(x

)=P
1(x)

=x;
то

R n(x
)=P

n(x)
за

вс
як

о
n;

б)
Р
еш

ен
ие

то
сл

ед
ва

от
пр

ед
ст

ав
ян

ет
о

в
то

чк
а

а)
и

не
ра

ве
нс

тв
от

о
� � �x+

ip 1�x
2 cos

�� � �=q x2 si
n2 �

+co
s2 ��

1;
вя

рн
о

за
вс

як
о
x2[

�1;1
].

4.
24

.
И

зп
ол

зу
ва

йт
е

пр
ед

ст
ав

ян
ет

о

P n(x
)=

1 2n n!
[(1�

x2 )n
](n)

=
1 2n n!

n X k=0 n k!
n! (n�
k)!n! k!(1

+x)
n�k (

1�x
)k :

15
1



4.
25

.
a)

П
ри

x>
1им

ам
е

(x�
1)�+

n =
x�+n

� 1�
1 x� �+n

=x�
+n �

(�+
n)x�

+n�1
+��

�;
(x+

1)�+
n =

x�+n
� 1+

1 x� �+n
=x�

+n +
(�+

n)x�
+n�1

+��
�;

от
къ

де
то

dn dxn[
(x�

1)�+
n (x+

1)�+
n ]

=(�
+�

+2n
):::

(�+
�+

n+
1)x�

+�+n
+(�

��)
(�+

�+
2n�

1)::
:(�+

�+
n)x�

+�+n
�
1 +�

��;
ил

и
dn dxn[

(x�
1)�+

n (x+
1)�+

n ]=
�(�

+�
+2n

+1)
�(�

+�
+n

+1)
x�+�

+n
+(�

��)
�(�

+�
+2n

)
�(�

+�
+n)

x�+�
+n�1

+��
�

А
на

ло
ги

чн
о (x�

1)��
(x+

1)��
=x�

����
1�

1 x� ��
� 1+

1 x� ��
=x�

���
+(�

��)
x���

��1 +
���

О
т

по
сл

ед
ни

те
дв

е
ра

ве
нс

тв
а

сл
ед

ва

P(�;�
) n
=

1 2n n!
(x�

1)��
(x+

1)��
dn dxn[

(x�
1)�+

n (x+
1)�+

n ]
=

�(�
+�

+2n
+1)

2n n!
�(�

+�
+n

+1)
xn +

(��
�)n 2n n!

�(�
+�

+2n
)

�(�
+�

+n
+1)

xn�1
+��

�
б)

Д
а

оз
на

чи
м

I(m;n
) =Z 1 �

1(1�
x)� (

1+x
)� P(

�;�) m
(x)P

(�;�) n
(x)d

x;
' n(x

)=(
1�x

)�+n
(1+

x)�+
n ;

Y m(x
)=(

1�x
)�� (

1+x
)��

dm dxm
[(1�

x)�+
m (1

+x)
�+m ]

;
I(m;n

) 1
=Z 1 �

1Y m
(x)'

(n) n(x
)dx:

С
ле

д
ин

те
гр

ир
ан

е
по

ча
ст

и
сл

ед
ва

I(m;n
) 1

=(
�1)m

Z 1 �
1Y(m

) m(
x)'(

n�m) n
(x)d

x
=(

�1)m
+1Z

1 �
1Y(m

+1) m
(x)'

(n�m
�
1)

n
(x)d

x:
О

т
а)

сл
ед

ва
,ч

е
Y n(x

)=(
�1)n

�(�
+�

+2n
+1)

�(�
+�

+n
+1)

xn +
:::(Y

nеп
ол

ин
ом

от

ст
еп

ен
n)и

сл
ед

ов
ат

ел
но

15
2



I(m;n
) 1
=8 < :0

за
m<

n;
n!�(

�+
�+

2n+
1)

�(�
+�

+n
+1)

Z 1 �
1' n(

x)dx
за

m=
n:

За
пр

ес
м

ят
ан

ет
о

на
R 1 �

1' n(
x)dx

се
пр

ав
и

см
ян

ат
а
x=

2t�
1и

Z 1 �
1' n(

x)dx
=Z 1 �

1(1�
x)�+

n (1+
x)�+

n dx
�2�

+�+2
n+1Z

1 0(1�
t)�+

ntb+n
dt:

И
зв

ес
тн

о
е,

че
ин

те
гр

ал
и

от
ви

да
B(p;

q)=
R 1 0(1�

x)p�
1 xq�

1 dx
се

на
-

ри
ча

т
ин

т
ег

ра
ли

на
О

йл
ер

и
се

из
ра

зя
ва

т
чр

ез
га

м
а-

ф
ун

кц
ии

B(p;
q)=

�(p)
�(q) �(p+
q),т

.е
. Z 1 �
1' n(

x)dx
=2�

+�+2
n+1�

(�+
n+

1)�(
�+

n+
1)

�(�
+�

+2n
+2)

:
О

т
по

лу
че

ни
те

ра
ве

нс
тв

а
и

от
I(m;n

) =
(�1)

m+n
+I(m

;n) 1
2m+n

n!m!
сл

ед
ва

тв
ър

де
-

ни
ет

о. 4.
26

.
О

т
за

д.
4.

25
сл

ед
ва

,ч
е

по
ли

но
м

ит
е

Q(�;�
) n
(x)=

2n n!
�(�

+�
+n

+1)
�(�

+�
+2n

+1)
P(�;�

) n
(x)

са
ор

то
го

на
лн

и
в
[�1;

1]с
те

гл
о
(1�

x)� (
1+x

)� и
им

ат
ко

еф
иц

ие
нт

пр
ед

на
й-

ви
со

ка
та

ст
еп

ен
ед

ин
иц

а.
О

т
за

д.
4.

20
сл

ед
ва

,ч
е

за
тя

х
е

в
си

ла

Q(�;�
) n+1
(x)=

(x�
� n+1

)Q(�
;�) n

(x)+
� n+1

Q(�;�
) n�1
(x);

къ
де

то

� n+1
=�

(Q(�
;�) n
;Q(�

;�) n
)

(Q(�
;�) n�1
;Q(�

;�) n�1
):

О
т

за
д.

4.
25

сл
ед

ва

(P(�
;�) n
;P(�

;�) n
)=

Z 1 �
1(1�

x)� (
1+x

)� (P
(�;�) n

(x))2
dx

=
2�+�

+1 �(
�+

n+
1)�(

�+
n+

1)
n!(�

+�
+2n

+1)
�(�

+�
+2n

+1)
и

� n+1
=

4n(�
+n)

(�+
n)(�

+�
+n)

(�+
�+

2n+
1)(�

+�
+2n

)2 (�
+�

+2n
�1)

:
О

пр
ед

ел
ян

ет
о

на
� n+1
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�+

2n)(
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о
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о
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ан
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ан
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о
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по

ли
но

м
от

ст
еп

ен
m,н

ам
ир

ам
е

I=
(�1)

n+m+
1Z 1 0(L(�

) m(x
))(m+
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по

сл
ед

но
то

ра
ве

нс
тв

о
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о
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+2) +

(1�
�+

x)z(m
+1) +

(n+
1)z(n

) =0
:

В
то

ва
ра

ве
нс

тв
о

за
м

ес
тв

ам
е
z(n+

2) и
z(n+

1) ,о
пр

ед
ел

ен
и

от

15
4



z(n) (
x)=
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о
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1 �
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о
qеп

ол
ин

ом
от

ст
еп

ен
,п

о-
м

ал
ка

от
n.

в)
Р
еш

ен
ие

то
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о
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