XapakKTepucTuKa Ha IMoJIe.
IIpocTn noJiera.

Pasryiexkiame mpon3BosiHO (He HElPEeMEeHHO YHCI0BO) mojie F' ¢ eauHuueH
ejleMeHT 1p. Bb3MoXKHU ca ciieHuTe JBa CJIydasi:

1. Ako m,n € Z ca takuBa dmucia, 9e m # n, 1o ga umame m.lgp # n.l,
K'bJIeTO M. 1 p O3HAYABA IIPOCTO } r+ 1p+ -+ 1p. B TakbB ciydaii Ka3pame,

v
m II'bTHU

4e nosiero F' uma zapaxmepucmurxa 0 u tumem char F' = 0.

2. Ako cbimecTByBaT m,n € Z, Takupa de m #* n, Ho m.1lp = n.1p. Ako
6e3 orpaHMveHre cMsTamMe, de m > 7, TO IMOCJIEJIHOTO PABEHCTBO HU JlaBa
(m—mn).1lp =0pF um—n € N. Heka p e Hali-MaJKaTO €CTECTBEHO YUCIIO, 32
koeto p.1p = Op. Torasa kasBame, |e nojero F' uma xrapaxmepucmura p u
numeM char F' = p.

IIpumepu:

1. 3a ancnosure nosera F' = Q, R, C paBencrBoro m.1 =n.13am,n € Z
€ MBII'LJIHEHO €JIMHCTBEHO IIPU M = N U cJiegoBaTe/Ho char /' = 0.

2. Heka p € N e ipocto unciio. Torapa npbCTeHBT OT KJIaCOBETE OCTATbIIN

Z,=1{0,1,....,p—1}

e moste, B Koeto e m3mbaieno p.l =75 =0, a3a k: 1 <k < p—1 nmame, e
k1=Fk+#0, rx. ptk. Orryk Bukmame, ue charZ, = p.

TBbpaenuwe 1. Hexa F' e npoussoaro nose ¢ xapaxmepucmuxa char F' = p.
Tozasa p e npocmo wucio.

Joxasamencmeo. char F' = p o3HadaBa, e p € Hali-MaJIKOTO €CTECTBEHO THC-
J10, 3a Koeto p.1p = Op. Jla momycHeMm, de p e cheraBHO. ToBa o3HavYaBa, |e



cbIiecTBYBaT duciaa m,n € N, TakuBa e m < p,n < p u p = mn. Torapa
nMame, 1e mn.lyp = Op wm (m.1g)(n.1p) = Op. Tbit kaTo F' e nose, B HETO
HAMAa JIETUTEN Ha HyJ/IaTa U caegoBareano uad m.lp = Op, mm n.lp = Op.
Ho m < p un < p u ToBa O mMpoTUBOpEYaIO0 Ha MUHUMAJHOCTTa Ha U3060pa
Ha p. CiemgoBaTeIHO OCTaBa Jia € BAPHO, Y€ YUCIOTO P € IPOCTO. O

Heka F’ e moJte ¢ xapakrepuctuka char F' = p. Ako a € F u uucioron € 7
e TakoBa, 4e p | n, o n.a = Op. Haucruna, p | n o3nauasa, ue Im € Z, rakusa
ge n = pm. ToraBa n.a = pm.a = mp.1lp.a = m.(p.1p).a = m.0p.a = Op.
[To-061m10, HEKA a € F' e HenyseB enemMent, T.e. a # O, u n € Z. Torasa,

(1) ako char F' = 0, To n.a = 0p < n = 0;

(2) ako char F' =0, o n.a = O < p | n.

Tsbpaeuune 2. Hexa F' e nose ¢ xapaxmepucmuka char F' = p # 0. Tozasa
3a 6cexu dea eaemenma a,b € F e usnsaneno

(a+b)P =aP + VP
UAU NO-00Ul0
(a4+n)P" =a" + 07"

3a 6CAKO ecmecmeeHo wucao m € N,

Jlokasamencmeo. Beue Bujgxme, ye ako ¢ € F', an € Z e takosa, 4e p | n,
T0 n.c = 0. Ilo popmyiara 3a HIOTOHOB OMHOM MMaMe, He

(a+b)p:a’p+ (Zly)ap—lb+ (g)ap—2b2+,..+( p 1>abp_1+bp.

! -1)...(p—i+1
[Tonexe <p> = P :p(p ). p—i+ )sai:1,2,...,p—1, TO
i

il(p —)! i!
BCEKU €JINH OT OMHOMHUTE KOoeUIIMEeHTH B TOPHOTO PABEHCTBO Ce JIeJd Ha P

)ap—ibi =0r3ai=1,2,...,p— 1. Ilo To3u HaunH ocraHa
1

p
A OTTaM

(a+b)P =a’+ 0.

Ocranajara 9acT OT TBBPIEHUETO Ce JOKA3Ba JIECHO ¢ MHIYKIUS 110 1M,
YUSITO OCHOBA TOKY-IIIO YCTAHOBUXME. ]



Heka F' e nose, a K C F e HEOBO MOJMHOXKECTBO, TakoBa de |K| > 2.
Kaszsame, ge K e nodnose wa F, ako 3a Va,b € K e usnbianeno, ue a+ b, a —
byabu ab™! = 7 3a b # Op cbmo npunagnexar na K. Or Tasu gedbununus
JiecHo ciejiBa, ue Op € K, 1p € K u e pasriiexjaHo camo 1o cebe cu K ¢bIo
e 1oJjie crpsMo oneparuurte, naciejaenn or F. OznauaBame K < F. [pyr
HAYMH J1a U3KaxKeM CbInnug (pakT e Ja 3asgBuM, de 1mojaero [ e paswupenue
Ha nojero K u jga 3ammmem F > K. Ako K < F, to char K = char F.

Heka F' e nmopussosiHo mnosie. Ille ka3zBame, 1ue mosero F' e npocmo, ako
F msama HuKakBE 1OjI0IeTa OCBeH cebe cu. (3a ja Hama OObPKBaHE IIe
orbexkuM, de noanpberera {0p} Ha npbcreHa F HaMa Kak Ja o0pasysa
HOJIIOJIE, T.K. C€ ChCTOU CaMO OT €JIUH eJIEMEHT. )

Tebpaenne 3. [lonemama Q u Z,, kKsdemo p e npocmo “ucAo, ca npocmu
noAema.

oxazamenacmeso. Ornocro Q: Heka K < Qe moamnose va Q. Ilo nedpurmius
TpsibBa |K| > 2 u ToraBa CbINecTByBa eleMeHT ¢ € K, KOWTO e HeHyJeB.

a
Torasa a —a =0 € Ku — =1 € K. OcBer toBa 3a Vn € N umame, de
a

l+1+---+1=ne Kul—-n=-—n¢c K. llo To3u HAYMH BCHIIHOCT Ce
N II'bTHU

m
okaspa, 4e Z C K. Heka r € Q. Torasa r ce 3ammcBa Kato — 3a m,n €

n
1
Z,n # 0. Ho ToBa o3nauaBa, 1e m,n € K, a orram u — € K. CjieoBaTeiHO
n
1 m
m-—=— € K, te. r € K, Koeto BcbIHOCT noKa3Ba, ge Q C K. Ho Taka

n_n
K = Q, orkbaero ciensa, de mojgero (Q e mpocTo, 3aIoTo ChIbpiKa CaMo

cebe cr KaTo MOJIIOJIE.
Ornocro Z,: Heka K e nonosne na Z,. Torasa 0,1 € K. Cbimo Taka 3a
VEeN,1<k<p—lmvame,uel+1+---+1=Fk¢c K. Ho ToBa o3na4uana
—_———

k mbTI
BCbIHOCT, 4e Z, C K u taka K = Z,. Ilo To3u naunn ce BUXKIa, 4e Z, €

ITPOCTO TIOJIE. O]

TBbupaeune 4. Besakxo noae F csdspoica, npu mosa edno eOuncmseeno npoc-
mo nodnoae Iy.

/loxazamencmeo. ZcHo e, de Bcako 1osie F', ¢bbpzKa noJirnosie K, nanpumep
upu K = F umame Tpusmuaanoro nogmnose F < F. Torasa moxkem ja obpa-
3yBaMme F{) KATO CeUeHHETO Ha BCHUKH HoAmoseTa Ha F, T.e. Fy = (\pep K.



Torasa F{ cbimo e noanose na F'. da sugnm, ve Fy e mpocto nojte. Hancruna,
ako L e mommose Ha Fy, To L < Fy < F' e noamnose u Ha F' 1 ciiegoBaTeIHO
y4JacTBa B CCYECHUETO Ha BCUYIKHU rojnosera Ha F| .e. Fy C L. Ho nmocieanoro
o3HauaBa, 4e Fy = L, KoeTo moka3sa, Ue mojero Fj e IIpocTo U KaTo TaKoBa,
e nopocto nojnose wHa F. e mokaxkem, e Fy € eIMHCTBEHOTO IIPOCTO IO/~
nosie. Heka [ e npocto mnojmosie Ha F'. ToraBa To ydJacTBa B CEYEHHETO Ha
BCUYKH 1I0/I1I0JIeTa U ciegoBaTenno Fy O Fy. Taka Fy e mommnose Ha FY, HO 110
IIPEJITOJIOKEHNE TO € MpocTo u octaBa Fy = F. Taka F| e equncreeno. [

Heka R u R’ ca npbcrenn. Kasame, ue n300parKeHIETO
o:R— R

e zomomopPussm Ha npscmenu, ako e usrbianeno o(z +y) = o(z) + p(y) n
plz-y) = o(x)- (y).

CBoiicTBa:

1. gO(OR) = OR/.

2. p(—a) = —p(a) 3a Va € R.

3. Heka R e npberen ¢ eqununa 1z u ¢ He e HyJIeBoTO n3obpaxkenue. Tora-
Ba ©(1r) = 1p u 3a obparnm enement a € R e B cuta, 1e p(a ) = (p(a))!.

Axo xoMOMOPMU3MBT Ha IPHCTEHU € U buekius Ha R Bbpxy R, 10O ¢
e uzomopdusom na npcemenu, a R u R’ ca uzoMopdHN IPHCTEHN U MIUIIEM
R=R.

a orbenexum, 1e ako R e obsact, 1o 3a a,b, ¢ € R, ¢ # O e nu3rbJIHEHO
ac = bc < a = b. Hancruna, ac = be & (a — b)c = Og. T.k. R ¢ obnact u
¢ # Og, 10 octaBa a — b = Og, KOeTO O3HaYaBa, Ye a = b.

Crenpamara TeopeMa KJiacuMuIupa mpocTUTe MoJIeTa.

Teopema. Hexa F e mpocmo nose. Axo char F = 0, mo F = Q. Axo
char F =p #0, mo F = Z,.

Zoxazamencmeo. Heka F' e npocro nose ¢ char F' = 0. 3HaeMm, 1e
m
@:{E|n,mEZ,n§é0}.
Akon € Z,n # 0, to n.1p # Op. Pasriexgame moIMHOXKECTBOTO

Fo={(m1g)(n.1p)' | m,n € Z,n # 0} C F.



To mpuTexkaBa CJIeHUTE CBONCTBA:

1. (mlF)(nlp)_l = (klp)(llF)_l 3a k,l € Z,l 7é 0 & ml = kn.
Hancruna, ymnoxasame jgBere crpann Ha pasenctsoto ¢ (n.1g)(l.1p) # Op
u nosxydasame (m.1g)(l.1p) = (k.1p)(n.1F), re. (ml).1p = (kn).1p. Cera,
T.K. char F' = 0 umame, 1e nipocto ml = kn.

2. (m1p)(n1)F) ™ £ (k1p)(I.1p) = [(ml &+ kn).1x][(nl). 1] .

3. (m1p)(ndp) - (k1p) (1 15)7" = [(mk).15][(nl).15] L.

4. Axko m # 0, o [(m.1p)(n.1p)7' 7' = (n.1)(m.1p)"'. Hanctuna, T.x.
m # 0, o m.1p # O u cirenosarenno 3(m.1x)"!. Cera coiicTBoTO CileBa
OT JupeKTHaTa nposepka, 4e (m.1p)(n.1p)™t - (n.1p)(m.1p)™t = 1p.

CsoiicTBa 2, 3 1 4 Hu JaBaT, Ue 3a BCEKU JIBa ejeMeHTaa, b € Fj egemen-
ture a + b,a — b,ab u a~! upu a # 0p cbio npunamtexar na Fy. ITo Tosu
naunH Fy e nosgmnose na F', o .. F' e pocto, To F' = Fj,.

Jla pasriiemame m300parkKeHIETO

p: F—Q,

m
nebunupano ¢ ¢[(m.1p)(n.1p)"!] = ot To e KOPeKTHO 3a/1a/IeHO, 3all0TO

ako (k.1p)(I.1r)™! = (m.1r)(n.1x)~!, To cBoiicrBo 1 Hu mama, ye kn = Im

i o = % Taka [(k.1p)(I.1F)7!] = 7= % = p[(m.1p)(n.1p)"1], T.c. Ha

BCEKN eJIeMeHT a € F' e chroctaBen eauHcTBeH eqteMenT p(a) € Q.
CeoiicTsa 2 u 3 nu nasat, de 3a Va,b € Fe usmbineno o(a+b) = p(a) +

o(b) u p(ab) = p(a)p(b), T.e. pe xXOMOMOPDUIbM HA TPHCTEHU.
m
Ocsen ToBa @ e 6uekius #Ha F' popxy Q. Hancruna, 3a Besko qnciio — €
n

Q cbmecsryBa enement (m.1p)(n.1p)~! € F, Takbe ue m_ o[(m.1p)(n.1)F)7;
n

axo ¢[(m.1p)(n.1p)7t] = [(k.1r)(I.1p) 7Y, TO m_ o e Im = kn u cno-
n

pes ceoiicTBo 1 mostywasame, we (m.1g)(n.1g)™t = (k.1p)(l.1p) 7"
Taka ¢ e nzomopdusbm Ha npberenn u F = Q.

Hexka cera F' e mnpocro mnoJie ¢ xapakrepucruka char F' = p # 0. Torasa
YUCJIOTO P € MPOCTO U UMaME I10JIETO OT OCTATHIH

Z,=1{0,1,...,p—1}.
Pasriekpame I0IMHOKECTBOTO

F(] = {O, 1F>21F,>(P— 1)1F} g F.



Heka n € Z e npoussosno uncio. Toraa n = pt +r3at,r € Zun 0 <
r < p — 1 ciopes Teopemara 3a jiejieHne ¢ 9acTHO ucotaTbkK. Cera n.lp =
t(plp) + rlp = t.0p + r.lp = r.lp € Fy (monexxe 0 < r < p —1). Ilo
to3u HaunH N.1p € Fy 3a Vn € Z u cera ciiensa, 1de Va,b € Fy e u3Ib/JIHEHO
a+b,a—babe Fy. Hexka k # 0, 1e. 1 <k < p — 1 i razgledame k.1p € Fy.
Umame, ve (k,p) = 1 u TbxkaecTBoTO Ha Be3y Hu jaBa, de CbIeCcTBYyBaT
qncsa u, v € Z, rakuba de uk +vp = 1. Cnenosarenno B F' umame, ve (uk +
pv).1p = lp u pasnucBaiiku JisiBaTa CTpaHa TOJydaBaMe IOCIeI0BATETHO
¢ apyru gymu (k1p)™' = (u.lp) € Fp, 3amoro u € Z. Ilo To3u Haumu
JIoOKazaxme, Ue 3a BCEKU HEHYJIEB eJleMeHT a € Fj e m3IrbjHeHO a~l e Fyn
Fy ce okaspa nojrosie Ha F'. IIpocrorara na F' obave Bojau 0 F' = Fj.
Jla pasriemame n300parkKeHNETO

o F— Z,,

nedumnpano ¢ ¢(k.1p) = k. Odenauno e, 4e ¢ e XoMOMOPDUIBLM Ha TIPbC-
TeHu, a u oueknugd Ha I’ Bbpxy Z,. Taka ¢ e nzoMmopdusbM Ha IPBHCTEHH 1
F =7, m

CaenctBue 1. Besaxo noae F' uma, npu mosa eduncmeerno npocmo nodnose
Fy, maxosa we Fy = Q, axo char F' = 0 uau Fy = Z,, axo char F' = p # 0.



