IIpberenu n noJsiera. Teopemu Ha
Oitinep-@epMma 1 YUJICHH.

B rpymure, anreOpudHuTe CTPYKTYPH, KOUTO pasrjexkIaxmMe jocera, oOere
BbBeJIeHa e/IHa OMHapHA OTepaIus, CIPAMO KOATO TpyliaTa € 3aTBOPEeHa KaTo
MHOXKECTBO, T.e. HA BCEKHU JIBa €JIEeMEeHTa OT rpylnara OMHApHATA olepalus
C'BIIOCTABSINE TPETU €JIEMEHT, KOUTO ChIO ce HAMHUPa B TPyIaTa.

Heka cera pasriegame MHOXKECTBOTO [, B KOETO ca BbBEJICHH JIBE OMHAPHU
ollepaluy, HapedeH! YCJIOBHO chOMpaHe + m ymMHOXKeHHe -. Ille Ka3Bame, de
MHO2KeCTBOTO R e npscmen, ako € 3aTBOPEHO OTHOCHO TE€3U JIBE Olepalluu 1
ca U3I'bJIHEHU CJICTHUTE aKCHOMU:

I. R e abesneBa rpyma OTHOCHO CHLOUPAHETO +, T.€.:

L.(a+b)+c=a+ (b+c)3aVa,bceR.
2. CpmectByBa Hy/1es ejqement 0 € R, takbs ye a +0=0+a = a 3a
Va € R.
3. 3a Bceku ejieMeHT a € R cbllecTByBa IMPOTTUBOIOJIOXKEH €JIEMEHT
—a € R, takbB 9e a + (—a) = —a+a = 0.
4. a+b=0b+a3aVa,be R.
II. OnepanusTa - € aconuaTuBHA, T.€.:
5. (ab)e = a(be) 3a Va, b, c € R.
III. B cuna ca guctpubyTUBHU 3aKOHU 3a JBETE ONEPAIUH, T.€.:
6. (a +b)c=ac+bcucla+b)=ca+cbszaVa,b,ceR.

B nombinenue: ako ab = ba 3a Va,b € R, To kKa3Bame, ye R e xomy-
MamueeH NpPscmen; ako ChINECTBYBa €IMHUYEH eJIeMeHT e € R, TaKbp de
ae = ea = a 3a VYa € R, kazBame, ue R e npscmen ¢ edunuya. 3a yaoOCTBO
e oa3HavdaBaMe euHuIHus ejieMenT Ha R ¢ 1 wmu ¢ 1g, 3a ja nojgaepraem

1IIOHHKOI‘& HYJIEBUAT €JIEMEHT Ha R nie 3alliCBaMe KaTo 0R> KoraTo mmMa HY22KJIa OT
JOII'bJIHUTEJ/IHa ACHOTA.



HerosaTa IIPUHAIJIC2ZKHOCT.

[Ipumepu:

1. MuoxkectBara Z, Q, R u C ca npbcTeH OTHOCHO OOMIaHNATE OTIepaIiun
chOupane n yMHOXKeHUe Ha 4ucja. [Ipu ToBa Te ca KOMyTATHBHU MPHCTEHU
C €JINHUIIA.

2. [lomvmoxectBata mZ = {mz | z € Z} na Z 3am = 0,1,2,... cbiio
ca MPCbTEHU OTHOCHO OOMYaitHUTE chOMpaHe W yMHOXKeHHe Ha 4ucia. llpu
m > 2 e IpuMep 3a MPbCTEH, KONTO He TPUTEXKABa eJIMHIIECH eJIEMEHT.

3. Heka F' e auciioBo nosie, n € N. Torasa F),,, € IPbCTEH OTHOCHO Ollepa-
uuTe ChbOMpaHe U yMHOYKEHIE Ha MATPUIY C €JIMHUYEH eJIeMEeHT e MHITIHATA
matpuna F. Ilpu n > 1 e npumep 3a HEKOMYTaTHBEH MPBLCTEH.

CilencrBust OT aKCHOMUTE:

a) HyneBusir eement Or  MpOTHBONMOIOKHUASAT eeMeHT —a 3a Ya € R
ca eMHCTBEeHU. BCBITHOCT TOBa € CJIeJICTBIE OT AKCHOMUTE 34 TPYIIN.

6) Ako R e mpbCTeH ¢ eHUIA 1R, TO TS € €MHCTBEHA.

B) 0.a = 03a Va € R.

r) (—a)b = a(—b) = —(ab) 3a Va,b € R.

1) 3a a,b € R o3nauaBame ¢ a — b ejementa a + (—b), HapedeH pasinka
Ha a u b.

e) Or ciieicTBUATA OT aKCHOMUTE 33 IPYIN 3HAEM, 4e 3a eJeMeHT a € R
U 4ucia n, m € Z uMame, de na + ma = (n +m)a u m(na) = (mn)a.

) AkcroMa 5. HE JlaBa, 9e 3a €JIeMeHTH a1, ds, .. .,dr € R, eJeMeHTbT
a1as . ..ar € R e eIHOBHAYHO OIIPeIesIeH.
3 R ke N k= O
3 a eJIeMeHT a € U Y9UCJIO c o3HavYaBaMe a aa...a. UTTyK
N——
k b

umanme, ue a’al = aftt u (a*)! = oM.

Heka R e npbceren. Enementure a,b € R ce HapwdaT deaument Ha HYAaG-
ma, ako a # Og, b # Og, HO ab = Op.

Ako B mpbcTeHbT R HaMa JeuTe/n Ha HyJjaTa, TO TOH ce Hapuda 00-
aacm?. TIpumep 3a obJ1acT € IpbCTeHbT Ha IenTe dnucia Z.

Heka R e npbcren ¢ equnaniia 1g. Enementsr a € R ce Hapuya obpamu.m
eaeMenm, ako ChIeCTBYBa ejeMenT a ' € R, Takbs de aa ' = a ta = 1p.
Hampumep B ipbcrena Z obpatruMuTe eJIMeHTH ca camo 1 n —1.

2Unu ome obaacm Ha UAAOCT.



Heka R e upcbTeH ¢ moHe JBa eneMenTa, T.e. |R| > 2. Kassame, e R e
mMAN0, AKO BCEKU HEHYJIEeB ejileMeHT a € R, a # Or e obpaTum.

Kazsame, ue R e nose, ako R e komyTatuBen npberer n R e Tamo. loTyk
HIe M3IO0JI3BaxXMe IOHATHETO JHCI0BO moJe F', 3a koero 3naem, ue F' C C,

a
|F'| > 2 u 3a Bcekn JiBa efeMenTa a,b € I e usnbianeno a+b,a—b, ab, 7 e F.

[To To3m HaUMH ce OKa3Ba, Ue BCAKO UMUCIOBO ToJie F' e Tojie CIpsiMO Cerari-
Harta jgebununug. C Apyru AyMu HOHATHETO UHUCIOBO II0J€ € caMO YacTeH
cJIydail Ha TO-TOJIAM KJIaC aJreOpUYH CTPYKTYPHU, HAPEUEHU TOJIETA.

SunaeMm, ye Q, R, C ca mosera T.K. ca ducjioBu mnoJseta. Ilpumep 3a Tsio,
KO€eTO He e 1oJjie (T.e. He € KOMYTATUBHO) € MHOYKECTBOTO

a b
H = 7 a | a,be Cp C Coxo,
a b
HAPEYEHO MAA0 Ha Keamephuonume. Hancruna, ako A = 7o # O, 1o
-b @

a # 0u/umu b # 0, orkbiero ciejiBa, de det A # 0 u JUPEKTHO ce poBepsiBa,
ge A7!, 3a K0ATO 3HAEM, Ue CHIIECTBYBA, CBINO IpHHAIe:KN Ha, H.

Axo R e Tayio (B yacTHOCT 110J1€), TO R HsiMa jenuren Ha HyaaTa. Hawc-
TUHA, aKO JIOIyCHeM, Ye B R mMa ejleMeHTH, KOUTO Ca JIeJINTE/IN Ha HyJaTa,
T.e. a,b € R, takuBa 1ue a # Og,b # Og, HO ab = OR, TO c/IeJ KATO YMHO-
JKUM JIBeTe CTPaHu OTJISBO ¢ eJeMenTa a '+ € R, nomyuasame a~'(ab) = O u
acoOIMaTUBHOTO CBOMCTBO Ha YMHOXKEHHETO B IPHCTEHHUTE JTOBEXKa J0 IIPO-
tuBopeunero 1zb = b = 0. CiieoBaresiHO ocTaBa Ja € BAPHO, 9e B R HsMa
JIeJINTE/I HA HyJIaTa.

Heka R e mpowmsBoJieH IpbcTeH. 3HaeM, 9e MHOXKeCTBOTO R e abejeBa
IpyIia CIPSIMO OL€PALATa +, KOATO IIle HapudaMe adumueHa 2pyna Ha npsc-
mena R. Heka R e npbcren ¢ equnniia 1gp u R* € MHOXKECTBOTO Ha BCUYKHU
obparumu ejemenTn Ha R. ZlcHo e, ge 1 € R*. ToraBa R* e rpymna oTHOCHO
oepanusATa - B R: ako a € R*, To 06paTHHAT MY €JIeMEHT ¢~ ' ChINO MPUHA/I-
nexxu Ha R* m aa™' = a~'a = 1p; ako a,b € R*, 1o (ab)™' = b ' a ' u

—~—
€R* €R*
ciaemoBaresno ab € R*. Ilo To3n Haunn R* e 3aTBOPEHO OTHOCHO OIEpaIusaTa
-, YUSITO ACOIMATUBHOCT € HaCJeeHa OT OlepaIuaTa - B R, mpuTekaBa eJim-
HUYIEH eJleMeHT 1p M BCEKHU eJleMeHT Ipurexkapa oOpareH. Taka Jokaszaxme,
ye R* e rpymna OTHOCHO omlepanugara - B R, HapedeHa MYAMUNAUKAMUCH
epyna na npscmena R.



[Ipumepun:
1. 72 ={1,-1}.
2. F. ., ce ¢CbCTOM OT BCUYIKHM OOpATUMU MaTPHIH, T.€. C HEHYJIEBH JeTep-

MUHAHTH ¥ ciaegoBarenno Ff = GL,(F).
3. Ako R e TsJI0, TO BCEKH HEIOB HEHYJIEB €JIEMEHT € oDpaThM U CJie-
noBaresno R* = R\{Ogr}. Ako R e mone, To R e KOMyTaTHBHO TsJIO W
= R\{Og} e abesera rpyma.

Heka R e npberen, a S C R e Heroo nojmuoxkectBo. Kaspame, e S
e nodnpscmen Ha R n oszmadaBame S < R, ako 3a Va,b € S e usmbjaHeHO
a+b,a—b,ab € S. B takbs ciayuaili umame, ye a —a =0 € SuOp —a =
—a € S u S ce oka3Ba IPbHCTEH OTHOCHO OIEPAIUUTE + U -, HACJIeIeHn OT K.
He e tpynno na ce npoepu, de cevyeHHETO Ha (paMUIUS MOINPbLCTEHN Ha R
CBIIO € MOIIPbCTeH Ha K.

Heka n € N;n > 1. B npbcreHa Ha LeauTe Yucia 7Z OCTATBLIUTE IIPU
nesrenne Han ca 0,1,...,n—1. Heka T e MHOXKeCTBOTOHA BCHYKH LIEJIN YUCTIA,
KOUTO IIPU JIeJIEHHE C M JlaBaT OCTATbK T, C JPYTHU JyMH 4duciaara z € 7,
takuBa de z = r(modn). la pasrresame MHOKECTBOTO

»=10,1,...,n—1}.

B mero neduHIpaMe Omepanuy + U - 1o ciaendns Hadumn: k + 1 = k+1 u
k-1l =kl Ilo ro3u Hauun 7Z, ce IpeBpbIIA B IPHCTEH C HYJIEB eJeMeHT 0,
CJIMHIYCH eJIEMEHT 1 ¥ IIPH TOBa ¢ KOMyTaruBeH. Hapuaame ro npscmen 1a
Kaacoseme ocmamasuu no modya n. flcHo e, e Z, uma n Ha OPOil eJeMeHTa.

[Tpumep:
Jla pasriieiaMe IpbCTeHa OT KJIACOBETE OCTATBIM 110 MOy 6

B nero umame, ue 2+3 = 5; 4+5 = 9 = 3, zamoTo 9 = 3(mod 6); 4-5 = 20 = 2,
zaioTo 20 = 2(mod 6); 3-4 =12 = 0 u cieposaresno 3 u 4 ca jejurenn Ha

Hysata B Zg, a OTTYK Bede CaMUAT MPBHCTEH HAMAa KaK Jia € 00JIacT.
Ha cu npumomuuMm, de 3a n € Nyn > 1 ¢ ¢(n) o3nauaBame 6post Ha
€CTEeCTBEHNUTE YHCJIa, HEHAIMUHABAIIU N, KOUTO Ca B3AWUMHO IIPOCTH C 7M.

Teopema 1. (1) 3a myamunaukamuenama epyna nwa L, umame, e 7' =
F10<k<n-1u(kn)=1}ulZ| = p(n).



(2) Z,, € noae < n e npocmo “uUcao.

Jlokasamencmso. (1) Jla pasriegame MpPOM3BOJIEH €JIEMEHT k€ Zpk =
1,2,...,n — 1 (asama HyxXKja Ja pasmiexjgame k = 0, 3a1oro e siCHO, 4e
enementnbr 0 ¢ Z7). Hexka k u n ne ca Bzaumuo npoctu, Te. (k,n) = d > 1
uk =kd an=mds3ak,n € Nyki,n, > 1. dcuo e, ue k # 0, 3a-
moro k < n u cuegosaresno n { k. Cbio umame u, ue iy # 0, 3a10To
d > 1= n; <n u crenosarenno n {ni. Ho k-miy = kny = kydnq = kin = 0,
nopa/u odesunus dakt, de n | kyn. CiemoBaresHo k e menuTes Ha HyJaTa,
B Z, 1 HIMa Kak Jila € 00paTuM eJeMeHT, T.e. k ¢ 7. Heka cera k u n ca
B3auMHO npoctu, T.e. (k,n) = 1. Or ThxKIecTBoTO Ha Be3sy mmame, e Cb-
IEeCTBYBAT IeJIM 9uciaa u,v € Z, Takusa de uk + vn = 1. ToBa o3HadaBa, 1e
uk +vn =uk +n = uk +0 =T -k = 1, ¢ KOETO OTKpPHXMe, Ue €JIeMEHTHT
k e obparnm u meropuat obparen e . W raxa (k,n) = 1 = k € Z*. ITo To3n
HaumH joKasaxme, ue (k,n) =1k € Z*.

(2) Z,, e KOMyTaTHBEH IPbCTEH ¢ eauHuIa. B Takb ciayvail Z, e noje <
BCEKU HEHYJIEB eJIeMeHT Ha Z,, e obpatum < Z* = Z,\{0} & |Z| =n—1 &
¢(n) =n — 1< n e npocto IucO. O

Beue MoxeM Jla pasriiejiaMe I'bPBE [IPUMeD Ha HEUUCJOBO (U IPH TOBa
kpaiino) noste. Heka p e mpocto aumcio. ['oprara Teopema HE JjaBa, e MHO-
2KEeCTBOTO

Z,={0.1,....p—1)

e 1oJie ¢ p Ha Opoii elemeHTa. B moJsieTo ¢ meT ejiemMeHTa

HalpuMmep nmame, de 2-3 =2-3=6=1
Je BCEKU HEHYJIEB €JIeMEHT € OOPaTUM.
Cera MoxKeM J1a JIOKazKeM TEOPEeMUTE, KOUTO CIIOMEeHAaXMe B I'bpBa IJiaBa.

—2
n4 =16 = 1, c KoeTo cTaBa sCHO,

Teopema na Oiiep-®epma. Axon € Noa € Z u (a,n) = 1, mo a¥™ =
1(modn). B wacmnocm, axo n e npocmo, ™' = 1(modn).

Jokasamencmeo. Pasriexaame npberena Z,. Axo b,c € Z, o b=¢ < b =
c(modn). Heka a € Z e takoBa, de (a,n) = 1. Toraa @ e obparum ejeMeHT
B Zy, 1. a € Z}. Cnopen Crnencreue 2 or Teopemara na Jlarpanx nmawme,
ae @l =T, no cnopey Teopema 1 |Z%| = ¢(n) u cieposarenno a*™ =1. B
Z tosa e pasrocuiHo ¢ a?™ = 1(modn). [



Teopema Ha YuiscbH. Axo p e npocmo wucao, mo (p —1)! = —1(mod p).

Joxasamencmeo. Pasriexkname mnosero Z, = {0,1,...,p— 1}i Heka k €

Z,,,E £ 0. T.K. cMe B TIOoJie CBIIECTBYBa OOpaTeH ejJeMeHT k , TaKbB de
k=1 Jla BuamM Kora E ' =% Toma O3HaYaBa, Ue E = 1, Koeto e
expusasentro Ha (k — 1)(k+ 1) = 0. T.x. Z, e no/e, B Hero HAMa JieJTHTeN
Ha HyJlaTa U ciaegoBaTesHo wm k — 1 =0, wm k+ 1 = 0, Te. k = 1 wimn
k=—-1=p—1. U taka F=Teok=1wmk=—1. CremosareiHo eje-
MeHTHTE Ha Z,, KOUTO Ca Pa3/INIHH OT HyJa ca eJeMeHTHTe 1, —1 u JIBOfiKH
eseMenTn ot Buma {k, E_l}, K'bJIETO k %' Topa O3HauaBa, e YMHOKA-
Bailki BCHYKHU HEHYJIEBU €JI€MEHTH Ha Z, U IPylIUpaiiku JBOHKHTE 0OpATHH
eJIEMEHTH, TOJIydaBaMe

-1 —

)= 1,

>

T'<__1)W(E',

HO KaKTO CIIOM€HaxMe JIABTO IIpOu3BeeHNe ce CbCTOU OT BCUYKHU HEHYJIEBU
€JIEMEHTHU Ha II0JIETO, T.€. UMaMe

1-2.-.p—1=—1,
KOE€TO B IIP'bCTEHa Ha IEeJIMTe JUCJjia Z HU JaBa TOYHO UCKaHOTO PaBEHCTBO

(p— 1) = —1(mod p).



