I'pynu. Teopema na Keiimn.

Heka G(G # &) e MHOXKeCTBO ¢ BbBejieHa OMHAPHA OIEPAITU -, T.€. HA BCEKH
nBa enemenTa a € G u b € G e chiocrasen exement a - b € Gt. Kaszsame, 4e
G e epyna, ako ca W3II'bJIHEHU CJIEHUTE TPU AKCHOMHU:

l.(a-b)-c=a-(b-c)3aBceku a,b,c € G, 1.e. BbBejIeHATA OlI€PAIUSI €
acouUaAMUBEHa;

2. CpmecrByBa eneMenT e € (G, HapedeH eduHuMeH eaeMenm, TaKbB e
a-e=e-a=a 3a Ipou3BoJieH ejeMeHT a € G,

3. 3a Bceku eseMeHT a € G cbIECTBYBa ejleMenT a~ - € (G, napedeH 06-

pamen esemenm, TaKbB e a-a ' =a"' - a = e.

AKO JOII'bJITHUTEJIHO € U3II'bJIHCHO U
4.a-b=>b-a3aVa,b € G, 1.e. ako BbBeJeHATA OLIEPAIUS € KOMYMAMUG-
Ha, TOo Tpynata G ce Hapu4a abenesa WU KOMYMAMUBHA.

Bposar na exemenrute B G 6enexnm ¢ |G|. Ako esementure Ha G ca Kpa-
eH Gpoii, To rpynara e kpatina, a aucyioro |G| ce Hapuua ped wa epynama G.
B nporusen ciayuait G e Ge3kpaiina rpyna u |G| = 0.

[Tpumepu 3a rpymm:
1. Yucnosure muoxkectsa Z, Q, R, C ca rpynu crpsamo onepanusaTa cbou-
pamne Ha 4ucsa, KOdATO ITe 3alulieM auTuBHo ¢ +. Hancruna,
1) Acormarusuocrra (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) e HasnuIE 33 BCEKNU TPU
YHUCIIA.
2) Umame, e a + 0 = 0+ a = a 3a BCIKO 9uCIO a, T.e. 0 urpae poJsita

13a ynobcTBO, Ha MOBEYETO MecTa M3IIyCKaMe 3HAKBT Ha OIepAIlUATa - U BMECTO a - b
e pocto ab. To3u 3anumc Ha oneparusaTa ce HapuIa MYAMUNAUKGMUSEH. AKO BMECTO
TOB& € BbBEJIEHA OIlepallusl ChC 3HAK +, TO 3allUCHT ce Hapu4a adumusen. Pasiukara B
TE3W JIBA 3aIUCA € YUCTO HOTAIMOHHA, W HIMA OTHOIICHUE KbM CHITHOCTTA HA IIPEIMETA.



Ha HEYTPAJIEH eJIEeMEHT.
3) 3a BCAKO YHCIIO G 3HAEM, Ue e M3IbJHeHo a + (—a) = —a +a = 0,
T.e. —@ € MPOTUBOIOJIOXKHUAT €JIEMEHT Ha a.
Orie noBede nmaMe, ye YUCJIOBUTE MHOXKECTBA 00pa3yBaT abesieBU I'PYIIN,
3aI0TO € U3II'bJIHEHO U
4) a+ b= b+ a 3a Bceku jaBe unciaa a u b.
[To-061, ipumep e Bestko uucsioso nose F) Z C F C C cupsamo orepariu-
dTa ChbOMpaHe.

2. Heka F' e aucsoso nosie nu F* = F\{0}. ToraBa F* e aGeseBa rpyna
OTHOCHO YMHOXKEHHETO Ha uucia - B F. Haucruna
1) AconmaTuBHOCTTA Ha YMHOKEHIETO OYEBUIHO € U3IIbIHeHa ¢ (ab)c =
a(bc) 3a Va,b,c € F, a orram u 3a Va, b, c € F*.
2) Yucsioro 1 urpae posisita Ha €JUHUYIEH €JIEMEHT.

3) 3a Besiko wncao a € Fx aucioro é € F'x urpae poJisgita Ha oOpaTeH
eJIEMEHT.

4) 3naeMm, Ue e HaJUIE KOMYTATUBHOCT Ha YMHOXKeHHeTo B F') KosiTo ce
HacjensaBa u or F*.

3. Heka n € N. Pasriexaame MHOKECTBOTO
C,={z€C| 2" =1},

CbCTOAIIO Ce OT N-TUTe KOMILIEKCHU KODEHH Ha eauHunara (ypaBHEHHeTO
2" = 1 uma TouHO N Ha OpOil pas3/M9IHN KOMILIeKCHE KopeHa). Torasa C,, e
Ipylia OTHOCHO OIlepaludTa yMHOXKEHIE «+ Ha KOMILIeKCHU ducia. Hancruna,
aKko 21,22 € C,, ToBa o3Hauasa, 4e 2{ = 1 u 2§ = 1. Torasa 3a TaxHOTO
[POU3BEJIEHNE 2129 € B CUIIa, de (2122)" = 27280 = 1.1 = 1, 1e. 2120 € C,
C,, e zarBOpeno ornocHo onepanuaTa - B C. Cera 3a Tpure akcnoMu nmame

1) AcommaruBHOCTTA € Hac/eeHa OoT aconuarusHocTTa Ha - B C.

2) Equananust esement Ha rpynata e 1 € C.

3) 3a Bceknu esement z € C,, chimectyBa ¢hbOTBETEH OOpPATEH €JIEMEHT
1 " 1\" 1 1
—€C,,zamoroor 2" =1cieqanue | - | =—=-=1.
z z 2" 1
Ocsen ToBa C,, e abesieBa, T.K. onepanuara - B C,, Hac1eng9Ba KOMyTaTHB-
HocrTa Ha onepanugara - B C. dcno e ebmo u we |C,| = n e pexsr va C,, u

cnenoaresno C,, e kpaitia rpyma.



4. Heka F' e mpou3Bo/iHO 4nCJIOBO ToJie. ToraBa MHOXKECTBOTO
GL,(F)={A€ F,«, | det A # 0},

CbCTOSIIIO Ce OT BCHIKU HEOCOOEHN KBAJPATHHA MATPHI OT PEJI 1 C eJIEMEHTH
ot F, e rpylia OTHOCHO OllepanusaTa yMHOXKEHIE Ha MATPUIM, HAPEIeHA 00Ua
auneting epyna?. Hancruna, sicho e, de

1) (AB)C = A(BC) 3a npoussoauu marpunu A, B,C € GL,(F), T.x.
TOBa € B CUJIa M3001I10 38 IIPOUBOJIHU MATPUI OT Fj,yp,.

2) EJMHUYHMSAT eJIeMEeHT Ha rpyliara e eJuHuIHaTa Marpuna F.

3) 3a Beska marpunia A € GL,(F) cboecrByBa obpaTHa MaTpuUiia

1
A7l € GL,(F) (zamoro det A # 0) ¢ det A~! = Tt A # 0, KosITO Urpae
e

POJIATa Ha CHOTBETCTBAIMA i OOpATEH eJIeMEeHT.

['pynara GL,(F) ue e abesieBa, T.K. 3HaeM, 4e B o0must ciaydait AB # BA
pu n > 1.

Heka cera pasriegame MHOZKECTBOTO

SLo(F) = {A € Fpyn | det A =1}.

To c¢bio e rpymna OTHOCHO YMHOXKEHHETO Ha MATPUIM, HApPEUCHA CNeuu-
aama aunetina epyna®. Haucruna, SL,(F) e 3aTBOpeHo OTHOCHO TIOCOYeE-
HaTa oneparnus, T.K. 3a Bceku jpe marpuim A, B € SL,(F) nmame, de
det A =1 wu det B = 1, a ortam 1 3a TIXHOTO mnpoussegenune AB ciensa,

ve det(AB) = det Adet B = 1.1 = 1 u caenosaresnno AB € SL,(F). Csoiic-
TBaTa OT 1) 710 3) ce M3IBJIHSABAT 110 CbIus HaduH, KakTo pu G L, (F).

5. Heka €) e HIKaKBO MHOXKECTBO, & Sq € MHOXKEeCTBOTO Ha BCUIKH OUEKITNN

Ha {2 BbpXy cebe cu. 3a mpousBoHEU Oueknuu f,g € Sq TAXHOTO ITPOU3BE-

nenne fg: Q — Q, nedunupano upes (fg)(x) = f(g(z)) 3a Vx € Q cburo

e Obueknusa u ciaegoBaresn o fg € Sq. OrHOCHO Tasu OuHApHA orepalus S, e

rpyta, HapedeHa CUMEMPUUHA 2PYNa Ha MHOHCECMEomo (), T.K. € U3II'bJTHEHO
1) (fg)h = f(gh) 3a V[, g,h € Sq.

2) Enunnuen esement Ha rpynara e wiaeHturersT id @ Q) — Q) 3a

KOiiTO e m3mbineno id(z) = z 3a Vo € Q. Orryk e scno, ge fid =id.f = f

3a Vf € Sq.

2General linear group
3Special linear group



3) 3a Beska Oueknust f € Sq cbliecTByBa 06paTHO H300paskenue f 1
KOETO CBINO e OHeKIua m ciaefosarento -1 € Sg, Taka 4e e U3IIbLIHEHO
frt=1"1=id

Heka €2 e kpaifHO MHOXKECTBO C 1 €JIEMEHTA, T.€. MOIIHOCTTa My € || = n.
Bes orpanndenne Moxke Jia caprame, e

Q={1,2,....n}.

B makbB ciayudait, 3a mo-rojisiMa sICHOTa W yA0OCTBO IHIIeM .S, BMeCTO Sq
u Hapudame S, cumempuura 2pyna om cmenen n. Heka f € S, e takasa
ouekius, de f(k) = ip € € 3a Bceku esement k € Q, 1 < k < n. Torasa

3amnmucBaMe
f 1 2 ... n
i1 Gy ... ip)]
K'bJIETO TTOPEIUTIATA OT YUCJIA 11, b2, . . . , 1y, TPEJACTABIIABA IEPMYyTAITU HA, TUC-
gara 1,2, ..., n. 3HaeM, 9e 60PAT HA BCUYKN [TEPMYTAIMH Ha JucjIaTa OT 1 10

n e n! u caegoBaTesiHo S, e KpaitHa rpyna ot pen |S,| = n!, yunro esementn
cbIno Hapuwdame nepmyTanuu. [pu n > 3 S, e neabenea. Hauncruna,

g — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
T 12 3)’\1 3 2)’\213)’\312)'\3 2 1)’\2 31
———

N /. J/

=id =a =b

U HEeKa pasrjejilaMe mpousBejienusTa ab u ba.

,_ (123 (123
@=\ 3 2)\2 3 1)
Tosa o3naqasa, e b(1) = 2 a cyrex ToBa a(2) = 3 u Taka ab(1) = 3; b(2) = 3,

a cien ToBa a(3) = 2 u ciepoBaresnHo ab(2) = 2; b(3) = 1, a cuex ToBa
a(l) = 1 u crenoBaresnno ab(1) = 1. Ilo To3u HaUMH HaMepUXMe, Te

1 2 3
ab—(3 9 1).

Ot xgpyra crpaHa



Toa o3nauasa, ue a(1) = 1, a cien ToBa b(1) = 2 u cienoBaresnno ba(l) = 2;
a(2) = 3, a ciex ToBa b(3) = 1 u crenoparesnno ba(2) = 1; a(3) = 2, a cuex
toBa b(2) = 3 u crenosarento ba(3) = 3. 11 raka namepuxme, 1e

1 2 3
ba:(2 1 3).

Cera Beue e sicHO, de ab # ba n HaMa Kak S3 j1a e abesena.

Cilencrsust OT aKCHOMUTE:

a) Enementor e e ennncreen. Hancruna, Heka € € G e TakbB, de ae’ =
¢'a = a 3a Va € G. Torasa upu a = e umame ee’ = e'e = e. Ho e e egunnyuen
esleMeHT U cienoBaresto e’ = e'e = e. CienoBaresno e = €.

6) 3a Bceku esiement a € G ejleMeHTHT a ' e equHcTBen. Hancruna, Heka
a' € G e TakbB, ue aa’ = a'a = e. Toraa umame, ue a’ = ea’ = (a " la)d’ =
a Y ad)=ate=a"".

B) Heka a,b,¢ € G. Or aconmaruBHOCTTa Ha omnepaiusaTa (akcnmoma 1)
nmame, de (ab)c = a(bc) u cieoBaTEHO MOXKEM Jla 3aIlUIIeM IPOCTO abe.

[To-061110, aKo ay, as, . .., a; € G, TO €JIEMEHTHT A1 . . . a; € G € eJHO3HATHO
OITpeJIeJIeH.
r) 3aa € G u k € N nedunupame a* = ga...aq. Jlecno ce BmKia, [e
—
k wbTH
ca B custa coiicteata a®al = af ! u (a¥)! = a¥ 3a Vk,l € N. Cunrame, ue

a® = e u gedunupame a * = (a71)* = (a*)~! 3a npoussonno k € N. B takns

cayuait ceoiicteara afal = a* u (a*)! = a*! ce obobuasar 3a npoussomHN

k,l € Z. Axo rpymnara G e 3anmcana aJUTHBHO Upe3 OleparusTa ChOnpaHe
+, To BMecTO aF Tmmem ka = a +a + --- +a 3a k € N. Ilo-o6mo, B cuna ca

Vv
k bt

cpoiicrBara ka + la = (k + l)a u k(la) = (kl)a 3a Yk, € Z.

Heka muokecTBOTO GG € TpyIlia OTHOCHO OIIEPAIUSITA -, & MHOXKeCTBOTO G’
e rpyIia OTHOCHO omeparusTa * u ¢ : G — G’ e uzobpaxkenue (T.e. Ha BCEKN
eseMent g € G e ¢brocTaBeH euHcTBeH eeMent ¢(g) € G'. Mzo6pazkennero
© € TOMOMOPPU3BM 1A 2PYNU, AKO

p(a-b) =¢(a)* @) Va,bed.

CsoiicTBa:
1. Axo e e equnnunudar enement Ha G, a € e equunanuar ejgement na G,
To p(e) = €.



2. p(a™') = (¢(a)) " 3a Va € G.

Axo ¢ : G — G’ e xoMOMOPGhU3bBM Ha I'PYIH ¥ OCBEH TOBa € OUeK-
mug na G Bbpxy G', To KazBame, de @ e uzomoppussm na 2pynu. B TakbB
caydait Kazsame, de rpynure G u G’ ca uzomopdru u mamem G = G'. Tosa
o3HavaBa, 9e G u G’ UMaT eJIHM U CBINU CBOWCTBA KATO IPYIU U YeCTO OUBAT
OTBIKJIECTBSIBAHM.

Heka manpumep pasriename MHOKecTBOTO RT Ha peamnnrTe momoxnTe-
HE 9UC/Ia ¥ MHOXKeCTBOTO R Ha Bemuku peannu duciaa. RT e rpyna crupsmo
YMHOXKEHUETO Ha PEAJHH YHcia, & R e rpyma ciupsiMo ¢chbOMpaHeTo Ha peaTHu
quciia. 'Tbpeum n3obpazkenue

¢ :RY — R,

takoBa de @(ab) = ¢(a) + ¢(b) 3a Va,b € RT u ¢ na e Guekiust va R
Bbpxy R. TakoBa nzobpazkenue e nanpumep pynknuara In z. Hancruna, ako
¢ = In, T0 e OuekIws 1 OCBeH TOBa MMame, de p(ab) = In(ab) = Ina+Inb =
@(a) + ¢(b). ITo To3n Haumn ¢ e usomopduszbMm Ha rpymu u RT = R.

Heka G e rpyna u H C G (H # &) e HAKAKBO HENPA3HO HEHHO MOJIM-
noxkectBo. KazBame, ue H e nodepyna Ha G, ako 3a Va,b € H = ab € H
uVa € H= a'¢ec H. C apyru xymu, H e Taxosa mojaMHO:KecTBO Ha G,
Ye e 3aTBOPEHO CIIPsIMO TpyroBaTa omeparus B (G U OCBEH TOBa ChIbpKa
obparHHUTe Ha BcuIKmM cBom ejementn. OsmagaBame H < G wm H < G,
KoraTo nmame crpororo BkimouBane H C G. Heka a € H. Torasa no jedu-
nunus a ' € H uaa™! = e € H. Ilo To3u nauun H e rpymna crpsMo ChInaTa
bunapua oreparus B G.

[ITe orbesiezkmm orrie, Ye ceueHneTo Ha NoArpynu Ha G C¢bINo e MoJArpyIa
na G.

[Tpumepu:

1. 3a Begka rpyma G e ouemgHo, ue G < G u {e} < G u ToBa ca
TpuBHAJIHUTE TToArpynu Ha G.

2. R e noarpyna wa C oTrHOCHO OneparusTa cbOupaHe.

3. SL,(F) < GL,(F).

4. B MHO>K€CTBOTO Ha MEJUTe Yncjia Z, KOeTO € IPyla OTHOCHO OIlepaliusi-



Ta cbOMpane, 3a IMPOU3BOJIHO IIAJIO YUCJIO M € 7, pa3riiezKaMe MHOXKECTBOTO
mZ ={mz |z € Z}.

[Ipu m = 0, umame 1e mZ = {0}, a upu m = £1 oueBugno mZ = Z. 3a
senuku ocranaan m € Z\{0,£1} ce moayvaBar HETPUBHAIHN OATPYIH Ha
Z. Hanpumep npu m = 2 umame, e mZ = {Bcudkn dernu uncia}. U taka,
3a TIPOBU30JIHO M € 7, U MPOUBOJHO mz € mZ umame, ye —mz = my( \_f/ ) €

€z
mZ.; 3a TPOBU3OJIHU Mz, MZy € M7 UMaMe, 9e mz; + mzs = m(21 + 22) €
——
€z
mZ u ciaenosareano mz < 7.

5. Bnaem ye C,, = {z € C | 2™ = 1} e abesieBa rpymia OT peji 1 CIPsIMO yM-
HOYKEHHETO Ha KoMILIeKCcHU uncia. Heka d € N u pasriegame MHOKECTBOTO
Cy=1{2€ C|2¢=1}. Axo d | n, To 3a npoussosien enement z € Cy umame,
de z% =1 u ciej| OBJUraHe Ha JBeTe CTPAHH Ha CTEleH % rojydasame, de
2" =1, re. z € C,. Ilo To3u maumn Bumsixme, de ako d | n, o C; C C,.
Orryk nupekTHO ce npoepsiBa u e Cy; < C,,.

CsoiicTBO:

Heka G e rpyna, H < G u a,b € GG. Torasa, ako ab € H u a € H, T0
b € H. Haucruna, mom a € H, to Torasa a™' € H. Orryk a '(ab) € H u
(a='a)b € H, xoero npocro ozHavasa, ue eb = b € H. Auajoruno ce npose-
paBa u ve, akoabe Hube H, o a € H.

Teopema Ha Keiinu. Beaka epyna om ped n e usomopdra wa nodepyna Ha
cumempuyrama 2pyna Sy, .

Jloxazameacmso. Heka G e rpyna ot pen |G| = n. Ilo-rouno

G = {917927"'agn}'

[Me mokazxkem, e G e noarpyna Ha S (CHMeTpUIHATA IPYIIa Ha MHOXKECTBOTO
G) u ot akTa, e oTbKIecTBABaME Si ¢ S, TeopeMara e Objie JoKa3aHa.
Heka a € G e mpousBosien enmvent. Pasriexiame nodOpakeHneTo

L,:G— @,

3a KoeTo L4(x) = ax 3a Vo € G.



L, e ouekmusa na G Bbpxy (. Hamcruna, Heka y € G e IpO3UBOJIEH
enement. Torasa © = a~ 'y € G u umame, ve Ly(r) = axr = ala™ly) =y,
T.e. BceKn ejeMent y € (G e obpa3 na ejnementa r € (G U 110 TO3U HAYUH
L, e ciopeknusi. Heka 1,19 € G ca TakuBa, 9e Ty # To. AKO JoIycHeM, de
Lo(71) = Lo(z2), TO uMame We ax; = axg W CJIeJ] JIABO yMHOXKEHHE C '
JOCTUTAME JI0 TIPOTUBOPEINETO, Ye T = To. CoenoBaresno L, (1) # La(x2)
n L, e nunekmms.

Cera me gokaxkem, qe G < Sg. Ako a,b € G, 1o nmame (L,Ly)(x) =
Lo(Ly(x)) = Lo(bx) = a(bx) = (ab)r = Lg(z). 3a Ya € G e usmrbiHeHo,
qe LoLa-1(x) = Lgg-1(x) = (aa™x = z, 1e. Lyg-1 = id u (L,)™t = Ly-1.
Taka L, € Sg 3a Va € G. Heka G' = {L, | a € G}. Toraa G' C Sg,
L,Ly, = Lg, (3aTBOpenoct Ha G’ OTHOCHO KOMIIO3UIUATA Ha M300pazKeHsl )
u (Ly)™' = L, € G’ (3aTBOPEHOCT OTHOCHO OOPBINAHETO HA €JIeMEHTH) U
caenosarenno G < Sg.

Heka pasriegame n300pazkeHueTo

0:G— G,

3a kKoeto p(a) = L,. Or TOBa, KOETO BHJAXME Jocera nmame, de ¢(ab) =
Loy = LoLy = ¢(a)p(b) 3a Va,b € G. Toa o3nauasa, e ¢ ¢ XOMOMOPhU3IBM
na rpynu. Ille Bugum ome, ve ¢ e dbueknusa. Hancruna, Bceku ejtlemenT L, €
G’ e obpas Ha enementa a € (G O IEHCTBUETO HA ( U e CIopeKIusa. AKO
a,b € G ca takuBa, de a # b, To gonyckanero ¢(a) = ¢(b) o3navasa, 1e
L, = Ly, karo uzobpaxenus. Torasa L,(x) = Ly(x) 3a Vo € G u B 9acTHOCT
upu r = e uMame, de Ly(e) = Ly(e), Koero Boau /10 POTUBOPEInETo @ = b.
Crenosaresnto L, # Ly, a ortam u @(a) # ¢(b) n ¢ e nneknuga. loryk
BHJIAXME, Y€ (0 € XOMOMOP(MpU3BLM Ha IPYIH U (p € OUEKInd, KOeTO O3HAYABA,
ye ¢ e nzomopdusbM Ha rpynu. Taka G = G, o G’ < Sg. Taka moxe Ja
cuntame, ye G < Sg, aT.K. Sg = S, n1e G < S,,. Ilo To3u HayuH goKa3zaxme,
qe G e nojarpyna Ha S,. O



