
ÈÇÏÈÒ

ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, ñïåöèàëíîñò "Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà"

2 ôåâðóàðè 2012ã.

Èìå:.................................................................................. Ôàê.íîìåð:.............

1. Íåêà f : D −→ Rm å èçîáðàæåíèå ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà

"ìíîæåñòâî, ðåëàòèâíî îòâîðåíî â D". Äîêàæåòå, ÷å f å íåïðåêúñíàòà â D òî÷íî òîãàâà,

êîãàòî ïúðâîîáðàçúò f−1(U) := {x ∈ D : f(x) ∈ U} íà âñÿêî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U íà

Rm å ðåëàòèâíî îòâîðåíî â D.

2. Äåôèíèðàéòå ðèìàíîâ èíòåãðàë îò îãðàíè÷åíà ðåàëíîçíà÷íà ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà

îáëàñò ïàðàëåëîòîï ∆ â Rn ÷ðåç ïîäõîäà íà Äàðáó. Ôîðìóëèðàéòå è äîêàæåòå äâåòå ëåìè,

íåîáõîäèìè çà òîâà.

3. Íåêà D =
{
(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, (x− 1)2 + y2 ≥ 1, (x− 2)2 + y2 ≤ 4

}
è f : D −→ R å

íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â D. Ïðåäñòàâåòå èíòåãðàëà

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy êàòî

ïîâòîðåí âåäíúæ ñ âúíøíî èíòåãðèðàíå ïî x è âåäíúæ ñ âúíøíî èíòåãðèðàíå ïî y.
Íàïèøåòå â ÿâåí âèä ìíîæåñòâîòî ∂D.

4. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà "ìíîæåñòâî, ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã". Äîêàæåòå, ÷å åäíî

ïîäìíîæåñòâî íà Rn å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã òî÷íî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî

÷èñëî ε ìíîæåñòâîòî ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ èçáðîèìî ìíîãî îòâîðåíè ïàðàëåëîòîïè ñúñ

ñóìàðíà ìÿðêà, ïî-ìàëêà îò ε. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî êîìïàêòíî ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã
ìíîæåñòâî å èçìåðèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí è ìÿðêàòà ìó (â Rn) å íóëà.

5. Èçðàçåòå êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä

∫
Γ

f(x, y)ds ÷ðåç îáèêíîâåí ðèìàíîâ

èíòåãðàë, àêî êðèâàòà Γ å çàäàäåíà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ÷ðåç óðàâíåíèåòî ρ = ρ(ϕ), êúäåòî
ρ å ïîëÿðíèÿò ðàäèóñ, ϕ å ïîëÿðíèÿò úãúë è ϕ ñå ìåíè â èíòåðâàëà [ϕ1, ϕ2]. Èçïîëçâàéòå

ïîëó÷åíîòî, çà äà ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà

∫
Γ
(x− y)ds, êúäåòî Γ =

{
x2 + y2 = x

}
,

ïàðàìåòðèçèðàéêè êðèâàòà Γ ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.

6. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà òîâà êàêâî çíà÷è åäíî ïîëå äà å ïîòåíöèàëíî. Äîêàæåòå, ÷å àêî

íåïðåêúñíàòîòî âåêòîðíî ïîëå å ïîòåíöèàëíî, òî êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä íå

çàâèñè îò ïúòÿ, à ñàìî îò êðàéíèòå òî÷êè. Íàìåðåòå ïîòåíöèàë çà ïîëåòî

F (x, y) =
(

ex(x + ln y + 1) ,
ex

y

)
.

Â êàêâà îáëàñò å äåôèíèðàíî ïîëåòî F? Åäíîñâúðçàíà ëè å òàçè îáëàñò?

7. Íåêà S å åëåìåíòàðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ãëàäêà ïîâúðõíèíà â R3. Äîêàæåòå, ÷å â

îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà òÿ ìîæå äà áúäå çàäàäåíà â ÿâåí âèä (äâå îò

ïðîìåíëèâèòå èãðàÿò ðîëÿ íà ïàðàìåòðè, à òðåòàòà å òÿõíà ôóíêöèÿ). Íàïèøåòå ôîðìóëàòà

çà ëèöå íà ãëàäêà (äâóìåðíà) ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíèíà â R3. Èçâåäåòå îò íåÿ

ôîðìóëàòà çà ëèöå íà ÿâíî çàäàäåíà ïîâúðíèíà.

8. Ôîðìóëèðàéòå òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Äîêàæåòå ÿ çà îáëàñò, êîÿòî å

öèëèíäðè÷íî òÿëî ïî âñÿêà îò òðèòå ïðîìåíëèâè.


